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The flight range maximization problem for a simplified aircraft model is considered, considering the influence of 
the amount of fuel on the dynamics of the center of mass. It is assumed that the motion occurs in a vertical plane 
under the influence of homogeneous gravity forces and homogeneous resistance of the medium. In addition, there 
are an active thrust force and the ability to change the angle of inclination of the trajectory. These parameters are 
accepted as controls. An area in the space of initial variables is constructed, for which the problem of optimal 
synthesis is solved. It is shown that in this area the thrust can be of maximum value, zero value or singular value. 
The number and consequence of the trajectory arcs with the corresponding thrust have been established.
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Введение. Одной из первых задач оптимизации формы траектории движения точки в верти-
кальной плоскости под действием силы тяжести является задача о брахистохроне [1]. В 1697 г. 
И. Бернулли сформулировал следующую задачу: найти форму кривой, двигаясь по которой 
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в вертикальной плоскости под действием только силы тяжести материальная точка переместит-
ся из одной заданной точки в другую заданную точку за минимальное время. Обобщения задачи 
о брахистохроне, в которых учитывалось влияние сухого трения, представлены в работах [2–9].  
Влияние вязкого трения изучено, например, в [10, 11]. Задача с ограничениями на силу реакции 
опоры кривой или на кривизну траектории рассматривалась в публикациях [12, 13] соответ-
ственно. В [14–16] исследовались фазовые ограничения различного вида. Обобщения задачи 
о брахистохроне при наличии разгоняющей силы описаны в [10, 17–19]. В [10] приведены ре-
зультаты моделирования для случая разгоняющей силы, пропорциональной скорости. В [17] за-
дача изучалась при наличии постоянной разгоняющей силы и силы линейного вязкого трения. 
В [18] исследован случай квазипостоянной разгоняющей силы, а в [19] установлены качествен-
ные свойства траекторий при наличии нелинейного сопротивления и постоянной разгоняю-
щей силы. При этом масса точки предполагалась постоянной. В [20] рассматривалась задача 
о брахистохроне при переменной тяге, являющейся управлением, и штрафе за ее расход. Задача 
о брахистохроне для случая, когда масса частицы меняется по известному закону, приведена 
в [21] при действии сухого трения и в [22] при действии вязкого трения. В [23] исследовалась 
задача оптимизации формы траектории движения центра масс летательного аппарата в верти-
кальной плоскости в случае переменной массы, меняющейся в зависимости от заданного закона 
тяги двигателя. Модель летательного аппарата, в которой в качестве управления принят угол на-
клона траектории, в [23] называется «промежуточной», мы будем использовать для нее термин 
«упрощенная». В рамках этой модели предполагается, что подъемная сила, необходимая для 
изменения формы траектории, не влияет на силу сопротивления. Данное допущение справед-
ливо при достаточно малых углах атаки. В такой постановке подъемная сила в задаче оптими-
зации формы траектории точечной модели летательного аппарата играет роль реакции опорной 
кривой в задаче о брахистохроне для точечной массы. Обсуждение границ применимости такой 
модели приводится, например, в работах [23–25].
	 Задача программирования тяги летательного аппарата вдоль траектории, в  частности 
максимизации высоты полета с  заданным количеством топлива, была сформулирована 
Р. Годдардом в  1919 г. [26]. Эта задача исследовалась методами вариационного исчисления 
(например, [27–29]) и  стала одной из первых, решаемых методами теории оптимального 
управления. Два частных случая, а  именно один с  линейной зависимостью сопротивления 
от скорости, а  другой с  квадратичной зависимостью от скорости, были рассмотрены в  [28]. 
Было установлено, что оптимальная программа изменения тяги состоит, как правило, из дуги 
максимальной тяги, затем промежуточной тяги и заканчивается нулевой тягой. Такая структура 
имеет место в случае достаточно большого верхнего предела тяги, когда промежуточная тяга 
удовлетворяет ограничениям на протяжении всего процесса и  остается допустимой. Позже 
результаты были обобщены на случай экспоненциальной зависимости плотности воздуха 
от высоты и  переменного ускорения силы тяжести (например, [30–32]). В  [33] для задачи 
максимизации дальности горизонтального полета было обнаружено, что оптимальная тяга 
имеет ту же структуру, что и для задачи о вертикальном подъеме ракеты. Упомянутые работы 
инициировали развитие методов решения задач оптимального управления, содержащих особые 
участки. Другие обобщения задачи Годдарда при ограничениях на время полета и  с  учетом 
зависимости силы лобового сопротивления от высоты представлены, например, в статье [34].  
Там также было показано, что при определенных условиях оптимальное управление может 
иметь более сложную структуру переключения, главным образом из-за возможности появления 
второй дуги полной тяги после дуги особой тяги. В [35] решена задача выбора оптимального 
режима расходования топлива и оптимальной программы для направления тяги при движении 
в  вертикальной плоскости при отсутствии сопротивления воздуха. Для решения задачи 
сформулирован и применен метод первой вариации функционала, известный также как метод 
множителей Лагранжа для задач управления. В  дальнейшем этот метод получил название 
метода Охоцимского-Понтрягина [36].
	 В [24] была рассмотрена двумерная задача Годдарда, в  которой искался оптимальный 
закон изменения тяги при условии, что закон изменения угла наклона траектории задан. Задача 
одновременного управления углом наклона траектории и расходом массы была рассмотрена 
в [37] для простейшего случая линейного вязкого трения.
	 В работе исследуется задача максимизации дальности полета с  учетом влияния 
количества топлива на динамику точечной массы. В  этом состоит главное отличие данной 
статьи от публикаций [17–20], где предполагалось, что сила тяги не влияет на массу точки. 
В отличие от работ [21,22] скорость изменения массы точки рассматривается как управляющая 
переменная наряду с управлением углом наклона. По сравнению со статьями [23–25] закон 
изменения угла наклона траектории рассматривается как управление наряду с  управлением 
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тягой. В  [32] представлено исследование задачи Годдарда для невертикальных траекторий 
для достаточно общей модели аэродинамического сопротивления и  центрального поля сил 
тяжести. Численным моделированием подтверждено существование оптимальной траектории 
с  особой дугой. В  настоящей работе результаты, полученные в  [37], обобщаются на случай 
нелинейного закона сопротивления среды. В частности, для определенной области исходных 
переменных аналитически строится оптимальный синтез управления тягой.

1. Постановка задачи. Рассматривается движение материальной точки в вертикальной плоскости 
в  однородном поле сил тяжести под действием сил тяги и  сопротивления среды. Задача 
состоит в определении формы траектории, обеспечивающей максимизацию горизонтальной 
координаты точки при движении ее из заданного начального состояния за фиксированный 
промежуток времени при определенном количестве топлива. Математическая модель движения 
центра масс твердого тела в атмосфере, включающая предположение о тяге вдоль траектории, 
широко применяется в  различных исследованиях (например, [23]). Модель, используемая 
в данной работе, отличается от модели [37] нелинейной зависимостью силы сопротивления 
от скорости достаточно общего вида. Действующие силы представлены на рис. 1. Через Q(V)  
обозначена сила сопротивления, где V – модуль скорости точки. Предполагается, что  
Q(V) – дважды дифференцируемая выпуклая вниз функция скорости. Зависимостью силы 
сопротивления от высоты будем пренебрегать, полагая, что движение происходит в  таком 
диапазоне высот, что плотность среды можно считать постоянной далее, M – масса точки, 
g – ускорение свободного падения, L – подъемная сила. Если вместо движения центра масс 
летательного аппарата исследовать движение точки вдоль заданной кривой, как в классической 

задаче о  брахистохроне, то вместо подъемной силы следует рассматривать силу реакции 
опорной кривой N. Подъемная сила L или сила реакции опоры N являются управлениями. Угол 
наклона траектории обозначен через θ. В рамках упрощенной модели летательного аппарата 
угол θ может рассматриваться в качестве управления вместо N и L. Второе управление, сила 
тяги P, P = cU, где U – скорость расхода массы, а c – скорость истечения рабочего тела.
	  Уравнения движения имеют следующий вид [23]:

   X V Y V V Q V cU M g M U= = = − ( ) +( ) − = −cos , sin , / sin , .θ θ θ

Здесь через X и Y обозначены горизонтальная и вертикальная координаты точки, Переменные 
θ и U рассматриваются в качестве управлений, принадлежащих классу кусочно-непрерывных 
функций времени. Дифференцирование уравнений движения осуществляется относительно 
размерного времени τ. На управление θ ограничения не наложены, а  управление U(τ) 
удовлетворяет неравенству 0 ≤ U(τ) ≤ 0 ≤ ( ) ≤U Uτ

�
,  где 0 ≤ ( ) ≤U Uτ

�
, > 0 – заданная константа.

Для дальнейшей работы перейдем к безразмерным переменным по следующим формулам:

X Xx Y Yy U Uu V Vv t M Mm= = = = = =   



, , , , , ,� � � �τ τ

где    



X c g Y c g U U u V c с g M Uc gu= = = = = = ( )2 2/ , / , / , , / , /� � � � � � � �τ  – масштабы горизонтальной 
и вертикальной координат точки, скорости расхода массы, скорости точки, времени и массы 

Y

X

Mg
P

V

N, L

0

θ

Q (V)

Рис. 1. Действующие силы и переменные
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соответственно, x, y – безразмерные горизонтальная и  вертикальная координаты точки 
соответственно, u – безразмерная скорость расхода массы, u

�
> 0 – верхнее ограничение на 

безразмерную скорость расхода массы, v – безразмерная скорость точки, t – безразмерное 
время, m – безразмерная масса точки. Далее производную по безразмерному времени t будем 
обозначать точкой. Уравнения движения в безразмерных переменных имеют следующий вид:

   x v y v v q v u m m u= = = − ( ) +( ) − = −cos , sin , / sin , ,θ θ θ                                   (1.1)

0 ≤ ≤u u


, u
�

> 0                                                                            (1.2)

где u
�

> 0 – заданная константа.
Начальные и конечные условия для системы (1.1) запишем как

x x y y v v m m m T mT0 0 0 0 00 0 0 0( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) = >, , , , ,                              (1.3)

x(T), y(T), v(T) – свободны, x0, y0, v0 – заданные параметры T – заданный момент окончания 
процесса, определяемый относительно безразмерного времени t.
Целью управления является минимизация функционала

J x T
u

= − ( ) → min
θ,

                                                                    (1.4)

на траекториях динамической системы (1.1) с  краевыми условиями (1.3) при помощи 
управлений θ, u с  учетом ограничений (1.2). Иначе говоря, нужно максимизировать 
горизонтальную координату точки в  заданный момент T окончания процесса. Поскольку 
условия на конечное значение y(T) отсутствуют, решение задачи (1.1)–(1.4) дает достижимую 
верхнюю оценку максимально возможной дальности.

2. Условия оптимальности. Для исследования поставленной задачи применим принцип 
максимума Понтрягина [38]. Функция Гамильтона для задачи (1.1)–(1.4) имеет следующий вид:

H v v q u m ux y v m= + + − +( ) −( ) −ψ θ ψ θ ψ θ ψcos sin / sin .                            (2.1)

Уравнения относительно сопряженных переменных запишем как

   ψ ψ ψ ψ θ ψ θ ψ ψ ψx y v x y v m v
dq
dv

m u q m= = = − − + ⋅ = −( ) ( )0 0 2, , cos sin / , / .           (2.2)

Вдоль оптимальной траектории выполняется соотношение H = C, где C – неизвестная 
константа, C ≠ 0 в  задаче с  фиксированным временем окончания процесса. Из условий 
трансверсальности получаем конечные значения для сопряженных переменных:

ψ ψ ψ ψx y v mT T T T a( ) = ( ) = ( ) = ( ) =1 0 0, , , ,                                            (2.3)

где a – неизвестная константа.
Из (2.2), (2.3) следует ψ ψx yt t t T( ) = ( ) = ∀ ∈[ ]1 0 0, , .
Максимизация функции H по управлению θ приводит к соотношениям:

∂
∂

= ⇔ − − =H
vvθ

ψ θ θ0 0cos sin .                                                   (2.4)

Поскольку движение с углом θ = ±π/2  представляется неоптимальным в смысле достижения 
максимальной дальности по горизонтали, будем считать, что cos θ ≠ 0. Тогда из уравнения (2.4) 
следует

ψ θv v= − tg .                                                                      (2.5)

Заметим, что в соответствии с соотношением (2.5) экстремальное управление углом θ является 
функцией одного класса гладкости с сопряженной переменной ψv. С учетом (2.5) получаем

∂
∂

≤ ⇔ − = − ≤ ⇔ >
2

2
0 0 0

H
v vvθ

ψ θ θ θ θsin cos / cos cos .                            (2.6)

Из (2.6) следует тривиальный вывод: для максимизации дальности нужно двигаться в сторону 
увеличения дальности.
Представим функцию (2.1) в виде

H = H0 + H1u,
где
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H v q m v0 = + − −( )cos / sinθ θ ψ , H mv m1 = −ψ ψ/ .
Функция H1 называется функцией переключения.
Максимизация функции H по управлению u приводит к  следующему правилу выбора 
экстремальной тяги:

u

u H

u H

H
s=

>
≡
<











�
, ,

, ,

, .

1

1

1

0

0

0 0

                                                                      (2.7)

Случаи H1 > 0 и H1 < 0 отвечают регулярному управлению. Если существует отрезок времени σ ⊂ 
[0, T], такой, что ∀t ∈ σ функция переключения обращается в нуль тождественно, т. е. выполнено 
H1 = 0, то на отрезке времени σ возникает сингулярное или особое управление [39]. В формуле 
(2.7) через uS обозначено искомое особое управление. На отрезке особого управления 
выполнены следующие соотношения:

H C H
dH
dt

d H

dt
0 1

1
2

1
2

0 0 0≡ ≡ ≡ ≡, , , .

Если эти соотношения линейно независимы, то из уравнения d H dt2
1

2 0/ ≡  может быть найдено 
особое управление. В таком случае оно называется особым управлением первого порядка.
Дифференцируя соотношение H mv m1 = −ψ ψ/  по времени в  силу систем (1.1) и  (2.2) 
и учитывая выражение (2.4), получим

H q q v m m t Tv1
2 0 0= +( ) −( ) −( ) = ∀ ∈ ⊂ [ ]' cos / , , .tgθ θ σ                                (2.8)

Здесь и далее через qv
' , qvv

″  обозначены первая и вторая производные от силы сопротивления 
по скорости. Для вычисления  d H dt2

1
2 0/ ≡ вначале продифференцируем соотношение (2.4) 

с учетом уравнений (1.1) и  (2.2) и находим дифференциальное уравнение для управляющей 
переменной θ:

θ θ θ= + + −( )( )1 vq q u m vv
' sin / cos / .                                            (2.9)

Конечное условие для уравнения (2.9) получается из (2.3), (2.4):

θ ψT vv t T( ) = − ( ) ==arctg / | .0                                                  (2.10)

Дифференцируя соотношение (2.8) в силу систем (1.1), (2.2) и учитывая (2.9), запишем
d
dt

H
d
dt

q q v m mv


1
2 0( ) = +( ) −( ) −( )( ) =' cos / ,tgθ θ

или

1 2− + +( ) +( )( ) −( ) +″sin / /' 'θ v q q q q u qvv v v + − +( ) +( ) −( ) =″q m q q q q vv vv v v
' ' 'sin sin / / ,2 1 0θ θ

откуда, подставив выражение для массы из соотношения (2.8), найдем выражение для особого 
управления как функции от скорости и угла наклона траектории:

u v q tg vq q v q v q qS vv v vv v, sin / sin / /' 'θ θ θ θ( ) = − + −( ) −( ) − + +( )″ ″2 2 21 qq qv
' .+( )( )         (2.11)

 
3. Уравнение особой поверхности. Соотношения H C H dH dt0 1 10 0≡ ≡ ≡, , /  представляют собой 
семейство особых поверхностей задачи (1.1)–(1.4). Выражая из формулы (2.8) массу, получим

m v q qv= − +( )' sin / cos .θ θ2                                                       (3.1)

Значение m в (3.1) положительно, если θ π∈ −( )/ ,2 0 .Значит, особый участок возможен только 
на нисходящей ветви траектории. Кроме того, как следует из (2.10), (3.1) и условия положи-
тельности массы, участок особой, промежуточной тяги не может примыкать к  концу опти-
мальной траектории. Поверхность особого управления в пространстве (θ, v, m) представлена 
на рис. 2.
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Вычислим частные производные от m(v, θ) по скорости и углу. Из неравенства
∂ ( )

∂
= − + +( ) +( ) > ∈ −( )″m v

v
vq q v qvv v

,
sin / cos , / ;'θ

θ θ θ π1 0 2 02

следует, что масса при движении по особой поверхности возрастает с увеличением скорости. 
Из неравенства

∂ ( )
∂

= − +( ) +( ) < ∈ −( )m v
v q qv

,
sin / cos , / ;'θ

θ
θ θ θ π1 0 2 02 3

заключаем, что масса при движении по особой поверхности убывает с увеличением угла. Эти 
свойства будут использованы при построении синтеза оптимального управления тягой.

4. Синтез оптимального управления. В  результате применения принципа максимума задача 
оптимального управления (1.1)–(1.4) сведена к  краевой задаче для системы уравнений 
(1.1)–(1.3), (2.9), (2.10), не содержащей сопряженных переменных. При решении задачи 
управление тягой определяется в соответствии с правилом (2.7).
Пусть выполнено неравенство

m v q qv> − +( )' sin / cos .θ θ2                                                          (4.1)

В этом случае точка в пространстве (θ, v, m) лежит выше особой поверхности и из выражения 
(2.8) следует H1 0< . Следовательно, принципу максимума удовлетворяет только переключение 
с управления u = u

�
> 0 на управление u = 0. Если же точка лежит ниже особой поверхности, т. е. 

выполнено неравенство

m v q qv< − +( )' sin / cos ,θ θ2                                                         (4.2)

то H1 0>  и оптимальным может быть только переключение с управления u = 0 на управление u = u
�

> 0.
Задача состоит в  построении оптимального синтеза управления тягой, т. е. нахождение тяги 
как функции исходных переменных системы (1.1).
Примем следующие предположения.
П р е д п о л о ж е н и е   1. Параметры системы (1.1) и граничные условия (1.2) таковы, что при 
движении с управлением u = 0 точка находится в области, в которой выполнены неравенства 


v 0 0, θ < 0, 

v 0 0, θ > 0.
П р е д п о л о ж е н и е   2. Движение происходит в области пространства (θ, v, m), где особое 
управление (2.11) является допустимым, т. е. верно условие  u us ∈









0,



 [0, u
�

> 0].
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Рис. 2. Поверхность особого управления
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При предположениях 1 и 2 справедливы следующие утверждения 1–4.
У т в е р ж д е н и е  1. Если начальная точка в  пространстве (θ, v, m) лежит выше особой 
поверхности, то u(0) = u

�
> 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что условие (4.1) выполнено в начальный момент времени 
t =0 и пусть u(0) = 0. Тогда масса остается постоянной и в соответствии с условиями оптимально-
сти переключение с управления u = 0 на управление u(0) = u

�
> 0 не оптимально. На рис. 3 изображен 

фазовый портрет системы, составленной из третьего уравнения системы (1.1) и уравнения (2.9) 
в случае сопротивления, пропорционального второй степени скорости q v v( ) = 2:



v v u m v m v= − +( ) − = +( )2 21 3/ sin , sin / cos /θ θ θ θ                               (4.3)

и нулевой тяги (u = 0, m = const). Подробный анализ системы (4.3) приведен, например, в работе [11].  
Серым цветом на рис. 3 отмечена область, для которой возможно удовлетворение конечного 
условия (2.10). Область, удовлетворяющая предположению 1, отмечена горизонтальной 
штриховкой. Эта область ограничена кривыми  v = =0 0, θ  и  осью ординат. Как видно из 
рис. 3, вдоль траекторий в заштрихованной области скорость монотонно уменьшается, а угол 
монотонно увеличивается, и движение с нулевой тягой происходит выше особой поверхности 
и не пересекает ее. Поэтому в момент окончания процесса конечное условие по массе не может 
быть выполнено. Следовательно, при указанных начальных условиях движение с тягой u = 0 
над особой поверхностью не оптимально. Значит, u(0) = u

�
> 0. Утверждение 1 доказано.

У т в е р ж д е н и е  2. Если начальная точка в  пространстве (θ, v, m) лежит выше особой 
поверхности, то движение с u(t) = u

�
> 0 продолжается до достижения особой поверхности или до 

полного выгорания топлива.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Над особой поверхностью необходимым условиям оптимальности 
удовлетворяет переключение с  управления u(t) = u

�
> 0 на управление u(t) = 0. Пусть конечное 

условие по массе (достижение плоскости m(t) = mT) выполняется раньше достижения особой 
поверхности. Тогда необходимо переключиться с  максимальной тяги на нулевую тягу 
и  двигаться с  ней до выполнения условия θ(T) = 0. Если же при достижении поверхности 
особого управления конечное условие по массе не верно, то аналогично доказательству 
утверждения 1 получаем, что переключение на нулевую тягу также не оптимально, поскольку 
конечное условие по массе не будет выполнено. Значит, движение с  максимальной тягой 
должно продолжаться до достижения особой поверхности. Утверждение 2 доказано.
У т в е р ж д е н и е  3. Если начальная точка в  пространстве (θ, v, m) лежит выше особой 
поверхности, то:
a) если конечная масса достигается раньше достижения особой поверхности, то оптимальная 
траектория задачи (1.1)–(1.4) состоит из двух дуг: дуги с управлением u(t) = u

�
> 0 в начале, затем 

дуги с управлением u(t) = 0 до окончания процесса;

m
√3√ m
√3√

ν

θ

π/2–π/2 0

Рис. 3. Фазовый портрет системы (4.3)
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б) если особая поверхность достигается раньше, чем будет достигнуто конечное условие по 
массе, тогда оптимальная траектория задачи (1.1)–(1.4) состоит из трех дуг: дуги с управлением 
u(t) = u

�
> 0 в начале, затем дуги с промежуточной тягой u t u tS( ) = ( )  и, наконец, дуги с нулевой 

тягой u(t) = 0 до окончания процесса.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что траектория, начинающаяся с дуги максимальной тяги 
u(t) = u

�
> 0 пересекает особую поверхность и оказывается ниже нее. Тогда дальнейшее движение 

должно продолжаться также с управлением u(t) = u
�

> 0. В этом случае масса убывает быстрее, чем 
при движении по особой поверхности. Поэтому движение с управлением u(t) = u

�
> 0 продолжается 

до полного выгорания топлива. Значит, в  момент достижения конечной массы происходит 
переключение на режим нулевой тяги u(t) = 0, что неоптимально, если точка находится ниже 
особой поверхности. Следовательно, траектория не может пересечь особую поверхность, 
и в момент прихода на нее следует переключиться на режим промежуточной тяги u t u tS( ) = ( ). При 
этом сходить с особой поверхности на дугу с максимальной тягой u(t) = u

�
> 0 также не оптимально. 

Значит, движение вдоль особой поверхности продолжается до полного выгорания топлива, 
после чего оптимальная траектория продолжается до выполнения краевого условия по углу 
наклона траектории. Утверждение 3 доказано.
У т в е р ж д е н и е   4. Если начальная точка лежит ниже особой поверхности, то оптимальная 
траектория задачи (1.1)–(1.4) состоит из трех дуг: дуги с нулевой тягой u(t) = 0 в начале, затем 
следует особая дуга с управлением u t u tS( ) = ( ) и, наконец, дуга с нулевой тягой u(t) = 0.
Доказательство аналогично доказательству утверждений 1–3.
З а м е ч а н и е  1. Если предположения 1 и  2 не выполнены, то оптимальная программа 
изменения тяги может иметь более сложную структуру. Этот случай требует дополнительного 
исследования.
З а м е ч а н и е  2. Строгое построение оптимального синтеза в одномерной задаче Годдарда 
также возможно только в определенной области значений переменных и параметров.

5. Движение в  отсутствии сопротивления. При отсутствии сопротивления из соотношения 
(2.7) вытекает неравенство H m1 0= − <cos / .θ  Следовательно, особого управления тягой не 
возникает и только переключение с управления u(t) = u

�
> 0 на управление u(t) = 0 удовлетворяет 

необходимым условиям оптимальности.
У т в е р ж д е н и е  5. При отсутствии сопротивления оптимальная траектория задачи (1.1)–(1.4) 
состоит из двух дуг: дуги максимальной тяги u(t) = u

�
> 0 в начале и дуги нулевой тяги u(t) = 0 в конце.

6. Численное моделирование. Представлены результаты численного моделирования краевой 
задачи (1.1)–(1.3), (2.9), (2.10) с  найденным законам управления тягой (2.11). Приведенные 
результаты призваны проиллюстрировать аналитические выводы разд. 4. Для решения краевой 
задачи применялся метод стрельбы. Краевые значения для переменных были подобраны таким 
образом, чтобы продемонстрировать желаемые структуры управления. Функция сопротивления 
q принимается квадратично зависящей от скорости q(v) = v2. Для всех рассмотренных случаев 
в начальный момент времени принимаются следующие начальные условия: x0(0) = 0, y0(0) = 0. 
Численное моделирование краевой задачи для функции сопротивления q, линейно зависящей 
от скорости q(v) = v и случая отсутствия сопротивления среды, представлено в [37].
1. Начальная точка лежит выше особой поверхности. Набор краевых значений принимается 
следующий: v m m T u T0 0 4 0 2 1 2 1 5( ) = ( ) = ( ) = = =. , , , , .



 u
�

> 0 v m m T u T0 0 4 0 2 1 2 1 5( ) = ( ) = ( ) = = =. , , , , .


.
Результаты моделирования приведены на рис.  4–6. Для этого набора условий на рис.  4 
рассмотрена траектория движения в  пространстве (θ, v, m) и  особая поверхность (3.1), на 
рис. 5 – траектория движения в плоскости (x, y). Точками отмечены моменты переключения 
управления u. На рис.  6 изображена структура изменения экстремальной тяги во времени  
u(t) = u

�
> 0 u t u u t u t u tS( ) = → ( ) = ( ) → ( ) =



0 .
2. Начальная точка лежит ниже особой поверхности. Набор краевых значений принимается 
следующий: v m m T u T0 0 75 0 2 1 25 2 3( ) = ( ) = ( ) = = =. , , . , ,



 u
�

> 0 v m m T u T0 0 4 0 2 1 2 1 5( ) = ( ) = ( ) = = =. , , , , .


1.25.
Для данного набора параметров на рис.  7, 8 представлены соответствующие 
траектории. На рис.  9 изображена структура изменения экстремальной тяги во времени 
u t u t u t u tS( ) = → ( ) = ( ) → ( ) =0 0.
3. Начальная точка лежит на особой поверхности. Набор краевых значений принимается сле-
дующий: v m m T u T0 1 0 2 1 25 2 1 25( ) = ( ) = ( ) = = =, , . , , .



 u
�

> 0 v m m T u T0 0 4 0 2 1 2 1 5( ) = ( ) = ( ) = = =. , , , , .


1.25. Структура изменения тяги выгляди так: 
u t u t u tS( ) = ( ) → ( ) = 0  (рис. 10–12).
4. Начальная точка лежит выше особой поверхности. Набор краевых значений принимается 
следующий: v m m T u T0 0 2 0 2 1 5 2 0 4( ) = ( ) = ( ) = = =. , , . , , .



u
�

> 0 v m m T u T0 0 4 0 2 1 2 1 5( ) = ( ) = ( ) = = =. , , , , .


0.4. Структура тяги выглядит так: u(t) = = u
�

> 0 
u t u u t( ) = → ( ) =



0 (особый участок отсутствует) (рис. 13–15).
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Рис. 4. Экстремальная траектория в пространстве (θ, v, m) 
 для v(0) = 0.4, m(0) = 2, m(T) = 1, ū = 2, T = 1.5
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Рис. 7. Экстремальная траектория в пространстве (θ, v, m) 
для v(0) = 0.75, m(0) = 2, m(T) = 1.25, ū = 2, T = 3
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Рис. 5. Экстремальная траектория 
в плоскости (x, y) для v(0) = 0.4, 
m(0) = 2, m(T) = 1, ū = 2, T = 1.5
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Рис. 6. Изменение тяги во времени (u, t)на 
экстремальной траектории для v(0) = 0.4, 

m(0) = 2, m(T) = 1, ū = 2, T = 1.5
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Найденные параметры из численного моделирования сведены в таблицу, где T1 и T2 – момен- 
ты времени прихода и ухода с особой поверхности.
Отметим, что оптимальный закон изменения угла наклона, представленный на рис.  4, 7, 
10, 13, может быть пассивно реализован с  помощью стационарных идеальных голономных 
механических связей. Для приведенных траекторий проверено выполнение необходимого 
условия Келли оптимальности особых управлений [39].
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Рис. 8. Экстремальная траектория 
в плоскости (x, y) для v(0) = 0.75, 
m(0) = 2, m(T) = 1.25, ū = 2, T = 3
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Рис. 9. Изменение тяги во времени (u, t) 
на экстремальной траектории для v(0) = 0.75, 

m(0) = 2, m(T) = 1.25, ū = 2, T = 3
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Рис. 11. Экстремальная траектория 
в плоскости (x, y) для v(0) = 1, m(0) = 2, 

m(T) = 1.25, ū = 2, T = 1.25
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Рис. 12. Изменение тяги во времени (u, t) 
на экстремальной траектории для v(0) = 1, 

m(0) = 2, m(T) = 1.25, ū = 2, T = 1.25
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Рис. 10. Экстремальная траектория в пространстве (θ, v, m) 
для v(0) = 1, m(0) = 2, m(T) = 1.25, ū = 2, T = 1.25
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Рис. 14. Экстремальная траектория 
в плоскости (x, y) для v(0) = 0.2, m(0) = 2, 

m(T) = 1.5, ū = 2, T = 4
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Рис. 15. Изменение тяги во времени (u, t) 
на экстремальной траектории для v(0) = 0.2, 

m(0) = 2, m(T) = 1.5, ū = 2, T = 4
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Рис. 13. Экстремальная траектория в пространстве (θ, v, m) 
для v(0) = 0.2, m(0) = 2, m(T) = 1.5, ū = 2, T = 4

Заключение. Определено аналитическое решение задачи модального управления по выходу
для широкого класса динамических систем с суммарной размерностью входного и выходного 
векторов, не превышающей размерность вектора состояния. Решение применимо к системам 
четвертого порядка с двумя входами и двумя выходами при неравных индексах управляемости
и наблюдаемости. Для каждого назначаемого спектра решение единственно и представляется 
компактной аналитической формулой, не требующей дополнительных матричных разложе- 
ний или декомпозиции. Рассмотрены случаи, в которых индекс управляемости принимает 

Набор параметров Найденное значение 
θ(0) T1 T2

Конечное 
время

1 –0.991232 0.299497 1.007302 1.5
2 –0.815502 1.751761 2.515850 3
3 –0.523601 0 0.784194 1.25
4 –1.012674 – – 0.4

Таблица 1. Результаты численного моделирования
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значение как больше, так и меньше значения индекса наблюдаемости. Для каждого случая  
на основе двухуровневой декомпозиции с параметризацией обоих уровней доказаны соот- 
ветствующие взаимно дуальные теоремы об управлении по выходу и приведены конкретные 
примеры аналитического расчета регуляторов. Примеры подтверждают совпадение спектров 
замкнутых систем управления по выходу с желаемыми спектрами.
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