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Relay controls are used to solve the problem of moving an inertialess manipulator from a given starting position 
to a desired final equilibrium position. A method for finding relay control switching points has been proposed. 
The main issue is to find the conditions for a solution to a nonlinear boundary value problem of a system of 
differential equations that determines the trajectory of a manipulator.
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Введение. Математические модели механических систем для манипуляционных роботов 
описываются управляемыми нелинейными системами обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Управления выбираются таким образом, чтобы перевести манипуляционного ро-
бота из заданного начального положения равновесия в заданное конечное положение равно-
весия. Качество управления оценивается временем и энергией управления, которые затрачи-
ваются на этот перевод. Движения управляемой механической системы являются решениями 
специальных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. Аналитиче-
ские решения рассматриваемых задач получены, когда математические модели манипуляци-
онных роботов описываются интегрируемыми системами обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Для построения интегрируемых математических моделей активно использовались 
методы декомпозиции [1]. Если неуправляемая механическая система с n степенями свобо-
ды описывается интегрируемой канонической системой уравнений Гамильтона, т. е. имеет n 
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независимых первых интегралов, находящихся в инволюции, то, вычисляя полный интеграл 
уравнения Гамильтона–Якоби и применяя теорему Якоби, можно определить независимую 
систему 2n первых интегралов канонической системы уравнений [2, 3]. С их помощью за-
дается траектория свободного движения манипуляционного робота в фазовом пространстве, 
проекция которой на координатное пространство соединяет начальную и конечную точки 
движения манипулятора, а также вычисляется время движения манипулятора по траектории. 
Выход робота из начального положения равновесия на траекторию свободного движения 
можно обеспечить идеальным импульсным управлением. Аналогично с помощью идеального 
импульсного управления можно обеспечить торможение робота в конечном положении рав-
новесия [4, 5]. При реализации идеальных импульсных управлений функцию Дирака можно 
моделировать прямоугольным импульсом. При оптимизации движений манипуляционного 
робота активно использовался принцип максимума Понтрягина [6]. Большое количество 
работ посвящено оптимизации движений двухзвенного манипулятора [7–11]. При нахожде-
нии оптимальных управлений применялись различные модификации численного метода для 
принципа максимума Понтрягина [12–14], а также краевые задачи для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений при построении оптимальных движений манипуляторов [1, 14, 15]. 
Для задачи оптимального быстродействия можно ограничиться программными релейными 
управлениями и  находить только их точки переключения. При этом можно игнорировать 
уравнения для сопряженных переменных принципа максимума [15]. Для безынерционного 
двухзвенного манипуляционного робота при решении задачи оптимального быстродействия 
в работе [14] используется метод последовательных приближений для принципа максимума 
Понтрягина. В настоящей работе изучается задача нахождения точек переключения релейных 
управлений для безынерционного двухзвенного манипуляционного робота. Соответствующая 
механическая система имеет две степени свободы, и времена прихода манипулятора в конеч-
ное положение по различным обобщенным координатам могут отличаться [14]. В статье [16] 
с помощью метода декомпозиции были построены управления, которые обеспечивают ра-
венство оценок времен движения по разным степеням свободы. При решении поставленной 
задачи используется специальная краевая задача для траектории движения манипулятора. 
В настоящей работе получены условия, для которых времена прихода манипулятора в конеч-
ное положение по различным координатам совпадают.

1. Математическая модель манипулятора и постановка задачи. Рассматривается двухзвенный 
манипуляционный робот (рис. 1), состоящий из двух абсолютно твердых тел и схвата с грузом, 
которые движутся параллельно горизонтальной плоскости. На рис. 2 приведена схема манипу-
лятора в его проекции на горизонтальную плоскость. Первое тело цилиндрическим шарниром 
O связано с неподвижным основанием, а второе тело цилиндрическим шарниром O1 связано 
с первым телом. На конце второго тела в точке O2 укреплен схват, в котором находится переме-
щаемый объект (груз). Будем предполагать, что линейные размеры схвата и груза много меньше 
длины звеньев манипулятора, и при исследовании транспортных движений считать схват с гру-
зом материальной точкой. Ограничимся рассмотрением безынерционного манипулятора, когда 
масса звеньев много меньше массы перемещаемого груза, считая, что вся его масса сосредото-
чена в точке O2 и равна массе груза m. Предположение о малости массы звеньев по сравнению 
с массой груза выполняется для некоторых исследовательских роботов [14].

Рис. 1. Двухзвенный манипулятор.
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Манипулятор управляется при помощи двух независимых приводов, расположенных 
в шарнирах O и O1 соответственно. Главные моменты сил, создаваемых приводами, равны M1 
и M2. Для описания движения схвата вводится в горизонтальной плоскости движения звеньев 
манипулятора неподвижная декартова система координат Oxy c началом в точке O. Пусть x 
и y – декартовые координаты схвата (груза). Закон движения схвата определяется формулами 
x(t), y(t). Предполагается, что в начальный момент времени t = 0 схват находится в началь-
ном положении x(0) = x0, y(0) = y0 и  имеет нулевые проекции скорости x 0 0( ) = , y 0 0( ) = .  
Требуется привести его в момент времени t = T в заданное конечное положение x(T) = xT, y(T) 
= yT с нулевой скоростью x T( ) = 0 , y T( ) = 0. Задача управления состоит в нахождении про-
граммных законов изменения управляющих моментов M1(t), M2(t), 0 ≤ ≤t T ,  обеспечиваю- 
щих приведение манипулятора из заданного начального состояния равновесия в заданное ко-
нечное положение равновесия.

На рис. 2 угол φ1 между осью Ox неподвижной системы координат и прямой OO1, соединяющей 
цилиндрические шарниры, определяет положение первого звена манипулятора, а угол φ2 между 
прямой OO1 и O1O2, соединяющей второй шарнир со схватом, находит относительное положение 
второго звена манипулятора относительно первого. Декартовы координаты схвата запишем как

x = L1 cos φ1 + L2 cos (φ1 + φ2),    y = L1 sin φ1 + L2 sin (φ1 + φ2),

где L1 = |OO1| – длина первого звена, L2 = |O1O2| – длина второго звена. Будем полагать, что 
L L2 1≤ . Следовательно, рабочая зона манипулятора определяется неравенствами:

L L x y L L1 2
2 2

1 2− ≤ + ≤ + .

Рассматривается ситуация, когда значение угла  φ2 положительно во время движения ма-
нипулятора и схват не достигает границ рабочей зоны.

Для описания движения манипулятора будем использовать уравнения Лагранжа 2-го рода. 
Их вид зависит от выбора обобщенных координат. Следуя [14], в качестве обобщенных коор-
динат возьмем полярные координаты точки O2. Имеем:

x = r cos φ,    y = sin φ.

Зависимость углов φ1, φ2 от полярных координат определяется формулами:

φ1 = φ – arccos ϕ ϕ1

2
1
2

2
2

12
= −

+ −
arccos

r L L
L r

�,

φ1 + φ2 = φ + arccos ϕ ϕ ϕ1 2

2
2
2

1
2

22
+ = +

+ −
arccos

r L L
L r

�.

Находим вариации углов:

δφ1 = δφ + ´ �ϕ δϕ
δ

1

2
2
2

1
2

2
1 2

2
1 2

2 2
= +

+ −( )
− −( )( ) +( ) −( )

r L L r

r r L L L L r
,

	

Рис. 2. Схема двухзвенного манипулятора.
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δφ1 + δφ2 = δφ – ´ ´ �ϕ ϕ δϕ
δ

1 2

2
1
2

2
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2
1 2

2
1 2

2 2
+ = −
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− −( )( ) +( ) −( )
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Кинетическая энергия манипулятора определяется как

K
m

r r= +( )2
2 2 2� �φ ,

а элементарная работа сил на виртуальных перемещениях –

δA = M1δφ1 + M2δφ2 = Mφδφ + Mrδr

с обобщенными силами:

Mφ = M1, M M M
r M M L L M

r r L L L L r
rϕ = =

−( ) − −( )
− −( )( ) +( ) −

1

2
1 2 1
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2
, � �
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Дифференциальные уравнения Лагранжа 2‑го рода имеют вид:
d r

dt

M t

m

2
1

�φ( )
= ( )

,                                                                   (1.1)

	 �� �r r
M t

m
F r

M t

m
F r t T− = ( ) ( ) − ( ) ( ) ≤ ≤φ2 1

1
2

2 0, ,                                   (1.2)

где функции F1 ⋅( ), F2 ⋅( )  определяются следующим образом:

F r
r L L

r r L L L L r
1

2
1
2

2
2

2
1 2

2
1 2

2 2
( ) =

− +

− −( )( ) +( ) −( )
�,

F r
r

r L L L L r
L L r L L2

2
1 2

2
1 2

2 2
1 2 1 2

2( ) =
− −( )( ) +( ) −( )

− < < +� � � � � �, .

Требуется найти управления M1(t), M2(t), t T∈[ ]0, ,�  переводящие систему (1.1), (1.2) из за-
данного начального положения равновесия:

φ         φ φ0 0 0 0 0 00 0( ) = ( ) = ( ) = ( ) =, , ,� �r r r ,

в заданное конечное положение равновесия:

φ         φ φT T r TT T( ) = ( ) = ( ) = ( ) =, , , ,� �0 0r TrT,φ         φ φT T r TT T( ) = ( ) = ( ) = ( ) =, , , ,� �0 0r T

и время T, необходимое для этой операции. Здесь L1 – L2 < r0, rT < L1 + L2, φT  ≠ φ0, rT  ≠ r0. Без 
ограничения общности, используя специальный выбор направления оси x, можно положить φ0 = 0.

При реализации рассматриваемой операции будем применять специальные релейные 
управления:

M t
M t t

M t t T

M t
M t tr

1
1
0

1
0

2
2
0

0

0

( ) =
≤ <

− ≤ ≤







( ) =
≤ <

−

, ,

, ,

, ,

� �

� �

� �

ϕ

ϕ

MM t t Tr2
0, � � ≤ ≤





 ,

с заданными модулями величин M1
0  и  M2

0 . Знаки этих величин задают направления управ-
ляющих моментов сил и определяются специальным образом. В результате требуется найти 
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условия, когда решение поставленной выше задачи существует в классе выбранных релейных 
управлений, а также моменты tφ, tr переключения релейных управлений и время T перехода 
манипулятора из начального положения равновесия в конечное.

2. Краевая задача для траектории манипулятора. Сформулированная задача имеет решение, 
если существуют такие значения параметров tφ, tr, T, M1

0, M2
0,, для которых система диффе-

ренциальных уравнений
d r

dt
M
m

t t

2
1
0�φ

φ
( )

= −( )sgn ,                                                         (2.1)

�� �r r
M t t

m
F r

M t t

m
F rr− =

−( ) ( ) −
−( ) ( )φ

φ2 1
0

1
2
0

2

sgn sgn
                                 (2.2)

с краевыми условиями

φ             φ             φ φ     φ0 0 0 0 0( ) = ( ) = ( ) = ( ) =, , , ,� �T TT                                           (2.3)

r r r r T r r TT0 0 0 00( ) = ( ) = ( ) = ( ) =, , ,� � � � � �                                              (2.4)

имеет решение. Ограничимся изучением случая, когда φT  > 0, rT  ≠ r0.
Преобразуем указанную краевую задачу. Пусть требуемые значения параметров M1

0, M2
0,  

tφ, tr и T существуют и им отвечает решение φ(t), r(t), t T∈[ ]0, , краевой задачи (2.1)–(2.4). 
Тогда из (2.1), (2.3) находим:

�φ α φ α
t

M t

mr t
t

M
m

s

r s
ds

t

( ) = ( )
( ) ( ) = ( )

( )∫1
0

2
1
0

0
2

, ,                                              (2.5)

где функция α ⋅( )  определяется формулами:

α
φ

φ φ
t

t

t       t T
t( ) =

≤    <     ,

 ≤ <






∈

,

0
00, .T[ ]

2t   – t,

t, t

С учетом условия �φ T( ) = 0 имеем α T( ) = 0. Следовательно, должно выполняться равенство 
T t= 2 ϕφ.

Из (2.5) следует, что на отрезке 0,T[ ]  функция φ(.) возрастает и  M1
0 0> . Тогда существует 

обратная функция t(φ), φ ϕ ϕ∈[ ]0, T [0,φT], t(0) = 0, t(φT) = T и углы φφ, φr, такие, что t(φφ) = tφ, t(φr) = tr.  
Эта функция неявно определяется уравнением:

φ
α

φ          φ
φ

= ( )
( )

∈[ ]
( )

∫M
m

s

r s
ds

t

T
1
0

0
2

0, , ,

дифференцируя которое, имеем:

M
m
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r
t T

1
0

2
1 0

α φ
φ

φ         φ φ( )( )
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�
' , , .                                                       (2.6)

Здесь �r r tφ            φ( ) = ( )( ), φ        φ∈[ ]0, T ,

α φ
φ    φ φ

φ     φ φ   φ
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T t T
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( ) ∈  )

− ( ) ∈  
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, , ,

, , .

0
                                                            (2.7)

Из (2.6) и (2.7) получим:

t t
m

M
rφ     φ φ    φ φφ( ) ( ) = ( ) ∈  )' , , ,

1
0

2 0�

T t t
m

M
r T− ( )( ) ( ) = ( ) ∈  φ       φ φ   φ φ   φ φ' , , .

1
0

2�
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Отсюда находим:

t
m

M
r s ds

T t
m

M
r

T

2

1
0

0

2

2

1
0

2
0

2

φ                            φ φ

φ

φ

φ

φ

φ

( ) = ( ) ∈  )

− ( )( ) =

∫

∫

�

�

, , ,

22 s ds T( ) ∈  , , .φ     φ φφ

                                             (2.8)

В уравнении (2.2) независимую переменную t заменим на φ. Имеем:

r t
M t

m r

M

m
F r

t t
( ) =

( )( )
( )

+

+
−( ) ( )( ) −

= ( )φ
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                            (2.9)

Учитывая определение функции r ⋅( )  и формулы (2.5), получим:
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Используя (2.7) и (2.8), находим:
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В результате уравнение (2.9) примет вид:
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где k, R φ( ) определяются формулами:
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Используя формулы (2.7) и (2.8), имеем:
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Введем новую функцию:
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0
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Из определения функций r ⋅( ), R ⋅( ), ρ  ⋅( )  следует, что они удовлетворяют следующей систе-
ме дифференциальных уравнений:

� �r r' ,= 2ρ                                                                        (2.11)

R rR' ,= − + −( )2�  ρ              φ φφsgn                                                               (2.12)
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F r k F rrsgn sgn .                        (2.13)

Из условий (2.4) следует, что r r0 0( ) = , �r rT Tφ( ) = . Из формулы (2.10) имеем R R T0 0( ) = ( ) =φ .  
Из определения функции ρ  ⋅( )  находим:
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В результате манипулятор можно перевести из заданного начального положения равнове-
сия в заданное конечное положение равновесия, если существуют такие значения φφ, φr, k, 
в которых для системы дифференциальных уравнений (2.12), (2.13) с краевыми условиями:

�r r R F r kF r0 0 0 00 1 0 2 0( ) = ( ) = ( ) = ( ) − ( ), , ,ρ                                          (2.14)

�r r R F r kF rT T T T T T
φ φ ρ  φ( ) = ( ) = ( ) = ( ) − ( ), ,0 1 2 ,                                     (2.15)

соответствующая краевая задача имеет решение.
Для реализации операции одновременного по каждой координате прихода манипулятора 

в конечное положение равновесия требуется, чтобы отношение параметров управления соот-
ветствовало значению параметра k. Следовательно, значения релейных управлений не могут 
быть выбраны произвольными.

Если найдены параметры φφ, φr, k, то для определения времени перехода манипулятора из 
начального положения в конечное, используя равенство T = 2tφ и формулы (2.8), имеем:
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Откуда получаем формулу:
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3. Численное моделирование движений манипулятора. При численном решении краевой 
задачи (2.11)–(2.15) используем модифицированный метод стрельбы. Пусть �r kr

+ ( )φ  φ φφ, , , ,  
R kr

+ ( )φ  φ φφ, , , , ρ     φ φ    φφ
+ ( ), , ,r k , φ           φ∈[ ]0, T ,  – компоненты решения системы (2.11)–(2.13) с на-

чальными условиями �r k rr
+ ( ) =0 0, , ,φ    φφ , R+(0, φφ, φr, k) = 0, ρ+(0, φφ, φr, k) = F1(r0) – kF2(r0),  

а  r kr
− ( )ϕ ϕ ϕϕ, , ,� �(φ, φφ, φr, k), R–(φ, φφ, φr, k), ρ–(φ, φφ, φr, k), φ ϕ ϕ∈[ ]0, T [0, φT], – компоненты решения системы 

(2.11)–(2.13) с начальными условиями r k rT r T
− ( ) =ϕ ϕ ϕϕ, , ,� � (φT, φφ, φr, k) = rT, R–(φT, φφ, φr, k) = 0, ρ–(φT, φφ, φr, 

k) = F1(rT) – kF2(rT). Если существует решение краевой задачи (2.11)–(2.15), то определенные 
выше решения начальных задач Коши совпадают. При фиксированном значении параметра 
φT находим значения параметров φφ, φr, k из условий существования решения краевой задачи 
(2.11)–(2.15).

Рассмотрим следующие параметры манипуляционного робота: L L m r rT1 2 05 3 1 6 5 3= = = = =, , , . , .� � � � � � � � 
L L m r rT1 2 05 3 1 6 5 3= = = = =, , , . , .� � � � � � � � При реализации условий 0 < φr < φφ< φT система уравнений для нахождения параме-

тров φφ, φr, k имеет вид:
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Здесь � �r k r kr
++ +( ) = ( )φ                  φ φ    φφ, , , , , R k R kr

++ +( ) = ( )� � �ϕ ϕ ϕ ϕϕ, , , ,� �r k r kr
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++ +( ) = ( )� � �ϕ ϕ ϕ ϕϕ, , , ,� �r k r kr
++ +( ) = ( )φ                  φ φ    φφ, , , , , ρ++� �r k r kr

++ +( ) = ( )φ                  φ φ    φφ, , , ,  ρ+� �r k r kr
++ +( ) = ( )φ                  φ φ    φφ, , , , , если 

φ            φφ∈  0, ,  r k r kr
−− −( ) = ( )� � �ϕ ϕ ϕ ϕϕ, , , ,� �r k r kr
++ +( ) = ( )φ                  φ φ    φφ, , , ,  r k r kr
−− −( ) = ( )� � �ϕ ϕ ϕ ϕϕ, , , ,� �r k r kr
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++ +( ) = ( )φ                  φ φ    φφ, , , , , 

если φ        φ φφ∈  , T .
Методом стрельбы для заданного значения φT находятся значения параметров φr, k, для 

которых существует такое значение φφ, что выполняется следующее неравенство:
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2
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2

, , ,k k

где ξ – заданная погрешность.
При реализации условий 0  < φφ < φr  < φT  система уравнений для нахождения параметров 

φφ, φr, k  имеет вид:
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если φ        φ φφ∈  , T .
Методом стрельбы для заданного значения φT находятся значения параметров φφ, k, для 

которых существует такое значение φr, что выполняется следующее неравенство:

� �r k r k R k R kr r r r
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где ξ – заданная погрешность.

φT k φr φφ tr tφ T

0.05 9.575 0.014 0.016 0.919 0.974 1.953
0.08 5.941 0.023 0.026 1.193 1.240 2.480
0.1 4.732 0.030 0.032 1.350 1.390 2.780
0.13 3.616 0.040 0.041 1.574 1.591 3.182
0.15 3.121 0.046 0.046 1.695 1.695 3.426
0.16 2.920 0.051 0.052 1.786 1.770 3.544
0.2 2.318 0.064 0.070 2.061 1.992 3.983

Таблица 1. Значения параметров φφ, φr, k, tr, tφ, T при различных значениях φT
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Основные результаты численного моделирования представлены в таблице. Она показыва-
ет, что, начиная с некоторого значения φT, неравенство φφ > φr  сменяется на φφ < φr. С ростом 
параметра φT  до значения 1.2 параметр k убывает, после чего начинает возрастать.

Рис. 3. График функции r(t), 0 ≤ t ≤ T.

Рис. 4. График функции r'(t), 0 ≤ t ≤ T.

φT k φr φφ tr tφ T

0.3 1.524 0.096 0.123 2.733 2.473 4.948
0.5 0.919 0.164 0.272 4.138 3.290 6.579
0.8 0.640 0.274 0.575 6.310 4.313 8.627
1 0.579 0.352 0.804 7.661 4.883 9.764

1.2 0.559 0.431 1.041 8.854 5.351 10.698
1.3 0.561 0.470 1.158 9.355 5.541 11.084
1.5 0.582 0.543 1.400 10.200 5.806 11.613
1.7 0.637 0.600 1.647 10.682 5.847 11.694
1.9 0.744 0.618 1.885 10.635 5.580 11.159

1.95 0.754 0.641 1.949 11.104 5.619 11.245

Окончание таблицы 1
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Рис. 8.  Траектория схвата в декартовой системе координат.

Рис. 5.  График функции φ(t), 0 ≤ t ≤ T.

Рис. 6.  График функции φ'(t), 0 ≤ t ≤ T.

Рис. 7.  Траектория схвата в полярной системе координат.
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Ниже на рис. 3–8 приведены графики компонент движения манипуляционного робота для 
значений параметров φT = 1.5, φφ = 0.582, φr = 0.1400, k = 0.582.

	
Заключение. Получено условие для релейных управлений, которое обеспечивает приход 

схвата в конечную заданную точку одновременно по обеим координатам. Предложен метод 
нахождения точек переключения релейных управлений для указанного случая движения ма-
нипуляционного робота. Метод может быть использован также, когда времена прихода схвата 
в заданную конечную точку по разным координатам не совпадают.
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