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Разработаны алгоритмы решения локальных и глобальных граничных задач для нелинейных и квази-
линейных нестационарных управляемых систем в классе кусочно-постоянных управлений. Найдены 
конструктивные достаточные условия, гарантирующие существование решений указанных задач. Кро-
ме того, получен критерий калмановского типа локальной и глобальной управляемости соответственно 
нелинейных и квазилинейных стационарных систем. Работоспособность алгоритмов иллюстрируется 
при численном моделировании решения задачи управления движением маятника переменной длины 
с движущейся точкой подвеса.
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METHODS FOR SOLVING A BOUNDARY VALUE PROBLEM 
FOR NONLINEAR CONTROLLED SYSTEMS OF ORDINARY 

DIFFERENTIAL EQUATIONS IN THE CLASS OF PIECEWISE 
CONSTANT CONTROLS

A. N. Kvitkoа, * 
аSt. Petersburg State University, St. Petersburg  

*e-mail: alkvit46@mail.ru 
a.kvitko@spbu.ru 

Algorithms for solving local and global boundary value problems for nonlinear and quasilinear nonstationary 
control systems in the class of piecewise constant controls are developed. Constructive sufficient conditions 
are found that guarantee the existence of solutions to these problems. In addition, a Kalmantype criterion 
for local and global controllability of nonlinear and quasilinear stationary systems, respectively, is obtained. 
The performance of the algorithms is illustrated by numerical simulation of the solution to the problem of 
controlling the motion of a robotic manipulator.

Keywords: discrete control, boundary conditions, stabilization

Введение. Среди задач математической теории управления важное теоретическое и практи-
ческое значение имеют вопросы построения кусочно-постоянных (дискретных) управляющих 
функций, обеспечивающих перевод систем обыкновенных дифференциальных уравнений из на-
чального состояния в заданное конечное состояние. Такие задачи относятся к типу граничных 
задач для управляемых систем. Актуальность проблемы граничных задач в классе кусочно-по-
стоянных управлений обусловлена использованием вычислительной техники при формировании 
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управляющего сигнала и простотой его реализации. Отдельный интерес представляют задачи ста-
билизации систем в классе дискретных управлений, которые можно рассматривать как гранич-
ные задачи на бесконечном промежутке времени. Исследования граничных задач в классе дис-
кретных управлений включают в себя направления, связанные с формулировкой необходимых 
и достаточных условий локальной и глобальной управляемости линейных и нелинейных систем 
[1–16]; с оценкой и изучением области конечных состояний, для которых возможен заданный 
перевод [3, 4, 9, 10, 12–16], а также с разработкой точных или приближенных методов нахож-
дения искомых управляющих функций и соответствующих им функций фазовых координат [1, 
4, 6–8, 10–16]. В настоящее время граничные задачи достаточно хорошо изучены для линейных 
и нелинейных систем специального вида. Однако теория решения граничных задач для нели-
нейных систем общего вида еще недостаточно разработана и трудности по ее созданию велики. 
Основные усилия автора направлены на создание достаточно простых для численной реализации 
и устойчивых к погрешностям вычислений алгоритмов решения локальных и глобальных гра-
ничных задач для широкого класса нелинейных и квазилинейных нестационарных систем обык-
новенных дифференциальных уравнений с учетом дискретности управляющего сигнала, а также 
нахождение конструктивных достаточных условий и критериев, гарантирующих существование 
решений указанных задач. Поставленная цель достигнута сведением исходной задачи к задаче 
стабилизации линейной нестационарной системы специального вида и последующим решени-
ем задачи Коши для вспомогательной системы обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Результаты данной статьи являются обобщением результатов, полученных в работах [15, 16], на 
случай нелинейных и квазилинейных нестационарных систем с нестационарными возмущени-
ями. При доказательстве теоремы 1 применяется подход, предложенный в [15]. Суть его в том, 
что применяется разложение в ряд Тейлора правой части исходной системы в окрестности точки, 
соответствующей нулевым значениям фазовых координат и управления, а также замена независи-
мой переменной. После этой замены новая независимая переменная изменяется на полупрямой 
от нуля до бесконечности. К преобразованной системе присоединяется система дифференциаль-
ных уравнений относительно исходной управляющей функции. Ее правая часть равна вспомога-
тельной управляющей функции. На следующем этапе осуществляется ряд преобразований сдвига 
фазовых координат с исчезающими на бесконечности слагаемыми сдвига. В результате получаем 
вспомогательную систему. После этого находится вспомогательное управление, стабилизирующее 
линейную часть вспомогательной системы. На заключительном этапе решается задача Коши для 
вспомогательной системы, замкнутой стабилизирующим управлением, и осуществляется переход 
к исходным зависимым и независимым переменным. При реализации этого подхода для нестаци-
онарной системы с нестационарным возмущением приходится использовать разложение правой 
части исходной системы в окрестности точки, соответствующей нулевым значениям фазовых ко-
ординат, управления и момента времени, равного единице. Это приводит к тому, что вспомога-
тельная система имеет более сложный вид. После анализа ее правой части были найдены условия 
(1.5) и (1.6), отличные от условия калмановского типа из [15], гарантирующие справедливость 
теоремы 1. Данные условия являются обобщением результата, найденного в [16] в случае, когда 
в системе, описывающей объект управления, учитываются нестационарные возмущения. Новиз-
на результата теоремы 2 состоит в доказательстве достаточности условий, приведенных в теореме 
1, для глобальной управляемости квазилинейной системы. В разд. 4 рассматривается частный слу-
чай системы из разд. 3. В доказательстве следствия 1 показано, что для глобальной разрешимости 
поставленных задач необходимо и достаточно выполнение условия Калмана для ее стационарной 
линейной части. В разд. 5 исследовались задачи, аналогичные тем, которые рассматривались в [15] 
в классе дискретных управляющих функций, непрерывно дифференцируемых по конечному со-
стоянию и параметру. В следствии 2 доказано, что условие калмановского типа из [15] служит 
критерием локальной разрешимости поставленных задач. Эффективность алгоритма, разработан-
ного в раз.1, иллюстрируется на модельном примере.

1. Постановка задач и  формулировка теоремы. В  работе изучается управляемая система 
обыкновенных дифференциальных уравнений:

	 x f x u t F t= +( , , ) ( )µF(t),	 (1.1)

где

x x xn= ( ,..., )1
T, x Rn∈ ; u u ur= ( ,..., )1

T , u Rr∈ , r n≤ , t ∈[ , ]0 1 , µ ∈ R1;

	 f C R R R Rn n r n∈ × ×−4 1 1( ; ), f f fn= ( ,..., )1
T, F C Rn n∈ ( )−4 1 0 1[ , ]; , F F Fn= ( ,..., ) .1

T 	 (1.2)
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Здесь F(t) – возмущающее воздействие,  – параметр, который используется для ограниче-
ния возмущения F(t) и компактности формулировки теоремы, приведенной ниже.
Пусть

	 f t( , , )0 0 0≡ .	 (1.3)

Рассмотрим матрицы

	 A
f
x0 0 0 1= ∂

∂
( , , ) , B

f
u0 0 0 1= ∂

∂
( , , ) , S B A B A Bn

0 0 0 0 0
1

0= { }−, ,..., ,	

	 A
i

f

x t
B

i
f

u t
ii

i i

i i

i i

i
= − ∂

∂ ∂
= − ∂

∂ ∂
=

+ +( )
!

( , , ),
( )

!
( , , ),

1
0 0 1

1
0 0 1

1 1

11 1, ,n − 	

	 A t t A B t t Bi
i

i

n
i

i
i

n

( ) ( ) , ( ) ( )= − = −−
=

−
=

∑ ∑1 11
1

1
1

,	

	 S t L t L t L tn( ) ( ( ), ( ),..., ( ))= 1 2 ,	

где L t B t1( ) ( )= , L t A t L t t dL dti i i( ) ( ) ( ) ( )= − −− −1 11 , i n= 2, .
Предположим, что выполнены условия

	 rank S n0 = ,	 (1.4)

	 rank ( )S t n= , ∀ ∈t [ , )0 1 .	 (1.5)

На управление u наложено ограничение

	 u N< , N > 0 .	 (1.6)

Рассмотрим бесконечное разбиение интервала [0,1] точками 0 10 1= < < < < <t t tk... ... ,  где 
tk → 1  при k → ∞ .

О п р е д е л е н и е  1. Функцию u t uk( ) = , u Rk
r∈ , ∀ ∈ +t t tk k[ , )1 , k = 0 1, , ... , будем называть 

дискретной управляющей функцией. Пусть x Rn∈ , x x xn= ( ,..., ) ,1
T - фиксированное состоя-

ние.
З а д а ч а  1. Найти дискретное управление u(t), заданное на бесконечном разбиении интер-

вала [0,1], и абсолютно непрерывную функцию x(t), почти всюду удовлетворяющую системе 
(1.1) и условиям:

	 x x( ) ,0 =  x( ) ,1 0= x x xn= ( ,..., )1
T.	 (1.7)

З а д а ч а  2. Определить дискретное управление u(t), полученное на некотором конечном 
разбиении 0 10 1= < < < <t t tm...  интервала [ ],0 1 , и абсолютно непрерывную функцию x(t), за-
данную на интервале [ ],0 tm , почти всюду удовлетворяющую системе (1.1) и условиям:

	 x x( )0 = , x tm( ) ≤ ε1 ε1, 1 2− <tm ε ε2.	 (1.8)

В (1.8) величина tm  – заранее неизвестный момент времени, ε1ε1 0> , ε2 ε2 0>  – произвольные 
фиксированные числа. Пары функций x(t), u(t), указанные в постановках задач 1 и 2, будем 
называть соответственно решениями задач 1 и 2.

Т е о р е м а  1. Пусть для правой части системы (1.1) выполнены условия (1.2)–(1.5). Тогда 
существуют εε > 0 , 0µ0 0> , такие, что ∀ ∈x Rn,  ∀ ∈µ 

1: x < εε, || < 0 имеются решения задач 
1 и 2, которые могут быть получены после решения задачи стабилизации линейной нестаци-
онарной системы специального вида и последующим 1решением задачи Коши для вспомога-
тельной системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

2. Доказательство теоремы 1 и вспомогательной леммы.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Рассмотрим задачу: найти дискретное управление 

u(t) и абсолютно непрерывную функцию x(t), почти всюду удовлетворяющую системе (1.1) 
и условиям:

	 x x( ) ,0 =  x t( ) → 0  при t → 1. 	 (2.1)
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Указанную пару функций будем называть решением задачи (1.1), (2.1).
З а м е ч а н и е  1. Переходя к пределу в решении задачи (1.1), (2.1) при t → 1 , получим 

функции x t u t( ), ( ) , удовлетворяющие системе (1.1) и условиям (1.7), т.  е. эта пара является 
решением задачи 1. Для решения задачи (1.1), (2.1) сделаем в системе (1.1) преобразование 
независимой переменной t  на τ:

	  t e= − −1 ατ , ττ ∈ +∞[ , ),0  (2.2)	

где α > 0 – некоторое фиксированное число, подлежащее определению. В новой независимой 
переменной τ система (1.1) примет следующий вид:

	 dc
d

e f c d e F
τ

α τ α µ τατ ατ= +− −( , , ) ( ),	  (2.3)

c(τ) = x(t(τ)), d(τ) = u(t(τ)), τ τ ∈ +∞ =[ , ); ( ,..., ) ,0 1c c cn
Τ

	 d d d F F tr= =( ,..., ) ( ) ( ( )).1
T , τ τ 	 (2.4)

Введем в рассмотрение дискретное управление d d kh( ) ( )τ =(τ) = d(kh), τ τ ∈ +[ ,( ) )kh k h1 , k = 0 1, , ...
З а д а ч а  3. Найти абсолютно непрерывную функцию c(τ) и дискретное управление d ( ),τ(τ) 

почти всюду удовлетворяющие системе (2.3) и условиям:

	 c x( ) ,0 =  c(τ) c( )τ → 0  при τ τ → ∞. 	 (2.5)

Указанную пару функций будем называть решением задачи (2.3), (2.5).
З а м е ч а н и е  2. Нетрудно видеть, что, имея решение задачи (2.3), (2.5), с помощью 

формул (2.2) и (2.4) легко получить решение задачи (1.1), (2.1). Для удобства дальнейших рас-
суждений введем обозначения:

	 � � k k m m k k k m m mi
i

n

i
i

r

n r= = = =
= =
∑ ∑

1 1
1 1, , ! !... !, ! !... ! 	

Если, используя (1.2), (1.3), разложить правую часть системы (1.1) в ряд Тейлора в окрестно-
сти точки (0,0,1) и перейти к новой независимой переменной по формулам (2.2) и (2.4), то 
систему (2.3) можно записать в виде:

	 dc
d

e
f
x

c e
f
u

di i

jj

n

j
i

jj

r

jτ
α αατ ατ=

∂
∂

+
∂
∂

+−

=

−

=
∑ ∑

1 1

0 0 1 0 0 1( , , ) ( , , ) 	

	

+
∂

∂ ∂
+

∂
∂ ∂

−

==
∑∑1

2
0 0 1 2 0 0

2

11

2

α ατe
f

x x
c c

f
x u

i

j kk

n

j

n

j k
i

j k
[ ( , , ) ( , ,11

0 0 1

11

2

11

)

( , , )

k

r

j

n

j k

i

j kk

r

j

r

j k

c d

f
u u

d d

==

==

∑∑

∑∑

+

+
∂

∂ ∂
−

	

	 −
∂

∂ ∂
−

∂
∂ ∂

− −

==
∑∑2 0 0 1 2 0 0 1

2 2

11

e
f

t x
c e

f
t u

di

j
j

i

j
j

j

r

j

n
ατ ατ( , , ) ( , , ) ]] ...+ + 	 (2.6)

	

+
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
−

+ +
α ατe

k m l
f

x x x u u u

k m l
i

k k
n
k m m

r
mn r

1

1 2 1 2
1 2 1 2! ! ! ... ... tt

c c

c d d d e

l
k m l n

k k

k m m
r
m ln r

+ + = −

−

∑

−

4 2
1 2

1 2

0 0 1

1

1 2

1 2

( , , ) ...

. ... ( ) llατ +
	

	
+ +

∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
−

+ +
α ατe

k m l
f

x x x u u u

k m l
l

k k
n
k m m

r
mn r

1

1 2 1 2
1 2 1 2! ! ! ... ... ∂∂+ + = −

∑
t

c d t c c
l

k m l n

k k

4 1
1 2

1 2( , , ( )) ...� � � τ
	

. ... ( )
!

( )c d d d e e
k

d F

dt
n

k m m
r
m l l

k
i

k
k

n
n r

1 2
0

4 2
1 2 1

1
1− +− −

=

−

∑ατ ατµα (( )

( )!
( ( )), , ,

− +

+
−

=

−

−
−

−

1

1
4 1

14
4 1

4 1

k k

n i
n

e

e
n

d F

dt
t i n

n

ατ

ατµα τ�
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� � �c c d u t e i ni i i i= = = − ∈ =−θ θ τ θ θατ, , ( ) ; [ , ], , .1 0 1 1

При разложении в ряд Тейлора выбирается точка t = 1, поскольку при t = 1 искомое ре-
шение должно удовлетворять условию (1.7). Ниже все рассуждения будем проводить с учетом 
предположения, что область изменения c(τ) и  ограничена неравенствами

	 ||c(τ)|| <C1, ττ ∈ ∞[ , )0 , || µ µ≤ 11, 1< 0.	 (2.7)

Выполним 4n –1 преобразований сдвигов функций ci(τ): ci(τ) c ci i
n( ) ( )( )τ τ→ −4 1 (τ), i n= 1, ,  подоб-

ные тем, что были использованы в соответствующих формулах (15), (18), (21) из [15] с учетом 
правой части системы (2.6). Если сгруппировать слагаемые правой части полученной системы 
и присоединить систему dd(τ)/dτ = υ, то будем иметь аналог вспомогательной системы (27) 
и начальных данных (23), (28), приведенных в работе [15]:

	

dc
d

Pc Q R c d R c d
n

n n n
( )

( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , , )
4 1

4 1
1

4 1
2

4 1
−

− − −= + + +
τ

υ µ τ µ τ ++ +

+ =

−

− − −

R c d

R c d c c d

n

n n n

3
4 1

4
4 1 4 1 4 1

( , , , )

( , , , ), ( , )

( )

( ) ( ) ( )

µ τ

µ τ nn r

n
n r

nR R R R R R

+ ×

+ ×= =
1

1 1
1

1 1 2 2
1

20 0 0

T

T

,

( ,..., , ,..., ) , ( ,..., , ,...., ) ,

( ,..., , ,.., ) , ( ,...,

0

0 0

1

2 2
1

2 1 4 4
1

4

n r

n
n r

nR R R R R R

+ ×

+ ×= =

T

T ,, ,..., ) ,0 0 1n r+ ×
T

	 (2.8)

	

P
P Q

Q
n r n r n r r

=






=




+ × + + ×Ο Ο

Ο
Ε1 2

3, ,

	 c x c c c xn n n n
n

( ) ( ) ( ) ( )( , , ) , ( ( , , ), ,..., )4 1
0

4 1
0

4 1 4 10 0 0 0− − − −= =µ µ ++ ×r 1
T

,	 (2.9)

где Oi, i = 1 3, ,  – матрицы с нулевыми элементами соответствующих размерностей, E – еди-
ничная матрица,

	 P e A e A e A e A en
n

n( , , ) ( ... ( ) ...τ µ α α µατ ατ ατ ατ= + + + + + +− − −
−

− −
0

2
1 1

2
1

αατ

ατ ατ ατ ατ

µ

τ µ α α

A

Q e B e B e B e B

n

n
n

−
− − −

−
−= + + + +

1

0
2

1 1
2

( )),

( , , ) ( ... 11 1( ) ... ( )),µ µατ+ + −
−e Bn

n

	 (2.10)

	

A Bi j( ) , ( )µ µ→ →0 0  при µ → = − = −0 2 1 1 1, , , , ,i n j n                         (2.11)

	 c c e F e en n( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...4 1 2 2 3 4 11− − − − −= + − − − −τ τ µ φ µ φ µατ ατ )) ( )( ),ατ φ µ4 1n− 	 (2.12)

	
c x x Fn n

i

( ) ( ) ( ) ( )

(

( , , ) ( ) ( ) ( ) ... ( ),4 1 2 3 4 10 1− −= + − − − −µ µ φ µ φ µ φ µ

φ )) ( ) ( ) ( )( ,..., ) , , , ( ) .= = − =φ φ φ1 1 4 1 0 0i
n
i ii nT

	 (2.13)

Рассмотрим задачу: найти пару дифференцируемых функций c n( )( )4 1− τ , υ τ( ) , удовлетворя-
ющую системе (2.8) и условиям:

	 c cn n( ) ( )( )4 1
0

4 10− −= , c cn n( ) ( )( )4 1
0

4 10− −=(τ, ) c n( )( , )4 1 0− →τ µ при τ τ → ∞ 	 (2.14)

Указанную пару будем называть решением задачи (2.8), (2.14).
Из (2.12) следует существование констант C C C2 2 10> <: , 2 : 0 < 2 < 1, таких, что при 

всех c n( )4 1− , , удовлетворяющих неравенствам

	 c Cn( ) ,4 1
2 2

− < <µ µ || < 2,	 (2.15)

будут выполнены условия (2.7). Рассмотрим систему

	 dc
d

Pc Q
n

n
( )

( ) .
4 1

4 1
−

−= +
τ

υ 	 (2.16)

Продолжение доказательство теоремы 1 будет опираться на утверждение леммы.
Л е м м а. Пусть для системы (1.1) выполнены условия (1.2)–(1.5).Тогда  

3 3 2: 0 ,µ µ µ∃ < <3 : 0 < 3 < 2, 
такое, что ∀ <µ µ µ: 3  существует вспомогательное управление υ τ( ) вида
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	 υ τ α µ τ α µ( , , ) ( , , ) ,( )= −M c n4 1 	  (2.17)

	 M en( , , ) ( ),τ α µ τατ= → ∞Ο ,	

обеспечивающее экспоненциальное убывание фундаментальной матрицы системы (2.16), 
(2.17). Далее пусть Φ Φ Ε( ), ( )τ 0 =  – фундаментальная матрица системы (2.16), замкнутой 
управлением (2.17). Тогда справедливы оценки:

	 Φ( ) , ,τ λλτ≤ >−Ke 0  Φ Φ( ) ( ) , [ , ), .( ) ( )τ τλ τ α− − − −≤ ∈ ∞ >1 1 0 0t Ke e Kt n t 	

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем в рассмотрение матрицы S S S1 2 3. , ,  где S1  состоит из столб-
цов матриц L L Ln1 2( ), ( ),..., ( )τ τ τ .Здесь

	 L Q L P L
dL

d
i ni i

i
1 1

1 2( ) ( ), ( ) ( ) ( ) , , ,τ τ τ τ τ
τ

= = − =−
−

	

S2  состоит из столбцов матриц L L Ln1 2( ), ( ),..., ( )τ τ τ , где

	
L Q L P L

dL
d

i n

P e A e

i i
i

1 1
1

0
2

2( ) ( ), ( ) ( ) ( ) , , ,

(

τ τ τ τ τ
τ

α ατ α

= = − =

= +

−
−

− − ττ ατA e An
n1 1+ + −

−... ),
	

	 Q e B e B e Bn
n= + + +− − −

−α ατ ατ ατ( ... )0
2

1 1 ,	

S3  состоит из столбцов L L Ln1 2( ), ( ),..., ( )τ τ τ  матриц

	 L Q L P L
dL

d
i n ri i

i
1 1

1 2( ) ( ), ( ) ( ) ( ) , ,τ τ τ τ τ
τ

= = − = +−
− .	

Условия (1.2), (2.10) и  (2.11) гарантируют, существование 3 : |3| < |2| , такого, что 
∀ <µ µ µ: 3 верно равенство rank S1(τ) = rank S2(τ) ∀ ∈ ∞τ [ , )0 . Согласно (1.5), в указанной об-
ласти изменения параметра µ  имеем равенство

	 rank S2(τ) = n  rank ( ) [ , )S n2 0τ τ= ∀ ∈ ∞ .	

С другой стороны, из структуры матрицы S3 и последнего равенства следует вынолнение 
условия

	 rank S2(τ) = n + r  ∀ ∈ ∞τ [ , )0 , ∀ <µ µ µ: 3.	

Продолжение доказательства совпадает с  доказательством леммы, приведенной в  [16]. 
В данной работе содержится алгоритм построения искомой матрицы M(τ). Лемма доказана.

Система (2.8), замкнутая управлением (2.17), имеет вид

	

dc
d

Cc R c d R c d

R

n
n n n

( )
( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , , )

4 1
4 1

1
4 1

2
4 1

−
− − −= + + +

+
τ

µ τ µ τ

33
4 1

4
4 1( , , , ) ( , , , ),

.

( ) ( )c d R c d

C P QM

n n− −+

= +

µ τ µ τ 	 (2.18)

Дальнейшее доказательство теоремы 1 и его завершение совпадает с доказательством теоре-
мы из работы [15] с учетом замены c n( )( )4 τ  на c n( )( )4 1− τ(τ), F на  и области (29) на область (2.15). 
Теорема доказана.

Алгоритм решения поставленных задач сводится к следующим этапам.
1. Построение вспомогательной системы (2.8) выполняется аналитическими методами 

и реализуется средствами компьютерной алгебры.
2. Решение задачи стабилизации системы (2.16) посредством вспомогательного управления 

υ(τ, ). В результате получим искомый закон вспомогательного управления в виде обратной 
связи υ(τ, ) = M(τ)υ τ µ τ µ τ µ( , ) ( , ) ( , )( )= −M c n4 1  (τ, ). Выполняется аналитическими методами и реализуется сред-
ствами компьютерной алгебры.
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3. Решение задачи Коши для системы (2.18) с начальными данными (2.9), (2.13), замкну-
той найденным в п. 2 вспомогательным синтезирующим управлением. Результатом является 
функция c n( )( ).4 1− τ(τ). Выполняется численными методами.

4. Нахождение функции υ(τ, ) = M(τ)υ τ τ τ( ) ( ) ( )( )= −M c n4 1  (τ). Реализуется численными методами.
5. Нахождение функции υ υ τ( ) ( ( ))t t=  с использованием формулы (2.2), а также определение 

точек разбиения tk, k = 0 1, ,...,  промежутка [0,1] по формуле t ek
kh= − −1 α , k = 0 1, ,...  Выполня-

ется численными методами.
6. Решение задачи Коши для системы

	 x f x u t t F t= +( , ( ), ) ( )µ ,	

	
u t t= −− −α υ1 11( ) ( ) 	

с начальными данными x x( ) ,0 =  u( ) ,0 0=  где u t u tk( ) ( )=  ∀ ∈ +t t tk k[ , )1 , k = 0 1, ,... , на проме-
жутке [0,1]. В результате получаем искомые функции x t u t( ), ( ), которые являются решением 
задачи 1. Для решения задачи 2 находим сужения функций x t( ) , u t( ) на промежуток [ , ]0 tm , где 
момент tm  находится из условий (1.8). Выполняется численными методами.

З а м е ч а н и е  3. Разработанный метод построения управляющей функции позволяет 
переводить широкий класс нелинейных систем из начального состояния в начало координат 
на конечном промежутке времени даже тогда, когда указанный перевод на бесконечном про-
межутке невозможен.

Рассмотрим систему

	  x x F x u F1 2 2 0= + = ≠, ,  – const.	

Для этой системы выполнены условия (1.4). Используя результат, полученный при дока-
зательстве теоремы 1, найдем дискретное управление, обеспечивающее ее перевод в начало 
координат на конечном промежутке времени. С другой стороны, если x t1 0( ) → , x2(t) t → ∞ 0 при 
t → ∞  (т.  е. система переводится в начало координат на бесконечном промежутке времени), 
то будем иметь x t F11 0( ) → ≠  при t → ∞. В результате получили противоречие с  условием 
x t1 0( ) →  при t → ∞ .

3. Решение глобальной граничной задачи для квазилинейной нестационарной системы в классе 
кусочно-постоянных управлений. Объектом исследования является управляемая система обык-
новенных дифференциальных уравнений

	 x A t x B t u F t f x u t= + + +( ) ( ) ( ) ( , , )µ ,	 (3.1)

где

	 x x x x Rn
n= ∈( ,..., ) ,1

T ; u u u u R r n t Rr
r= ∈ ≤ ∈ ∈( ,..., ) , , , [ , ] ,1

10 1T µ ,	

	 f C R R R Rn n r n∈ × ×−4 1 1( ; ), f f f F t C R F F Fn
n n

n= ∈ =−( ,..., ) , ( ) ([ , ]; ), ( ,..., ) ,1
4 1

10 1T T 	 (3.2)

	
A t a t i j n B t b t i n j r

a t C

ij ij

ij
n

( ) ( ) , , , , ( ) ( ) , , , , ,

( ) (

= { } = = { } = =

∈

1 1 1

[[ , ], ), ( ) ([ , ], ),0 1 0 1R b t C Rij
n∈

	 (3.3)

	 rank( ( ), ( ) ( ),..., ( ) ( )) .B A B A B nn1 1 1 1 11− = 	 (3.4)

Введем обозначения:

	 A
i

d A

dt
B

i
d B

dt
i ni

i i

i i

i i

i
= − = − = −( )

!
( ),

( )
!

( ), , ,
1

1
1

1 1 1 	

	 A t t A B t t B A A B Bi
i

i

n
i

i
i

n

( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ), ( )= − = − = =−
=

−
=

∑ ∑1 1 1 11
1

1
1

0 0 .	

Пусть

	 rank( ( ),..., ( )) [ , )L t L t n tn1 0 1= ∀ ∈ ,	 (3.5)

где L t B t1( ) ( )= , L A t L t dL t dti i i= −− −( ) ( ) ( )1 1 , i n= 2, .
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Рассмотрим задачи 1 и 2 для системы (3.1). Их решения будем называть решениями задач 
(1.5),(3.1) и (1.6),(3.1).

Т е о р е м а  2. Пусть для системы (3.1) выполнены условия (3.2)–(3.5). Тогда 
∀ ∈ ∃ >x R xn µ0 0( ) , такое, что для всех µ µ µ: < 0 существуют решения задач (1.7), (3.1) и (1.8), 
(3.1). Указанные решения могут быть найдены при помощи алгоритмов, полученных в разд. 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В соответствии с подходом, изложенным при доказательстве теоремы 1,  
используя (3.2), (3.3), построим аналог системы (2.6) для задачи (1.7), (3.1). Аналог систе-
мы (2.6) вынесен в Приложение. Если выполнить 4 1n −  преобразований сдвига c ci i

n→ −( )4 1 ,  
описанных выше в разд. 2, сгруппировать соответствующим образом слагаемые правой части 
полученной системы подобно тому, как при построении системы (2.8), и присоединить к си-
стеме уравнения dd(τ)/dτ = υ, то найдем аналог системы (2.8) и начальных данных (2.9), (2.13):

	

dc
d

Pc Q R c R d R c d
n

n n n
( )

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ,
4 1

4 1
1

4 1
2 3

4 1
−

− − −= + + + +
τ

υ τ τ µµ τ

µ τ

µ τ

, )

( , , , )

( , , ,( ) ( , ,

( )

( ) ( )

+

+ +

+ +

−

− −

R c d

R c d R c d

n

n n

4
4 1

5
4 1

6
4 1 µµ τ τ, ) ( ),

( , ) ,

( ,..., , ,..

( ) ( )

+

=

=

− −
+ ×

R

c c d

R R R

n n
n r

n

7

4 1 4 1
1

1 1
1

1 0

T

.., ) , ( ,..., , ,..., ) , ( ,...,0 0 01 2 2
1

2 1 3 3
1

3n r
n

n r
nR R R R R R+ × + ×= =T T ,, ,.., ) ,

( ,..., , ,..., ) , ( ,...

0 0

0 0

1

4 4
1

4 1 5 5
1

n r

n
n rR R R R R

+ ×

+ ×= =

T

T ,, , ,..., ) , ( ,..., , ,..., ) ,

(

R R R R

R R

n
n r

n
n r5 1 6 6

1
6 1

7 7

0 0 0 0+ × + ×=

=

T T

11
7 1

1 2

3

0 0,..., , ,..., ) ,

,

R

P
A B

Q

n
n r

n r n r

+ ×

+ × +

=






=







T

Ο Ο
Ο
Ε 

+ ×n r r

,

	
(3.6)

	 c x c c c xn n n n( ) ( ) ( ) ( )( , , ) , ( ( , , ), ,..., )4 1
0

4 1
0

4 1 4 10 0 0 0− − − −= =µ µ T,,,	

	
�c x x F F Fn n( ) ( ) ( ) ( )( , , ) ( ( ), ( ),..., ( )) ( )4 1 1 4 2 10 1 1 1− −= + − −µ ϕ φ µ φ(( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ... ( ),

( ,..., ) , ( ) ,

2 4 1

1 0 0

µ φ µ

φ φ φ φ

− −

= =

−n

i i
n
i i iT == −1 4 1, ,n

	 (3.7)

где

	
A e A e A e A e A e An

n
n

n( ) ( ... ( ) ...µ α µατ ατ ατ ατ ατ= + + + + + +− − −
−

− −
0

2
1 1

2
1 −−

− − −
−

−= + + + + +
1

0
2

1 1
2

1

( )),

( ) ( ... ( ) ...

µ

µ α µατ ατ ατ ατB e B e B e B e Bn
n ++ −

−e Bn
n

ατ µ1( )).
	 (3.8)

Кроме того,

	 Ai → 0 , Bi → 0  при µ → 0, i n= −1 1, .	 (3.9)

Выражение Ri
1  состоит из слагаемых, линейно зависящих от компонент вектора c n( )4 1− , не 

содержащих параметр µ , и с коэффициентами e i ni− ≥ +ατ, 1; Ri
2  имеет аналогичные слагае-

мые, линейно зависящие от компонент вектора d; в  Ri
3  входят слагаемые, линейно зависящие 

от компонент вектора c n( )4 1−  с коэффициентами e i ni− ≥ +ατ, 1 , и содержащие параметр µ ; 
Ri

4  состоит из аналогичных слагаемых, линейно зависящих от компонент вектора d ; Ri
5  – из 

слагаемых, нелинейных по компонентам векторов c n( )4 1−  и d; Ri
6  – из слагаемых, не содержа-

щих степеней компонент c n( ),4 1−  d и имеющих параметр µ ; Ri
7  является суммой слагаемых, не 

содержащих степеней компонент векторов c n( ),4 1−  d  и параметр µ . Из определения функций 
R1 , R2 и R7  следуют оценки:

	 R c L e c c Rn n n n n r
1

4 1
1

1 4 1 4 10( , ) , [ , ), , [( ) ( ) ( ) ( )− − + − − +≤ ∈ ∞ ∀ ∈ ∈τ τ τατ 00 01, ), ,∞ >L 	
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	 R d L e cn n
2 2

1 4 1 0( , ) , [ , ),( ) ( )τ τατ≤ ∈ ∞− + − ∀ ∈ ∈ ∞ >− +c R Ln n r( ) , [ , ), ,4 1
20 0τ 	 (3.10)

	 R L e Ln
7 3

4
30 0( ) , [ , ), .τ τατ≤ ∈ ∞ >− 	

Введем в рассмотрение систему (2.16) с учетом замены P  на P  и  Q  на Q . Из условий 
(3.3)–(3.5), (3.8), (3.9) и утверждения леммы, сформулированной в разд. 2, следует существо-
вание µ4 0> , такого, что для всех µ  из области µ µ≤ 4  существует вспомогательное управле-
ние υ τ( )  вида υ τ µ τ µ( , ) ( , ) ( )= −M c n4 1 , M en( ) ( )τ ατ= Ο  при τ → ∞ , гарантирующее оценки (49) 
из [15] для соответствующей фундаментальной матрицы. Если указанную фундаментальную 
матрицу обозначить Φ1( )τ , то эти оценки имеют вид

Φ1( )τ λτ≤ −Ke , Φ Φ1 1
1 1( ) ( ) ( ) ( )τ λ τ α− − − −≤t Ke et n t , λ > 0 .

Рассмотрим систему (3.6), замкнутую вспомогательной управляющей функцией:

	

dc
d

C c R c R d R c d
n

n n n
( )

( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( , ) ( , ,
4 1

4 1
1

4 1
2 3

4 1
−

− − −= + + +
τ

τ τ τ µµ τ

µ τ

µ τ µ

, )

( , , , )

( , , , ) ( , ,

( )

( ) ( )

+

+ +

+ +

−

− −

R c d

R c d R c d

n

n n

4
4 1

5
4 1

6
4 1 ,, ) ( ), ( ) ( ).τ τ τ τ+ = +R C P QM7

	
(3.11)

Выполним в системе (3.11) замену (51) из работы [15] c учетом замены c n( )4 на c n( )4 1− . В ре-
зультате получим

	

dz
d

D z e R e z R e z R zen n n n

τ
τ τ τ µ τατ ατ ατ ατ= + + +− − −( ) ( ( , ) ( , ) ( , , )1 1 2 2 3 ++

+ + + +− − −R ze R ze R ze R

D

n n n
4 5 6 7( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )),

(

ατ ατ ατµ τ µ τ µ τ τ

τ)) ( ) , , .( )= + = =− − −C n c e z d e zn n nτ α ατ ατΕ 4 1
1 2

	
(3.12)

Наряду с (3.12) рассмотрим систему

	
dz
d

D z e R e z R e z Rn n n

τ
τ τ τ τατ ατ ατ= + + +− −( ) ( ( , ) ( , ) ( )).1 1 2 2 7 	 (3.13)

Пусть Φ Φ Ε2 2 0( ), ( ) ,τ = – фундаментальная матрица системы dz d D z/ ( )τ τ= . Из оценок ма-
трицы Φ1( )τ и формулы (51) из [15] следует

	 Φ2( ) , ,τ β λ αβτ≤ = −−Ke n Φ Φ2 2
1 1 0 0( ) ( ) , [ , ), .( ) ( )τ τβ τ α− − − −≤ ∈ ∞ >t Ke e Kt n t 	

Выберем α > 0  так, чтобы было выполнено условие β λ α= − >n 0.  Решение системы (3.13) 
с начальными данными (3.6), (3.7) можно записать в виде

	

1

1 1
2 2 1 1 2 2 1 2 7

1

(4 1) 1
2 0 2 2 1 2 7

0

1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

[ , ),

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ,

[0, ].

n

n n

z z t e R R R dt

z c x t e R R R dt

τ
ατ

τ

τ
ατ

τ µ τ τ τ τ

τ τ

τ µ τ µ τ

τ τ

− −

− −

= Φ Φ + Φ Φ + +

∈ ∞

= Φ + Φ Φ + +

∈

∫

∫
	

(3.14)

Из (3.14), оценки матрицы Φ2( ),τ выбора α > 0  и неравенств (3.10) ∀ ∈ +z Rn r  имеем

	 z z Ke L e z L eK e t n( , ) ( , ) ( )( ) ( )τ µ τ µβ τ τ β τ

τ

τ
ατ ατ�≤ + +− − − − − −∫1 1 4 3

21

1

ddt

z c x Ke L eKe n t

,

[ , ),

( , ) ( , ) (( ) ( )

τ τ

τ µ µβτ β τ
τ

α

∈ ∞

+≤ − −− − −∫

1

0
4 1

0

4� ττ ατ

τ τ τ τ

z L e dt

L L L K K

n+

∈ = + =

−

−

3
2

1 4 1 2 1 2
1

1

) ,

[ , ), , ( ) .Φ

	



КВИТКО

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 5 2024

12
z z Ke L e z L eK e t n( , ) ( , ) ( )( ) ( )τ µ τ µβ τ τ β τ

τ

τ
ατ ατ�≤ + +− − − − − −∫1 1 4 3

21

1

ddt

z c x Ke L eKe n t

,

[ , ),

( , ) ( , ) (( ) ( )

τ τ

τ µ µβτ β τ
τ

α

∈ ∞

+≤ − −− − −∫

1

0
4 1

0

4� ττ ατ

τ τ τ τ

z L e dt

L L L K K

n+

∈ = + =

−

−

3
2

1 4 1 2 1 2
1

1

) ,

[ , ), , ( ) .Φ

Применяя к последним двум неравенствам известную лемму [17, с. 184], получим

	

z z KL e e dt e KLK e t n t( , ) ( , ) ,( )τ τ µ µ βµ µτ µ τ

τ

τ
α ατ�≤ + = −− − − − −∫1 1 3

2
4

1

1 ,,

[ , ),

( , ) ( , , )( ) ( )

τ τ

τ µ µµτ µ τ
τ

α

∈ ∞

+≤ − − − − −∫

1

4 1
3

0

20z c x KL e eKe n t n� ttdt KL,

[ , ].

µ β

τ τ

= −

∈

4

10

	 (3.15)

Воспользовавшись (3.15) и условием β > 0 , зафиксируем τ1 0>  так, чтобы было выполне-
но условие µ > 0 . После вычисления интегралов во вторых слагаемых правой части оценок 
(3.15) нетрудно видеть, что при фиксированных α τ> >0 01,  решение системы (3.13) с началь-
ными данными (3.6),(3.7) для всех τ τ≥ 1  экспоненциально убывает. Пусть

	 γ µ
τ τ µ µ

µτ µ τ( ) max ( ( , , )
[ , ],

( ) ( )x Ke c x KL e en t n= +
∈ ≤

− − − − −
0

0
4 1

3
2

1 4

0 αα
τ

tdt
0

1

∫ . 	

Введем в  рассмотрение множество Ω : Ω = ≤ ≤ ∈ ∞{ }z z, , | , , [ , ) .µ τ γ µ µ τ3 04  Выполним 
в  слагаемых R R R R3 4 5 6, , ,  замены c z e d z e z R z Rn n n n r( ) , , ,4 1

1 2 1 2
− − −= = ∈ ∈ατ ατ . Тогда в  области 

Ω  запишем следующие оценки:

	
e R e z e z L e z L

e

n n n n

n

ατ ατ ατ ατ

α

µ τ µ τ3 1 2 5
1

50 0( , , , ) , [ , ), ,( )− − − +≤ ∈ ∞ >

ττ ατ ατ ατµ τ µ τR e z e z L e z Ln n n
4 1 2 6

1
60 0( , , , ) , [ , ), ,( )− − − +≤ ∈ ∞ >

	 (3.16)

	

e R e z e z L e z z L en n n n nατ ατ ατ ατµ τ µ µ5 1 2 7
1

1
2

2
2

8( , , , ) ( )( ) (− − − + − +≤ + ≤ 11

9

6 1 2 9
3

0 0

) ,

[ , ), ,

( , , , ) ,

ατ

ατ ατ ατ ατ

τ

µ τ µ

z

L

e R e z e z L en n n n

∈ ∞ >

≤− − − ττ ∈ ∞ >[ , ), .0 09L

	 (3.17)

Вернемся к системе (3.12). Ее решение с начальными данными (3.6), (3.7) имеет вид

	
z z

t e R R Rn

( ,, ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

τ µ τ τ τ

τ
τ

τ
ατ

= +

+ + + +

−

−∫

Φ Φ

Φ Φ

2 2
1

1 1

2 2
1

1 2 3

1

RR R R R dt

z c xn

4 5 6 7

1

2 0
4 1

2

0

+ + +

∈ ∞

= +

+

−

) ,

[ , ),

( , ) ( ) ( , , )

(

( )

τ τ

τ µ τ µΦ

Φ ττ

τ τ

τ
ατ) ( ) ( ) ,

[ , ].
0

2
1

1 2 3 4 5 6 7

10

∫ − + + + + + +

∈

Φ t e R R R R R R R dtn

	

(3.18)
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z z

t e R R Rn

( ,, ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

τ µ τ τ τ

τ
τ

τ
ατ

= +

+ + + +

−

−∫

Φ Φ

Φ Φ

2 2
1

1 1

2 2
1

1 2 3

1

RR R R R dt

z c xn

4 5 6 7

1

2 0
4 1

2

0

+ + +

∈ ∞

= +

+

−

) ,

[ , ),

( , ) ( ) ( , , )

(

( )

τ τ

τ µ τ µΦ

Φ ττ

τ τ

τ
ατ) ( ) ( ) ,

[ , ].
0

2
1

1 2 3 4 5 6 7

10

∫ − + + + + + +

∈

Φ t e R R R R R R R dtn

В (3.18) величина τ1  определена выше. Равенства (3.18) с учетом (3.14)–(3.17) в области Ω  
дают такие оценки:

	

z z Ke L e z L eK e t t n( , ) ( , ) (( ) ( )τ µ τ µβ τ τ β τ

τ

τ
α α�≤ + +− − − − − −∫1 1 10 11

21

1

tt

n t

dt

z c x Ke LKe

) ,

[ , ),

( , ) ( , , ) (( ) ( )

τ τ

τ µ µβτ β τ
τ

∈ ∞

+≤ − −− −∫

1

0
4 1

0

0� 110 11
2

1 1 2
1

10

e z L e dt

K K

t n t− −

−

+

∈ =

α α

τ τ τ

) ,

[ , ), ( ) .Φ

	 (3.19)

Здесь L L L L L L L L10 4 5 6 8 11 3 9= + + + = +µ µ µ µ, .
Из (3.19) по аналогии с (3.15) в области Ω  получим

z z KL e e dt e KK e t n t( , ) ( ) ,( )τ µ τ µ βµτ µ τ α

τ

τ
ατ�≤ + = −− − − − −∫1 1 11

2

1

1 

 LL

z c x KL eKe n t

10

1

4 1
110

,

[ , ),

( , ) ( , , )( ) ( )

τ τ

τ µ µµτ µ τ

∈ ∞

+≤ − − − −� 







ee dt KLn t−∫ = −

∈

2

0

10

10

α
τ

µ β

τ τ

, ,

[ , ].





                    (3.20)

После вычисления интегралов в правых частях (3.20) запишем:

	 z K e z K e n( , ) ( )( )τ µ τµ τ τ ατ≤ +− − −
1 1 2

21 , τ τ∈ ∞[ , )1 ,	 (3.21)

	 z K c x Kn( , ) ( , , )( )τ µ µ≤ +−
3

4 1
40 , τ τ∈ > =[ , ], , , .0 0 1 41 K ii 	 (3.22)

В силу определения констант β τ µ µ γ µ µ, , , , , , ( ), , , ,1 3 4 10 11L L x L L  

  с учетом (3.6),(3.7), (3.15)–(3.17), 
(3.20)–(3.22), нетрудно видеть, что можно найти µ µ µ5 5 40( ) :x < < , такое, что для всех µ  из 
области

	 0 5< <µ µ ( )x 	 (3.23)

константа µ  и функция z( , )τ µ удовлетворяют неравенствам:

	 µ τ µ γ τ τ τ µ τ µ τ τ> ≤ ∈ ≤ ∀ ∈ ∞0 2 0 1 1 1, ( , ) , [ , ], ( , ) ( , ) [ , ).z z z 	 (3.24)

Кроме того, z x( , , )τ µ  с  момента τ1  будет экспоненциально убывать со скоростью не 
ниже e n−2 ατ . Учитывая (3.21) и  (3.22), можно подобрать константу K > 0 , такую, что 

z c xKe n n( , ) ( , , )( )τ µ µατ�≤ − −


2 4 1 0 , τ ∈ ∞[ , ).0

Возвращаясь в этом неравенстве к исходной переменной c n( )4 1− , получим

	 c c xKen nn( ) ( )( , ) ( , , ) [ , ).,4 1 4 13 0 0− −−≤ ∈ ∞τ µ µ τατ�  	 (3.25)

Рассмотрим систему (3.6), замкнутую вспомогательным управлением, которое фигурирует 
в системе (3.11) при условии, что в правую часть ее первых n  уравнений подставлена функция 
d d kh( ) ( )τ = , τ ∈ +[ ,( ) )kh k h1 . Ее можно записать в следующем виде:
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dc
d

C c Q d d R c R d R d
n

n n
( )

( ) ( )( ) ( ) ( , ) ( , ) ( (
4 1

4 1
1

4 1
2 2

−
− −= + − + + +

τ
τ τ τ ,, ) ( , ))

( , , , ) ( , , , ) ( (( ) ( ) (

τ τ

µ τ µ τ

− +

+ + +− −

R d

R c d R c d R cn n

2

3
4 1

4
4 1

4
4nn n

n

d R c d

R c d R c

− −

−

− +

+ +

1
4

4 1

5
4 1

5
4

) ( )

( ) (

, , , ) ( , , , ))

( , , , ) ( (

µ τ µ τ

µ τ nn n nd R c d R c d

R

− − −− + +

+

1
5

4 1
6

4 1

7

) ( ) ( ), , , ) ( , , , )) ( , , , )

( ),

µ τ µ τ µ τ

τ QQ B E= ( , ) .T

	 (3.26)

Ниже все рассуждения будем приводить при условии, что параметр µ  принадлежит обла-
сти (3.23). Используя (2.17), уравнение (25) из [15], (3.2), (3.25) и теорему о среднем, в области 
Ω  получим аналоги оценок (66) из [15]:

	

d d K he kh k h K k

R d R d

n− ≤ ∈ + > =

−

−
3

2
3

2 2

1 0 0 1ατ τ

τ τ

, [ ,( ) ], , , ,...,

( , ) ( , ) ≤≤ ∈ + > =−

−

K he kh k h K k

R c d

n

n

4
2

4

4
4 1

1 0 0 1ατ τ

µ τ

, [ ,( ) ], , , ,...,

( , , , )( ) −− ≤

∈ + > =

− −R c d K he

kh k h K k

n n
2

4 1
5

2

41 0 0 1

( , , , ) ,

[ ,( ) ], , , ,..

( ) µ τ µ

τ

ατ

..,

( , , , ) ( , , , ) ,

[ ,(

( ) ( )R c d R c d K he

kh k

n n n
5

4 1
5

4 1
6

2− − −− ≤

∈

µ τ µ τ µ

τ

ατ

++ > =1 0 0 16) ], , , ,...h K k

	 (3.27)

В (3.27) константы K K K K3 4 5 6, , ,  не зависят от номера k . Выполним в системе (3.26) замену пе-
ременной, которая была выполнена при построении системы (3.12). Система (3.26) примет вид

	

dz
d

D z e Q d d R z e R z e

R d

n n n

τ
τ τ τατ ατ ατ= + − + + +

+

− −( ) ( ( ) ( , ) ( , )

( (



1 1 2 2

2 ,, ) ( , )) ( , , , ) ( , , , )

(

τ τ µ τ µ τατ ατ ατ− + + +

+

− − −R d R z e d R z e z en n n
2 3 1 4 1 2

RR z e d R z e z e R z e z en n n n
4 1 4 1 2 5 1 2( , , , ) ( , , , )) ( ,− − − −− +ατ ατ ατ ατµ τ µ τ −−

− − −

+

+ − +

n

n n nR z e d R z e d R z e

ατ

ατ ατ

µ τ

µ τ µ τ

, , )

( ( , , , ) ( , , , )) (5 1 5 1 6 1
αατ µ τ τ, , , ) ( )),

( , ) .

d R

Q B E

+

=
7



T

	

Из оценки нормы матриц Φ Φ Φ2 2 2
1( ), ( ) ( )τ τ − t , условий (3.19) и (3.25)–(3.27) следует, что для 

ее решения с начальными данными (3.6), (3.7), принадлежащего области Ω (с учетом замены 
µ4  на µ5 ), будем иметь

	

1

1

( ) 2
1 10 11 7

1

(4 1) ( ) 2
0 1

( )

0 11 7
0

1
1 1 2 1 7 3 4 5 6

1( , ) ( , ) ( ) ,

[ , ),

( , ) (0, , ) ( ) ,

[0, ), ( ) ,

 

 

.

t n t t

n t n t t

z z Ke L e z L e e K h dt

z c x Ke L e z L e e K h dt

K K K K K

K e

Ke

K K

τ
τ ατ α α

τ

τ
τ ατ

β τ τ β

βτ αβ α

τ µ τ µ

τ τ

τ µ µ

τ τ τ µ µ

− − − −

− − − − −

−

− − −

− −

+ + +

∈ ∞

+ + +

∈ = Φ = + + +

≤

≤

∫

∫
	 (3.28)

В свою очередь если к (3.28) применить известную лемму [17.с. 184], то по аналогии с оцен-
ками (3.20) области Ω (при замене µ4  на µ5 ) получим

	 z z Ke e L K he dtK e t t t( , ) ( , ) ( ) ,( )τ µ τ µµτ µ τ α

τ

τ
α�≤ + +− − − − −∫1 1

2
11 7

1

 







µ β τ τ

τ µ µ

ατ

µτ

= − ∈ ∞

+≤

−

− −−

e KL

z c x KeKe n

1
10 1

4 1 0

, [ , ),

( , ) ( , , )( )� 







µ τ α
τ

α

µ β τ τ

( )( ) ,

, [ , ].

− − −∫ +

= − ∈

t t te L K he dt

KL

2

0

11 7

10 10

	 (3.29)
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z z Ke e L K he dtK e t t t( , ) ( , ) ( ) ,( )τ µ τ µµτ µ τ α

τ

τ
α�≤ + +− − − − −∫1 1

2
11 7

1

 







µ β τ τ

τ µ µ

ατ

µτ

= − ∈ ∞

+≤

−

− −−

e KL

z c x KeKe n

1
10 1

4 1 0

, [ , ),

( , ) ( , , )( )� 







µ τ α
τ

α

µ β τ τ

( )( ) ,

, [ , ].

− − −∫ +

= − ∈

t t te L K he dt

KL

2

0

11 7

10 10

После вычисления интегралов во вторых слагаемых правых частей последних двух нера-
венств с учетом (3.20)–(3.24) в указанной области будем иметь

	 z K e z K e K hen( , ) ( )( )τ µ τµ τ τ ατ ατ≤ + +− − − −
1 1 2

2
5

1 1 , τ τ∈ ∞[ , )1 ,	 (3.30)

	 z K c x K K hn( , ) ( , , )( )τ µ µ≤ + +−
3

4 1
4 60 , τ τ∈ > =[ , ], , , .0 0 1 51 K ii 	 (3.31)

Выберем h > 0  так, чтобы

	 K h x6 < γ( ). 	 (3.32)

Из условий (3.21)–(3.24), (3.30)–(3.32) следует, что для всех µ  из области (3.23) функция 
z( )τ  экспоненциально убывает и принадлежит области Ω . После подстановки функции z( )τ  
в формулу (51) из [15] получим известную функцию c n( )( )4 1− =τ = −( ( ), ( ))( )c dn4 1 τ τ T . Ее последние 
r компонент дают известную функцию d( )τ . Далее находим функцию d ( )τ . Если подставить 
c n( )( )4 1− τ в аналоги формул (15), (18), (21) из [15], то получим пару функций c( )τ и d ( )τ , кото-
рая почти всюду удовлетворяет системе, приведенной ниже в Приложении, и условиям (2.5). 
Отсюда следует, что указанная пара является решением задачи 3. После замены независимой 
переменной τ  на t  в функциях c( )τ  и  d ( )τ  по формулам (2.2), (2.4) будем иметь пару функций 
x t( ) , u t( ) , которая будет решением задачи (2.1), (3.1). Соответствующие точки разбиения tk  
промежутка [ , ]0 1  находятся по формуле t e kk

kh= − =−1 0 1α , , ,...  Используя предельный пере-
ход в функциях x t( ) , u t( )  при t → 1 , получим решение задачи 1 для системы (3.1). Сужение 
функций x t( ) , u t( )  на промежуток [ , ]0 tm , где момент tm  находится из условий (1.8), дает ре-
шение задачи 2. В качестве величины µ0( )x , которая фигурирует в формулировке теоремы 2, 
достаточно положить µ µ0 5( ) ( )x x= . Теорема 2 доказана.

Алгоритмы решения задач 1 и 2 содержатся в разд. 2.

4. Случай квазилинейной системы со стационарной линейной частью. Объектом исследования 
является система

	 x Ax Bu f x u t= + + µ ( , , ) ,	 (4.1)

где x x xn= ( ,..., )1
T, nx R∈ ; u u ur= ( ,..., )1

T , u Rr∈ , r n≤ , t ∈[ , ]0 1 , µ ∈ R1 , An n× , Bn r×  – посто-
янные матрицы:

	 r n≤ , f f fn= ( ,..., ) .1
T � � 	 (4.2)

Пусть, S B AB A Bn= −( , ,..., ),1

	 rank( , ,..., ) ,B AB A B nn− =1 	 (4.3)

	 ∃ > ≤ ∀ ∈ × ×L f x u t L x u t R Rn r0 0 1: ( , , ) ( , , ) [ , ] .	 (4.4)

Рассмотрим задачи 1 и 2 для системы (4.1).
О п р е д е л е н и е  2. Будем говорить, что задачи 1 и 2 для системы (4.1) глобально разре-

шимы, если ∀ ∈ ∃ >x R xn µ0 0( ) , такое, что ∀ <µ µ µ: 0  существует решение задач 1 и 2.
С л е д с т в и е  1. Пусть для системы (4.1) выполнены условия (4.2), (4.4). Тогда для гло-

бальной разрешимости задач 1 и 2 необходимо и достаточно, чтобы было верно условие (4.3).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость достаточности условия (4.3) и алгоритм построения 

искомого управления следуют из (4.2) и доказательства теоремы 2.
Необходимость. Пусть условие (4.3) не выполнено. Предположим противное, т.  е. 

∀ ∈ ∃ >x R xn µ0 0( ) , такое, что ∀ <µ µ µ: 0  существует решение задачи 1. Выполним в систе-
ме (4.1) замену независимой переменной t  по формуле (2.2). Тогда ∀ <µ µ µ: ( )0 x существует 
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абсолютно непрерывная функция c( )τ  и дискретное управление d ( ),τ  почти всюду удовлет-
воряющие системе

	
dc
d

e Ax e Bd e f c d t
τ

α α α µ τατ ατ ατ= + +− − − ( , , ( )) 	 (4.5)

и условиям (2.5). Предположим, что rank S k k n= <, . Пусть b , ,j j r= 1 , есть j -й столбец ма-
трицы B . Введем в рассмотрение матрицу

	 S
n n

1 = { } ×
b , Ab ,..., A b ,..., b ,..., A b ,l ,..., l1 1

k -1
1 r

k -1
r k+1 n

1 r .	

Здесь k j rj , ,= 1  – максимальное количество столбцов вида b  ,..., A bj
k -1

j
j , таких, что векторы 

b , Ab ,..., A b ,..., b , Ab ,..., A b1 1
k -1

1 r r
k -1

r
1 r  линейно независимы, а векторы l j , j k n= + 1, , выбраны 

так, что rank S n1 = . Выполним в (4.5) замену c S y= 1 . Тогда, согласно [4], в новых перемен-
ных система (4.5) и условия (2.5) примут вид

	
dy
d

e
A A

O A
e

B

O
e S f S

τ
α α α µατ ατ ατ=







+






+− − − −1 2

1 3

1

2
1

1
1y d ( y,,d, ( )) y = S x,-1t τ , 1 	 (4.6)

	 y( ) y,0 = y( ) 0τ → при τ → ∞ ∀ ≤µ µ µ: ( )0 1S y .	 (4.7)

В  правой части (4.6) A3  – матрица с  постоянными коэффициентами размерности 
n k n k− × − . Блоки O O1 2,  – матрицы с нулевыми элементами соответственно размерностей 
n k k n k r− × − ×, .  Вектор y( ),τ  который удовлетворяет системе (4.6), условиям (4.7) и вектор 
начальных данных y  представим следующим образом:

	 y( ) (y( ),y( )) ,y( ) ( ( ),..., ( )) ,y( ) (τ τ τ τ τ τ τ= = = + 



 



Τ Τy y yk k1 1(( ),..., ( )) , y (y, y)τ τyn
Τ Τ=  

 ,	

	  

y ( ,..., ) , y ( ,..., )= = +y y y yk k n1 1
Τ Τ

.	

Введем в рассмотрение систему, состоящую из последних n k−  уравнений cистемы (4.6), 
предположив дополнительно, что в ее правую часть подставлены известные функции y( ),d( )τ τ ,  
удовлетворяющие условиям (4.7). При этом y( )τ  соответствует начальному условию 
 y( ) y ( ,..., )0 0 0 1= = ×k

Τ , тогда остальные n k−  компонент  





y( ) ( ( ),..., ( ))τ τ τ= + − ×y yk n n k1 1
Τ  вектора 

y( )τ  – решение системы

	 d
d

e A e S f S t








y
y+ ( y,d, ( ))

τ
α α µ τατ ατ= − − −

3 1
1

1 ,	 (4.8)

где S1
1−  – матрица, состоящая из последних n k−  строк матрицы S1

1− .  
Согласно (4.7), для решения системы (4.8) должны иметь место условия

	 









y( ) y, y( )0 0= →τ  при τ µ µ µ→ ∞ ∀ <: ( ).0 1S y 	 (4.9)

Покажем, что решения системы (4.8) не удовлетворяют выражению (4.9). Очевидно, что 
Φ( )τ

ατ
= − −

e ee A A3 3  – фундаментальная матрица системы d d e A





y/ yτ α ατ= −
3 , нормированная 

в нуле. Решение системы (4.8) с начальными данными (4.9) имеет вид

	 









y y y y( , , ) (τ µ αµ
ατ ατ α α= +− − − −− − −

e e e e e S f Se A A e A e A tt
3 3 3 3

1
1

1 (( , , ),d, ) , [ , ).t t dty µ τ
τ

0

0∫ ∈ ∞ 	 (4.10)

Из условия (4.4) следует оценка

	 e e S f S y t y d t L L tA e At− −−
≤ > ∈ ∞3 3

1
1

1 1 1 0 0
α

µ( ( , , ), , ) , , [ , ). 	 (4.11)

С учетом (4.10) и (4.11) получаем

	 e e L e dA e A t− −−
≥ − ∈ ∞∫3 3

1

0

0
ατ

τ µ αµ τ τα
τ











y y y( , , ) , [ , ). 	
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Выберем µ µ µ µ1 1 0 1 12: , /≤ < 

y L . Тогда из последнего неравенства следует, что для всех µ  
из области µ µ≤ 1

	 





y y( , , ) , [ , ).τ µ τ≥ > ∈ ∞q 0 0 	 (4.12)

Неравенство (4.12) показывает, что решение системы (4.8) для всех µ  из области µ µ≤ 1  не 
удовлетворяет условию (4.9). Указанное обстоятельство доказывает необходимость условия 
(4.3) для разрешимости задачи 1. В свою очередь в силу произвольности выбора ε ε1 20 0> >, и 
условий (1.8), (2.2) и (4.12) получаем необходимость выполнения условия (4.3) для существо-
вания решения задачи 2. Следствие 1 доказано.

5. Случай нелинейной стационарной системы с нестационарным возмущением. Объектом ис-
следования является управляемая система вида

	 x f x u F t= +( , ) ( )µ .	 (5.1)

Пусть правая часть системы (5.1) при f x u t f x u( , , ) ( , )=  удовлетворяет условиям (1.2)–(1.4). На 
управление u  наложено ограничение (1.6).

З а д а ч а  4. Найти дискретное управление u t x( , , ),µ  заданное на бесконечном разбиении 
интервала [0,1], указанном в формулировке задачи 1 (см. разд. 1), непрерывно дифференци-
руемое по x и µ , а также абсолютно непрерывную функцию x t( ) , которые почти всюду удов-
летворяют системе (5.1) и условиям

	 x x u x( ) , ( , , ) ,0 0 0= =µ  x u t t( ) , ( , , ) , [ , ].1 0 0 0 0 0 1= ≡ ∈ 	 (5.2).

З а д а ч а  5. Найти дискретное управление u t x( , , ),µ заданное на конечном разбиении ин-
тервала [0,1] (см. разд. 1), и непрерывно дифференцируемое по x и µ , а  также абсолютно 
непрерывную функцию x t( ) , которые почти всюду удовлетворяют системе (5.1) и условиям:

	 x x u x( ) , ( , , ) ,0 0 0= =µ  x t t u tm m( ) , , ( , , ) .≤ − ≤ ≡ε ε1 11 0 0 0 	 (5.3).

В (5.3) tm  – заранее неизвестный момент времени, ε1 0>  – произвольное число.
О п р е д е л е н и е  3. Будем говорить, что задачи 4 и 5 локально разрешимы, если ∃ >ε 0 ,  

такое, что ∀x,µ , удовлетворяющих неравенствам x ≤ ≤ε µ ε, , существуют решения задач 4 и 5.
З а м е ч а н и е  4. После несложных соображений с учетом (1.2) и (5.2) нетрудно, видеть, 

что для всех x,µ  из области x ≤ ≤ε µ ε, существует константа L > 0 , такая, что для решения 
задачи 4 x t x( , , )µ  имеет место неравенство

	 x t x L t( , , ) [ , ].µ ≤ ∀ ∈ 0 1 	 (5.4)

С л е д с т в и е  2. Пусть для системы (5.1) выполнены условия (1.2) и (1.3). Тогда для ло-
кальной разрешимости задач 4 и 5 необходимо и достаточно, чтобы было выполнено условие 
(1.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Доказательство достаточности и алгоритмы реше-
ния задач 4 и 5 содержатся в доказательстве теоремы 1. Из построения искомой управляющей 
функции следует, что u t x( , , )µ непрерывно дифференцируема по x , µ  и  u t t( , , ) , [ , ]0 0 0 0 1≡ ∈ .

Необходимость. Предположим, что условие (1.4) не выполнено и задача 4 локально раз-
решима. При доказательстве необходимости условия (1.4) используем подход, примененный 
при доказательстве необходимости в следствии 1. Аналог системы (4.5) и условий (2.5) для 
задачи 4 в новой независимой переменной после замены (2.2), (2.4) примут вид

	
dc
d

e A e B

e e

τ
α α τ µ

α τ µ α µ

ατ ατ

ατ ατ

= + +

+ + −

− −

− −

c d( , x, )

R(c,d( , x, )) F(1 ee R Rn
− =ατ ),R ( ,..., ) ,1

Τ

	 (5.5)

	
A

f
x

B
f
u

= ∂
∂

= ∂
∂

( , ), ( , ),0 0 0 0
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∂
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2
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θii i ic i n,d = d [ , ], , , θ θ, ∈ =0 1 1

	 (5.6)

	

c x d x( ) , ( , , ) ,0 0 0= =µ c x d x( ) , ( , , ) ,0 0 0= =µ c( )τ → 0  τ τ τ→ ∞ ≡ ∈ ∞, ( , , ) , [ , ).d 0 0 0 0 τ τ τ→ ∞ ≡ ∈ ∞, ( , , ) , [ , ).d 0 0 0 0                     (5.7)

Из равенства (5.6) следует, что в области (1.6), (5.4) справедливы неравенства

	 R c d L L i ni ( , ) ( c d ), , , .≤ + > =1
2 2

1 0 1 	 (5.8)

В (5.8) константа L1 0>  зависит от области (1.6), (5.4).
В свою очередь в силу (1.2), (1.3), (5.7) и определения u t x( , , )µ получаем равенства

	

c ( , x, )
c

( , x, )
c

( , x, ) [i
i

j
i i

j

n

j
i

i i ix
xτ µ τ θ θ µ

µ
τ θ θ µ µ θ=

∂
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+
∂
∂

∈
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∑
1
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( , x, ) ( , x, ) ( , x,

1 1

1

i n

d
d
x

x
d

i
j

i i j
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i

=

= ∂
∂

+ ∂
∂

=
∑τ µ τ θ θ µ

µ
τ θ θ µ)) , [ , ], , ,

[ , ).

µ θ

τ

i i r∈ =

∀ ∈ ∞

0 1 1

0

	 (5.9)

В (5.9) θ θ µ θ θ µi i i lx, , x,  – средние точки из области x , .≤ ≤ε µ ε  Обозначим через S1  аналог 
матрицы S1 , фигурирующей в доказательстве следствия 1. После замены c S y= 1  система (5.5) 
и условия (5.7) примут вид

	

d
d
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O
e S R S y
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y d ( ,

τ
α α αατ ατ ατ=
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




+


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e S F

F F e

( , , ))
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y = S x, ( ) ( ),-1

τ µ

α µ τ

τ

ατ

ατ

1

1
1

1 1

+

+

= −

− −

−

	 (5.10)

	

y( ) y, ( , , ) ,0 0 01= =d S y µ  y( ) 0,τ →  при τ τ τ→ ∞ ≡ ∈ ∞, ( , , ) , [ , )d 0 0 0 0                   (5.11)

∀ ≤ ≤−y S y, : ,µ µ ε ε1
1 .

Матрицы A i i Bi i, , , , , ,= =1 3 1 2 1Ο ,  являются аналогами соответственно матриц 
A i i Bi i, , , , , ,= =1 3 1 2 1Ο , из разд. 4. Далее вводим в рассмотрение последние n k− уравнений си-

стемы (5.10) при условии, что в ее правую часть подставлены известные первые k  компонент 
функции y( )τ  и функция d S y( , , )τ µ1 , удовлетворяющие системе (5.10) и условиям (1.6),(5.11). 
Ее можно записать как

	 d
d

e A e S R S y e S F








y
y+ ( y,d( , , )) ( ),

τ
α α τ µ µα τατ ατ ατ= +− − − − −

3 1
1

1 1
1 	 (5.12)

	 y( ) (y( ),y( )) ,y( ) ( ( ),..., ( )) ,y( ) (τ τ τ τ τ τ τ= = = + 



 



Τ Τy y yk k1 1(( ),..., ( )) , y (y, y)τ τyn
Τ Τ=  

 ,	

где  

y ( ,..., ) , y ( ,..., )= = +y y y yk k n1 1
Τ Τ, S1

1−  – матрица, состоящая из последних n k− строк ма-
трицы S1

1− .  Число k  равно рангу матрицы S B AB A Bn= −( , ,... )1 . Из (5.11) имеем

	 









y y y( ) , ( )0 0= →τ  при τ µ µ εε→ ∞ ∀ < ≤
−







y y, : , .
S1

1
	 (5.13)

Решение системы (5.12) с начальными данными (5.13) запишем как
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
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
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

y y y( , , )

[ (

τ µ

α

ατ

ατ α α

= +

+

−

− − −

−

− −

e e

e e e S R S

e A A

e A e A tt

3 3

3 3
1

1
1yy y y

T

( , , ), ( , , )) ( )] ,

[ , ). ( ,..., ) .

t d t F t dt

y k

µ µ µ

τ

τ

+

∈ ∞ =

∫
×

0

10 0 0

	 (5.14)

С  учетом (1.2), (1.6), (5.4), (5.8), (5.9), (5.14) и  замены c S y= 1  в  области 
Ω = ≤ ≤{ }−y S y, : ,µ µ ε ε1

1  получим оценку

	
e e L L

L

A e A− −
≥ − + − ∈ ∞

=

3 3
2

2
2

3

3

2 0
ατ

τ µ µ µ τ













y y y y( , , ) ( ) , [ , ),

supp ( ) .
[ , )t

A e Ae e S F t
t

∈ ∞

− − −−

0
1

13 3
α 	 (5.15)

Константа L2 0>  зависит от области Ω .

Пусть µ = 

y
2

. Тогда для всех  









y y y y S: , , /< < < −1 1
1ε ε  оценка (5.15) примет вид

	 e e L Le A A− − ≥ − ∈ ∞ >
ατ

τ µ τ3 3 1 0 04 4













y y y y( , , ) ( ), [ , ), . 	

Отсюда следует, что ∀ < < < <−


















y y y y S y L: , , / , /1 11
1

4ε ε  выполняется неравенство

	 





y y( , , ) , [ , ).τ µ τ≥ > ∈ ∞q 0 0 	

Последнее неравенство противоречит условию (5.13). Указанное противоречие доказывает 
необходимость условия (1.4) для существования решения задачи 4. В силу произвольности ε > 0  
получаем необходимость условия (1.4) для разрешимости задачи 5. Следствие 2 доказано.

6. Алгоритм решения задачи управления движением маятника переменной длины с переменной 
точкой подвеса. Система уравнений, описывающая движение маятника переменной длины 
с переменной точкой подвеса, движущейся вдоль горизонтальной оси, имеет вид [18]

	




x x

x a t x a t x a t u x F
1 2

2 1 1 2 2 3 1

=
= − − − +

,

( )sin ( ) ( ) cos ,µ
	 (6.1)

где x1  – угол отклонения маятника от вертикальной оси, x2  – скорость изменения угла от-
клонения, a t g l t a t q l t a t l t1 2 32 1( ) / ( ), ( ) / ( ), ( ) / ( )= = = , g – ускорение свободного падения, 
l t l qt q( ) ,= − >0 0  – скорость изменения длины маятника, l0  – начальная длина маятника, 
u  – управляющий параметр, который равен ускорению движения точки подвеса вдоль гори-
зонтальной оси. Рассмотрим краевые условия маятника

	 x x( ) ,0 = x x x x x x x( ) , ( , ) , ( , ) .1 0 1 2 1 2= = =T T 	 (6.2)

После замены (2.2) в системе (6.1) и условиях (6.2) получим

	 c x c x1 1 2 20 0( ) , ( ) ,= = c( )τ → 0  при τ → ∞,  c c c( ) ( ( ), ( )) .τ τ τ= 1 2
T 	 (6.3)

Выполним преобразования сдвигов c1( )τ , c2( )τ :

	

c c Fe c c e F

c c

2 2
1

1 1
1 2

1
1

1

1
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( ) ( )( ) , ( ) ( )( ) ,
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= (( )( ) ( ), ( )( ) ( )( ) ( ),2 3
1 1 2

1
2
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2 1

2

1
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1
2

τ ατµ τ τ ατµ− − = − −e Fa c c e Fa

c(( )( ) ( )( ) ( ( ) ( )).2
2
3 3

2
2 1 1 1

1
6

τ τ ατµ= − − −c e F a a

	 (6.4)
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После замены (6.4) из (6.3) получаем аналог сиcтемы (2.8) и начальных условий (2.9), (2.13):
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	 (6.5)

	

c x F Fa c x F Fa F a1
2 0 1 1 2

3 0 1 11 2
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1
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( )( ) ( ), ( )( ) ( ) (= − + = + ++µ µ µ µ µ 11 1

0 0
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( ) .

( )),+

=

a

d

           (6.6)

Линейная часть системы (6.5) может быть записана в следующей форме:

	 dс
d

e Pс e Qτ α ατ α ατ υ= − + − , c c c d= ( , , )( ) ( ) ,1
2

2
3 T 	 (6.7)

	
P

e

e a e a e a=

−

− − − − − −
0 0

1 1 2 1

0 0 0
3 1

α ατ

α ατ α ατ α ατ( ) ( ) ( ) ,
 
Q =

0

0

1

.
	

После решения задачи стабилизации системы (6.7) получаем υ τ( , )c :

	 υ τ τ( , ) ( ) , ( ( ), ( ), ) ,c M c c c c d= = 1
2

2
3 T 	 (6.8)
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.
 	

Далее решаем задачу Коши для системы (6.5) с начальными данными (6.6), замкнутой вспомо-
гательного управлением (6.8). В результате находим известные функции c c d1

2
2
3( )( ), ( )( ), ( )τ τ τ . 

Их подстановка в формулу (6.8) дает известную функцию υ τ( ) . В свою очередь после замены 
независимой переменной τ  на t  будем иметь известную функцию υ( )t . На заключительном 
этапе решаем задачу Коши для системы
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1 1
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
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x x
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на промежутке [0,1] с начальными данными:

	 x x x x u1 1 2 20 0 0 0( ) , ( ) , ( ) .= = = 	 (6.10)

7. Численное моделирование. В  процессе численного моделирования интегрировалась 
вспомогательная система (6.9), замкнутая вспомогательным управлением υ( )t  с начальными 
данными (6.10) при α = 0 25. , x1 0 52= . рад , x2 0 8= − . рад/с , q = 0 1. м/с , l0 1 1= . м , h = 0 03. ,  
µ = 0 2. , F = 0 5. , g = 9 8 2. м/с  на промежутке [0.0.99]. На рисунке представлены графики функ-
ции изменения фазовых координат x t x t1 2( ), ( )  и управления u t( )  в исходной независимой пе-
ременной t .

Заключение. Полученные в работе алгоритмы решения граничных задач могут быть ис-
пользованы при решении важной практической задачи стабилизации широкого класса не-
линейных нестационарных систем на конечном промежутке времени с помощью дискретных 
управлений. Указанное обстоятельство позволяет значительно уменьшить время переходного 
процесса и обеспечить движение по заданной траектории в реальном времени. Кроме того, 
стабилизация на конечном промежутке может быть осуществлена даже в том случае, когда 
стабилизация на бесконечном промежутке невозможна (см. замечание 3).

Рис. 1. Разбиение фазовой плоскости на множества D1, D2, D3.
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ПРИЛОЖЕНИЕ
Аналог системы (2.6) для задачи (3.1), (1.7).можно записать в виде:
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Discrete linear and extended Kalman filters of integer and fractional orders are presented for estimating the 
state and unknown parameters of linear and nonlinear discrete fractional order systems. A comparison of 
traditional and fractional Kalman filters is given. The features and advantages of the fractional algorithm are 
considered, which are illustrated with examples of using discrete linear and extended Kalman filters.
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0. Введение. Создание современных высокоточных систем гражданского и военного на-
значения требует разработки более точных моделей динамики систем и измерений, прогноз-
ных моделей для управления. Одним из способов повышения адекватности математических 
моделей исследуемых объектов является применение теории дробного исчисления (fractional 
calculus) в  отраслях человеческой деятельности, использующих математические методы 
и средства компьютерного моделирования. В основе дробного исчисления или исчисления 
нецелых порядков лежат понятия производной и интеграла нецелых порядков [1–3].
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Анализ недавних публикаций показывает, что современные исследования дробного исчис-
ления ведутся в направлениях развития математических методов; математических и физиче-
ских моделей явлений реального мира; численных схем решения физических, инженерных 
и других задач, а также применения в многочисленных приложениях [3–44].

0.1 Р а з в и т и е   м а т е м а т и ч е с к и х   м е т о д о в. В 1993 г. впервые была пред-
ложена концепция интеграла и дифференциала переменного порядка (variable-order (VO)), 
а  также некоторые основные свойства [4]. Авторы [5] обобщили результаты исследования 
дробных операторов переменного порядка, а затем исследовали определения дробных опера-
торов переменного порядка в различных формах. После этого были дополнительно изучены 
некоторые новые расширения и ценные возможности применения моделей дробных диф-
ференциальных уравнений переменного порядка (fractional differential equations (FDE)) [6].  
В [7] был предложен метод оптимизации параметров пропорционально-интегрально-диффе-
ренциального регулятора дробно-переменного порядка для линейных динамических систем 
при различных начальных условиях. В  работах [8, 9] рассмотрены свойства нового класса 
фрактальных функций, не дифференцируемых в классическом смысле, но имеющих в каждой 
точке непрерывные производные типа Вейля переменного порядка. Такими производными 
обладают, например, классические фрактальные функции Вейерштрасса, Такаджи, Безико-
вича. Необходимость использования таких фрактальных функций возникает при построении 
управляющей функции в задачах управления распределенными системами. В [10] приводится 
задача оптимального управления для модельной системы, которая описывается одномерным 
неоднородным диффузионно-волновым уравнением, представляющим собой обобщение вол-
нового уравнения на случай, когда производная по времени имеет дробный порядок и пони-
мается в смысле Капуто. Изучены краевые задачи для одномерного интегродифференциаль-
ного уравнения соболевского типа с граничными условиями первого и третьего родов с двумя 
операторами дробного дифференцирования 𝛼 и 𝛽 разных порядков [11]. Для развития метода 
обобщенных степенных рядов для задач, связанных как с дробными, так и с целыми произво-
дными, авторы [12] исследуют влияние на решение трех параметров: коэффициент возмуще-
ния, коэффициент задержки и коэффициент дробного порядка. Для решения пространствен-
но–временных дробных уравнений Шредингера в работе [13] предлагается линеаризованная 
быстрая схема с шагом по времени высокого порядка. Результаты доказываются с помощью 
дробных неравенств Соболева для ограниченных численных решений.

0.2 С и н т е з   н о в ы х   ч и с л е н н ы х   м е т о д о в. В [14] продемонстрированы проблемы 
с переменной памятью, относящиеся к статистическим и динамическим системам, где фракталь-
ная размерность меняется со временем и координатой. В целом, численные методы используют-
ся как эффективные развитые методы численной аппроксимации дробных дифференциальных 
уравнений переменного порядка (VO-FDE) [15, 16]. Например, в [17] исследована устойчивость 
и сходимость нового явного конечно-разностного приближения для нелинейного уравнения 
дробной диффузии переменного порядка. В [18] было доказано существование решения дробных 
дифференциальных уравнений переменного порядка. В [19] разработан экспоненциально точный 
метод дробной спектральной коллокации для решения линейных/нелинейных дробных диффе-
ренциальных уравнений переменного порядка. В [20] представлен новый неявный численный 
метод для плавного решения двумерного (2D) уравнения дробной перколяции переменного по-
рядка. В [21] предложены формулы аппроксимации второго порядка для дробной производной 
по времени переменного порядка для описания аномальной диффузии и распространения волн. 
Впоследствии в [22] был разработан численный метод высокого порядка для дробных дифферен-
циальных уравнений переменного порядка в свете численного приближения второго порядка.

В [23] получены и проанализированы две временные схемы второго порядка для временно-
го многочленного уравнения дробной диффузии-волны, основанные на методе уменьшения 
порядка. Средневзвешенное значение на двух временных уровнях применяется к дискрети-
зации пространственной производной, в которой весовой коэффициент соответствует опти-
мальной точке для дискретизации по времени.

0.3 И с п о л ь з о в а н и е   в   р а з н ы х   о б л а с т я х   н а у к и   и   т е х н и к и   д л я   
м о д е л и р о в а н и я   я в л е н и й. В последние годы применение динамических систем дроб-
ного порядка играет жизненно важную роль в реальных приложениях, включая, например, 
аффинное шифрование с помощью даты рождения отправителя и получателя [24], дробное 
интегральное управление со скользящим режимом [25], модифицированный Дуффинг дроб-
ного порядка системы [26], хаотическую систему Королевской Кобры дробного порядка [27], 
цифровую криптографию [28]. Следовательно, исследуются динамические системы дробного 
порядка, которые имеют большой потенциал применения в реальных инженерных областях.
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В некоторых дробных динамических системах переменного порядка функцией определен-
ных переменных является температура, концентрация, плотность и т. д. Например, в [29] было 
обнаружено, что дифференциальный порядок релаксации белков представляет собой функ-
цию температуры. В работе [30] авторы тщательно исследовали динамическое поведение, ко-
торое выступает хаотичным свойством систем Даффинга дробного порядка. В [31] была пред-
ложена 5D-гиперхаотическая система дробного порядка, основанная на гиперхаотической 
системе Лоренца. В настоящее время в центре внимания научных исследований находятся 
нелинейные динамические системы дробного порядка и синхронизация дробно-хаотических 
систем переменного порядка.

В  работе [32] проведен обзор литературы и  выводов в  области первичных определений 
дробных дифференциальных уравнений переменного порядка, их моделей, численных мето-
дов и приложений. Приводится краткое описание различных физических моделей и типичных 
применений дробных дифференциальных уравнений переменного порядка. В [33] рассматри-
вается новый подход к устойчивости системы управления дробного порядка. В данной работе 
поведение динамической системы смоделировано с помощью дифференциальных уравнений, 
включающих дробные производные. Применяя преобразования Лапласа к таким уравнениям 
и предполагая нулевые начальные условия, появляются передаточные функции без целых сте-
пеней переменной преобразования Лапласа. Применение дробного исчисления в нефтяном 
машиностроении отражено в модели дробной диффузии по времени производной перемен-
ного порядка для гетерогенных пористых сред [34]. Использование дробного исчисления во 
многих других отраслях физики и техники представлено в публикациях [35–39], а также по-
казано в медицине [40]. В работе [40] описана новая модель туберкулеза с несколькими штам-
мами с помощью дробной производной переменного порядка как расширение нелинейного 
обыкновенного дифференциального уравнения.

В последнее время модель дробной производной случайного порядка обычно применяется 
для описания явлений релаксации, затухания и диффузии системы. В реальных приложени-
ях физические системы страдают от некоторых шумов, включая флуктуации поля внешнего 
давления в аномальной диффузионной системе или нестабильное температурное поле при 
рассеянии энергии [41]. Подобные шумы неизбежно вызывают колебания всей системы. 
Следовательно, модель дробной производной случайного порядка является предпочтитель-
ным выбором для изображения этого типа флуктуационного процесса. При анализе реальных 
инженерных задач модель дробной производной случайного порядка может использоваться 
количественно для оценки и описания колебаний системы. Указывается, что некоторые воз-
можные приложения включают прогнозирование загрязнения окружающей среды, оценку 
инженерных рисков, анализ устойчивости системы и т. д. [42].

Авторами [43] разработан метод конечных разностей высшего порядка для решения син-
гулярно возмущенных задач конвекции-диффузии с переменными коэффициентами, вклю-
чающий производную по времени дробного порядка с порядком α ∈ (0, 1). В работе [44] на 
основе уравнения конвекции–диффузии дробного порядка по времени создали численную 
модель испарения капель в различных средах. Среди протестированных – уравнение конвек-
ции-диффузии 0.1–го порядка, оно показало наилучший корректирующий эффект на модель 
испарения. Это уравнение повысило точность расчета и оказало хороший корректирующий 
эффект как для статического испарения, так и для испарения капель, падающих на плоские 
и криволинейные поверхности.

Таким образом, из представленных работ видно, что в настоящее время растет число при-
менений дробного исчисления в фундаментальных законах естествознания [3–7, 11–13, 15, 16, 
18, 20, 22], автоматическом управлении [8–10, 33], обработке сигналов [41], физике [14, 17, 19, 
21, 23, 35–39, 42–44], электронике [24–28], механике [30, 31, 34], биологии [29], медицине [40]  
и других областях.

Дробные дифференциальные уравнения переменного порядка успешно используются для 
исследования динамики, зависящей от времени и/или пространства. При создании современ-
ных динамических систем разработчикам приходится решать задачу оценивания состояния 
и идентификации их параметров. Для решения указанной задачи эффективны методы нели-
нейной оптимальной фильтрации, среди которых наиболее широко на практике применяются 
фильтры калмановского типа [45–49]. При этом для оценки состояния и параметров дина-
мических систем дробного порядка существуют различные модификации фильтров Калмана 
(ФК) дробного порядка для линейных и нелинейных дробных динамических систем [49–53].  
К  их числу относятся дробные линейный (ДЛФК), обобщенный (ДОФК), ансцентный 
и адаптивный ФК. Однако в указанных публикациях рассмотрены алгоритмы дробной филь-
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трации калмановского типа, но не дается сравнительная оценка возможностей, преимуществ 
и недостатков дробных и целочисленных алгоритмов.

Учет фрактальных свойств процессов позволяет добиться успеха при создании более качественных 
математических моделей систем и датчиков, в основе которых лежат марковские процессы порядка 
выше первого. Выявление и исследование фрактальных свойств процессов и объектов в разных пред-
метных областях было выполнено и в наших работах. К их числу относятся: измерительные системы 
и датчики, навигация и управление движением, телекоммуникационные системы и сети, дефектоско-
пия [54–57]. При создании более качественных математических моделей систем и датчиков предла-
гается учитывать фрактальные свойства и динамику процессов, основанную на исчислении дробного 
порядка, что усложняет алгоритмы фильтрации, которые должны функционировать в режиме реаль-
ного времени. Это происходит в силу того, что алгоритмы оценивания должны использовать оценки 
не только предпоследнего, но и всех предыдущих шагов фильтрации, поскольку уравнения состояния 
дробных динамических систем определяются марковскими процессами высшего порядка [58, 59].  
В случае применения математической модели системы дробного порядка, наряду с оценкой пере-
менных состояния и неизвестных параметров, необходимо идентифицировать и сам порядок си-
стемы.

Таким образом, в разд. 0.1 представлен обзор недавних результатов исследования непрерыв-
ных систем, описываемых дифференциальными уравнениями дробного и переменного поряд-
ка, а в разд. 0.2 – численные схемы для их решения, приводящие к дискретным моделям систем.

Предлагаемая статья посвящена анализу особенностей и возможностей применения дис-
кретных фильтров калмановского типа дробного порядка для линейных и нелинейных задач 
оценивания. Дается сопоставление дискретных ФК целочисленного и дробного порядков по 
точности оценивания состояния и параметров системы, что проиллюстрировано на примерах 
использования ДЛФК и ДОФК.

1. Постановка и решение линейной задачи оценивания. В табл. 1 приведена постановка 
задачи оценивания состояния дискретной линейной динамической системы размерности n 
с вектором состояния xi i n ix x= ( ,..., ), ,1

T, где i = 0 1 2, , , ... – дискретное время, с применением 
математических моделей как целого порядка один [45–48], так и дробного порядков [49, 50, 
58, 59]. Следует отметить, что в публикации [49] приведены доказательства, что ДЛФК мини-
мизирует среднеквадратический критерий, представленный в табл. 1.

Математическая 
модель

Дискретная линейная стохастиче-
ская система целого порядка

Дискретная линейная стохастическая  
система дробного порядка

Уравнение для 
вектора состояния

∆1
1x Ф x w Ф Фi di i i di i= + = −− ,                        I,

x Ф x wi i i i= +−1

∆µ x Ф x wi di i i= +−1 ,

x x xi i
j

j i j
j

i

= − − −
=

∑∆µ Г( ) ,1
1

Г j
n

j j
=





















diag ...

µ µ1

,  

∆ ∆ ∆µ xi i n ix xn= 





µ µ1
1, ,...

T
, 

µ = ( , ..., )µ µ1 n

x x x ax wi i i i i= + = +− −∆1
1 1

∆µ x a x wi i i= − +−( ) ,1 1

 
 

x x
j

xi i
j

i j
j

i

= − −




 −

=
∑∆µ µ

( )1
1

Измерения  
y H x vi i i i= +

 
y x vi i i= +

 

Таблица 1. Постановка задачи фильтрации
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Для удобства иллюстрации материала в данной и в последующих таблицах под штриховой 
линией приведены примеры для скалярной системы. В этом разделе в качестве примера рас-
смотрена задача оценки скалярной переменной состояния xi , x ax wi i i= +−1  по зашумленным 
измерениям yi  вида y x vi i i= + . Заметим, что в данном примере  ФFF FFi dia a= = −, .1 ФFF FFi dia a= = −, .1

Для математического описания дискретных систем дробного порядка конечная разность 
первого порядка ∆1

1x x xi i i= − −  обобщена на разность ∆µxi  любого нецелого порядка µ > 0  
в соответствии со следующим определением разности дробного порядка Грюнвальда-Летни-
кова [49, 59]:

∆µ
µ µ

µ µ
x x x xi

j
i j

j

i

i
j

i j
j

i

h j h j
= −







= + −




−

=
−

=
∑1

1
1

1
0 1

( ) ( )∑∑












, x x xi i
j

i j
j

i

h
j

= − −




 −

=
∑µ µ µ

∆ ( ) ,1
1

где µ ∈R  – порядок дробной разности, R  – множество действительных чисел, h – интервал 
дискретизации, который принимается в дальнейшем равным 1 и  i – номер отсчета, для кото-
рого вычисляется разность. Дробный биноминальный коэффициент µ

j







 может быть получен 
из выражения

µ
µ µ µ

j

j

j
j

j







=
=

− − + >







1 0

1 1
0

,

( )...( )
!

.

В  случае, когда рассматривается система из n  уравнений различных дробных порядков 
µ µ1,..., n  относительно переменных x xi n i1, ,,..., , имеем

Математическая 
модель

Дискретная линейная стохастиче-
ская система целого порядка

Дискретная линейная стохастическая  
система дробного порядка

Начальные  
условия

x P x x x x0 0 0 0 0 0∈ = − −Rn E, [(^ )(^ ) ]T

x P0
1

0 0
2∈ =R , σ

Порождающие 
шумы

w w w Qi i j ij iE= =0, { }T δ

wi = 0, E w w Qi i{ } =

Шумы измерения
v v v Ri i j ij iE= =0, { }T δ

vi = 0, E v v Ri i v{ } = = σ2

Взаимная корре-
ляция

E E Ei i i i{ } ; { } ; { }x w w v x v0 00 0 0T T T= = =

E x w E w v E x vi i i i{ } ; { } ; { }0 00 0 0= = =

Матрицы

Ф   Фi di n n, ,− ×  Ф Ф Idi i= − ,  Q H Ri i ip p m n m m− × − × − ×, , ,
 I – единичная матрица

Ф             Фi dia a= = −, ,1 Q H Ri i iQ R= = =, ,1

Минимизируемый  
критерий

J Ei i i i i i ii i
= − −x Y x x Y x x Y, ( ^ ( )) ( ^ ( ))T , Y y y yi i= ( , ,..., )1 2

T T T T

J E x xi x i i ii i
= −, [( ^ ( )) ],y y 2 yi iy y y= ( , ,..., )1 2

T

Окончание таблицы 1
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∆µx x wi di i i= +−FF 1 , Ф∆µx x wi di i i= +−FF 1 ,  x x xi i
j

j i j
j

i

= − − −
=

∑∆µ ( )1
1

GG Гx x xi i
j

j i j
j

i

= − − −
=

∑∆µ ( )1
1

GG ,

ГGG j
n

j j
=





















diag ...

µ µ1
; ∆ ∆ ∆µ µ µxi i n ix xn= 





1
1, ,...

T
, µ µ µ= ( , ..., )1 n , i = 0 1 2, , , ...

Решение задачи оценивания с использованием дискретных линейных фильтров Калмана 
целого [45–48] и дробного [49, 58] порядков дано в табл. 2.

1.1. С о п о с т а в л е н и е   ф и л ь т р о в. Уравнения состояния для динамической 
системы целого порядка описывают марковские последовательности или, более точно, мар-
ковские последовательности первого порядка. Сравнение уравнений для вектора состояния 
целого и дробного порядков табл. 1 показывает, что последние описывают марковские по-
следовательности более высокого порядка, которые обладают краткосрочной и долгосрочной 
памятью. Как следствие использование математической модели дискретной динамической 

Математическая 
модель ЛФК ДЛФК

Прогноз

^                 ^ ^               ^
/x x x Ф xi i i i i i− − −= + =1

1
1 1∆

∆µ ^                    ^ ,/x Ф xi i di i− −=1 1

^                   ^ ( ) ^
/ /x x xi i i i

j
j i j

j

i

− − −
=

= − −∑1 1
1

1∆µ Г

^               ^
/x axi i i− −=1 1

∆µ ^                        ^( ) ,/x a xi i i− −= −1 11

^                  ^ ( ) ^
/ /x x

j
xi i i i

j
i j

j

i

− − −
=

= − −




∑1 1

1

1∆µ µ

Матрица 
ковариаций 

ошибок 
прогноза

P Ф P Ф Qi i i i i i/ − −= +1 1
T

P P Q

P

i i di i di i

j i j j
j

i

/ ( ) ( )− −

−
=

= + + +

+ ∑
1 1 1 1

2

Ф Г Ф Г

Г           Г

T

T

p a p Qi i i/ − −= +1
2

1 p a p Q
j

pi i i i j
j

i

/ ( )− − −
=

= − + + +




∑1

2
1

2

2

1 µ
µ

Коэффициент 
усиления

K P H H P H Ri i i i i i i i i= +− −
−

/ /( )1 1
1T T

k p p Ri i i i i= +− −
−

/ /( )1 1
1

Оценка
^       ^ ( ^ )/ /x x K y H xi i i i i i i i= + −− −1 1

^       ^ ( ^ )/ /x x k y xi i i i i i i= + −− −1 1

Матрица 
ковариаций 

ошибок 
оценивания

P I K H Pi i i i i= − −( ) / 1

p k pi i i i= − −( ) /1 1

Таблица 2. Соотношения для алгоритма дискретного ЛФК
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системы дробного порядка приводит к  тому, что при расчете оценки прогноза и  матрицы 
ковариаций ошибок прогноза для дробного фильтра табл. 2 применяются значения оценки 
и матрицы ковариаций ошибок оценивания не только с последнего предыдущего шага, как 
в случае традиционного ФК целого порядка, но и со всех предыдущих шагов. Это свойство 
справедливо, когда µk k n≠ =1 1, , .

Сравнение формул в  левой и  правой частях табл.  2 для ФК показывает, что при 
µ µ µ µ= = = = =1 2 1... n  выражения для линейного ФК (ЛФК) и  ДЛФК совпадают. Други-
ми словами, ЛФК является частным случаем ДЛФК. Следует ожидать, что в общем случае, 
когда реальные процессы в исследуемой системе являются марковскими последовательно-
стями высшего порядка, их использование для построения ФК дробного порядка позволит 
достичь более высокую точность оценивания состояния системы. Существенно отметить, что 
для оптимального ДЛФК число значений учитываемых оценок и значений матрицы ковариа-
ций ошибок оценивания равно числу шагов дискретизации i . Для практической реализации 
ДЛФК естественным приемом служит ограничение числа слагаемых для вычисления оценки 
и матрицы ковариаций, которое будет определять субоптимальное решение. Число слагае-
мых на практике определяется требованиями обеспечения необходимой точности решения 
и быстродействия алгоритма. В практических реализациях количество элементов в суммах для 
уравнений прогноза оценки и матрицы ковариаций ошибок прогноза дискретной линейной 
стохастической системы дробного порядка должно быть ограничено заранее заданным значе-
нием d (табл. 1).

Сказанное выше подтверждается следующим иллюстрирующим примером оценивания, ха-
рактерным для обработки данных.

1.2. П р и м е р. Для модели скалярной системы (формулы приведены в табл. 1 под штри-
ховой линией) проведено оценивание для различных значений µ µ= 1 : 0.5; 1; 1.6. σ0 10= , 
σw = 3 , σv = 5 , a = 1  (см. рис. 1).

Рис. 1. Оценивание процесса xi  с различными значениями порядка µ :  
а – при μ = 1, б – при μ = 0.5, в – при μ = 1.6.
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Для указанных µ  представлены 1) расчетные среднеквадратические отклонения (СКО) 
ошибок оценивания σxi

ЛФКи σxi

ДЛФК, соответствующие дисперсиям ошибок оптимального оце-
нивания ЛФК и ДЛФК; 2) выборочные СКО ошибок оценивания, вычисляемые следующим 
образом:

σ η η
i i

j

j

L

L
e≈

=
∑1 2

1

( )( ) , e x xi
j

i
j

i
j

i
jη η( ) ( ) ( ) ( )( )= − y , η = Ћ‘ ,ƒЋ‘ЛФК, ДЛФК, L = 300.

Параметр µ = 1 . При µ = 1  ЛФК совпадает с ДЛФК. Традиционный ФК позволяет по-
лучить оптимальное решение только для этого значения µ  и не является оптимальным при 
других значениях µ . Результаты моделирования показали совпадение всех расчетных и дей-
ствительных характеристик точности представленных линейных алгоритмов дискретных ЛФК 
и ДЛФК при µ = 1 , что видно на рис. 1. В общем случае, когда µ ≠ 1  оптимальная оценка 
и матрица ковариации для ошибки оценивания определяются с помощью выражений для ФК 
дробного порядка.

Параметр µ = 0 5. . При этом µ  с помощью ДЛФК может быть достигнута более высокая 
точность оценивания, в отличие от ЛФК.

Параметр µ = 1 6. . При этом µ  с течением времени для ЛФК, в отличие от ДЛФК, наблю-
дается заметный рост ошибки оценивания.

Для µ = 0 5.  и 1 6.  наблюдается совпадение расчетной и действительной характеристик для 
ДЛФК и несовпадение расчетной и действительной характеристик для ЛФК целого порядка.

При сопоставлении приведенных результатов, полученных ЛФК и ДЛФК, необходимо учи-
тывать тот факт, что моделирование проводится в условиях согласованных настроек расчетной 
и действительной моделей для ДЛФК, в то время как для ЛФК это условие не выполняется.

На рис. 2 для µ = 0 5.  и 1 6.  отдельно представлены результаты работы дробных ФК с огра-
ничением количества учитываемых оценок и значений матрицы ковариаций числом d . Если 
для µ = 0 5.  достаточно для достижения точности, близкой к оптимальному ДЛФК, выбрать 
d ≤ 5 , то в случае µ = 1 6.  необходимо выбрать d ≥ 7 .

2. Постановка и решение нелинейной задачи оценивания. В табл. 3 приведена постановка 
задачи оценивания состояния нелинейной динамической системы с использованием матема-
тических моделей целого [45–48] и дробного [49, 58, 59] порядков. Решение задачи оценива-
ния с помощью обобщенных ФК (ОФК) целого [45–48] и дробного [49, 58, 59] порядков дано 
в табл. 4.

В качестве примера рассмотрена задача совместной оценки скалярной переменной состо-
яния xi  и неизвестного параметра a , x ax wi i i= +−1  по зашумленным измерениям yi  вида 

Рис. 2. Оценивание процесса xi  с различными значениями порядка µ  и параметра d: 
а – при μ = 0.5, б – при μ = 1.6
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Таблица 3. Постановка нелинейной задачи фильтрации
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y x vi i i= + . Такая задача совместного оценивания состояния и идентификации является не-
линейной [59], и для ее решения необходимо применение ОФК, если выбраны для решения 
алгоритмы калмановского типа. В данном примере
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Окончание таблицы 3

Решение задачи фильтрации
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Таблица 4. Соотношения для алгоритма ОФК
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а параметры ДОФК, следующие:

P0
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0 3
=
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




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


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




3 0

0 0 0001.
, R = 25 .

2.1. С о п о с т а в л е н и е   ф и л ь т р о в. Выводы, которые были сделаны при сопостав-
лении ЛФК целого и дробного порядков в разд. 1.1, справедливы и для случая ОФК целого 
и дробного порядков, представленного в табл. 4. ОФК является частным случаем ДОФК.

Для иллюстрирующего примера системы проведено совместное оценивание и дано срав-
нение результатов для ОФК целого и дробного порядков для различных значений порядка 
µ µ= 1 : 0.5; 1; 1.6. Результаты совместной оценки показаны на рис. 3, 4.

При µ = 1  ОФК совпадает с ДОФК. ОФК позволяет получить оптимальное решение только 
для этого значения µ  и не является оптимальным при других значениях µ . В общем случае, 
когда µ ≠ 1, оптимальная оценка и матрица ковариации для ошибки оценивания определяют-
ся с помощью выражений для ОФК дробного порядка.

При µ = 0 5.  точность оценки неизвестного параметра ai  с помощью ДОФК выше, чем для 
традиционного ОФК. Точности оценки координат для сравниваемых фильтров близки.

При µ = 1 6.  точности оценки параметра ai  для обоих фильтров близки. Точность оценки 
координаты у ДОФК заметно выше, чем у ОФК целого порядка.

Как и для ЛФК для расширенного ФК в практических реализациях количество элементов 
в суммах для уравнений прогноза оценки и матрицы ковариаций ошибок прогноза дискрет-

Рис. 3. Оценивание переменной состояния x: а – при μ = 0.5, б – при μ = 1.6.

Рис. 4. Оценивание параметра a: а – при μ = 0.5, б – при μ = 1.6.
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ной нелинейной стохастической системы дробного порядка в табл. 4 должно быть ограничено 
заранее заданным значением d .

Заключение. Рассмотрены математические модели дискретных динамических систем дроб-
ного порядка с использованием разности дробного порядка Грюнвальда-Летникова. Приве-
дены постановка и решение задачи оценивания состояния дискретных динамических систем 
целого и дробного порядков с помощью ЛФК и ОФК. Представлены дискретные фильтры 
калмановского типа дробного порядка для оценивания состояния и параметров линейных 
и нелинейных дискретных систем дробного порядка. Дано сопоставление дискретных ФК 
целочисленного и дробного порядков. Рассмотрены особенности и достоинства дробного ал-
горитма, которые проиллюстрированы на примерах использования ЛФК и ОФК. Сформули-
рована оценка точности алгоритмов калмановского типа дробного порядка.
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In this paper we describe in detail the iterative method of global improvement of an arbitrary given control 
in a nonlinear dynamical system, proposed by V. F. Krotov. Then we discuss various options for applying the 
Krotov method to a problem of stochastic probabilistic optimization.
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Введение. Постановка задачи улучшения программы управления детерминированной не-
линейной динамической системой относительно заданного функционала качества и метод ее 
решения были предложены в конце прошлого века в работах В. Ф. Кротова (см. [1]).

Проблема построения улучшений естественным образом возникает всякий раз при ис-
следовании задачи оптимального управления, в которой решение (оптимальную программу 
управления) не удается определить, исходя из необходимых условий оптимальности, напри-
мер, в силу чрезмерной трудоемкости или неразрешимости соответствующей системы соот-
ношений. В этом случае естественно перейти от задачи оптимизации к задаче построения 
последовательных улучшений некоторой заданной программы управления. С практической 
точки зрения такой переход означает потенциальный отказ от неизвестной оптимальной про-
граммы управления в пользу известной программы, возможно далекой от оптимальной, но 
более качественной, чем исходно заданная. Если улучшение качества управления оказывается 

1	 Разделы 4–6 написаны К. А. Царьковым за счет средств Российского научного фонда (проект № 22-11-00042) 
в ИПУ РАН. https://rscf.ru/project/22-11-00042.

УПРАВЛЕНИЕ В СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ  
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достаточно существенным, то этот переход можно считать целесообразным. С точки зрения 
теории экстремальных задач необходимые условия оптимальности заменяются на итерацион-
ную процедуру построения оптимизирующих последовательностей. С вычислительной точки 
зрения такой подход оказывается, как правило, значительно выгоднее в сравнении с числен-
ными процедурами разрешения соотношений, составляющих необходимые условия опти-
мальности, хотя и не гарантирует отыскание оптимального решения.

К хорошо известным методам построения (локально) оптимизирующих последовательно-
стей относятся методы типа градиентного спуска. Отличительной особенностью процедуры, 
предложенной В. Ф. Кротовым, является нелокальность получаемых улучшений, т.е. построен-
ное на каждом шаге новое, улучшенное, управление не обязано быть близко к управлению, по-
строенному на предыдущем шаге, ни в смысле какой-либо нормы в пространстве допустимых 
управлений, ни в смысле значений оптимизируемого функционала качества. Отсюда вытекают 
основное достоинство и основной недостаток метода Кротова: зачастую он позволяет суще-
ственно улучшить качество управления за малое число повторных итераций, однако проана-
лизировать при этом наличие сходимости и оценить ее скорость оказывается затруднительно.

В работах [2, 3] метод Кротова эффективно применялся при решении линейных задач 
оптимизации управления. Было показано, что для линейных задач характерно построение 
наиболее качественного улучшения уже за одну первую итерацию применения метода. Даль-
нейшие итерации вносят определенные корректировки в структуру улучшаемой программы 
управления, но на значениях функционала качества сказываются незначительно. При этом 
отмечалось, что ключевую роль играет линейность задачи по переменной состояния, в  то 
время как переменная управления может входить в динамическую систему и в функционал 
качества нелинейным образом [3]. В недавней работе авторов [4] было показано, что то же 
самое имеет место и в случае приложения метода Кротова к решению стохастических задач 
оптимизации.

Основные идеи метода Кротова были существенно развиты в [5, 6] в направлении полу-
чения новых необходимых условий оптимальности в линейных и нелинейных задачах оп-
тимального управления. Простейшие необходимые условия оптимальности вытекают непо-
средственно из концепции улучшения: если программа управления оптимальна, то ее строгое 
улучшение (в  частности, методом Кротова) невозможно. В  указанных публикациях также 
были тщательно исследованы взаимосвязи между такими свойствами процессов управления, 
как неулучшаемость относительно метода Кротова и экстремальность в смысле принципа 
максимума Понтрягина.

В статье авторы предполагают развить методологию построения глобальных улучшений 
Кротова в приложении к стохастическим задачам вероятностной оптимизации. С этой це-
лью в разд. 2 и 3 формулируется сам метод Кротова и приводится его обоснование. Затем 
в разд. 4 и 5 выделяется класс задач, более широкий, чем полностью линейные по состоя-
нию задачи, к которым метод Кротова может быть эффективно применен. В разд. 6 метод 
глобальных улучшений Кротова применяется к исследованию стохастических задач опти-
мизации с вероятностным критерием. Формулируется два различных подхода к решению. 
Эффективность и особенности применения этих подходов демонстрируются несколькими 
примерами в разд. 7.

Настоящая работа является продолжением исследований, проведенных в статье [4], где 
метод Кротова в его линейной реализации применялся для построения улучшений в задаче 
вероятностной оптимизации стохастической системы диффузионно-скачкообразного типа. 
При этом исходный вероятностный критерий качества заменялся его оценкой чебышевского 
типа. Как следствие, при построении улучшения относительно оценки отсутствовала возмож-
ность гарантировать такое же улучшение относительно исходного функционала вероятности. 
Здесь предлагается применять нелинейный метод Кротова непосредственно к оптимизиру-
емому функционалу вероятности. С этой целью изучаемый класс задач сужен до стохасти-
ческих систем диффузионного типа. Сравнение результатов, полученных двумя указанными 
способами, позволяет, по крайней мере в ряде частных ситуаций, ответить на поставленный 
в [4] вопрос об эффективности использования оценок чебышевского типа при решении задач 
вероятностной оптимизации и улучшения.

1. Постановка задачи улучшения. На интервале времени [0; ]T  рассмотрим управляемую ди-
намическую систему 

	 x t f t x t u t x x n( ) = , ( ), ( ) , (0) = ,0( ) ∈  	 (1.1)
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где u u T u t U t Tm∈ ∈ ∈ ∀ ∈∞U L:= { ([0; ]) : ( )  [0; ]} , U  – компакт в  m , ¥
m T([0; ])  – пространство 

измеримых по Лебегу и существенно ограниченных m -мерных вектор-функций на отрезке 
[0; ]T . Здесь и ниже символ "  означает выполнение условия для почти всех значений аргумен-
та относительно меры Лебега. Будем предполагать, что отображение f T Un n: [0; ]× × →   
непрерывно дифференцируемо по x , а абсолютно непрерывное решение задачи Коши (1.1) 
однозначно определено на отрезке [0; ]T  при любом u Î  .

Пусть OX  – некоторое открытое множество в  n , на котором задана непрерывно диффе-
ренцируемая функция J , C OX

t
XÌ  – множество достижимости системы (1.1) в момент вре-

мени t TÎ [0; ]  и  C CX t T X
t:= [0; ]∪ ∈ . Предположим, что исследуется оптимизационная проблема 

	 J x T
u

( ) .( ) →
∈

inf 	 (1.2)

Сформулируем задачу улучшения, согласованную с  (1.2). А  именно будем считать, что 
некоторое (не оптимальное) управление u�∈ U  уже задано, этому управлению соответству-
ет траектория x t( )�  как решение задачи Коши (1) при u u= � , и качество данного управления 
численно характеризуется значением J x T( ( ))� . Требуется при этих предположениях построить 
новое управление u Î  , которому соответствовала бы новая траектория x t( )  и для которого 
качество управления J x T( ( ))  удовлетворяло бы неравенству 

	 J x T J x T� �( ) < ( ) .( ) ( ) 	 (1.3)

Смысл перехода от задачи оптимизации (1.1) – (1.2) к задаче улучшения (1.1) – (1.3) состо-
ит в следующем. Как только в задаче улучшения будет описана процедура построения нового 
управления u  по произвольно заданному u ∈ U� , ее многоразовое итерационное применение 
позволит находить минимизирующие последовательности в  задаче (1.2). Естественно при 
этом пытаться строить процедуру улучшения так, чтобы разница между числовыми значени-
ями в правой и левой частях (1.3) была по возможности больше.

Сформулируем один из допустимых подходов к решению задачи улучшения (1.1) – (1.3).

2. Метод Кротова. Обозначим через ACn T([0; ])  пространство абсолютно непрерывных  
n -мерных вектор-функций на отрезке [0; ]T . Пусть u ∈ U�  – некоторая произвольная про-
грамма управления, а  x Tn� ∈ AC ([0; ])  – соответствующее ей (единственное) решение задачи 
Коши: 

	 x t f t x t u t x x( ) = , ( ), ( ) , (0) = .0( ) 	 (2.1)

Пусть далее � ∈ ACn T([0; ])  – решение линейной задачи Коши для сопряженной системы 
уравнений 

	 � � �( ) = , ( ), ( ) ( ), ( ) = ( ) ,t f t x t u t t T J x Tx− ( ) − ′ ( )T 	 (2.2)

где ′J x T( ( )) – вектор-градиент функции J  в точке x T( ), а  f t x t u tx ( , ( ), ( )) – матрица частных про-
изводных (матрица Якоби) функции f  по переменной x  в точке ( , ( ), ( ))t x t u t . И пусть, кроме 
того, � �, 0³  – некоторые числа. Рассмотрим функцию 

( , ) := ( , ; , ) =

( ),
2

( ) .( ) 2

t x t x

t x e x x tT t= � �− −−� �

Здесь 〈⋅ ⋅〉,  означает скалярное произведение в  n , || ||x x x2:= ,〈 〉 .
Введем следующие обозначения: 

R t x u t x t x f t x ut x( , , ) = ( , ) ( , ), ( , , ) ,φ φ+〈 〉

G x T x x J x( ) = ( , ) (0, ) ( ).0φ φ− +

Относительно исходных данных в задаче (1.1) – (1.3) будем считать, что выполняется следу-
ющее  основное предположение.

Пусть u ∈ U� , x Tn∈ AC ([0; ])�  – решение (2.1), � ∈ ACn T([0; ])�  – решение (2.2). Тогда найдут-
ся такие неотрицательные числа α  и  β , что 
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	 R t x t u t R t x u t t T
x n

, ( ), ( ) = , , ( ) [0; ],min( ) ( ) � �
�R

	 (2.3)

	 G x T G x
x CX

max( ) = ( ).( )
�

� 	 (2.4)

В разд. 4 и 5 будут описаны достаточно широкие и регулярно встречающиеся в приложени-
ях классы задач, для которых условия (2.3), (2.4) заведомо выполняются.

Следующий результат был впервые сформулирован В. Ф. Кротовым (см. [1, теорема 1]).

Т е о  р е м а  1. Пусть u ∈ U� , x Tn∈ AC ([0; ])�  – решение (2.1), � ∈ ACn T([0; ])�  – решение 
(2.2), а  числа � �, 0³  таковы, что выполняются (2.3) и  (2.4). Допустим, что отображение 
π : [0; ]T n m× →   удовлетворяет условиям:

1) R t x t x R t x v t T x C
v U

X( , , ( , )) = ( , , ) [0; ] π
∈

∀ ∈ ∀ ∈max  ;

2) существует решение x TnÎ AC ([0; ])  задачи Коши 

x t f t x t t x t x x( ) = , ( ), , ( ) , (0) = ;0π( )( )

3) существует u Î   такое, что � � �u t t x t t T( ) = ( , ( )) [0; ]π ∀ ∈ .
Тогда J x T J x T( ( )) ( ( ))� �£ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнены все перечисленные условия. Исходя из введен-

ных обозначений и формулы Ньютона-Лейбница, имеем 

J x T G x T T x T x

G x T R t x t
T

( ) = ( ) , ( ) (0, )

( ) , ( )

0

0

( ) ( )− ( ) + =

= ( )− ∫ ,, ( ) ( )

, ( ), , ( )

( )

0

u t dt G x T

R t x t t x t dt

G x T

T

( ) = ( )−

− ( )( ) ≤

≤ ( )

∫

−− ≤ ( )−

− ( ) ≤

≤

∫

∫

0

0

( , ( ), ( )) ( )

, ( ), ( )

T

T

R t x t u t dt G x T

R t x t u t dt

GG x T R t x t u t J x T
T

( ) , ( ), ( ) = ( ) .
0

( )− ( ) ( )∫

�

�

�

Теорема 1 доказана.
В качестве двух элементарных следствий отметим, каким образом результат теоремы 1 свя-

зан с решением и стационарными точками в экстремальной задаче (1.1) – (1.2).
С л е д с т в и е 1 (необходимые условия оптимальности). Пусть u ∈ U�  – оптимальное управ-

ление в задаче (1.1) – (1.2), x Tn∈ AC ([0; ])�  – решение (2.1), � ∈ ACn T([0; ])�  – решение (2.2) 
и существуют неотрицательные числа α , β , такие, что выполняется (2.3) – (2.4). Тогда для 
любого отображения π , удовлетворяющего условиям 1) – 3) теоремы 1, и для соответствую-
щего ему в смысле этих условий x TnÎ AC ([0; ])  верно равенство J x T J x T( ( )) = ( ( ))� � . 

С л е д с т в и е 2 (связь с принципом максимума). Пусть u�, x�, ��, α , β  взяты из теоремы 1. 
Если существует отображение π , для которого выполняются условия 1) – 3) и при почти всех 
t  верно равенство �u t u t( ) = ( )� , то u является экстремалью Понтрягина в задаче (1.1) – (1.2). 
Иными словами, пара ( , )x u� �  удовлетворяет соотношениям принципа максимума, т.е., с учетом 
введенных обозначений, имеет место 

R t x t u t R t x t v t T
v U

, ( ), ( ) = , ( ), [0; ].max( ) ( ) � �
�
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В отсутствие дополнительных предположений нельзя гарантировать наличие строгого не-
равенства (1.3) для управления u , построенного по теореме 1. Более того, в общем случае 
неулучшаемость u ∈ U�  за счет произвольного u Î  , удовлетворяющего условиям теоремы 1, 
даже не означает, что для пары ( ( ), ( ))x u⋅ ⋅��  выполнены соотношения принципа максимума [5]. 
В то же время экстремаль Понтрягина может оказаться улучшаемой [6]. Одно из возможных 
достаточных условий наличия строгого улучшения (1.3) сформулировано в конце разд. 5.

3. Численный метод последовательного улучшения. Наиболее важным следствием теоремы 1 
является следующий алгоритм последовательного глобального улучшения произвольно задан-
ной программы управления u ∈ U� .

Ш а г 1. Задать � �, 0³ , Mα > 0 , положить u u(0) = �, k = 0 .
Ш а г 2. Найти решение x tk( )( )  задачи Коши: 

x t f t x t u t x xk( ) = , ( ), ( ) , (0) = .( )
0( )

Ш а г 3. Определить решение ψ( )( )k t  задачи Коши: 

ψ ψ

ψ

( ) = , ( ), ( ) ( ),

( ) = ( ) .

( ) ( )

( )

t f t x t u t t

T J x T

x
k k

k

− ( )
− ′( )

T

Ш а г 4. Получить функцию позиционного управления π( )( , )k t x , удовлетворяющую при 
всех x CXÎ  и почти всех t TÎ [0; ]  условию 

� � �x
k k

v U
x
kt x f t x t x t x f t x v( ) ( ) ( )( , ), , , ( , ) = ( , ), ( , , ) ,( )

∈
max

где 

� � � �
x
k k T t kt x t e x x t( ) ( ) ( ) ( )( , ) = ( ) ( ) .− −( )−

Ш а г 5. Найти решение x tk( 1)( )+  задачи Коши: 

x t f t x t t x t x xk( ) = , ( ), , ( ) , (0) = .( )
0π ( )( )

Ш а г 6. Проверить условие улучшения 

J x T J x Tk k( 1) ( )( ) < ( ) ,+( ) ( )
при отсутствии улучшения проверить условие остановки 

α α> ,M

в случае выполнения положить u u k= ( )  и закончить расчеты, иначе увеличить число α  и пе-
рейти к шагу 4.

Ш а г 7. Найти u k( 1)+ ∈  , такое, что 

u t t x tk k k( 1) ( ) ( 1)( ) = , ( )+ +( )π

при почти всех t .
Ш а г 8. Увеличить k  на единицу и перейти к шагу 3.
Шаги 4, 5 и 7 алгоритма неконструктивны и их, как правило, сложно осуществлять ана-

литически. Однако их возможно совместить и осуществить численно. В этом случае задача 
максимизации на шаге 4 становится конечномерной, и из ее решения непосредственно опре-
деляются значения вектора u tk( 1)( )+ .

Поясним сказанное более подробно. Пусть, для определенности, систему дифференциаль-
ных уравнений на шаге 5 предполагается интегрировать простейшим методом Эйлера с шагом 
h . Тогда на k -й итерации в момент t = 0  имеем 

x h x hf x xk k( 1)
0 0

( )
0( ) = 0, , (0, ) ,+ + ( )π



МЕТОД КРОТОВА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ГЛОБАЛЬНЫХ УЛУЧШЕНИЙ

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 5 2024

43 

где неопределенным является только значение π( )
0(0, )k x . Но это значение может быть найде-

но решением конечномерной экстремальной задачи 

φx
k

v U
x f x v( )

0 0(0, ), (0, , ) ,→
∈

max

где � �x
k kx( )

0
( )(0, ) = (0) . При этом u xk k( 1) ( )

0(0) = (0, )+ π . Аналогично если x tk( 1)( )+  уже найдено, 
то 

x t h x t hf t x t u tk k k k( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( ) = ( ) , ( ), ( ) ,+ + + ++ + ( )
где значение u t t x tk k k( 1) ( ) ( 1)( ) = ( , ( ))+ +π  находится решением задачи 

φx
k k k

v U
t x t f t x t v( ) ( 1) ( 1), ( ) , , ( ), .+ +

∈
( ) ( ) → max

Комментарии относительно выбора начального значения параметра β  и условия останов-
ки на шаге 6 будут даны в следующих разделах. Выбор начального значения и способа уве-
личения параметра α  в процессе применения итераций остается на усмотрение исследовате-
ля. Вычислительная практика показывает, что, по возможности, следует также уменьшать α  
с тем, чтобы добиться более качественного улучшения за меньшее число итераций.

4. Линейные системы с гладким ограниченным функционалом качества. Далее сосредоточимся 
на исследовании двух конкретных классов задач (1.1) – (1.3). Будем считать, что в (1.1) правая 
часть имеет вид f t x u A t u x B t u( , , ) = ( , ) ( , )+ , где A T U n n: [0; ]× → ×  и  B T U n: [0; ]× →   – из-
вестные непрерывные отображения, а в (1.2) и (1.3) функция J OX: ®   дважды непрерывно 
дифференцируема и ограничена. Не умаляя общности, будем полагать, что значения функции 
J  ограничены отрезком [0;1] .

Соответственно введенным дополнительным предположениям уравнения (2.1) и (2.2) пе-
реписываются в виде 

	 x t A t u t x t B t u t x x( ) = , ( ) ( ) , ( ) , (0) = ,0( ) + ( ) 	 (4.1)

	 �� � �( ) = , ( ) ( ), ( ) = ( ) .t A t u t t T J x T− ( ) − �( )T �� 	 (4.2)

Покажем, что в этом случае основное предположение (2.3) – (2.4) выполняется.

Т е о р е м а 2. Пусть u ∈ U� , x Tn∈ AC ([0; ])  – решение (4.1), � ∈ ACn T([0; ])�  – решение (4.2), 
функция J OX: ®   дважды непрерывно дифференцируема и  J x x OX( ) [0;1] ∈ ∀ ∈ . Тогда най-
дутся такие неотрицательные числа α  и  β , что 

	 R t x t u t R t x u t t T
x n

, ( ), ( ) = , , ( ) [0; ],min( ) ( ) � �
�R

� 	 (4.3)

	 G x T G x
x OX

max�( ) = ( ).( )
�

	 (4.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (4.1) и (4.2) при почти всех t TÎ [0; ]  и всех x nÎ   имеет 
место равенство 

R t x u t e x x t

e x x t A t u

T t

T t

, , ( ) =
2

( )

( ), ,

( ) 2

( )

( ) − −

− −

−

− (( ) ( )

( ), , ( ) ,

t x x t

t B t u t

( ) −( ) +
+ ( )
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 а, кроме того, при всех x OXÎ  справедливо 

G x x x T J x J x T x x( ) =
2

( ) ( ) ( ) , (0), .
2

0− − + − �( ) −� ��

Следовательно, достаточно показать, что найдутся α > 0  и  β ³ 0 , для которых выполня-
ются соотношения 

	 �
2

( ) ( ), , ( ) ( )  [0; ],
2

x x t x x t A t u t x x t x t Tn− ≥ − ( ) −( ) �� � � �R ���� �  	 (4.5)

 	 �
2

( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) .
2

x x T J x J x T J x T x x T x OX− ≥ − ( )− �( ) −  � �� ��� 	 (4.6)

Начнем с условия (4.5) на β . При x x t= ( )�  неравенство в  (4.5) верно. Далее, поскольку 
отображение A  непрерывно, а множество [0; ]T U´  компактно, то для всех x x t≠ ( )�  при почти 
всех t TÎ [0; ]  имеем 

x x t A t u t x x t

x x t

A t u t
s v

− ( ) −( )
−

≤

≤ ( ) ≤

� � �

�

�

( ), , ( ) ( )

( )

, ( )

2

( , ) [0; ]
( , ) .

T U
A s vmax

Поэтому условие (4.5) будет выполнено при 

β = 2 ( , ) .
( , ) [0; ]s v T U

A s v
∈ ×
max

Перейдем к условию (4.6) на α . Пусть замкнутый шар B x T( ( ), )��  радиуса ε  с центром в x T( )�  
целиком содержится в открытом множестве OX

nÌ  . Так как вторая производная функции J  
в силу введенных предположений непрерывна на B x T( ( ), )�� , то по теореме о формуле Тейлора 
(см. [7, с. 145]) для 

α α ξ
ξ ε

≥ ′′
− ≤

1
( )

:= ( )
|| ||x T

J


max

неравенство в условии (4.6) справедливо при x B x T∈ ( ( ), )�� . Для всех остальных x O B x TX∈ \ ( ( ), )��  
имеем 

J x J x T J x T x x T

x x T

J x J x

( ) ( ) ( ) , ( )

( )

( ) (

2

− ( )− �( ) −

−
≤

≤
+

� � �

�
|| ||

TT

x x T

J x T

x x T

J x T

)

( )

( )

( )
<

<
2 ( )

,

2

2

( )
−

+
�( )
−

+
�( )

�

�

�

�

� �

�

 

т.е. для них требуемое неравенство имеет место при 

≥ + �− −
2

2 1:= ( )T .�
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Окончательно устанавливаем, что условие (4.6) выполняется для значения α α α= { , } > 01 2max .
Теорема 2 доказана.

Из доказательства теоремы 2 видно, что при реализации численного алгоритма последова-
тельного улучшения (см. разд. 3) в рассматриваемом случае можно на шаге 1 положить 

β = 2 ( , ) ,
( , ) [0; ]s v T U

A s v
∈ ×
max

где через || ||×  обозначена стандартная норма в пространстве матриц размеров n n´ , согласо-
ванная с евклидовой нормой в n . Доказательством теоремы 2 также объясняется последова-
тельность действий на шаге 6.

5. Линейные системы с вогнутым функционалом качества. Пусть в (1.1) правая часть имеет 
вид f t x u A t u x B t u( , , ) = ( , ) ( , )+ , где A T U n n: [0; ]× → ×  и  B T U n: [0; ]× →   – известные не-
прерывные отображения, в (1.2) и (1.3) множество OX  выпукло, а непрерывно дифференци-
руемая функция J OX: ®   вогнута, т.е. 

J x y J x J y x y OXγ γ γ γ γ+ −( ) ≥ + − ∀ ∈ ∀ ∈(1 ) ( ) (1 ) ( ) , [0;1].

Покажем, что в этом случае основное предположение (2.3) – (2.4) выполняется при α = 0 .

Т е о р е м а 3. Пусть u ∈ U� , x Tn∈ AC ([0; ])�  – решение (4.1), � ∈ ACn T([0; ])�  – решение (4.2), 
множество OX  выпукло и функция J OX: ®   вогнута. Тогда для α = 0  и произвольного 
β ³ 0  имеет место 

	 R t x t u t R t x u t t T
x n

, ( ), ( ) = , , ( ) [0; ],min( ) ( ) � �
�R

	 (5.1)

 	 G x T G x
x OX

max�( ) = ( ).( )
�

	 (5.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При α = 0  в силу (4.1) и (4.2) справедливо 

R t x u t t B t u t( , , ( )) = ( ), ( , ( )) ,� �� ���

поэтому условие (5.1) выполняется. В то же время 

G x J x J x T x x( ) = ( ) ( ) , (0), ,0− �( ) −� ��

поэтому условие (5.2) эквивалентно неравенству 

J x J x T J x T x x T x OX( ) ( ( )) ( ( )), 0 ,− − � � − � ≤ � ����

которое верно, поскольку функция J  вогнута на OX  (см. [7, с. 202]). Теорема 3 доказана.
Таким образом, при использовании алгоритма из разд. 3 в случае линейных по состоянию 

систем с вогнутым функционалом качества можно заведомо положить α = 0 .
Более того, если функция J  строго вогнута на OX , то максимум в условии (5.2) также бу-

дет строгим. Отсюда следует, что равенство J x T J x T( ( )) = ( ( ))� �  в доказательстве теоремы 1 при 
�x T x T( ) ( )≠ �  невозможно. Поэтому для линейной по состоянию системы со строго вогнутым 
функционалом качества выполнение условий 1) – 3) теоремы 1 и дополнительного требова-
ния �x T x T( ) ( )≠ �  гарантирует строгое улучшение управления u�.

6. Задача вероятностной оптимизации. Рассмотрим теперь управляемую динамическую си-
стему, которая описывается уравнением Ито: 

	 d t t u t t dt t u t dw t� � � � � �( ) = , ( ) ( ) , ( ) ( ), (0) = ,0( ) + ( ) 	 (6.1)
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где t TÎ [0; ]  – время; ξ( )t  – n -мерный вектор, характеризующий состояние системы в момент 
времени t ; ξ0  – нормально распределенный случайный вектор с нулевым средним и поло-
жительно определенной ковариационной матрицей N0 ; u Î   (см. разд. 1); w( )×  – ν -мерный 
стандартный винеровский процесс; отображения µ : [0; ]T U n n× → ×  и  � �: [0; ]T U n× → ×  
заданы и непрерывны на [0; ]T U´ . Предполагается, что начальная точка ξ0  и винеровский 
процесс w( )×  независимы.

Рассмотрим следующую задачу относительно классического вероятностного критерия [8]. 
Пусть заданы вектор κ ∈ +

n  и число φ > 0 . Обозначим через ��  замкнутый параллелепипед 
в  n  со сторонами 2��i , i n= 1, , и центром в нуле, т.е. 

�� ��:= : , = 1, .x x i nn
i i∈ ≤{ }

Требуется для заданного числа φ > 0  подобрать программу управления u Î   так, чтобы мак-
симизировать вероятность попадания случайного вектора ξ( )T  в множество �� . Иными сло-
вами, решается задача вероятностной оптимизации 

	 P u T
u

� ��( ) := ( ) .P ∈{ } →
∈

�


sup 	 (6.2)

Как известно [9], при указанных выше условиях для любого u Î   решение ξ  уравнения 
(6.1) существует в сильном смысле и однозначно определено на отрезке [0; ]T . При этом 
для любого t TÎ [0; ]  вектор ξ( )t  нормально распределен, имеет нулевое среднее и положи-
тельно определенную ковариационную матрицу N t( ) , которая находится решением задачи 
Коши: 

	
N t t u t N t N t t u t

t u t t u t N

( ) = , ( ) ( ) ( ) , ( )

, ( ) , ( ) , (

� �

� �

( ) + ( ) +

+ ( ) ( )

T

T
00) = .0N

	 (6.3)

Кроме того, вероятность P � �( )T ∈{ }�  в формуле (6.2) может быть вычислена явно, как функ-
ция матричной переменной N T( ) : 

	 P � �( ) = ( ) ,T N T∈{ } ( )�  	 (6.4)

 где 

( ) := (2 )
1
2

, ./2 1/2 1N N y N y dyn�

�

− − −( ) −










∫det exp
�

Отсюда следует, что задача (6.1) – (6.2) на самом деле является детерминированной, задана 
относительно терминального (нелинейного, не выпуклого и не вогнутого) функционала ка-
чества управления ( ( ))N T  и линейной по состоянию N t( )  динамической системы (6.3). Она 
сводится путем (симметрической) векторизации матриц N  и  N0  к задаче вида (1.1) – (1.2) 
при f t x u A t u x B t u( , , ) = ( , ) ( , )+ . Матрица A t u( , )  и вектор B t u( , )  при этом составляются в соот-
ветствии с уравнением (6.3).

Множество OX  здесь – это открытый выпуклый конус в  n n( 1)/2+ , который характеризу-
ется тем, что для любого x OXÎ  соответствующая ему квадратная симметрическая матрица 
N N x= ( )  размеров n n´  положительно определена. По построению для любого u Î   и для 
любого t TÎ [0; ]  вектор x t( ) , полученный из решения векторизованной задачи, принадлежит 
множеству OX , т.е. C OX XÌ . Для всякого x OXÎ  положим J x N( ) = 1 ( )-  . Эта функция 
определена и дважды непрерывно дифференцируема на множестве OX , а ее значения огра-
ничены отрезком [0;1] .

Таким образом, с учетом теоремы 2 в рассматриваемом случае примени`м метод глобально-
го улучшения Кротова и численный алгоритм из разд. 3.

При реализации алгоритма последовательных улучшений на шаге 3 необходимо вычислять 
значения производной ¢J x( )  в различных точках x CXÎ . Для этого полезен следующий тех-
нический результат.
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Л е м м а. Для любого вектора x OXÎ , полученного симметрической векторизацией неко-
торой матрицы N , вектор-градиент ¢J x( )  функции J  в точке x  вычисляется путем симме-
трической векторизации симметрической матрицы-градиента − ′ ( )N  функции -  в точке 
N  с удвоением внедиагональных элементов, т.е. если ¢ ( ) =N pij , то для соответствующего 
k n j j i j= (2 2)( 1) / 2 1− + − + − +  при i j=  имеет место ′ −J x pk( ) = , а при i j>  имеет ме-
сто ′ −J x pk( ) = 2 . При этом справедливо соотношение 

	

′ ( ) ×

× −










− −

−∫

 ( ) =
1
2

(2 )

1
2

,

/2 1/2

1

N N

y N y N

n�

�

det

exp
�

−− − −−( )1 1 1 .yy N N dyT 	 (6.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть +  обозначает открытое множество положительно опреде-
ленных симметрических матриц в пространстве n n´  всех квадратных матриц размеров n n´ .

Так как функция N N ( ) :1/2det −
+ →S R  и отображение N N

−
+ +→1 :    определе-

ны и бесконечно дифференцируемы в любой точке N ∈ + , то таковой же является и функ-
ция N N ( ) : S R+ → . При этом для всякого N ∈ +  матрица ¢ ( )N  определяет линейную 
часть приращения 

  ( ) ( ) = ( ) , .N H N N H o H H n n+ − ′




+ ( ) ∈ ×tr T 

Докажем сперва формулу (6.5). По правилу дифференцирования произведения функций имеем 

′ −









( )( )′− − −

∫ ( ) = (2 )
1
2

,/2 1 1/2
N y N y dy Nnπ

φΠ

exp det ++

+ ( ) −














− − −∫(2 )
1
2

,/2 1/2 1π

φ

n N y N y dydet exp
Π








′

.

Так как для определителя матрицы справедлива формула разложения по любой строке, 
а матрица N  симметрична, имеет место соотношение det adjN N( )′ = , где adjN  – присоеди-
ненная к  N  матрица. Поэтому в первом слагаемом по правилу дифференцирования сложной 
функции 

det det adj detN N N N N( )( )′ − ( ) − ( )− − − −1/2 3/2 1/2 1=
1
2

=
1
2

.

Во втором слагаемом по правилу Лейбница и по правилу дифференцирования сложной функ-
ции получаем 

Π Πφ φ

∫ ∫−






















′
−exp e

1
2

, =1y N y dy xxp

exp

−




















′

− −

−

∫

1
2

, =

=
1
2

1
2

,

1y N y dy

y N
Πφ

−− −








( )′1 1, .y y N y dy

Как известно [7, предложение 2.2.3], для линейного оператора производной отображения 
N N

-1  справедливо соотношение 

N H N HN H n n− − − ×( )′ − ∀ ∈1 1 1[ ] = ,



ХРУCТАЛЕВ, ЦАРЬКОВ

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 5 2024

48

поэтому, по правилу дифференцирования суперпозиции двух отображений (см. [7, п. 2.2.2]), 
имеет место 

y N y H y N HN y N yy N H, [ ] = , = .1 1 1 1 1− − − − −( )′ − − 





tr T

Отсюда, переходя обратно к матричному представлению производных, находим 

y N y N yy N, = .1 1 1− − −( )′ − T

Объединяя полученные результаты, устанавливаем справедливость проверяемого соотноше-
ния (6.5). В частности, доказано, что матрица ¢ ( )N  является симметрической для любого 
N ∈ + .

Вернемся к формуле для приращения значения функции   в точке N ∈ + . С учетом сим-
метричности матрицы ¢ ( )N  находим 

  ( ) ( ) = ( ) ,

.

N H N N H o H

H n n

+ − ′  + ( )
∈ ×

tr


В свою очередь для функции x J x OX ( ) : ®   имеет место 

J x h J x J x h o h

h n n

( ) ( ) = ( ), ,

.( 1)/2

+ − ′ + ( )
∈ +

Здесь векторы x  и  h  – это результат симметрической векторизации матриц N  и  H  соответ-
ственно, т.е. для всех i j³  и соответствующего k  выполнено x Nk ij=  и  h H Hk ij ji= ( ) / 2+ .  
Но так как J x h J x N N H( ) ( ) = ( ) ( )+ − − +  , а  o H o h( ) = ( )|| || || || , имеет место 

′ − ′  + ( )J x h N H o h( ), = ( ) .tr 

Сравнивая коэффициенты при hk  в левой и правой частях полученного равенства, находим, 
что вектор ¢J x( )  представляет собой результат симметрической векторизации матрицы − ′ ( )N  
с удвоением внедиагональных элементов. Лемма доказана.

Обсудим альтернативный подход к исследованию задачи (6.1) – (6.2), предложенный в ра-
боте [4]. В [4] на основе известного многомерного обобщения Олкина-Пратта для чебышев-
ской оценки вероятности было показано, что значение P uφ( )  в формуле (6.2) удовлетворяет 
неравенству 

	 P u P u
n J x T

n
φ φ

φ
( ) ( ) :=

( )
,*

2 2 *

2
≥

− ( )−

	 (6.6)

 где, как и ранее, x T( )  – результат векторизации матрицы N T( ) , и 

	 J x T QEQN T Q QN T*
2

( ( )) = ( ) ( ) ,tr tr[ ] + [ ]( )Λ 	 (6.7)

 Q En= ,..., , =

1 1

1 1

,1
1 1diag κ κ− −( )













…
� � �
…
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Λ =

( 1) 1 1

1 ( 1) 1

1 1 ( 1)

2

2

2

n n n

n n n

n n n

− − −

− − −

− − −







…

�
� � � �

…







.

Исходя из соотношения (6.6), сформулируем задачу 

	 J x T
u

*( ( )) .→
∈

inf 	 (6.8)

Эта задача эквивалентна задаче максимизации оценки P uφ
*( ) . Отметим, что в записи функци-

онала (6.7) отсутствует параметр φ , т.е. решение задачи (6.8), если оно существует, является 
приближением к решению задачи (6.2) для всех значений φ > 0  одновременно.

Задача улучшения, согласованная с (6.8), как нетрудно проверить непосредственно (см. [4, 
лемма 1]), является задачей с вогнутым функционалом качества. Поэтому к ней применимы 
результаты разд. 5. В частности, метод Кротова может быть использован при α = 0 .

В следующем разделе на примерах проводится сопоставление метода Кротова с  α = 0 , 
примененного к функционалу оценки (6.7) в задаче (6.8), и общего метода Кротова с произ-
вольным α ³ 0 , примененного к функционалу гауссовской вероятности (6.4) в задаче (6.2).

7. Примеры решения задач. Начнем с обсуждения общего метода Кротова с произвольным 
α ³ 0  применительно к задаче (6.1) – (6.2) в одномерном случае.

П р и м е р 1. На интервале времени [0; ]T  рассмотрим одномерную систему 

d t
u t

t dt cdw t� � � � �( ) =
( )
2

( ) ( ), (0) (0, ), 0.0
2

0+ ≠ 

Геометрические ограничения на управление заданы в виде | ( ) |u t u£ max , целевая область – от-
резком �� � �= [ ; ]- .

Переходя к соотношениям (6.3) – (6.4), в обозначениях задачи (1.1) – (1.2) имеем 

x t u t x t c x( ) = ( ) ( ) , (0) = ,2
0
2+ σ

J x T
x T

z e dy
z

y( ( )) = 1
2 ( )

, ( ) :=
2

.
0

2
−









 ∫ −erf erf

�
�

Выполним один шаг итерационной процедуры улучшения некоторого заданного управления, 
следуя изложенному в разд. 3 алгоритму.

Пусть φ = 1  и  u t( ) 0º . Имеем 

x t c t J x T
c T

 ( ) = , ( ( )) = 1
1

2( )
.2

0
2

2
0
2

+ −
+












σ

σ
erf

Будем считать, что значения параметров � �, 0³  заданы. В соответствии с шагами алгоритма 
построим последовательно элементы ��, π , x  и  u . Так как 

′ − −J x
x

e x( ) =
1

2
,

3

1 /2

π

то 

′
+

− + −
J x T

c T
e

c T
( ( )) =

1

2 ( )
=: > 0.

2
0
2 3

( 2
0
2 ) 1 /2



π σ
γσ
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Отсюда ψ γ( )t ≡ −�  и для построения π  необходимо найти максимум по v u u∈ −[ ; ]max max  выра-
жения 

− + − −( ) +−� � ��e x c t vx c xT t( ) 2
0
2 2( ) ( ), > 0.

Имеем 

π γ α σβ
( , ) =

,  ( ) > 0,

, .

( ) 2
0
2

t x
u e x c t

u

T t− + − −



−
max

max

если

иначе

В частности, π(0, 0 )x u( ) = − max , поэтому для нового решения x  верно 

x t
c

u
c

u
e t

u t
( ) = , 0 ,

2

0
2

2

max max

max+ −










≤ ≤

−
� �

где момент времени τ > 0  определяется условием 

� � � � �� � �
+ + −











− −





− −
e

c
u

c
u

e cT u( )
2

0
2

2
2

0
2

max max

max






= 0.

Отметим, что для достаточно больших � �, > 0  справедливо неравенство τ < T , так что новая 
программа управления � � �u t t x t( ) = ( , ( ))π  будет иметь переключения. При α = 0  переключений 
нет и оказывается найдено u t u( ) ≡ − max  – абсолютный оптимум в задаче. 

П р и м е р 2. Обобщим пример 1. На интервале времени [0; ]T  рассмотрим одномерную 
систему 

d t t u t t dt t u t dw t� � � �

� � �

( ) = ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ),

(0) (0, ), 0.0
2

0

+

≠ 

Геометрические ограничения на управление заданы в виде u t U( ) Î , где U  – произвольное 
замкнутое и ограниченное множество в  m , целевая область �� � �= [ ; ]- .

В обозначениях задачи (1.1) – (1.2) соответственно имеем 

x t t u t x t t u t x( ) = 2 ( , ( )) ( ) ( , ( )) , (0) = ,2
0
2� � �+

J x T
x T

( ( )) = 1
2 ( )

.−










erf
φ

В силу того, что функция ошибок erf  строго возрастает, задача минимизации функционала J   
полностью эквивалентна задаче минимизации функционала 

 ( ( )) := ( ).x T x T

При этом 

′ − −
J x T

x T
e x T( ( )) =

2 ( )
> 0.

3

2 ( ) 1 /2�

�

�

Так как при заданном u� функция �( )t�  находится из решения линейной задачи Коши (2.2), 
заведомо имеем 

� �( ) = ( ( )) ( ),0t J x T t′ ���

где �0
�  удовлетворяет условию 
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�0( ) = 1 = ( ( ))T x T− − �J�

и тому же дифференциальному уравнению.
Отсюда следует, что результат применения процедуры улучшения не изменится, если за-

менить функционал J  функционалом  . В самом деле, достаточно положить α α= ( ( ))¢ ¢J x T  
и на шаге 4 алгоритма вынести за скобки общий множитель ¢J x T( ( )) . Но для линейного функ-
ционала   справедливы результаты разд. 5, в частности, метод Кротова применим уже при 
α = 0 ; при этом, как отмечалось ранее, достигается наибольшая скорость улучшения. 

Итак, при рассмотрении одномерных задач вида (6.1) – (6.2) всегда можно заранее поло-
жить α = 0  и использовать тем самым линейную реализацию метода Кротова с наибольшей 
скоростью улучшения.

Отметим, что в  одномерном случае эквивалентные друг другу задачи J x T( ( )) ® inf  и 
 ( ( ))x T ® inf  также эквивалентны задаче оптимизации оценки J x T*( ( )) ® inf , так как 
в формуле (6.7) в этом случае Λ = 0  и  J x T x T*( ( )) = ( )  с точностью до положительного мно-
жителя.

П р и м е р 3. На интервале времени [0;1]  рассмотрим систему 

d t t t dtξ ξ ξ ξ1 1 2 1( ) = ( ( ) ( )) , (0) (0,5),− +  

d t u t t t dtξ ξ ξ ξ2 1 2 2( ) = ( ( ) ( ) ( )) , (0) (0,1),-  

случайные величины ξ1(0)  и  ξ2(0)  независимы. Геометрические ограничения на управление 
заданы в виде | ( ) | 2u t £ . Целевую область ��  выберем прямоугольной, положим κ = (1,2) .

В обозначениях задачи (1.1) – (1.2) имеем: t Î [0;1], x t( ) 3Î  , u t( ) [ 2;2]∈ − ⊂  , 

A t u u

u

B t u x( , ) =

2 2 0

2 1

0 2 2

,  ( , ) 0,  =0

− −
− −

−












≡
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0

1

.













Здесь ( , ) [0;1] [ 2;2] ( , ) 5.9s v A s v∈ ×− ≈max , поэтому в соответствии с результатами разд. 4 положим 
β = 12 . Все дальнейшие расчеты будем выполнять численно.

Пусть задана программа управления u t( ) 2≡� ; для нее значение функционала качества 
J x( (1)) 0.083≈� . Применим описанную в разд. 3 итерационную процедуру для ее улучшения.

Положим сперва α = 0 , Mα = 100 . На первой итерации условие улучшения окажется 
невыполненным: для найденного u(1)  получаем значение J x( (1)) 0.45(1) » . Таким образом, 
в рассматриваемом двумерном примере линейная реализация метода Кротова уже не являет-
ся улучшающей.

Увеличив α  до единицы и выполнив итерацию заново, получим новое u(1)  с J x( (1)) 0.071(1) » .  
Через примерно 60  повторных итераций оказывается найдено u  со значением J x( (1)) 0.02 » .  
Если положить α = 0.1 , то количество необходимых итераций можно сократить до 20 , а при 
α = 0.01  – до 5 . При α = 0.001  уже вторая итерация перестает быть улучшающей и значение 
α  необходимо увеличивать еще раз.

Применим алгоритм при α = 0  для минимизации функционала (6.7). Вычисляя параллель-
но с этим значения исходного функционала J , найдем, что уже за две итерации получается 
тот же результат J x( (1)) 0.02 » . При этом не потребовалось подбирать значения никаких до-
полнительных параметров. 

Пример 3 демонстрирует преимущества использования оценки (6.6) в процессе исследова-
ния задач вида (6.1) – (6.2). Известная «грубость» оценок чебышевского типа в рассматрива-
емом случае оказывается полезной, так как в процессе максимизации функционала оценки 
«зазор» между ее значением и оцениваемой величиной меняется незначительно. Как след-
ствие, уменьшение оцениваемой величины имеет тот же порядок, что и уменьшение оценки. 
При этом относительно простая структура и выпуклые свойства функционала (6.7) позволяют 
добиться наибольшей скорости улучшения.

П р и м е р 4. Рассмотрим задачу стабилизации двухзвенного механического манипулятора 
из [10] в условиях случайных возмущений за счет управления в виде линейного регулятора. 
Управляемая система на интервале времени [0;5]  имеет вид 
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d t A BP u t t dt Cdw tξ ξ ξ ξ( ) = ( ( ( ))) ( ) ( ), (0) = ,0
  + +

где 

 A B=

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

, =
1

155

0 0

0 0


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






88 9

9 14

,
−

−













P u
u u u u

u u u u
( ) = .1 2 3 4

5 6 7 8











Первые две координаты вектора ξ( )t  характеризуют величины углов отклонения первого 
и второго звеньев манипулятора от требуемого положения, а последние две координаты – 
скорости изменения этих величин. В отличие от [10] будем считать, что управление в системе 
реализуется точно, а случайные воздействия оказывают влияние только на скорость движения 
манипулятора, и это влияние характеризуется матрицей 

C =

0 0

0 0

0.05 0.01

0.01 0.05

.













Начальный вектор ξ0  имеет нормальное распределение с нулевым средним и ковариацион-
ной матрицей N I0 4= 0.2 , где I4  – единичная 4 4´ -матрица. Так же как и в [10], будем счи-
тать, что требования по стабилизации положения в 1.5  раза выше, чем требования по стаби-
лизации скорости. Целевую область ��  зададим вектором κ = (0.1,0.1,0.15,0.15) . Управление 
в системе имеет смысл коэффициентов усиления в линейном регуляторе обратной связи. Бу-
дем считать, что на них накладываются одинаковые технические ограничения: | ( ) |u t ui £ max ,  
где umax  положим равным 30 .

В обозначениях задачи (1.1) – (1.2) получаем следующее: t Î [0;5] , x t( ) 10Î  , 
u t( ) [ 1;1]8 8∈ − ⊂  . Отображение ( , ) ( , ) ( )t u A t u A u º  можно вычислить так: запишем матрицу 

( ( )) ( ( )) ,4 4
16 16

   A BP u I I A BP u+ ⊗ + ⊗ + ∈ ×

где Ä  – произведение Кронекера, вычеркнем из нее строки с номерами 5,9,10,13,14  и  15 ,  
а столбцы с этими же номерами вычеркнем, предварительно прибавив их к столбцам с но-
мерами 2,3,7,4,8  и  12  соответственно. Результатом станет искомая матрица A u( ) 10 10∈ × .  
Отображение B  имеет вид B t u( , ) (0,0,0,0,0,0,0,0.0026,0.001,0.0026) 10≡ ∈T  . Наконец, на-
чальное условие x0

10= (0.2,0,0,0,0.2,0,0,0.2,0,0.2) Î  .
Ввиду высокой размерности задачи алгоритм построения последовательных улучшений 

относительно функционала J  приводит к трудностям уже на этапе определения подходяще-
го значения β > 0 . Поэтому перейдем сразу к функционалу (6.7). Пусть задано управление 
u t( ) 0≡� . Для этого управления вероятность P u1( )�  попадания в целевую область Π1 , найденная 
по формуле (6.4), составляет примерно 0.0008 , т.е. менее 0.1% . Применяя метод Кротова, 
найдем управление u , для которого P u1( ) 0.87 » . Продемонстрируем качество управления u , 
выполнив численное моделирование траекторий случайного процесса ξ( )t .

На рис. 1 и 2 представлены результаты моделирования по переменным ξ ξ1 4,...,  для несколь-
ких реализаций ξ( )t . На рис. 3 эти же результаты изображены на фазовой плоскости угловых 
переменных ξ1  и  ξ2 . Сплошной линией отмечена целевая область Π1 , точками и звездочка-
ми – соответственно начало и конец каждой траектории. 
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Рис. 1. Результаты моделирования по углам

Рис. 2. Результаты моделирования по скоростям

Рис. 3. Результаты моделирования на фазовой плоскости
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Заключение. Эффективность метода глобальных последовательных улучшений Крото-
ва обоснована для двух классов задач оптимального управления с линейной по состоянию 
системой и  терминальным функционалом качества. Полученные результаты позволяют 
использовать метод для приближенного построения оптимальной программы управления 
в линейных стохастических задачах вероятностной оптимизации. Показано, что для суще-
ственного упрощения и ускорения итерационной процедуры могут быть использованы мно-
гомерные оценки функционала вероятности чебышевского типа.
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Рассматривается задача управления линейным выходом автономной нелинейной стохастической 
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получено для двух вариантов модели — с точными измерениями и в предположении, что линейный 
выход представляет собой косвенные наблюдения за состоянием. В случае косвенных наблюдений 
в качестве модели состояния используется непрерывная цепь Маркова, что позволяет разделить за-
дачи управления и фильтрации и применить фильтр Вонэма. В обоих вариантах достаточные условия 
существования оптимального решения состоят из типовых для линейных систем требований, обес- 
печивающих существование предельного решения уравнения Риккати. Дополнительные требования 
из-за нелинейных элементов — эргодичность нелинейной динамики и существование предела в фор-
муле Фейнмана-Каца для коэффициентов нелинейной части управления. Приведены и проанализи-
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The control problem of the linear output of an autonomous nonlinear stochastic differential system is considered. 
The infinite horizon and the quadratic objective make it possible to interpret the control goal as stabilization of 
the output near the position determined by the state, which is described by a nonlinear stochastic differential 
equation. The solution is obtained for two variants of the model: with accurate measurements and under the 
assumption that the linear output represents indirect observations of the state. In the case of indirect observations, 
a continuous Markov chain is used as a state model, which makes it possible to separate the control and filtering 
tasks and apply the Wonham filter. In both variants, sufficient conditions for the existence of an optimal solution 
consist of typical requirements for linear systems that ensure the existence of a limiting solution to the Riccati 
equation. Additional requirements due to nonlinear elements are the ergodicity of nonlinear dynamics and the 
existence of a limit in the Feynman-Katz formula for the coefficients of the nonlinear part of the control. The 
results of the numerical experiment are presented and analyzed.

1    Работа выполнялась с помощью инфраструктуры Центра коллективного пользования “Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные” (ЦКП “Информатика” ФИЦ ИУ РАН, Москва).
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Введение. Классический квадратичный критерий управления динамической системой допус- 
кает разные прикладные интерпретации, среди которых важное место занимает стабилизация 
состояния системы в некотором положении [1–3]. В свою очередь, задача стабилизации может 
иметь разный смысл: приведение системы в устойчивое «нулевое» состояние [1], движение вы-
ходной переменной по заданной траектории [4] или отслеживание меняющегося состояния цели 
по косвенным наблюдениям за ней [5]. В каждой такой задаче самостоятельного рассмотрения 
заслуживает постановка с моделью автономной динамической системы и бесконечным горизон-
том управления [6,7]. Действительно, когда нет оснований для определения времени завершения 
управления, естественным будет считать это время бесконечным. На систему управления в этом 
случае приходится накладывать довольно жесткие ограничения. Помимо формальной автоном-
ности, т. е. независимости от переменной времени всех функций как в модели состояния, так 
и в модели выхода и/или наблюдений и в целевом функционале, требуется устойчивость процессов, 
описывающих состояние, выход и косвенные наблюдения, и стабилизируемость управляемых 
переменных. Эти свойства хорошо иллюстрирует классическая линейноквадратичная гауссовская 
(LQG) задача управления с бесконечным горизонтом, в которой устойчивость и стабилизируемость 
означают конечность целевого функционала и принципиальную возможность управления выход-
ной переменной [7]. Еще одно важное положение LQG-задачи с бесконечным временем – огра-
ничение класса допустимых управлений линейными функциями выхода. Это вполне естественное 
предположение является следствием решения соответствующей задачи с конечным горизонтом, 
включая линейность оптимального управления, разделение и двойственность задач управления 
и фильтрации в постановке с косвенными наблюдениями, свойства фильтра Калмана-Бьюси 
[8] и, наконец, принципиальную роль уравнения Риккати, к исследованию свойств которого 
в конечном итоге сводится задача управления автономной линейной системой [6]. Оптимальное 
автономное управление получается как предельный случай оптимального управления в соответ-
ствующей задаче с конечным горизонтом.

Рассматриваемая в статье задача управления линейным выходом неуправляемой стохасти-
ческой дифференциальной системы на бесконечном горизонте имеет и сходства, и отличия 
от задачи LQG. Так, используется квадратичный целевой функционал и линейный выход, 
дающий в оптимальном управлении линейное слагаемое. При этом есть нелинейная неуправ-
ляемая динамика, из-за которой в оптимальном управлении появляется нелинейная часть. 
Наконец, детально исследовано решение задачи с конечным горизонтом [9], содержащее в том 
числе описание нелинейной части управления, которое представляет собой параболическое 
дифференциальное уравнение в частных производных. Следовательно, имеются все исходные 
данные для того, чтобы получить решение соответствующей задачи с бесконечным горизонтом 
в предельной форме оптимального решения с конечным временем.

Первой в статье рассматривается постановка с полной информацией. Модель состояния 
в форме нелинейного уравнения Ито дает, как уже упоминалось, нелинейное слагаемое в оп-
тимальном управлении, поэтому оптимальное автономное управление также остается нели-
нейным. При этом предельный переход от конечного к бесконечному горизонту управления 
вместо системы параболических уравнений приведет к обыкновенным дифференциальным 
уравнениям, хотя и нелинейным.

Вариант с косвенными наблюдениями, рассмотренный вторым, носит более частный вид. На 
первый план в этом варианте выходит задача нелинейной фильтрации, что исключает использо-
вание фильтра Калмана-Бьюси. Применение вместо линейных общих уравнений фильтрации 
на основе обновляющих процессов [10] в аналогичной задаче прекрасно продемонстрировано 
в [11]. Но этот очень важный для данной области результат не оставляет шансов для практи-
ческой реализации. При этом автономный характер задачи управления практически никак не 
облегчает трудности решения задачи фильтрации, так как реализовать оптимальный фильтр 
продолжает оставаться гораздо сложнее, чем оптимальное управление. В качестве приемлемо-
го промежуточного варианта можно ограничиться моделью состояния в форме цепи Маркова 
и, следовательно, оптимальной оценкой, задаваемой фильтром Вонэма [12]. Поведение цепи 
Маркова на бесконечности прекрасно изучено и изложено, например, в [13], требование эрго-
дичности хорошо согласуется с бесконечным горизонтом управления. Таким образом, имею-
щееся решение задачи в постановке с неполной информацией [14] будет дополнено вариантом 
с бесконечным горизонтом управления.
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1. Постановка задачи. На каноническом вероятностном пространстве , , ,F P Ft( )Ω с беско-
нечным временем t ∈ ∞[ )0,  рассмотрим автономную стохастическую динамическую систему 
с состоянием (входом) yt

ny∈ , которое формирует управляемый линейный выход zt
nz∈ :

                                                         	                                                                            (1.1)	

где wt
nw∈  – стандартный векторный винеровский процесс; Z nz∈  – гауссовский случай-

ный вектор с известными математическим ожиданием и ковариацией; управление ut
nu∈  – 

случайный процесс из класса допустимых управлений 0
∞ , определенного далее; a

n nz y∈ × ,  
b n nz z∈ × ,  c n nz u∈ × ,  σ ∈ ×n nz w  – заданные матрицы.

Для описания состояния yt  возможны две модели. Первая – модель системы с полной 
информацией, согласно которой без ошибок наблюдаются как значения выхода zt , так и со-
стояния yt . В этой модели yt  определяется системой автономных нелинейных стохастических 
диффе-ренциальных уравнений Ито:

                                                                      		                                                       (1.2)

где vt
nv∈  – стандартный векторный винеровский процесс; Y

ny∈  – случайный вектор 
с конечным вторым моментом; v w Y Zt t, , ,  независимы в совокупности; векторная функция 
A A y

n ny y= ( ) →:    и матричная функция Σ Σ= ( ) → ×
y

n n ny y v:    удовлетворяют стандарт-
ным условиям Ито:

	

обеспечивающим существование единственного потраекторного решения (1.2) на любом ко-
нечном интервале t T∈[ ]0,  [15] (здесь и далее ⋅  обозначает евклидову норму вектора или 
матрицы). Чтобы рассматривать решения (1.2) на интервале 0,∞[ ) , дополнительно предпола-
гается, что процесс yt  является эргодическим [13].

Во второй модели состояние yt  не наблюдается напрямую, доступна только косвенная ин-
формация. Это значит, что выход zt  выполняет функцию наблюдений. В этой модели yt  опре-
деляется марковским скачкообразным процессом – цепью с конечным числом состояний и 
значениями во множестве e eny1, ,…{ }  , состоящем из единичных координатных векторов в ев-
клидовом пространстве ny. Поскольку цепь yt  эргодическая, матрица интенсивностей пере-
ходов Λ не зависит от времени, предельное распределение обозначается π* , начальное распре-
деление y Y0 = , как и для диффузии (1.2). y w Y Zt t, , ,  являются независимыми в совокупности.

Если представить процесс yt  его мартингальным разложением [4]

		                                                           
dy y dt dv y Y tt t t

y= + = ∈[ )T , , , ,0 0 ∞Λ                                               (1.3)

где vt
y  – t -согласованный мартингал с квадратичной характеристикой

v v y y y dsy y
t

t

s s s, ,= ( ) − ( ) − ( )( )∫
0

diag diag diagT TΛ              Λ Λ〈 〉

то вторую модель состояния можно считать частным случаем первой модели (1.2) с той раз-
ницей, что вместо винеровского процесса vt  фигурирует мартингал vt

y , снос A yt( )  являет-
ся линейной функцией Λ› T yt , а диффузия Σ yt( )  определяется квадратичной характеристикой 

v v y y y dsy y
t

t

s s s, ,= ( ) − ( ) − ( )( )∫
0

diag diag diagT TΛ              Λ Λ〈 〉. Здесь и далее T  – операция транспонирования. 
Принципиальным отличием моделей с уравнениями состояния (1.2) или (1.3) является 

предположение о доступности yt  прямым или косвенным наблюдениям. В первой модели 
значение yt  известно и может участвовать в формировании управления ut . Во второй модели 
значение yt  можно только оценить, используя вектор выхода zt  в качестве косвенных наблю-
дений. Возникающая таким образом задача фильтрации для (1.3) имеет известное решение – 

dz ay dt bz dt cu dt dw z Z tt t t t t= + + + = ∈ ∞[ )σ , , , ,0 0

dy A y dt y dv y Y tt t t t= ( ) + ( ) = ∈ ∞[ )Σ , , , ,� �0 0

A y y C y( ) + ( ) ≤ +( )Σ 1 1 ,

A y A y y y C y y1 2 1 2 2 1 2( ) − ( ) + ( ) − ( ) ≤ −Σ Σ ,

C C y y y
ny

1 2 1 2= = ∈const const, , , , ,� � 
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фильтр Вонэма [12], для практической (численной) реализации которого в рассматриваемой 
задаче есть эффективные инструменты [16].

С другой стороны, если не ограничиваться частным случаем модели состояния (1.3),  
а в постановке с косвенными наблюдениями оставить модель (1.2), то для решения возника-
ющей вспомогательной задачи фильтрации можно воспользоваться общим уравнением оп-
тимальной фильтрации в терминах обновляющих процессов [10], в рассматриваемом случае 
имеющем следующий вид:

                                                                                       		                                          (1.4)

где , .A A y y y yt t t
z

t t t t t
z= ( ){ } = −( ){ }E F E F| |TΣ  Здесь и далее обозначены  ⋅{} и E F⋅{ }  – опера-

торы математического и условного относительно σ -алгебры   математического ожидания, 
(t

z  – σ -алгебра, порожденная процессом zt , так что   t
z

t⊆ ⊆ . Таким образом, даже 
линейность наблюдений (1.1) не делает общее уравнение оптимальной фильтрации суще-
ственно проще, так как уравнение (1.4) остается слишком сложными для практической ре-
ализации, поскольку для вычисления условных математических ожиданий 

?
At и 

?
Σt  все равно 

требуются апостериорные распределения yt  относительно t
z. Устраняется эта трудность при 

дальнейшем уточнении (1.4) для марковской цепи yt , состояния которой образуют множе-
ство e eny1, ,…{ } . В этом случае удается явно записать 

?
At  и 

?
Σt , что, как известно, приводит  

к фильтру Вонэма [4,12]:
	

	                                                                                                                                        (1.5)	

Именно, структура (1.5) оценки y yt t t
z= { }E F|  и дополнительное предположение об эрго-

дичности yt  обеспечивают далее решение задачи управления для второй рассматриваемой 
модели. Для удобства записи функциональную зависимость оценки yt от наблюдений, опре-
деляемую уравнением (1.5), обозначим y y z= ( ) , так что можно записать y y zt t= ( ) .

Для постановки задачи управления определим уже упомянутый класс 0
∞ допустимых 

управлений. В варианте задачи с полной информацией, т.е. с состоянием (1.2) и выходом (1.1), 
допустимое управление ut  предполагается t

y z, -измеримым t
y z,  – σ -алгебра, порожден-

ная yt  и zt ,   t
y z

t
, ⊆ ⊆ ) и 0

∞  составляют автономные (не зависящие прямо от времени) 
управления с полной обратной связью. Другими словами, это функции вида u u y zt

nu= ( ) ∈, ,
y

ny∈ ,  z nz∈ , при условии, что соответствующая реализация u u y zt t t= ( ),  обеспечивает су-
ществование y zt t, . Поскольку состояние yt  от управления ut  не зависит, а выход zt  описы-
вается линейным автономным уравнением с винеровским процессом, то данное формаль-
ное требование означает наличие у допустимых управлений конечного второго момента 
 ut

2{ } < ∞ , что обеспечивает существование решения (1.1) на любом конечном интервале 
t T∈[ ]0, . Условия для существования управления на интервале 0,∞[ )  обсуждаются далее.

Для варианта задачи с косвенными наблюдениями, т.е. с состоянием (1.3) и наблюдениями 
(1.1), допустимое управление ut  предполагается t

z -измеримым и 0
∞  составляют автономные 

управления с полной обратной связью по выходу, т.е. функции вида u u zt
nu= ( ) ∈ , z nz∈ , 

в предположении, что соответствующая реализация u u zt t= ( )  обеспечивает выполнение ус-
ловий существования zt . На самом деле, обеспечиваемое приведенным далее квадратичным 
функционалом качества разделение задач управления и фильтрации на конечном горизонте 
управления t T∈[ ]0,  [14], этот вариант задачи сводит к первому варианту, в котором роль 
уравнения состояния выполняет фильтр Вонэма (1.5). При этом обсуждаемые далее условия 
для существования управления на интервале 0,∞[ )  оказываются даже проще, чем в задаче  
с первым вариантом модели состояния.

Качество управления U u tt0 00∞ ∞= ∈[ ){ } ∈, ,∞   определяется функционалом:                                                                                           

                      	 (1.6)

где U u t TT
t0 0= ∈[ ){ }, , ] ; P

n nJ y∈ × , Q n nJ z∈ × , R n nJ u∈ ×R , S n nJ J∈ ×  ( S ≥ 0,  S S= ′)  – за-
данные матрицы; весовая функция ||x||x x SxS

2 = T , единичной матрице S E=  соответствует ев-

dy A dt a dz ay dt bz dt cu dt y Yt t t t t t t ,= + ( ) − − −( ) = { }−
Σ T Tσσ

1

0 E ,,

dy y dt y y y a

dz ay dt bz d

t t t t t

t t t

= + ( ) −( ) ( ) ×

× − −

−
ΛT T T Tdiag σσ

1

tt cu dt y Yt−( ) = { }, .0 Е

J U J U J U
T

Py Qz Ru dt
T

T T
T

t t tS0 0 0

0

21∞( ) = ( ) ( ) = + +










→∞ ∫lim , � � 

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клидова норма ||x||x xE
2 2= . Кроме того, предполагается выполненным обычное условие невы-

рожденности R SRT > 0.

Задача состоит, таким образом, в поиске U u tt
*( ) = ∈[ ){ }∞

0
0*, ,∞  ∈ ∞0  – допустимого управ-

ления, реализации которого u u y zt t t
* *,= ( )*  или u u z tt t

* * , ,= ( ) ∈ ∞[ )* � 0  соответственно доставля-
ют минимум квадратичному функционалу J U0

∞( ) :

		                                                                                                                                        (1.7)

Далее в обоих вариантах задачи через zt
*  обозначается решение (1.1), отвечающее опти-

мальному управлению ut
*,  и учитывается, что yt  от ut  не зависит.

Надо отметить, что физический смысл поставленной задачи, определенный в заголовке 
термином стабилизация, обеспечивается именно целевым функционалом (1.6). Такая форма 
записи квадратичного функционала нужна, прежде всего, чтобы формализовать цель управ-
ления, состоящую в формировании такого значения выходной переменной zt , которое зада-
ется состоянием yt .  Типичная интерпретация, которую обеспечивает слагаемое Py Qzt t+ , –  
это задача слежения за целью. Поскольку горизонт слежения бесконечный и характеристи-
ки положения цели не изменяются, отсюда получается стабилизация выхода. В варианте  
с цепью физическая интерпретация даже содержательнее. Так как цепь yt  после очеред-
ной смены состояния ei  на состояние e j  некоторое время пребывает в последнем, не из-
меняясь, то в рамках этого периода постоянства состояние e j  вносит в уравнение (1.1) си-
стематическую (кусочно-постоянную) составляющую, которая отличается от величины ei  
систематической составляющей, вносимой на предыдущем интервале постоянства. Аналогично  
в целевом функционале формируются ступенчатые слагаемые на интервалах постоянства yt .  
Таким образом, (1.6) формализует цель управления, состоящую в стабилизации выхода zt  около 
скачкообразно изменяющихся кусочно-постоянных положений, задаваемых состоянием цепи yt .  
По-другому эти положения можно назвать направлениями дрейфа, а цель управления – обес- 
печение дрейфа выхода системы zt  в заданном и периодически изменяющемся направлении.

Кроме того, следует обратить внимание на важное отличие предложенной постановки задачи 
управления от классической задачи LQG с бесконечным горизонтом [7], в которой класс допусти-
мых управлений включает только линейные функции состояния и выхода или только наблюдений. 
В LQG такое предположение не является ограничением, так как в соответствующей задаче с конеч-
ным горизонтом оптимальное решение получилось линейным на классе всех управлений. В рас-
сматриваемой задаче получается иначе, поскольку и состояние (1.2) или (1.3), и, главное, решение 
соответствующей задачи с конечным горизонтом [9] нелинейные. Далее формулируются условия, 
при которых искомое решение представляется в виде предельной формы оптимального управления 
с конечным горизонтом и остается в классе нелинейных, сохраняя допредельную структуру.

2. Оптимальное автономное управление (полная информация). Решение задачи (1.7) в поста-
новке с полной информацией получается предельным переходом в соответствующей задаче 
с конечным горизонтом [9]. Для этого требуется выполнение ряда условий, объединенных  
в следующем утверждении.

Т е о р е м а  1. Решение u*  задачи (1.7) для системы (1.1), (1.2) на классе управлений 
0 0∞ = = ( ) ∈ ∈ ∈[ ){ }u u y z y z tt

n ny z, , , , ,�   ∞  имеет вид
		                                                                                                                                        
                                                                                                                                             (2.1)

где α* ∈ ×n nz z  – симметричная неотрицательно определенная матрица, удовлетворяющая матрич-
ному уравнению:	

                     

M M N c R SR c

M b c R SR R SQ

N Q

α α α
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α α α α( ) + + − ( ) =

= − ( )
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0
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




−T T1
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* argmin( ) = ( )
∈0 0

0 0
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� .
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2
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1T T
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и β β β β* * * *

T

= ( ) = ( ) … ( )



 ∈( ) ( )y y y

n nz z1
, ,   – вектор-функция, удовлетворяющая системе обык-

новенных дифференциальных уравнений:

		                                                                                                                                        (2.3)

если для параметров системы (1.1), (1.2) и целевого функционала (1.6) выполнены следующие условия:
1)	 матрица b  устойчива (все собственные значения квадратной матрицы b n nz z∈ × имеют 

отрицательные действительные части);
2)	 матрицы M cα,( )  стабилизируемы (в терминах [7, разд. 5.4], пара M cα,( )  является стаби-

лизирующей);
3)	 матрицы M Kα( )





T
, ,  K Q S E S R R SR R S= − ( )











Τ −T T
1
2

1
2 1

1
2 , стабилизируемы (в терминах

[7, разд. 5.4], пара K MT, α( ) является выявляющей);
4)	 для любого y

ny∈ существует и не зависит от t  конечный предел:

		                                                                                                                                        (2.4)

где I Nτ τ
β τ− = ( )








1 exp
T

, yτ  – решение уравнения (1.2) с переменной времени τ ∈ ∞[ )t,  и на-

чальным условием y yt = .

Уравнения (2.3) записаны с использованием обозначений y y y
ny= …





( ) ( )1 , , �
T

 для элементов век-

тора y, A
ji[ ]( )  – для элемента j -й строки i -го столбца матрицы A, tr A{ }  – для следа матрицы A.

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.
Как и в случае LQG-управления, решение задачи с бесконечным временем базируется на ре-

шении соответствующей задачи с конечным горизонтом. Это управление U J U
T

U

T

T T

#( ) = ( )
∈0 0

0 0

argmin� �


 

из класса допустимых управлений 0 0T
t t

n nu u y z T y z t Ty z= = ( ) ∈ ∈ ∈[ ]{ }, , , , , ,� �   получено в [9] 
и с учетом использованных обозначений может быть записано в виде

		                     
                                                                                                                                             (2.5)	

где матричный коэффициент α αt t
n nT z z= ( ) ∈ ×  является решением задачи Коши для уравнения 

Риккати (см. Приложение), а векторный коэффициент β β β βt t t t
n ny T y T y Tz z= ( ) = ( ) … ( )



 ∈( ) ( ), , , , ,

1
T

  –  
задачи Коши для системы параболических дифференциальных уравнений в частных  
производных (см. Приложение). Соответственно уравнения (2.2), (2.3) получаются предель-
ным переходом α α* = ( )

→∞
lim

T
t T  и β β* y y T

T
t( ) = ( )

→∞
lim , , обеспечиваемым условиями теоремы.

Отметим, что как уже упоминалось выше, оптимальное автономное управление (2.1) оста-
ется нелинейным по переменной y  как в допредельной постановке. Это главное отличие рас-
сматриваемой задачи от классической задачи LQG. Здесь же надо указать и на сходство задач: 
слагаемые, формируемые переменной выхода z,  входят в управление (2.1) линейно и опреде-
ляются теми же соотношениями, что и в задаче LQG. Кроме того, конструктивными услови-
ями существования (2.1) можно считать только традиционные требования к коэффициентам 
уравнения Риккати. Проверять последнее условие (2.4) без компьютерного моделирования 
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затруднительно. Зато если ограничиться только численными экспериментами, то можно при-
менять как минимум два разных эффективных метода численного решения параболических 
уравнений, определяющих lim ,

T
t y T

→∞
( )β [17, 18], а при наличии готовых расчетов анализ сходимости 

lim ,
T

t y T
→∞

( )β  труда не составляет. Подтверждающий это пример подробно обсуждался в [9], где 
роль состояния (1.2) исполняет модель эволюции процентных ставок Кокса–Ингерсона–Рос-
са (cox–ingersoll–ross model) [19], использованная для описания показателя RTT (round-trip 
time) сетевого протокола TCP (transmission control protocol) [20], и поверхности βt y T,( )  вы-
числены двумя имеющимися численными методами и аналитически.

 3. Оптимальная стабилизация по косвенным наблюдениям. Решение задачи (1.7) для модели 
с косвенно наблюдаемой марковской цепью так же, как и в случае с полной информацией, 
получается предельным переходом в соответствующей задаче с конечным горизонтом [14], 
условия которого сформулированы в следующем утверждении.

Т е о р е м а  2. Решение u* задачи (1.7) для системы (1.2), (1.3) на классе управлений 
0 0∞ = = ( ) ∈ ∈[ ){ }u u z z tt

nz, , ,�  ∞  имеет вид

                                                                                                                                            (3.1)	

где y z( ) задано (1.5), α* ∈ ×n nz z  – симметричная неотрицательно определенная матрица, 
удовлетворяющая матричному уравнению (2.2), и β* ∈ ×n nz y  – прямоугольная матрица, яв-
ляющаяся решением матричного уравнения:

		                                                                                                   
                                                                                                                                            (3.2)	

где M*
β  и N*

β  определены в (2.3), если для параметров системы (1.1), (1.3) и целевого функцио- 
нала (1.6) выполнены условия 1)–3) теоремы 1.

Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении.
Как и в постановке с полной информацией решение задачи с бесконечным временем ба-

зируется на решении соответствующей задачи с конечным горизонтом. Это решение можно 
обозначить так же, как и выше, U J U

T

U

T

T T

#( ) = ( )
∈0 0

0 0

argmin� �


, имея в виду класс допустимых управле- 

ний 0 0T
t t

nu u z T z t Tz= = ( ) ∈ ∈[ ]{ }, , , ,� � . Оно получено в [14] и с учетом использованных обо-
значений может быть записано в виде:

		
                                                                                                                                            (3.3)	

Оценки #y zt( ) на оптимальных траекториях zt
# задает фильтр Вонэма (1.5), матричный ко-

эффициент α αt t T= ( ) является решением той же задачи Коши для уравнения Риккати, что  
и в теореме 1 (см. Приложение), а матричный коэффициент β βt t

n n
T z y= ( ) ∈ × – решением 

задачи Коши для системы дифференциальных уравнений в частных производных параболи-
ческого типа (см. Приложение).

Отметим, что предельная функция β* y( ) в первой модели и предельная матрица β*

во второй связаны равенством β β* *y y( ) = . С учетом этого еще обратим внимание, что 
от условия 4) теоремы 1, обеспечивавшего существование предельной функции β* y( ) в 
первой модели, здесь осталась только предельная матрица M*

β , существование которой 
обеспечивает предел α* . Так получается благодаря структуре фильтра Вонэма. Уравне-
ние (1.5) имеет линейный снос и нелинейную диффузию, благодаря чему в оптимальном 
управлении второе слагаемое, формируемое состоянием yt (а точнее, его оценкой yt), как 
и первое, формируемое выходом zt , оказывается линейным. Такой частный случай в 
задаче управления линейным дифференциальным выходом общего вида рассмотрен в 
[9], но здесь снос ΛT yt не только линейный, но и аффинный, без свободного члена, что 
еще больше упрощает вид управления. Таким образом, нелинейность управлению u*

дает только оценка фильтрации y y zt t= ( ) . При этом если предположить, что цепь yt до-
ступна прямым наблюдениям, то оптимальное управление будет иметь тот же вид (3.3), 
где вместо yt будет использоваться точное значение yt . Такое свойство управления в [11] 
названо сильным принципом разделения.

u z R SR c z y z R S Py z Qz*
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4. Численный анализ предельного режима. Упомянутые выше расчеты с моделью Кокса–Ин-
герсона–Росса, выполненные в [9], хорошо иллюстрируют первую модель и результативность 
как оптимального автономного управления, так и приближенных методов, которые можно 
применять для его реализации. По этой причине численный эксперимент здесь выполнен 
для второй модели. Именно для иллюстрации того, как работает оптимальное автономное 
управление u z* ( )  (3.1) в сравнении с оптимальным неавтономным управлением u z Tt

# ,( )  (3.3) 
использована предложенная в [21] модель простого механического привода

                                                                                                                      		         (4.1)

Буквенные обозначения выполнены полужирным шрифтом, чтобы исключить совпадения 
с использованными выше обозначениями и подчеркнуть физический смысл величин: vt –  
скорость перемещения привода, xt – его координатное положение, wt – погрешность в зада-
нии ускорения и т.д. Не касается это только цепи yt . Предполагается, что она имеет размер-
ность ny = 3 , начальное распределениеY = ( )1 0 0, ,

'T и

                                                                                            ,

три состояния цепи – это три целевых положения привода. Начальные условия x0 и v0 – не-
зависимые гауссовские случайные величины с нулевым средним и дисперсиями σ σx v

2 2 1= = . 
Остальные параметры: a = −1, b = −1 2/ , h = 10, � g = 0 01. и c c c c= ( ) = −( )1 2 3 1 0 1, , , , .  Система (4.1) 
устойчива при b < 0 и b a2 4 3 75 0+ = − <. , поскольку b и b a2 4+ – собственные числа матрицы 
системы 

0 1

a b






.  Обсуждаемые в [21] расчеты выполнены для T = 10  и целевого функционала:

                                                                                                                 		       (4.2)

где

                                        ,      
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Немного уменьшить этот эффект удается только за счет увеличения цены величины управляю-
щего воздействия R и уменьшения времени стабилизации. Два следующих примера рассчитаны 
для R = 1 и двух значений T = 5  и T = 1.  Иллюстрируют эти расчеты рис. 2 и 3 соответственно, 
на которых приведены по одной реализации из множества смоделированных траекторий.
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Рис. 1. Типовые траектории положения привода xt, модель T = 10 и R = 0.001;  

управления: 1 – ut
0( )

, 2 – ut
# , 3 – ut

* , 4 – направление дрейфа Cyt.
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Рис. 2. Типовые траектории положения привода xt, модель T = 5 и R = 1; 
управления: 1 – ut

0( )
, 2 – ut

# , 3 – ut
* , 4 – направление дрейфа Cyt.
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Формальные выводы к приведенным иллюстрациям дает следующая таблица, в которой 
указаны значения (4.2), вычисленные приближенно путем компьютерного моделирования 
1000 траекторий системы (4.1) с шагом Δt = 0 001.  и всех трех управлений ut

0( ) , ut
# и ut

* .
Таким образом, даже в тех примерах, где разница по критерию между автономным и опти-

мальным управлением есть, величина ее невелика (вторая-третья значащая цифра). С учетом 
сравнительной простоты расчета ut

* по отношению к ut
# и его эффективности как средства 

ускорения переходного процесса и достижения предельного режима, преимущества автоном-
ного управления представляются очевидными.

Заключение. Решенная в статье задача – это логичное развитие задачи оптимального управления 
линейным выходом стохастической дифференциальной системы по квадратичному критерию на 
случай бесконечного времени. Основные представленные результаты в полной мере эксплуатиру-
ют классические методы исследования уравнения Риккати, давно разработанные для классической 
LQG-задачи управления и автономной линейной динамической системы управления/наблюдения. 
Однако в рассмотренных постановках эта теория обеспечивает существование только «части» ис-
комого оптимального автономного управления, которая отвечает за линейные элементы модели. 
При этом остаются, как и в допредельном варианте с конечным горизонтом, нелинейные элемен-
ты. Полезным с практической точки зрения оказалось, что параметры этих нелинейных слагаемых 
в оптимальном автономном управлении вычислить существенно проще, чем в случае конечного 
горизонта, поскольку автономная система дала возможность исключить из решения сложные в реа- 
лизации схемы решения параболических уравнений, заменив их на обыкновенные дифференци-
альные. Кроме того, бесконечное время позволило сформулировать прикладную цель полученного 
управления, состоящую в стабилизации выхода системы в положениях, задаваемых ее состоянием. 
На конечном горизонте такая интерпретация задачи выглядела несколько хуже.

Наконец, можно попробовать определить варианты дальнейшего развития. Условия, в ко-
торых решена задача стабилизации, предполагают, что полностью известны все вероятнос- 
тные характеристики модели, чего на практике не бывает. Таким образом, перспективным 
развитием могут стать любые варианты адаптации представленных алгоритмов управления, 
обеспечивающие их нечувствительность к априорной неопределенности модели, не зависимо 
от того, будет ли это использование робастных методов оценивания или нечувствительных  
к риску управлений.
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ПРИЛОЖЕНИЕ
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Условия теоремы применяются к решению 

соответствующей задачи с конечным горизонтом. Это управление, обозначенное как 
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если существуют α*  и β* .
Требования 1)–3) теоремы – это условия существования предельного решения α α* lim=

→∞T
t  

матричного уравнения Риккати (П.2), неотрицательно определенного и не зависящего от гра-
ничного условия αT ,  согласно формулировке теоремы 12.2 из [6]. Уточнить требуется только 
условие 3), которое сформулировано с учетом представления матрицы N KKα = T , так как
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того, конечность целевого функционала (1.6). Кроме предела α* упомянутая теорема 12.2 из [6] 
гарантирует устойчивость матрицы N*

β – условие, без которого не может выполняться (2.4).
Наконец, предельный переход β β

∞* y y T
T

t( ) = ( )
→

lim , обеспечивается условием 4) теоремы 1, 
поскольку решение может быть представлено с помощью формулы Фейнмана-Каца [22]:

u y z T R SR c z R S Py Qzt t t
# , , ,( ) = − ( ) +( ) + +( )( )−1

2
2 2

1T T Tα β

d
dt

M M N c R SR c Q SQt
t t t t T

α
α α α α αα α α+ ( ) + + − ( ) = =

−T T T T1
0, ,�

∂
∂

+
∂
∂












+

∂
∂

+
( ) ( ) ( )

=

( )∑β β βt
i

t
i

t
i

j

n
j

t y
A

y
y

y
1
2

2

2
1

tr T TΣ Σ MM Nt

ji

j

n

t
j

t

jiz
β ββ



 + 



 =

( )

=

( ) ( )∑
1

0

M M T a P SR R SR c P S SR R SR R St t t
β β α= ( ) = − ( )





+ − ( )


− −
2

1 1T T T T T T T 








Q

N N T b c R SR R SQ c R SR c

y

t t t

T
i

j

n
j

y

β β α

β

= ( ) = − ( ) − ( )
=

− −

( )

=

( )∑

T T T T1 1

1

2

,

[ ] = …( )Q SP i n
ji

z, , , .1T

u y z u y z T R SR c z R S Py Qz
T

t
* #

* *, lim , ,( ) = ( ) = − ( ) +( ) + +(
→∞

−1
2

2 2
1T T Tα β ))( )

E S R R SR R S E S R R SR R S

E

− ( )









− ( )









=

=

− −1
2

1
1
2

1
2

1
1
2T T T T

'

−− ( )









= − ( )− −
S R R SR R S E S R R SR R S

1
2

1
1
2

2 1
2

1
1
2T T T T� .

β
ττ τ

β
τ

t

t T T

t

t

T
t
yy T

I I Q SPy

I I M y d
,( ) =

+

+ ( )









− −

− −∫
�E F

2 1 1

1 1

T

T










= ( )







−, exp .�I N tt
1

τ
β T

		

                                                                                                                                            (П.4)	

Учитывая, что матрица N N T
T

t* limβ

∞

β= ( )
→

(предел существует и не зависит от t, т.к. N Tt
β ( )  вы-

ражается линейно через αt T( ) ) является устойчивой, первое слагаемое в (П.4) обращается в 
ноль, что вместе с условием 4) теоремы 1 обеспечивает существование предела при T → ∞   
в (П.3), не зависящего от t и граничного условия βT

i
y T( ) ( ), , что и дает уравнения (2.3), завер-

шая доказательство.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Следует повторить рассуждения теоремы 1, используя 

вместо оптимального управления (2.5) решение задачи U J U
T

U

T

T T

# ,( ) = ( )
∈0 0

0 0

argmin� �


 u u z Tt t t
# # #, ,= ( )  

оптимальное на классе 0 0T
t t

nu u z T z t Tz= = ( ) ∈ ∈[ ]{ }, , , ,� � , т.е. для постановки с косвенными 
наблюдениями. Это управление может быть записано в виде [14]
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Оценки #y zt( ) на оптимальных траекториях zt

# задает фильтр Вонэма (1.5), матричный коэф-
фициент α αt t T= ( ) является решением задачи Коши для уравнения Риккати (П.2), а матрич-
ный коэффициент β βt t

n n
T z y= ( ) ∈ × – решением задачи Коши для линейного уравнения:
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где Mt
β  и Nt

β  определены в (П.3).
Искомое оптимальное управление U J U
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

,  u u zt t t
* * * ,= ( )  является пределом (П.5):

	

если существуют α*  и β* .
Отличие в рассуждениях, таким образом, касается только уравнения (П.6), т.е. существо-

вание предельной матрицы β*  – решения уравнения (3.2). Устойчивость (П.6) обеспечивает 
устойчивость матрицы N*

β  и изначально предполагаемая моделью (1.3) эргодичность цепи yt .
Это замечание завершает доказательство.
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стем, в которых переход от одного участка к другому считается переключением. Применяя необходи-
мые условия оптимальности гибридных систем с промежуточными ограничениями, получаем решение 
первоначальной задачи с фазовыми ограничениями. 

Ключевые слова: гибридная система, фазовое ограничение, оптимальное управление, необходимые 
условия оптимальности 

DOI: 10.31857/S0002338824050053, EDN: TEJUJZ

ELIMINATION OF ACTIVE PHASE CONSTRAINTS  
IN OPTIMAL CONTROL PROBLEMS

A.S. Bortakovskiiа, b, * 
аMoscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russia 

bNational University of Science and Technological University (MISiS), Moscow, Russia  
*e-mail: asbortakov@mail.ru

The problems of optimal control of continuous systems with phase constraints are considered. It is assumed that the 
trajectory of the system can be divided into sections, on each of which a set of active phase constraints is fixed. Such 
trajectories are typical for hybrid systems in which the transition from one site to another is considered a switch. 
Applying the necessary optimality conditions for hybrid systems with intermediate constraints, we obtain a solution 
to the initial problem with phase constraints. 
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Введение. Задачи оптимального управления с фазовыми ограничениями имеют многочис-
ленные приложения. Однако их решение с использованием необходимых условий оптималь-
ности [1, 2] довольно трудное. В первую очередь это связано с применением в этих условиях 
в качестве множителей Лагранжа неотрицательных мер, при помощи которых учитываются 
активные и пассивные фазовые ограничения. На практике специалистам, как правило, из-
вестна схема “обхода” ограничений, т. е. последовательность участков траектории, на каждом 
из которых набор активных ограничений не меняется. Поэтому задача сводится к оптимиза-
ции управления на каждом участке, а также оптимизации позиций переключений, в которых 
меняются участки движения.
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Процессы управления с переключениями характерны для гибридных систем (ГС), непре-
рывное движение которых описывается дифференциальными уравнениями, а мгновенные 
изменения состояния (переключения) – рекуррентными уравнениями или включениями. 
Наиболее общей моделью ГС является так называемая гибридная система переменной раз-
мерности (ГСПР), в  моменты переключений которой меняется пространство состояний, 
в частности его размерность (краткий обзор работ по ГСПР см. в [3]).

Необходимые условия оптимальности гибридных систем с промежуточными ограничени-
ями, обобщающие принцип максимума [4], получены в работах [5, 6]. В этих публикациях 
количество переключений задано, а сами переключения неуправляемы. Для решения задач 
оптимального управления с фазовыми ограничениями применяются ГСПР. При этом допу-
скаются процессы с мгновенными многократными переключениями [3, 7]. Такие процессы, 
как правило, исключаются в задачах оптимизации ГС, несмотря на то, что именно они оказы-
ваются оптимальными не только в академических примерах, но и в приложениях, например 
в задачах группового управления.

В статье приводятся необходимые условия оптимальности ГСПР с промежуточными и тер-
минальными ограничениями. Затем рассматривается задача оптимального управления не-
прерывной системой с фазовыми ограничениями, для решения которой предлагается метод 
исключения активных фазовых ограничений. Этот метод применяется, если известен план 
“активизации” фазовых ограничений, т. е. задана конечная последовательность изменения 
состава активных ограничений. В результате исключения получается задача оптимального 
управления ГСПР с промежуточными ограничениями, для решения которой используются 
приведенные ранее необходимые условия оптимальности. Эффективность предлагаемого 
подхода демонстрируется на примерах.

1. Оптимизация ГСПР с промежуточными ограничениями. 1.1. П о с т а н о в к а   з а д а ч и. 
Пусть на промежутке времени T = [t0, tF] динамическая система совершает N переключений 
в моменты времени t1, …, tN, образующие вместе с моментом tF окончания движения неубы-
вающую конечную последовательность  = { ,..., , }t t tN F1 = {t1, …, tN, tF}:

	 t t t t tN N F0 1 1≤ ≤ ≤ ≤ +...  .	 (1.1)

Между неравными последовательными моментами переключений состояние системы изме-
няется непрерывно, согласно дифференциальному уравнению:

	 x t f t x t u ti i i i( ) ( , ( ), ( ))= , t Ti∈ ,  i ∈ N,	 (1.2)

а в моменты переключений – дискретно в соответствии с рекуррентным уравнением:

	 x t g t x ti i i i i i( ) ( , ( ))= −1 , i N= 1,..., .	 (1.3)

В соотношениях (1.2) N { , ,..., }i N t ti i= < +0 1 1|  – множество номеров ненулевых (по длине) 
частичных промежутков Ti = [ti, ti+1] непрерывного изменения системы; xi(t) – состояние си-
стемы в момент времени t Ti∈ , x t Xi i

ni( ) ∈ =  ; u ti ( )  – управление непрерывным движением 
системы в момент времени t Ti∈ , u t Ui i

pi( ) ∈ ⊂  , Ui  – заданное множество допустимых зна-
чений управления, i ∈ N. При t ti i= +1  дифференциальное уравнение (1.2) опускается ( i ∉N),  
функция xi ( )⋅  определена в одной точке x t xi i i( ) = , а значение u ti i( ) управления в этой точке 
несущественно.

Функции f T X Ui i i
ni: × × →  , i N= 0 1, ,..., , и  g T Xi i

ni: × →−1  , i N= 1,..., , непрерывны на 
всей области определения вместе с первыми частными производными по t и по компонентам 
вектора xi. Возможное равенство последовательных моментов в (1.1) означает, что система 
совершает мгновенные многократные переключения [3, 7].

Начальное состояние системы задано начальным условием
	 x0(t0) = 0.	 (1.4)

Конечная позиция системы определяется первым достижением терминальной поверхности:

	 G t x tF F N F( , ( )) = 0. 	 (1.5)

Переключения происходят на поверхностях, которые задаются уравнениями

	 G t x ti i i i( , ( ))− =1 0 . 	 (1.6)
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Функции G t XF N
lN: [ , )0 +∞ × →  , G t Xi i

li: [ , )0 1
1+∞ × →−

− , i N= 1,..., , определяющие терми-
нальные (1.5) и промежуточные (1.6) ограничения, непрерывно дифференцируемые. Терми-
нальные условия, аналогичные (1.5), могут накладываться на левый конец траектории [8, 9]  
либо на оба конца траектории одновременно (например, условие периодичности).

Множество допустимых процессов 0 0 0( , )t x  составляют тройки d x u= ⋅ ⋅( , ( ), ( )) , включа-
ющие неубывающую последовательность   моментов переключений (1.1); последователь-
ность x xi i

N( ) { ( )}⋅ = ⋅ =0  абсолютно непрерывных функций x T Xi i i: → , i ∈ N; последовательность 
u ui i

N( ) { ( )}⋅ = ⋅ =0 ограниченных измеримых функций u T Ui i i: → . Причем пары ( ( ), ( ))x ui i⋅ ⋅ , i ∈ N ,  
удовлетворяют дифференциальному уравнению (1.2) почти всюду на промежутке Ti , а по-
следовательность x ti i( ), i N= 0 1, ,..., ,  – рекуррентному уравнению (1.3). В начальный момент 
времени выполняется условие (1.4), в конечный – терминальное условие (1.5), в моменты пе-
реключений – промежуточные ограничения (1.6). Подчеркнем, что количество N  переклю-
чений и моменты   не фиксированы и у разных допустимых процессов могут не совпадать. 
При этом не исключается случай отсутствия переключений, когда N = 0  и   = { }tF .

На множестве 0 0 0( , )t x  допустимых процессов задан функционал качества:

	 I t x d f t x t u t dt g t x ti i i

t

t

i

N

i i i

i

i

0 0 0
0

0

0
1

1

( , , ) ( , ( ), ( )) ( , (= +
+

∫∑
=

− ii
i

N

N F N FF t x t)) ( , ( ))
=
∑ +

1

,	 (1.7)

где скалярные функции f T X Ui i i i
0 : × × →  , g T Xi i

0
1: × →− +  и  F t XN N: [ , )0 +∞ × →   

ограничены снизу и непрерывны вместе с первыми частными производными по t и по ком-
понентам вектора xi . Функции gi

0  неотрицательные. Последнее условие позволяет рассма-
тривать каждое слагаемое g t x ti i i i

0
1( , ( ))−  в  (1.7) как затраты (или штраф) при переключении 

x t x t g t x ti i i i i i i i− −→ =1 1( ) ( ) ( , ( ))  из состояния x ti i−1( )  в состояние x ti i( ) . В функционале (1.7) мо-
мент окончания tF  обозначен также через tN +1 , как и ранее в (1.1).

Требуется найти минимальное значение функционала (1.7) и  оптимальный процесс 
d x u v t x* ( *, * ( ), * ( ),{ *}) ( , )= ⋅ ⋅ ∈T D0 0 0 , на котором это значение достигается:

	 I t x d I t x d
d t x

0 0 0 0 0 0
0 0 0

( , , *) min ( , , )
( , )

=
∈

.	 (1.8)

Если наименьшее значение (1.8) не существует, то может быть поставлена задача нахожде-
ния минимизирующей последовательности допустимых процессов [8]. Количество переклю-
чений у процессов минимизирующей последовательности может оставаться конечным или 
неограниченно возрастать. Бесконечное количество переключений у оптимального процесса 
становится невозможным, если усилить условие ограниченности функции gi

0  в (1.7), полагая 
g t x vi i i

0
1 0( , , )− ≥ >const) g t x vi i i

0
1 0( , , )− ≥ >const . Применение таких штрафов в функционале качества исключает фиктив-

ные переключения, когда состояние не меняется: x t x ti i i i− =1( ) ( ) , а также последовательности 
процессов с неограниченным ростом числа переключений как неминимизирующие.

Поставленная задача отличается от рассмотренной в [7] отсутствием дискретного управле-
ния переключениями, что несколько упрощает задачу. Отметим, что управляющие параметры 
в задаче (1.8) образуют управляющий комплекс, который включает: количество переключений 
N , моменты переключений t1 ,…, tN , управление непрерывным движением u( )⋅  и момент tF  
окончания процесса управления. Как правило, решение поставленной задачи I → min  сво-
дится к решению ряда задач IN → min  с фиксированным числом переключений N , которое 
последовательно увеличивается: N = 0 1, ,...  Отметим, что в прикладных задачах количество 
переключений всегда ограничено техническими требованиями.

1.2. Н е о б х о д и м ы е   у с л о в и я   о п т и м а л ь н о с т и. Введем функции Понтрягина 
для непрерывного движения и переключений соответственно [7]:

	
H t x u f t x u f t x u i N

H

i i i i i i i i i i i( , , , ) ( , , ) ( , , ), , ,..., ,
^

ψ ψ λ= − =0
0 0 1

ii i i i i i i it x g t x g t x i N( , , ) ( , ) ( , ), ,..., ,ψ ψ λ− − −= − =1 1 0
0

1 1
	 (1.9)

Здесь λ0  – неотрицательный множитель, ψ ψ ψi i i
ni= ( ,..., )1  – вспомогательные вектор-функ-

ции, i N= 1,..., . Предполагаем, что между моментами переключений функции ψi i
nT i: → R ,  

i ∈ N, абсолютно непрерывны. Функции Понтрягина (1.9) используются в формулировке сле-
дующих условий оптимальности.

Т е о р е м а (необходимые условия оптимальности ГСПР). Пусть оптимальный процесс 
( , ( ), ( )) x u⋅ ⋅  имеет N  переключений в моменты t1 ,…, tN : t t t tN F0 1≤ ≤ ≤ ≤... . Тогда существу-



ИСКЛЮЧЕНИЕ АКТИВНЫХ ФАЗОВЫХ ОГРАНИЧЕНИЙ

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 5 2024

71 

ют функции ψi ( )⋅ , i N= 0 1, ,..., , и такие числа λ0 , λ1 ,…, λN +1 , неравные нулю одновременно, 
что выполняются:

1) дифференциальные уравнения:

ψi
i

i
t

H
x

t( ) [ ]= −
∂
∂

, t Ti∈ , i ∈ N;

2) промежуточные условия:

H t H t
H

t
t t t

H
i i i i

i
i i i i i i

i[ ] [ ]
^

[ ] ( )
^

− −
∂
∂

+ −








+ −
∂

∂− + −1 1 1λ λ δ ψ
xx

t x
i

i i
−

−








=
1

0[ ] δ

при всех вариациях, связанных равенствами
∂
∂

+
∂

∂
=

−
−

G
t

t t
G

x
t xi

i i
i

i
i i[ ] [ ]δ δ

1
0,  i N= 1,..., ;

3) условие трансверсальности:

λ λ δ ψ δ0 1
∂

∂
− −








+
∂
∂

+







+
F
t

t H t t
F
x

t t xN
F N F N F

N

N
F N F[ ] [ ] [ ] ( ) NN = 0

для любых вариаций, связанных равенством
∂
∂

+
∂
∂

=
G

t
t t

G
x

t xF
F F

F

N
F N[ ] [ ]δ δ 0;

4) условие максимума функции Понтрягина по управлению непрерывным движением:
H t H t t x t ui

u U
i i i i

i i

[ ] max ( ( ), , ( ), )=
∈

ψ

почти всюду на Ti , i ∈ N;
5) условия дополняющей нежесткости:

λi i it t+ +− =1 1 0( ) , i N= 0 1, ,..., ;

6) условия неотрицательности:

λi ≥ 0 , i N= +0 1 1, ,..., .

Доказательство теоремы следует из необходимых условий, приведенных в  [7] для зада-
чи с дискретным управлением переключениями. В формулировке теоремы и далее приня-
то следующее соглашение [10]: аргумент t, заключенный в квадратные скобки, означает, что 
функция вычислена на оптимальном процессе в  указанный момент времени. Например, 
H t H t t x t u ti i i i i[ ] ( ( ), , ( ), ( ))= ψ ,

∂
∂

=
∂
∂

H
x

t
H
x

t t x t u ti

i

i

i
i i i[ ] ( ( ), , ( ), ( ))ψ ,   

∂
∂

=
∂
∂− −

−

^
[ ]

^
( ( ), , ( ))

H
x

t
H
x

t t x ti

i
i

i

i
i i i i i

1 1
1ψ .

Заметим, что если из условия 4) теоремы удается выразить оптимальное управление 
u u t xi i i i= ( , , )ψ  как функцию времени, состояния и вспомогательных переменных, то, подстав-
ляя это управление в уравнения движения (1.2) и уравнения п. 1) теоремы, получаем краевую 
задачу с промежуточными условиями (1.3). Ее решение зависит от 2 0 1( ... )n n nN+ + +  произ-
вольных постоянных, моментов переключений t tN1,...,  и множителей Лагранжа λ λ λ0 1 1, ,..., N + .  
Всего есть 2 30 1( ... )n n n NN+ + + + +  параметров. Для нахождения этих параметров имеются 
следующие уравнения: начальные условия (1.4) определяются n0  равенствами, промежуточ-
ные ограничения (1.6) и условия 2) теоремы задают n n n NN0 1+ + + +...  уравнений, терми-
нальные условия (1.5) и условия трансверсальности 3) дают nN + 1  равенств, рекуррентные 
уравнения (1.3) представляют собой n n nN0 1+ + +...  равенств, а условия дополняющей не-
жесткости 5) записаны как система N + 1  равенств. Всего имеется 2 20 1( ... )n n n NN+ + + + +  
уравнений, связывающих параметры. Этих условий хватает, так как коэффициенты λ0, 
λ1,…, λN +1  определяются с точностью до положительного множителя. Как правило, систему 
дополняют либо равенством λ0 0=  (вырожденный [11], нерегулярный [9] случаи), либо ра-
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венством λ0 1=  (невырожденный, регулярный случаи). Таким образом, теорема, как и прин-
цип максимума [4], дает “полную” систему условий, для нахождения процесса, который мо-
жет быть оптимальным.

2. Задача оптимального управления с  фазовыми ограничениями. 2.1. П о с т а н о в к а     
з а д а ч и   с   ф а з о в ы м и    о г р а н и ч е н и я м и. Пусть на промежутке времени T t tF= [ , ]0  
движение динамической системы описывается дифференциальным уравнением

	 x t f t x t u t( ) ( , ( ), ( ))= ,	 (2.1)

где x t( )  – состояние системы в момент времени t T∈ , x t X n( ) ∈ =  ; u t( )  – значение управ-
ления в момент времени t T∈ , u t U p( ) ∈ ⊂  . Функция f T X U X: × × →  непрерывна на всей 
области определения вместе с первыми частными производными по t  и по компонентам век-
тора x.

Начальное состояние системы задано начальным условием

	 x t x( )0 0= .	 (2.2)

Конечная позиция системы определяется первым достижением терминальной поверхности:

	 G t x tF F F( , ( )) = 0.	 (2.3)

Функция G t XF
l: [ , )0 +∞ × →   – непрерывно дифференцируемая. Терминальные условия, 

аналогичные (2.3), могут накладываться на левый конец траектории [8, 9] либо на оба конца 
траектории одновременно (например, условие периодичности).

В каждый момент времени t T∈  состояние системы и управление удовлетворяют следую-
щим ограничениям:
	 Q t x t( , ( )) ≤ 0,	 (2.4)

	 q t x t u t( , ( ), ( )) ≤ 0,	 (2.5)

	 u t U( ) ∈ .	 (2.6)

Фазовые ограничения представлены неравенством (2.4), смешанные – неравенством (2.5), 
геометрические – включением (2.6). Функции Q T X M: × →   и  q T X U m: × × →   – не-
прерывно дифференцируемые, Q Q QM T= ( ,..., )1 ; q q qm T= ( ,..., )1 ; множество U  допустимых 
значений управления – замкнутое подмножество  p . Другие формы записи ограничений 
применяются в [2, 8, 11].

Множество допустимых процессов ( , )t x0 0  составляют тройки d t x uF= ⋅ ⋅( , ( ), ( )), вклю-
чающие момент tF  окончания движения; абсолютно непрерывную функцию x T X: → ;  
ограниченную измеримую функцию u T U: → . Причем пары ( ( ), ( ))x u⋅ ⋅  удовлетворяют диффе-
ренциальному уравнению (2.1) почти всюду на промежутке T . В начальный момент времени 
выполняется условие (2.2), в конечный – терминальное условие (2.3), в любой момент t T∈  – 
ограничения (2.4) – (2.6).

На множестве ( , )t x0 0  допустимых процессов задан функционал качества

	 I t x d f t x t u t dt F t x t
t

t

F F

F

( , , ) ( , ( ), ( )) ( , ( ))0 0
0

0

= +∫ ,	 (2.7)

где скалярные функции f T X U0 : × × →   и  F t X: [ , )0 +∞ × →   ограничены снизу и непре-
рывны вместе с первыми частными производными по t  и по компонентам вектора x .

Требуется найти минимальное значение функционала (2.7) и  оптимальный процесс 
d x u t x* ( *, * ( ), * ( )) ( , )= ⋅ ⋅ ∈ DT 0 0 , на котором это значение достигается:

I t x d I t x d
d t x

0 0 0 0 0 0
0 0

( , , *) min ( , , )
( , )

=
∈

.

Если наименьшее значение функционала (2.7) не существует, то может быть поставлена зада-
ча нахождения минимизирующей последовательности допустимых процессов [8].

2.2. З а д а ч а   с о   с м е н о й   а к т и в н ы х   ф а з о в ы х   о г р а н и ч е н  и й. Рассмо-
трим задачу минимизации функционала (2.7), в которой задана конечная последовательность 
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изменения активных фазовых ограничений. Напомним, что ограничение типа нестрогого не-
равенства называется активным, если оно выполняется как равенство, и пассивным, если оно 
выполняется как строгое неравенство.

Пусть на промежутке T  функционирования динамической системы (2.1) существуют N  
моментов переключений t1 ,…, tN , образующих вместе с моментом tF  окончания движения не-
убывающую конечную последовательность  = { ,..., , }t t tN F1 , удовлетворяющую условиям (1.1).  
Предполагаем, что между неравными последовательными моментами переключений состав 
(набор) активных фазовых ограничений в системе (2.4) постоянный, а в моменты переключе-
ний набор активных ограничений меняется. Иначе говоря, известен план “активизации” фа-
зовых ограничений, т. е. последовательность (порядок чередования) смены активных фазовых 
ограничений. Моменты переключений (1.1) не фиксированы и служат ресурсом управления. 
Нестрогие неравенства в (1.1) допускают совпадение некоторых последовательных моментов 
переключений. Если в результате оптимизации управления два последовательных момента 
переключений оказались равными, то это значит, что либо траектория управляемого процесса 
«касается» активного ограничения, либо предполагаемый на этом промежутке набор активных 
ограничений не отвечает оптимальному процессу и его (набор) надо заменить или исключить 
из рассмотрения. Кроме того, нестрогие неравенства задают замкнутое множество допусти-
мых моментов переключений, что важно для существования решения задачи оптимизации.

Обозначим, как и ранее, через N  { , ,..., }i N t ti i= < +0 1 1|  – множество номеров ненулевых 
(по длине) частичных промежутков T t ti i i= +[ , ]1 . Рассмотрим подробнее движение на одном не-
нулевом по продолжительности промежутке Ti , i ∈ N. Предполагаем, что на этом промежутке 
k  неравенств из (2.4) с разными номерами i1 ,…, ik  выполняются как равенства

	 Q t x ti1 0( , ( )) = ,…, Q t x tik ( , ( )) = 0, t Ti∈ .	 (2.8)

Составим из этих активных на промежутке Ti  фазовых ограничений систему уравнений:

	 Q t xi ( , ) = 0 ,	 (2.9)

где Q t x Q t x Q t xi
i i Tk( , ) ( ( , ),..., ( , ))= 1  – столбец из левых частей равенств (2.8). Так как равенства 

(2.9) верны на всем промежутке Ti , то, дифференцируя их в силу уравнений движения (2.1), 
получаем систему уравнений:

	 ∂
∂

+
∂
∂

=
Q
t

t x
Q
x

t x f t x ui i( , ) ( , ) ( , , ) 0.	 (2.10)

Отметим, что (2.10) представляют собой дополнительное смешанное ограничение типа ра-
венства.

Выполняя такую процедуру для каждого ненулевого (по длине) промежутка Ti , получаем 
задачу оптимального управления, в которой пассивные фазовые ограничения исключены:

t t t t tN N F0 1 1≤ ≤ ≤ ≤ +...  ,

	 x t f t x t u t( ) ( , ( ), ( ))= , 	 (2.11)

	 Q t x ti i i( , ( )) = 0, ∂
∂

+
∂
∂

=
Q
t

t x t
Q
x

f t x t u ti i( , ( )) ( , ( ), ( )) 0 , 	 (2.12)

	 q t x t u t( , ( ), ( )) ≤ 0, u t U( ) ∈ , t Ti∈ , i ∈ N,	 (2.13)

x t x( )0 0= , G t x tF F F( , ( )) = 0,

	 I t x d f t x t u t dt F t x t
t

t

i

N

F F

i

i

0 0 0
0

0

1

( , , ) ( , ( ), ( )) ( , ( )) min= + →
+

∫∑
=

.	 (2.14)

Заметим, что основное предположение об известном плане “активизации” фазовых огра-
ничений в прикладных задачах, как правило, оправдывается. Специалисты, разрабатывающие 
системы управления, знают режимы эксплуатации, ограничения, а также порядок их “прео-
доления” в процессе управления. Поэтому последовательность, в которой нужно учитывать 
те или иные ограничения, известна. Заранее неизвестны моменты времени, в которые эти 
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ограничения будут “возникать” в процессе управления. Эти моменты “переключений” со-
става активных ограничений являются ресурсом управления и находятся при оптимизации.

Если последовательность изменения состава активных фазовых ограничений точно не из-
вестна, то можно решить задачи с разными планами “активизации”, а затем выбрать наи-
лучшее решение. Как правило, фазовых ограничений в задачах оптимального управления не 
очень много. Поэтому количество рациональных планов изменения состава активных огра-
ничений не слишком большое.

2.3. И с к л ю ч е н и е   а к т и в н ы х   ф а з о в ы х   о г р а н и ч е н и й. В задаче (2.14) 
между неравными моментами переключений набор активных ограничений фиксирован. Рас-
смотрим процедуру исключения этих ограничений на одном ненулевом по продолжительно-
сти промежутке Ti .

Активные на промежутке Ti  ограничения представляют собой систему алгебраических 
уравнений (2.9), которая определяет некоторое многообразие в пространстве T X×  позиций 
системы (2.11). Предполагаем, что многообразие (2.9) можно задать параметрическими урав-
нениями, т. е. существует такая функция x t xi i= α ( , )  с вектором параметров x Xi i

ni∈ =  , что

	 Q t t xi i i( , ( , ))α ≡ 0.	 (2.15)

Смешанное ограничение (2.10) рассматриваем как систему алгебраических уравнений отно-
сительно неизвестной u . Считаем, что ее решение можно записать в параметрической форме, 
используя новые управляющие параметры. Пусть существуют такие функция u t x ui i i= β ( , , )  
и множество Ui

pi⊂  , что

	 ∂
∂

+
∂
∂

≡
Q
t

t t x
Q
x

f t t x t x ui
i i

i
i i i i i( , ( , )) ( , ( , ), ( , , ))α α β 0 ,	 (2.16)

причем

	 q t t x t x ui i i i i( , ( , ), ( , , ))α β ≤ 0, βi i it x u U( , , )) ∈ 	 (2.17)

при всех u Ui i∈ .
При подстановке функций x t xi i= α ( , ) и  u t x ui i i= β ( , , ) в фазовые и в смешанные ограниче-

ния (2.12), (2.13) они выполняются “автоматически” (их можно удалить), а геометрическое 
ограничение заменяется новым геометрическим ограничением u Ui i∈ . Параметры xi  и  ui  
будем рассматривать как состояние и управление новой динамической системы. Составляем 
уравнения движения этой системы. Предполагая дифференцируемость функции x t xi i= α ( , ) , 
находим ее производную в силу уравнений движения (2.11):

∂
∂

+
∂
∂

=
α α

α βi
i

i

i
i i i ii i it

t x
x

t x x f t t x t x u( , ) ( , ) ( , ( , ), ( , , ))� .

Выражая скорость изменения параметров, получаем

	 x t f t x t u ti i i i( ) ( , ( ), ( ))= .	 (2.18)

Таким образом, исключая активные фазовые ограничения на промежутке Ti, приходим к си-
стеме управления, движение которой происходит без фазовых и смешанных ограничений.

Заметим, что ограничения (2.8) становятся активными в  момент ti , когда заканчива-
ется движение системы на предыдущем участке T t ti i i− −=1 1[ , ] . Пусть на промежутке Ti −1  
выполнена процедура исключения активных ограничений Q t xi − =1 0( , ) , т. е. найдена со-
ответствующая функция x t xi i= − −α 1 1( , ). Тогда в  момент времени ti  выполняется условие 
Q t t x ti i i i i i− − − =1 1 1 0( , ( , ( ))α , которое можно записать в виде

	 G t x ti i i i( , ( ))− =1 0,	 (2.19)

где G t x Q t t xi i i i i i i i( , ) ( , ( , ))− − − −=1 1 1 1α . Кроме того, в момент переключения ti  траектория исход-
ной систем остается непрерывной. Поэтому должно выполняться равенство

α αi i i i i i i it x t t x t− − =1 1( , ( )) ( , ( )) .

Предполагаем, что его можно решить относительно xi , получая при этом
	 x t g t x ti i i i i i( ) ( , ( ))= −1 .	 (2.20)
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Таким образом, порядок исключения активных на промежутке Ti  фазовых ограничений 
(2.9) следующий:

1) получить параметрические уравнения x t xi i= α ( , ), удовлетворяющие (2.15);
2) получить параметрические уравнения u t x ui i i= β ( , , ), удовлетворяющие (2.16), (2.17);
3) составить дифференциальные уравнения (2.18), используя уравнения движения исход-

ной системы;
4) записать ограничение (2.19) в момент переключения;
5) составить рекуррентное уравнение (2.20), используя условие непрерывности траектории 

исходной системы.
Описанная процедура кажется сложной из-за неоднозначности указанных действий. На 

самом деле, она аналогична методу исключения неизвестных в системах алгебраических урав-
нений. В общем случае этот метод трудно формализовать. Однако его применение вполне 
очевидное. Заметим, что фазовые ограничения являются, как правило, простыми алгебраиче-
скими неравенствами, часто линейными. В этих случаях выполнить исключение неизвестных 
несложно.

2.4. Г и б р и д н а я   м о д е л ь   з а д а ч и   с о   с м е н о й   а к т и в н ы х   ф а з о в ы х    
о г р а н и ч е н и й. Задачу (2.14) со сменой активных ограничений можно представить как за-
дачу (1.8) управления ГСПР с промежуточными условиями. Для этого надо исключить актив-
ные фазовые ограничения, используя процедуру, описанную в разд. 2.3. В результате исключе-
ния на каждом участке Ti  непрерывного движения системы (2.11) образуются новые векторы 
состояния xi  и управления ui , а сама система (2.11) заменяется новой динамической систе-
мой меньшей размерности. Характер функционирования системы становится гибридным. 
Непрерывное движение чередуется с переключениями, при которых меняется размерность 
пространства состояний и множества значений управления. Иначе говоря, непрерывная си-
стема (2.11) становится гибридной, а задача (2.14) со сменой активных фазовых ограничений 
заменяется задачей управления ГСПР:

	

t t t t t

x t f t x t u t

u t U t T

N N F

i i i i

i i

0 1 1≤ ≤ ≤ ≤
=
∈ ∈

+... ,

( ) ( , ( ), ( )),

( ) , ii

i i i i i i

i i i i

i

x t g t x t

G t x t i N

,

( ) ( , ( )),

( , ( )) , ,..., ,

,∈
=

= =
−

−

N 

1

1 0 1

xx t x G t t x t

I t x d f t x t

F F N F N F

i i

0 0 0

0 0 0
0

0( ) , ( , ( , ( ))) ,

( , , ) ( , ( ),

= =

=

α

uu t dt F t x ti

t

t

i

N

N F N F

i

i

( )) ( , ( )) min.
+

∫∑
=

+ →
1

0

	 (2.21)

Все функции в (2.21) получаются при исключении ограничений (см. разд. 2.3), в частности, 
f t x u f t t x t x ui i i i i i i i

0 0( , , ) ( , ( , ), ( , , ))= α β , F t x F t t xN N N N( , ) ( , ( , ))= α . Постановка задачи (2.21) почти 
совпадает с рассмотренной в разд. 1.1 задачей управления ГС с промежуточными ограничени-
ями. Отличие состоит в отсутствии в функционале качества суммы затрат на переключения. 
Поэтому для ее решения можно использовать необходимые условия, приведенные в разд. 1.2, 
при gi

0 0= , i N= 1,..., .
Заметим, что количество N  переключений в задаче (2.21) считается известным, так как 

задан план “активизации” ограничений. Поэтому управляющий комплекс составляют мо-
менты переключений t1 ,…, tN , момент tF  окончания процесса управления и  управление 
u ui i

N( ) { ( )}⋅ = ⋅ =0  непрерывным движением.
2.5. И с к л ю ч е н и е   л и н е й н ы х   ф а з о в ы х   о г р а н и ч е н и й   в   з а д а ч а    

у п р а в л е н и я   л и н е й н о й   с и с т е м о й. Рассмотрим задачу управления линейной 
стационарной системой с линейными фазовыми ограничениями:
	

x t Ax t Bu t( ) ( ) ( )= + , 	 (2.22)

	 Q x t q( ) ≤ ,	 (2.23)

	 u t U( ) ∈ , t t tF∈[ , ]0 .	 (2.24)
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Матрицы A, B , Q , q  имеют размеры n n× , n p× , m n× , m × 1 соответственно. Начальные 
и конечные условия, а также минимизируемый функционал не указываются, так как речь 
пойдет только об исключении фазового ограничения (2.23).

Предполагаем, что план “активизации” ограничений известен, т. е. промежуток функцио-
нирования системы (2.22) разбивается моментами переключений t1,…, tN, удовлетворяющими 
(1.1), на промежутки T t ti i i= +[ , ]1 , на каждом из которых часть неравенств (2.23) выполняются 
как равенства

	 Q x qi i= .	 (2.25)

Решение линейной системы (2.25) алгебраических уравнений можно представить в виде

	 x xi
i i= +φ Φ , 	 (2.26)

где φi – частное решение системы (2.25), Φi  – фундаментальная матрица соответствующей 
однородной системы, а  xi  – столбец произвольных постоянных.

Дифференцируя (2.25) в силу уравнений движения (2.22) и подставляя (2.26), получаем

	 Q Ax Bui ( )+ = 0  ⇔  Q Bu Q Axi i= −  ⇔  Q Bu Q A xi i
i

i i= − +( )φ Φ . 	 (2.27)

Решение линейной системы (2.27) алгебраических уравнений можно представить в виде

	 u ui
i i= +ψ Ψ , 	 (2.28)

где ψi – частное решение системы (2.27), Ψi  – фундаментальная матрица соответствующей 
однородной системы, а  ui  – столбец произвольных постоянных. Геометрические ограниче-
ния (2.24) на значения управления u u Ui

i i= + ∈ψ Ψ  нужно обеспечить выбором ограничений 
u Ui i∈ . Поскольку матрица Ψi  невырожденная, то U Ui i

i= −−Ψ 1( )ψ .
Как видим, столбцы произвольных постоянных xi  и  ui  становятся векторами состояния 

и управления новой динамической системы. Осталось получить дифференциальные уравне-
ния непрерывного движения этой системы и рекуррентные уравнения переключений. Под-
ставляя (2.25) и (2.28) в (2.22), находим

	 Φ Φ Ψi i
i

i i
i

i ix A x B u = + + +( ) ( )φ ψ  ⇔  x A x B ui i
i

i i
i

i i= + + +−Φ Φ Ψ1[ ( ) ( )]φ ψ .

Записываем, фазовые ограничения в момент ti  их активизации и условия непрерывности:

	 Q x ti
i

i i i−
−

− −+ =1
1

1 1 0[ ( )]φ Φ , 	 (2.29)

	 φ φi
i i i

i
i i ix t x t−

− −+ = +1
1 1Φ Φ( ) ( )  ⇔  x t x ti i i

i i
i i i( ) [ ( )]= − +− −
− −Φ Φ1 1

1 1φ φ .	 (2.30)

Процедура исключения активных на промежутке Ti  фазовых ограничений (2.25) законче-
на. Движение системы (2.22) на этом промежутке заменяется непрерывным движением новой 
системы:

	 x A x B ui i
i

i i
i

i i= + + +−Φ Φ Ψ1[ ( ) ( )]φ ψ , u t Ui i( ) ∈ , t Ti∈ , 	 (2.31)

с переключением (2.30) и промежуточным условием (2.29) в момент ti :

	 x t x ti i i
i i

i i i( ) [ ( )]= − +− −
− −Φ Φ1 1

1 1φ φ , Q x ti
i

i i i−
−

− −+ =1
1

1 1 0[ ( )]φ Φ .

Векторы состояния x  и  управления u  системы (2.22) выражаются через состояние xi  
и  управление ui  новой системы (2.31) по формулам (2.26) и  (2.28). Заметим, что решения 
систем (2.25), (2.27) линейных алгебраических уравнений можно было записать, выражая ба-
зисные переменные через свободные. В этом случае новыми векторами состояния xi  и управ-
ления ui  стали бы соответствующие свободные переменные.

	
3. Примеры. Рассмотрим два примера применения необходимых условий ГСПР для реше-

ния задач с фазовыми ограничениями. В первом примере модель движения простая. В зависи-
мости от начальных условий оптимальные процессы реализуют разные планы “активизации” 
фазовых ограничений. Аналитическое решение подтверждается геометрическими соображе-
ниями. Второй пример – это классическая задача Фельдбаума А. А. [12] с двумя дополнитель-
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ными фазовыми ограничениями. План “активизации” ограничений строится на основе из-
вестного “свободного” движения (без фазовых ограничений).

П р и м е р  1. Найти оптимальное управление в задаче быстродействия

x t u t( ) ( )= ,

u t U x t( ) ( ( ))∈ ,

x t( ) ≥ 0, t T∈[ , ]0 ,

x A( )0 = , x T O( ) = ,

	 T → min.	 (3.1)

Здесь x x x x T= ( , , )1 2 3 , u u u u T= ( , , )1 2 3 – векторы состояния и управления, x ∈3, u ∈3; фазо-
вое ограничение x ≥ 0  определяет неотрицательный октант x1 0≥ , x2 0≥ , x3 0≥ , допусти-
мые значения управления ограничены по модулю:

	 U x

u x x x

u x x x

u x x

( )

, , , ,

, , , ,

,

=

≤ > > >

≤ > > =

≤ =

| |

| |

| |

1 0 0 0

2 0 0 0

2

1 2 3

1 2 3

1 2 00 03, .x =










	 (3.2)

В поставленной задаче имеются три фазовых ограничения и смешанное ограничение (3.2). 
Движение системы внутри положительного октанта x > 0  происходит со скоростью, ограни-
ченной неравенством | |u u u u= + + ≤( ) ( ) ( )1 2 2 2 3 2 1. При движении по координатной плоско-
сти x3 0=  внутри первой четверти ( x1 0>  и  x2 0> ) допускается большая скорость, удов-
летворяющая неравенству | |u u u= + ≤( ) ( )1 2 2 2 2 , при этом, разумеется, u3 0= . Наконец, 
скорость движения по оси абсцисс или оси ординат, когда x3 0= , u3 0= , а  также x1 0=  и 
u1 0=  или x2 0=  и  u2 0= , может быть самой большой, так как она ограничена неравенством 
| |u ≤ 2. Требуется найти наименьшее время (3.1) перемещения системы из заданного началь-
ного состояния A x x xA A A( , , )1 2 3  в начало координат O( ; ; )0 0 0 .

Предполагаем, что начальное состояние x A( )0 =  находится внутри положительного октан-
та, т. е. xA

1 0> , xA
2 0> , xA

3 0> , причем x xA A
1 2≥ . “Симметричный” случай x x1 2≤ рассматрива-

ется аналогично. В других случаях, когда начальное состояние принадлежит координатной 
оси или координатной плоскости, решение упрощается.

Составим план “активизации” фазовых ограничений. Возможны четыре варианта:
0) “свободное” движение (без активных фазовых ограничений);
1) движение с одним активным фазовым ограничением x3 0= ;
2) движение с одновременной активизацией двух фазовых ограничений x3 0= и  x2 0= ;
3) движение с последовательной активизацией двух ограничений, сначала x3 0= , а потом 

дополнительно x2 0= .
Случай 0). Оптимальное “свободное” движение определяем при помощи принципа мак-

симума. Составляем функцию Понтрягина Н u= −ψ λ0 , где ψ ψ ψ ψ= ( , , )1 2 3  – вспомогатель-
ная вектор-функция, которая удовлетворяет уравнению ψ = 0 . Находим точку максимума 
функции Понтрягина по управлению u T= ψ ψ/ | |. Из условия трансверсальности получаем 
H T[ ]= λ0. Поскольку λ0 0> , полагаем, что λ0 1= . Тогда | |ψ( )T = 1  и управление u T= ψ . Так 
как вспомогательная переменная постоянна, то управление тоже постоянно. Из начальных 
и конечных условий заключаем, что u OA OA= − / | | , а оптимальная траектория – отрезок OA .  
На рис. 1 отрезок OA  изображен полужирной линией. Стрелкой обозначено направление дви-
жения. Точки A0  и  A1  – проекции точки A  на координатную плоскость Ox x1 2  и координат-
ную ось Ox1  соответственно. Наименьшее время движения, численно равное длине отрезка 
OA, обозначим как

T x x xA A A0
1 2 2 2 3 2= + +( ) ( ) ( ) .
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Полученный результат очевиден с геометрической точки зрения, так как кратчайшее расстояние 
между двумя точками евклидова пространства равно длине отрезка, соединяющего эти точки.

Случай 1). Предполагаем, что сначала система двигается “свободно” (без активных фа-
зовых ограничений), затем в некоторый момент t1 она попадает на координатную плоскость 
x3 0=  и двигается по ней до начала координат. Записываем соответствующую задачу опти-
мального управления ГСПР:

0 1< <t T ,

x t u t0
1

0
1( ) ( )= , x t u t0

2
0
2( ) ( )= , x t u t0

3
0
3( ) ( )= , | |u t0 1( ) ≤ , t t∈[ ; ]0 1 ,

x A0 0( ) = , x t0
3

1 0( ) = ,

x t u t1
1

1
1( ) ( )= , x t u t1

2
1
2( ) ( )= , | |u t1 2( ) ≤ , t t T∈[ ; ]1 ,

	 x t x t1
1

1 0
1

1( ) ( )= , x t x t1
2

1 0
2

1( ) ( )= , x T1
1 0( ) = , x T1

2 0( ) = ,	 (3.3)

	 T → min.	 (3.4)

Активное на втором участке движения ограничение x3 0=  исключено. Координата x3  
и  управление u3  удалены из векторов состояния x x x T

1 1
1

1
2= ( , )  и  управления u u u T

1 1
1

1
2= ( , ) .  

Ограничение x3 0=  в момент t1  записано как терминальное ограничение x t0
3

1 0( ) =  для пер-
вого участка. Условия непрерывности траектории в момент t1  представлены уравнениями пе-
реключений (3.3) в момент t1 .

Применяем для решения задачи (3.4) необходимые условия оптимальности ГСПР. По-
скольку переключение происходит в момент t1 , отличный от начального и конечного момен-
тов времени, то из условий дополняющей нежесткости следует равенство нулю множителей 
Лагранжа λ λ1 2 0= = . Тогда λ0 0≠ , поэтому можно взять λ0 1= . Для каждого промежутка не-
прерывного движения записываем функцию Понтрягина, дифференциальные уравнения для 
вспомогательных переменных, выражение для оптимального управления:

	 H u u u0 0
1

0
1

0
2

0
2

0
3

0
3 1= + + −ψ ψ ψ , ψ0 0= , u0

0

0
=

ψ
ψ| |

, t t∈[ ; ]0 1 ;	 (3.5)

	 H u u1 1
1

1
1

1
2

1
2 1= + −ψ ψ , ψ1 0= , u1

1

1
2=

ψ
ψ| |

, t t T∈[ ; ]1 .	 (3.6)

Для момента переключения составляем функцию Понтрягина и записываем промежуточное 
условие:

Ĥ x x1 1
1

0
1

1
2

0
2= +ψ ψ ,

{ } { } { }| | | |ψ ψ δ ψ ψ δ ψ ψ δ1 0 1 0
1

1
1

0
1

0
2

1
2

0
22 0− + − + − =t x x .

Рис. 1. Траектория “свободного” движения (без активных фазовых ограничений).
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Поскольку вариации δt1, δx0
1, δx0

2  произвольные, получаем в момент t1

	 | | | |ψ ψ1 02 0− = , ψ ψ0
1

1
1= , ψ ψ0

2
1
2= .	 (3.7)

В конечный момент времени T  условие трансверсальности имеет вид

{ }| |ψ δ ψ δ ψ δ1 1
1

1
1

1
2

1
22 1 0− + + =T x x .

Отсюда, учитывая равенства δ δx x1
1

1
2 0= =  для фиксированного конечного состояния и произ-

вольность вариации δT , получаем

	 | |ψ1 2 1( )T = .	 (3.8)

На каждом промежутке непрерывного движения вспомогательные переменные постоянны. 
Поэтому управление тоже постоянное. Обозначим через B x xB B( , , )1 2 0  состояние системы в мо-
мент t1 . Из уравнений движения на последнем участке следует, что

0 1
1 1

1= + −x T t uB ( ) , 0 2
1 1 1

2= + −x t T t uB ( ) ( ) .

Отсюда | | | |OB T t u2
1

2
1

2= −( ) . Так как | |u1 2= , значит, T t OB− =1 2| | / . Тогда

	 u x OBB1
1 1 2= − / | |, u x OBB1

2 2 2= − / | | .	 (3.9)

Итак, оптимальное управление (3.9) выражено через координаты точки B . Отметим еще, что, 
учитывая (3.8) и (3.6), имеем | |ψ1 1 2= / , следовательно, u1 12= ψ .

Переходим к первому участку, который заканчивается точкой B . Записываем условия (3.7):

| | | |ψ ψ0 1 2 1= = , ψ ψ0
1

1
1

1
10 5= = . u , ψ ψ0

2
1
2

1
20 5= = . u .

Тогда из (3.5) следует, что u0 0= ψ . Поэтому u u0
1

1
10 5= . , u u0

2
1
20 5= . . Интегрируя уравнения дви-

жения, имеем

x x u tB A
1 1

0
1

1= + , x x u tB A
2 2

0
2

1= + , 0 3
0
3

1= +x u tA .

Координаты u0
1  и  u0

2  пропорциональны координатам u1
1  и  u1

2  соответственно. Поэтому век-
торы OB  и  OA0  коллинеарны. Напомним, что A0  – проекция точки A  на координатную 
плоскость Ox x1 2 .

Выражаем квадрат модуля управления u0:

1
2 2

0
1 2

0
2 2

0
3 2

1 2

2

2 2

2

3 2

1
= + + = + + =( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
u u u

x

OB

x

OB

x
t

B B A

| | | |

11
2

3 2

1

( )x
t
A .

Значит, t xA1
3 2= . Поскольку скорость движения на первом участке единичная, то t AB1 = .  

Поэтому AB xA= 3 2, т. е. угол ABA0 4= π / . Тогда точка B  имеет координаты

x kxB A
1 1= , x kxB A

2 2= , tN,

где k x OAA= −1 3
0/ | |. Следовательно, оптимальное управление на первом участке

u
BA

BA0 = −
| |

 ⇔  u
x

OA
A

0
1

1

02
= −

| |
, u

x

OA
A

0
2

2

02
= −

| |
, u0

3 1

2
= − .

Таким образом, в случае 1) оптимальная траектория является ломаной ABO, представлен-
ной на рис. 2 полужирными отрезками. Стрелками указано направление движения. Время T1  
движения по оптимальной траектории вычисляется по формуле

T AB
OB

OA x x x xA A A A1 0
3 3 1 2 2 2

2

1

2

1

2
= + = + = + +( ) ( ( ) ( ) )).

Заметим, что такая траектория существует, если OA xA0
3> .

Случай 2). Предполагаем, что сначала система двигается “свободно” (без активных фазовых 
ограничений), затем в некоторый момент t1  она попадает на ось абсцисс и двигается по ней до 
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начала координат. Иначе говоря, в момент t1  активными становятся два фазовых ограничения: 
x2 0= , x3 0= . Записываем соответствующую задачу оптимального управления ГСПР:

	 0 1< <t T ,	

x t u t0
1

0
1( ) ( )= , x t u t0

2
0
2( ) ( )= , x t u t0

3
0
3( ) ( )= , | |u t0 1( ) ≤ , t t∈[ ; ]0 1 ,

x A0 0( ) = , x t0
2

1 0( ) = , x t0
3

1 0( ) = ,

x t u t1
1

1
1( ) ( )= , | |u t1 2( ) ≤ , t t T∈[ ; ]1 ,

	 x t x t1
1

1 0
1

1( ) ( )= , x T1
1 0( ) = ,	 (3.10)

	 T → min.	 (3.11)

Активные на втором участке движения фазовые ограничения x2 0=  и  x3 0=  исключены. Ко-
ординаты x2, x3 и  u2, u3  удалены из векторов состояния x x1 1

1=  и управления u u1 1
1= . Ограни-

чения x2 0= , x3 0=  в момент t1  записаны как терминальные ограничения x t0
2

1 0( ) = , x t0
3

1 0( ) =  
для первого участка. Условия непрерывности траектории в момент t1  представлены уравнени-
ем переключения (3.10) в момент t1 .

Применяем для решения задачи (3.11) необходимые условия оптимальности ГСПР. По-
скольку переключение происходит в момент t1 , отличный от начального и конечного момен-
тов времени, то из условий дополняющей нежесткости следует равенство нулю множителей 
Лагранжа λ λ1 2 0= = . Тогда λ0 0≠ , поэтому можно взять λ0 1= . Для каждого промежутка не-
прерывного движения записываем функцию Понтрягина, дифференциальные уравнения для 
вспомогательных переменных, выражение для оптимального управления:

	 H u u u0 0
1

0
1

0
2

0
2

0
3

0
3 1= + + −ψ ψ ψ , ψ0 0= , u0

0

0
=

ψ
ψ| |

, t t∈[ ; ]0 1 ,	 (3.12)

	 H u1 1 1
1 1= −ψ , ψ1 0= , u1 12= sign ψ , t t T∈[ ; ]1 .	 (3.13)

Для момента переключения составляем функцию Понтрягина и записываем промежуточное 
условие:

H x1 1 0
1= ψ^ , { } { }2 01 0 1 0

1
1 0

1| | | |ψ ψ δ ψ ψ δ− + − =t x .
Поскольку вариации δt1 , δx0

1  произвольные, получаем в момент t1

	 2 01 0| | | |ψ ψ− = , ψ ψ0
1

1= .	 (3.14)

В конечный момент времени T  условие трансверсальности имеет вид

{ }2 1 01 1 1
1| |ψ δ ψ δ− + =T x .

Рис. 2. Траектория с одним активным ограничением.
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Отсюда, учитывая равенство δx1
1 0=  для фиксированного конечного состояния и произволь-

ность вариации δT , получаем

	 2 11| |ψ ( )T = .	 (3.15)

На каждом промежутке непрерывного движения вспомогательные переменные постоян-
ны. Поэтому управление тоже постоянное. Обозначим через C xC( , , )1 0 0  состояние системы 
в момент t1. Из уравнений движения на последнем участке следует, что x T t uC

1
1 1= − −( ) . Так 

как | |u1 2=  и  xC
1 0> , значит, u1 2= −  и T t xC− =1

1 2/ . Отметим, что из условия (3.13) и (3.15) 
следует, что ψ1 0 5= − . . Управление на втором участке найдено.

Переходим к первому участку, который заканчивается точкой С . Записываем условия (3.14):

| | | |ψ ψ0 12 1= = , ψ ψ0
1

1 0 5= = − . .

Тогда из (3.12) вытекает, что u0
1

0
1 0 5= = −ψ . . Интегрируя уравнения движения, получаем

x x tC A
1 1

10 5= − . , 0 2
0
2

1= +x u tA , 0 3
0
3

1= +x u tA .

Выражаем координаты u0
2  и  3

0u  управления и подставляем их в равенство | |u0
2 1= :

1
1
4

1 1
4

1

1
2

2 2 3 2

1
2 1

2= + + = +
t

x x
t

AAA A[( ) ( ) ] ( )  ⇔  t
AA

1
12

3
= .

Напомним, что A1  – проекция точки A  на ось абсцисс (см. рис. 1). Учитывая численное ра-
венство t AC1 = , заключаем, что AC AA3 2 1= , т. е. угол AСA1 3= π / . Следовательно, абсцисса 
точки C  равна x x AAC A

1 1
1 3= − / . Значит, оптимальное управление на первом участке

u0
1 0 5= − . , u

x
AА

A
0
2

2

1

3
2

= − , u
x

AА
A

0
2

3

1

3
2

= − .

Таким образом, в случае 2) оптимальная траектория представляет собой ломаную ACO, 
представленную на рис. 3 полужирными отрезками. Стрелками указано направление движе-
ния. Время T2  движения по оптимальной траектории вычисляется по формуле

T AC
OC x AA x

x xA A
A A2

1
1

1
2 2 3 2

2 2
3

2 2
3

2
= + = + = + +( ) ( ) .

Заметим, что такая траектория существует, если x AAA
1

1 3> / .
Случай 3). Предполагаем, что сначала система двигается “свободно” (без активных фазо-

вых ограничений), затем в некоторый момент t1  она попадает на координатную плоскость 
Ox x1 2 . Движение в первой четверти этой координатной плоскости продолжается до момента 
времени t2 , когда система оказывается на оси абсцисс, по которой она перемещается в нача-
ло координат. Иначе говоря, в момент t1  активным становится фазовое ограничение x3 0= ,  
а в момент t2  дополнительно “активизируется” ограничение x2 0= . Записываем соответству-
ющую задачу оптимального управления ГСПР:
	 0 1 2< < <t t T ,	

Рис. 3. Траектория с одновременной активизацией двух ограничений.
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x t u t0
1

0
1( ) ( )= , x t u t0

2
0
2( ) ( )= , x t u t0

3
0
3( ) ( )= , | |u t0 1( ) ≤ , t t∈[ ; ]0 1 ,

	 x A0 0( ) = , x t0
3

1 0( ) = ,	 (3.16)

x t u t1
1

1
1( ) ( )= , x t u t1

2
1
2( ) ( )= , | |u t1 2( ) ≤ , t t t∈[ ; ]1 2 ;

	 x t x t1
1

1 0
1

1( ) ( )= , x t x t1
2

1 0
2

1( ) ( )= , x t1
2

2 0( ) = ,	 (3.17)

x t u t2
1

2
1( ) ( )= , | |u t2 2( ) ≤ , t t T∈[ ; ]2 ;

	 x t x t2
1

2 1
1

2( ) ( )= , x T2
1 0( ) = ,	 (3.18)

	 T → min.	 (3.19)

Активное на втором участке движения фазовое ограничение x3 0=  исключено. Координаты x3  и u3  
удалены из векторов состояния и управления. Равенство x3 0=  в момент t1  записано как терми-
нальное ограничение (3.16) для первого участка. Условия непрерывности траектории в момент t1  
представлены уравнением переключения (3.17) в момент t1 . На третьем участке дополнительно 
исключается активное ограничение x2 0= . Координаты x2  и  u2  удаляются из векторов состоя-
ния и управления, в момент t2  добавляется терминальное для второго участка ограничение (3.17), 
а условия непрерывности траектории в момент t2  записывается как переключение (3.18).

Применяем для решения задачи (3.19) необходимые условия оптимальности ГСПР. По-
скольку переключения происходят в разные моменты, отличные от начального и конечного 
момента времени, то из условий дополняющей нежесткости следует равенство нулю мно-
жителей Лагранжа λ λ λ1 2 3 0= = = . Тогда λ0 0≠ , поэтому можно взять λ0 1= . Для каждого 
промежутка непрерывного движения записываем функцию Понтрягина, дифференциальные 
уравнения для вспомогательных переменных, выражение для оптимального управления:

	

H u u u u t t

H u

0 0
1

0
1

0
2

0
2

0
3

0
3

0 0
0

0
1

1 1
1

1 0 0= + + − = = ∈

=

ψ ψ ψ ψ
ψ
ψ

ψ

, , , [ ; ],

| |

11
1

1
2

1
2

1 1
1

1
1 2

2 2 2 2 2

1 0 2

1 0

+ − = = ∈

= − =

ψ ψ
ψ
ψ

ψ ψ

u u t t t

H u u

, , , [ ; ],

, ,





| |

== ∈2 2 2sign ψ , [ ; ].t t T

	 (3.20)

Для моментов переключения составляем функции Понтрягина (1.9), записываем промежу-
точные условия, из которых получаем соотношения для вспомогательных переменных. В мо-
мент времени t1:

H x x1 1
1

0
1

1
2

0
2= +ψ ψ^ ,

{ } { } { }| | | |ψ ψ δ ψ ψ δ ψ ψ δ1 0 1 0
1

1
1

0
1

0
2

1
2

0
22 0− + − + − =t x x .

Поскольку вариации δt1, δx0
1, δx0

2 произвольные, получаем

	 | | | |ψ ψ1 02 0− = , ψ ψ0
1

1
1= , ψ ψ0

2
1
2= .	 (3.21)

В момент времени t2:

Ĥ x2 2 1
1= ψ , { } { }2 2 02 1 2 1

1
2 1

1| | | |ψ ψ δ ψ ψ δ− + − =t x .
Отсюда при произвольных вариациях δt2, δx1

1 находим

	 2 2 02 1| | | |ψ ψ− = , ψ ψ1
1

2= .	 (3.22)

В конечный момент времени T  условие трансверсальности имеет вид
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{ }2 1 02 2 2
1| |ψ δ ψ δ− + =T x .

Учитывая равенство δx2
1 0=  для фиксированного конечного состояния и произвольность ва-

риации δT , получаем

	 2 12| |ψ = .	 (3.23)

На каждом промежутке непрерывного движения вспомогательные переменные постоян-
ны. Поэтому управление тоже постоянное. Обозначим через C xC( , , )1 0 0  состояние системы 
в момент t2. Из уравнений движения на последнем участке следует, что x T t uC

1
2 2= − −( ) . Так 

как | |u1 2=  и  xC
1 0> , значит, u2 2= −  и T t xC− =2

1 2/ . Отметим, что из условий (3.21) и (3.23) 
следует, что ψ2 0 5= − . . Управление на третьем участке найдено.

Переходим ко второму участку, который заканчивается точкой C. Записываем условия 
(3.22) с учетом равенства ψ2 0 5= − . :

| | | |ψ ψ1 22 1 2= = / , ψ ψ1
1

2 0 5= = − . .

Тогда из (3.20) вытекает, что u1 12= ψ , u1
1 1= − . Так как | |u1 2= , то u1

2 1= − . Положительное 
значение u1

2 1=  не подходит, так как координата x2
2  уменьшается на втором участке. Сле-

довательно, ψ1
1 0 5= − . , ψ1

2 0 5= − . . Обозначим через B x xB B( , , )1 2 0  состояние системы в момент 
времени t1 . Тогда равенство t t BC2 1 2− = /  определяет продолжительность второго участка.

Переходим к  первому участку, который заканчивается в  точке B . Записываем условия 
(3.21) с учетом равенств | |ψ1 1 2= / , ψ1

1 0 5= − . , ψ1
2 0 5= − . :

| | | |ψ ψ0 1 2 1= = , ψ ψ0
1

1
1 0 5= = − . , ψ ψ0

2
1
2 0 5= = − . .

Поскольку u0 0= ψ , то u0
1 0 5= − . , u0

2 0 5= − . . Из условия | |u0 1= определяем u0
3 1 2= − / . Поло-

жительное значение u0
3 1 2= /  не подходит, так как координата x0

3  уменьшается на первом 
участке. Оптимальное управление на первом участке найдено. Определим продолжительность 
этого участка. Интегрируя уравнение движения, получаем

x x tB A
1 1

10 5= − . , x x tB A
2 2

10 5= − . , 0 23
1= −x tA / .

Следовательно, t xA1
32= . Определяем координаты точки B x x x xA A A A( / ; / ; )1 3 2 32 2 0− − . Заме-

тим, что BA xA0
3= . Поэтому угол ABA0 равен π / 4 .

Теперь определим абсциссу точки C. Интегрируя уравнения движения на втором участке, 
получаем при управлении u u1

1
1
2 1= = − :

x x t tC B
1 1

2 1= − −( ), 0 2
2 1= − −x t tB ( ).

Следовательно, t t xB2 1
2− = , x x x x xC B B A A

1 1 2 1 2= − = − . Заметим, что угол BCA1 равен π / 4.
Таким образом, в случае 3) оптимальная траектория представляет собой ломаную ABCO, 

представленную на рис. 4 полужирными отрезками. Стрелками указано направление движе-
ния. Время T3  движения по оптимальной траектории вычисляется по формуле

T AB
BC OC x x

xA A
A3

1 2
3

2 2 2
2

2
= + + =

+
+ .

Отметим, что такая траектория существует, если x xA A
2 3> .

В зависимости от начального состояния каждая из четырех найденных траекторий АО, 
АBO, АCO, АBCO может быть оптимальной. Поэтому нужно определить значение времени 
движения для каждой допустимой траектории и выбрать наименьшее:

	 T T T T T= min{ , , , }0 1 2 3 .	 (3.24)

В формуле (3.24) считаем, что время движения по недопустимой траектории равно +∞ .
Например, для начального состояния A( ; ; )5 3 2  получаем (приближенно)

T0 = 6.16 , T1 = 5.54, T2 = 5.62, T3 = 5.41.
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Значит, наименьшее время T = 5.41  достигается на траектории ABCO  с двумя переключения-
ми в точках B( . ; . ; )3 59 1 59 0  и  C( ; ; )2 0 0 . Для начального состояния A( ; ; )4 3 5  находим

T0 07= 7. , T1 = +∞, T2 05= 7. , T3 = +∞,

т.е. траектории ABO  и  ABCO  не существуют, а наименьшее время T = 7.05  достигается на 
траектории ACO  с одним переключением в точке C( . ; ; )0 63 0 0 .

Решение примера может быть получено, используя соображения геометрической оптики. 
Действительно, минимальную длину пути (соответственно наименьшее значение времени) 
дает луч света, исходящий из начального состояния и попадающий в начало координат после 
преломления на координатной плоскости Ox x1 2  или на оси абсцисс. Отношение синуса угла 
падения к синусу угла преломления равно отношению скоростей света в соответствующих 
средах.

Для траектории ABO  преломление происходит в точке B  на координатной плоскости. От-
ношение скоростей движения до и после преломления составляет 1 2: . Угол падения равен 
π / 2 0− ∠ABA , а угол преломления – π / 2 . Поэтому ∠ =ABA0 4π / . Эта величина была полу-
чена в случае 1).

Для траектории ACO  преломление происходит в точке C  на оси абсцисс. Отношение ско-
ростей движения до и после преломления составляет 1 2: . Угол падения равен π / 2 1− ∠ACA ,  
а угол преломления – π / 2. Поэтому ∠ =ABA1 3π / . Эта величина была получена в случае 2).

Для траектории ABCO  преломление происходит в точках B  и  C . Отношения скоростей 
движения до и после преломления равны 1 2:  в точке B  и  2 2:  в точке C . Отсюда находим, 
что ∠ =ABA0 4π /  и  ∠ =BCA1 4π / . Эти углы были получены в случае 3).

П р и м е р   2. Найти оптимальное управление в задаче быстродействия Фельдбаума А. А. [12]  
с дополнительными фазовыми ограничениями

	

 x t x t x t u t

u t

x t x t x t

1 2 2

2 1 2

1

5 2 0

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ,

( ) ( ) , ( ) ,

= =
≤

≥ − ≥ −

| |

≤≤ ≤

= = =
→

t T

x x x T

T

,

( ) . , ( ) . , ( ) ,

min.

1 2 20 4 5 0 0 5 0

	 (3.25)

Решение этой задачи без фазовых ограничений известно [4, 12]. Оптимальным для задан-
ных начальных условий является релейное управление с одним переключением:

u t( ) = −1, 0 ≤ ≤t τ; u t( ) = 1, τ ≤ ≤t T ,

где τ = +0 5 4 625. . , T = +0 5 2 4 625. . . Оптимальная фазовая траектория изображена на рис. 5 
полужирной кривой ABCDEO, а ограничения – прямыми. Допустимое множество состояний 
системы представляет собой тупой плоский угол BFE , ограниченный прямыми x x2 1 5= −  и 
x2 2= − , пересекающимися в точке F( ; )3 2− . Как видим, оптимальный процесс нарушает огра-
ничения – участки BC  и  DE  фазовой траектории находятся вне угла BFE .

Рис. 4. Траектория с последовательной активизацией двух ограничений.
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Полное исследование задачи Фельдбаума А. А. с одним линейным фазовым ограничением 
проведено в [13] на основе классических условий Дубовицкого – Милютина. Получим реше-
ние задачи (3.25) с двумя ограничениями путем исключения активных фазовых ограничений.

Учитывая решение задачи (3.25) без фазовых ограничений (см. рис. 5), составим план “ак-
тивизации” ограничений. На рис.  6 допустимое множество состояний (плоский угол BFE )  
не заштриховано. Начальное A( . ; . )4 5 0 5  и конечное O( ; )0 0  состояния лежат внутри угла BFE .  
Поэтому в начале и в конце процесса управления движение системы “свободное”, при этом 
оба фазовых ограничения – пассивные. Предполагаем, что в некоторый момент t1  становится 
активным первое ограничение x x2 1 5≥ − , т. е. состояние системы оказывается на прямой BF .  
Затем система “движется” по этой прямой некоторой точки C , которую достигает в момент 
времени t2. В этот момент времени система “сходит” с прямой BF  и продолжает “свободное” 
движение (без активных фазовых ограничений). “Свободное” движение заканчивается в мо-
мент t3  (в точке D ), когда система “попадает” на прямую FE, т. е. активным становится ограни-
чение x2 2≥ − . Далее, система передвигается “по ограничению” до точки E , которую достигает 
в момент t4. В этот момент система “покидает” ограничение и, оказавшись внутри допустимого 
множества, перемещается “свободно” до момента T  окончания движения в точке O.

Таким образом, предполагаем, что движение системы на промежутке [ , ]0 T  происходит по сле-
дующему плану: при t t∈[ ; ]0 1  система движется “свободно” (без активных фазовых ограниче-
ний); при t t t∈[ , ]1 2  система перемещается по прямой x x2 1 5= − , при t t t∈[ , ]2 3  происходит “сво-
бодное” движение; при t t t∈[ , ]3 4  – передвижение по прямой x2 2= − ; при t t T∈[ , ]4  движение 
системы опять “свободное”. Моменты переключений t1, t2, t3, t4  удовлетворяют неравенствам

	 0 1 2 3 4< < < < <t t t t T .	 (3.26)

Первое и  последнее неравенства строгие, поскольку промежутки “свободного” движения 
в начале и конце процесса управления ненулевые (по продолжительности). В случае t t1 2=  

Рис. 5. Оптимальная траектория без фазовых ограничений.

Рис. 6. Оптимальная траектория с фазовыми ограничениями.
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ограничение x x2 1 5≥ −  не становится активным и его можно удалить из плана “активиза-
ции”. Однако это неверно, так как оптимальная траектория без этого ограничения (дуга ABC  
на рис. 5) пересекает прямую x x2 1 5= − . Аналогично убеждаемся, что равенство t t3 4=  не-
возможно, поскольку ограничение x2 2≥ −  обязательно будет активным (дуга DEO  на рис. 5) 
и его нельзя удалить. Случай равенства t t2 3= , когда одно активное ограничение меняется на 
другое, рассмотрим позже.

Исключая активные фазовые ограничения, составляем задачу управления ГСПР. Напом-
ним, что нижний индекс у вектора состояния ГС указывает номер текущего промежутка вре-
мени или, что то же самое, количество уже совершившихся переключений.

На промежутке [ , ]t t1 2  выполняется тождество

	 x t x t2 1 5( ) ( )= − .	 (3.27)

Записываем уравнения движения системы (3.25) с учетом (3.27) и равенство  x t x t2 1( ) ( )= , ко-
торое получается при дифференцировании (3.27). Получаем

	 x t x t1 2( ) ( )=  ⇒  x t x t1 1 5( ) ( )= − ; x t u t2( ) ( )=  ⇒  u t x t( ) ( )= 

1  ⇒  u t x t( ) ( )= −1 5.

Следовательно, движение системы (3.25) на промежутке [ , ]t t1 2  описывается уравнениями

	 x t x t1
1

1
1 5( ) ( )= − ; u t x t1 1

1 5( ) ( )= − .	 (3.28)

Заметим, что система (3.28) одномерная. Переменная x2  исключена из уравнений. Тож-
дество (3.27) будет выполняться, если оно верно в момент времени t1. Чтобы обеспечить 
равенство x t x t2

1
1

1 5( ) ( )= − , записываем его как терминальное условие на предыдущем про-
межутке [ , ]0 1t :

	 x t x t0
2

1 0
1

1 5( ) ( )= − ,	 (3.29)

которое дополняем условием непрерывности траектории

	 x t x t1
2

1 0
1

1( ) ( )= .	 (3.30)

Условие (3.29) является промежуточным ограничением для ГС, а равенство (3.30) определяет 
переключение ГСПР в момент t1.

На промежутке [ , ]t t3 4  выполняется тождество

	 x t2 2( ) = − .	 (3.31)

Записываем уравнения движения системы (3.25) с учетом (3.31) и равенство x t2 0( ) = , которое 
получается при дифференцировании (3.31). Тогда

x t x t1 2( ) ( )=  ⇒  x t1 2( ) = − ; x t u t2( ) ( )=  ⇒  u t( ) = 0.

Следовательно, движение системы (3.25) на промежутке [ , ]t t3 4  описывается уравнениями

x t3
1 2( ) = − , u t3 0( ) = .

Равенство (3.31) в момент времени t3  обеспечиваем промежуточным ограничением x t2
1

3 2( ) = −  
и условием непрерывности x t x t3

1
3 2

1
3( ) ( )= .

На промежутках [ , ]0 1t , [ , ]t t2 3 , [ , ]t T4  уравнения движения систем (3.25) не меняются, а пе-
реключения в моменты t2, t4  происходят согласно уравнениям

	 x t x t2
1

2 1
1

2( ) ( )= , x t x t2
2

2 1
1

2 5( ) ( )= − ; x t x t4
1

4 3
1

4( ) ( )= , x t4
2

4 2( ) = − ,

которые следуют из условия непрерывности траектории системы (3.25).
Таким образом, задаче (3.25) с фазовыми ограничениями соответствует задача оптималь-

ного управления ГСПР:
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T

x x x T x T= = = =

                           (3.32)

                                            T → min.

Применяем для решения задачи (3.32) необходимые условия ГСПР (см. разд. 1.2). Для каждого 
промежутка непрерывного движения составляем функцию Понтрягина (1.9), записываем диффе-
ренциальные уравнения для вспомогательных функций и выражение для оптимального управления:

H x u0 0
1

0
2

0
2

0 0= + −ψ ψ λ , ψ0
1 0= , ψ ψ0

2
0
2= − , u0 0

2= sign ψ , t t∈[ , ]0 1 ,

H x1 1
1

1
1

05= ⋅ − −ψ λ( ) , ψ ψ0
1

1
1= − , u x1 1

1 5= − , | |x1
1 5 1− ≤ , t t t∈[ , ]1 2 ,

H x u2 2
1

2
2

2
2

2 0= + −ψ ψ λ , ψ2
1 0= , ψ ψ2

2
2
2= − , u2 2

2= sign ψ , t t t∈[ , ]2 3 ,

H3 3
1

02= ⋅ − −ψ λ( ) , ψ3
1 0= , u3 0= , t t t∈[ , ]3 4 ,

H x u4 4
1

4
2

4
2

4 0= + −ψ ψ λ , ψ4
1 0= , ψ ψ4

2
4
2= − , u4 4

2= sign ψ , t t T∈[ , ]4 .

Составляем функции Понтрягина (1.9) для переключений и записываем условия трансвер-
сальности для моментов переключений:

	 Н x1 1
1

0
1= ψ^ , { ( ) ( ) } ( )ψ λ ψ ψ λ λ λ δ ψ ψ δ1

2
1
2

0 0
1

0
1

0
2

0 2 1 1 0
1

1
1

1
15⋅ − − − + − + − + − +x x t x| | ψψ δ0

2
0
2 0x =

в момент t t= 1, где δ δx x0
1

0
2= , а вариация δt1  – любая;

( )Н x x2 2
1

1
1

2
2

1
1 5= + ⋅ −ψ ψ^ ,

{ [ ( ) ] } ( )ψ ψ λ ψ λ λ λ δ ψ ψ ψ δ2
2

2
2

2
2

0 1
1

1
1

0 3 2 2 1
1

2
1

2
25x x t+ − − ⋅ − − + − + − −| | xx1

1 0=

в момент t t= 2, где вариации δt2, δx1
1  – любые;

	 Н x3 3
1

3
1= ψ^ , { ( ) ( ) } ( )ψ λ ψ ψ λ λ λ δ ψ ψ δ ψ3

1
0 2

1
2
2

2
2

0 4 3 3 2
1

3
1

2
1

2
22⋅ − − − + − + − + − +x t x| | δδx2

2 0=

в момент t t= 3, где δx2
2 0= , а вариация δt3  – любая;

^ ( )Н x4 4
1

3
1

4
2 2= + ⋅ −ψ ψ ,

{ [ ( ) ] } ( )ψ ψ λ ψ λ λ λ δ ψ ψ δ ψ4
1

4
2

4
2

0 3
1

0 5 4 4 3
1

4
1

3
1

3
12x t x+ − − ⋅ − − + − + − +| | δδx3

2 0=

в момент t t= 4, где δx3
2 0= , а вариации δt4, δx3

1  – любые;
^ ( )Н x4 4

1
3
1

4
2 2= + ⋅ −ψ ψ ,
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{ [ ( ) ] } ( )ψ ψ λ ψ λ λ λ δ ψ ψ δ ψ4
1

4
2

4
2

0 3
1

0 5 4 4 3
1

4
1

3
1

3
12x t x+ − − ⋅ − − + − + − +| | δδx3

2 0=

в момент t t= 4, где δx3
2 0= , а вариации δt4, δx3

1  – любые. Упрощаем полученные условия, 
учитывая уравнения переключений и промежуточные ограничения:

	

ψ ψ λ λ ψ ψ ψ

ψ ψ λ λ
0
2

0
2

0
2

2 1 1
1

0
1

0
2

1

2
2

2
2

2
2

3 2

0⋅ − + − = − = =

− + + −

x t t

x

| |

| |
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== − = =
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0 0

1
1

2
1

2
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2

2
2

4 3 2
1

3
1

3

4
2

5

, , ,

, , ,

ψ ψ ψ

ψ λ λ ψ ψ

ψ λ

t t

t t| |

| | −− = − = =λ ψ ψ4 3
1

4
1

40 0, , .t t 	

(3.33)

В конечный момент времени T  из условия трансверсальности получаем

	 − + − =ψ ψ λ4
1

4
2

4
2

0 0x | |  ⇒  | |ψ λ4
2

0= .	 (3.34)

Осталось записать условия дополняющей нежесткости:

	 λ1 1 0( )− =t , λ2 1 2 0( )t t− = , λ3 2 3 0( )t t− = , λ4 3 4 0( )t t− = , λ5 4 0( )t T− = , 	 (3.35)

а также условие неотрицательности λi ≥ 0, i = 0 1 5, ,..., .
Будем решать систему уравнений (3.33) – (3.35). В случае (3.26), когда моменты переключе-

ний не совпадают, из условий (3.35) следует, что все множители Лагранжа, за исключением λ0,  
равны нулю. Поэтому можно взять λ0 1= . При этом уравнения (3.33), (3.34) принимают вид

ψ ψ0
2

0
2

0
2 0⋅ − =x | | , ψ ψ ψ1

1
0
1

0
2− = , t t= 1,

− + =ψ ψ2
2

2
2

2
2 0x | | , ψ ψ ψ1

1
2
1

2
2− = , t t= 2,

| |ψ2
2 0= , ψ ψ2

1
3
1 0− = , t t= 3,

| |ψ4
2 0= , ψ ψ3

1
4
1 0− = , t t= 4,

| |ψ4
2 1= .

На последнем промежутке времени [ , ]t T4  из условия | |ψ4
2

4 0( )t =  следует, что ψ4
2

4 0( )t = .  
Поэтому функция ψ4

2( )t  имеет постоянный знак при t t T∈( , )4 . Она либо убывает, либо воз-
растает, согласно уравнению ψ ψ4

2
4
1= − = const. Значит, управление u4  постоянно. Однако 

если u4 1= − , то будет нарушено ограничение x2 2≥ − . Потому u t4 1( ) =  при t t T∈[ , ]4 . Тогда 
фазовая траектория OE  имеет вид x x4

1
4
2 20 5= . ( ) , начинается в точке E( ; )2 2−  и заканчивается 

в начале координат O( ; )0 0 . Время движения на этом участке T t− =4 2.
На промежутке времени [ , ]t2 3  из условия | |ψ2

2
3 0( )t =  следует, что ψ2

2
3 0( )t = . Поэтому функ-

ция ψ2
2( )t  имеет постоянный знак при t t t∈( , )2 3 . Она либо убывает, либо возрастает, согласно 

уравнению ψ ψ2
2

2
1= − = const. Значит, управление u2  постоянно. Причем u2 1= −  при t t t∈( , )2 3 ,  

поскольку скорость движения на этом промежутке убывает, так как x t x t2
2

2 2
2

3 2( ) ( )> = − . Заме-
тим, что u t2 2 1( ) = − , поэтому ψ2

2
2 0( )t < , тогда

− + =ψ ψ2
2

2 2
2

2 2
2

2 0( ) ( ) ( )t x t t| |  ⇒  − + =ψ2
2

2 2
2

2 1 0( )[ ( ) ]t x t  ⇒  x t2
2

2 1( ) = − .

Значит, x t2
1

2 4( ) = , поскольку состояние системы в момент t2  находится на прямой x x2 1 5= − .  
Фазовая траектория CD, соответствующая управлению u2 1= −  и  проходящая через точку 
C( ; )4 1− , имеет вид x x2

1
2
2 24 5 0 5= −. . ( ) . Она начинается в точке C  и заканчивается на прямой 

x2 2= −  в точке D( . ; )2 5 2− . Время движения по этому участку t t3 2 1− = .
На отрезке DE  уравнение движения x3

1 2= − . Поэтому x t t t3
1

32 5 2( ) . ( )= − − , t t t∈[ ; ]3 4 . Время 
движения по этому участку t t4 3 0 25− = . . На участке BC  движение описывается уравнением 
x x1
1

1
1 5= − , причем в момент t2  система находится в точке C , т. е. абсцисса x t1

1
2 4( ) = . Сле-

довательно, x t et t
1
1 5 2( ) = − − , u t et t

1
2( ) = − − , t t t∈[ , ]1 2 . Заметим, что x t1

1
1 5( ) < , значит, x t0

1
1 5( ) <  и 

x t0
2

1 0( ) < .
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Определим знак ψ0
2  в момент переключения t1. Если ψ0

2
1 0( )t > , то из условия трансверсаль-

ности имеем ψ0
2

1 0
2

1 1 0( )[ ( ) ]t x t − = . Значит, x t0
2

1 1( ) = , что противоречит полученному выше ус-
ловию отрицательности: x t0

2
1 0( ) < . Если ψ0

2
1 0( )t < , то ψ0

2
1 0

2
1 1 0( )[ ( ) ]t x t + = . Следовательно, 

x t0
2

1 1( ) = − , тогда x t0
1

1 4( ) = . В  этом случае t t1 2= , что противоречит предположению t t1 2< .  
Таким образом, ψ0

2
2 0( )t = . Учитывая, уравнение ψ ψ0

2
0
1= − = const, делаем вывод, что функция 

ψ0
1  имеет постоянный знак на промежутке ( ; )0 1t . Значит, управление постоянно: либо u0 1= − ,  

либо u0 1= . В последнем случае скорость x t0
2( )  возрастает, поэтому x t0

2
1 0( ) > , что противоречит ус-

ловию отрицательности: x t0
2

1 0( ) < . Фазовая траектория AB, соответствующая управлению u0 1= −  
и проходящая через точку A( . ; . )4 5 0 5 , имеет вид x x0

1
0
2 24 625 0 5= −. . ( ) . Она начинается в точке A  

и заканчивается на прямой x x2 1 5= −  в точке B( . ; . )4 5 0 5− . Время движения по этому участку t1 1= .
Вычисляем время движения по траектории ABCDEO . Время перемещения по отрезку BC  

определяется из условия x t1
1

1 4 5( ) .= , т. е. x t et t
1
1

1 5 4 51 2( ) .= − =− . Следовательно, t t2 1 2− = ln . 
Суммируя время движения по всем участкам, получаем T = +4 25 2. ln .

Решение задачи получено при условиях (3.26). Ранее было показано, что все неравенства 
в (3.26) обязательно строгие, за исключением, быть может, случая t t2 3= . Следовательно, тра-
ектория проходит через точку )2;3( −F  пересечения прямых x x2 1 5= −  и  x2 2= − . Тогда в точке 
F  управление u2 3 5 2= − = − , что противоречит ограничению | |u ≤ 1. Значит, t t2 3≠ , т. е. t t2 3< .

Таким образом, траектория с четырьмя моментами переключений является оптимальной. 
Наименьшее время достижения начала координат T = +4 25 2. ln .

Заключение. Предлагаемый подход для решения задач оптимального управления непре-
рывными системами с  фазовыми ограничениями вполне эффективен, хотя и  громоздкий. 
Методика применения необходимых условий оптимальности гибридных систем аналогична 
использованию принципа максимума для непрерывных систем. Трудно формализуемым ме-
стом предлагаемого подхода является процедура планирования порядка активизации фазо-
вых ограничений. Решающую роль при этом играют практические представления о характере 
оптимального процесса. Если таких представлений нет, то приходится рассматривать разные 
планы «активизации» фазовых ограничений, что, разумеется, усложняет решение задачи.

Разработанный метод исключения активных фазовых ограничений можно применять не 
только для непрерывных систем. Он распространяется на задачи оптимального управления 
непрерывно-дискретными и гибридными системами с фазовыми ограничениями. При этом 
методика замены фазовых ограничений на промежуточные ограничения для гибридной си-
стемы переменной размерности остается неизменной.
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Метод решения классической транспортной задачи в целочисленной  постановке, основанный на де-
композиции исходной задачи на последовательность двумерных задач с пересчетом коэффициентов 
целевых функций, успешно применяется в случае дополнительных пунктов производства и потребле-
ния. Представлен подробный анализ задач с нелинейными стоимостями перевозок для дополнитель-
ных пунктов.
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Previously, a method was proposed for solving the classical transport problem in an integer formulation, based on 
the decomposition of the original problem into a sequence of two-dimensional problems with recalculation of the 
coefficients of the objective functions. The method was then extended to cover additional points of production 
and consumption. This paper considers the case when transportation costs for additional points are proportional 
to arbitrary powers of the transportation volume.

Keywords: transportation problem, decomposition, generalized suppliers and consumers

Введение. Известные алгоритмы решения транспортных задач основаны на методе улучше-
ния плана в линейном программировании [1,2]. Однако распространение на более широкие 
транспортные постановки сопровождается трудностями. В [3] предложен декомпозиционный 
метод решения классической транспортной задачи. Основой для этого метода являются под-
ходы для оптимизации сетевых задач [4–6]. В [7] эти идеи используются для решения транс-
портной задачи с дополнительными пунктами производства и потребления (со складами), для 
которых установлены квадратичные штрафы. В настоящей работе указанные подходы распро-
страняются на нелинейные зависимости.
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1. Постановка задачи. Имеется, как и в классической транспортной задаче, m пунктов про-
изводства и n пунктов потребления. В каждом i-м пункте производства задан объем производ-
ства a i mi, ,� = 1 , в каждом j-м – объем потребления b j nj , ,� = 1 . Кроме того, существуют еще n  
дополнительных пунктов производства. Каждый j-й дополнительный пункт производства мо-
жет поставлять свою продукцию только j-му пункту потребления. Объем производства в до-
полнительных пунктах производства не ограничен. Имеется также m дополнительных пунктов 
потребления. Каждому i-му дополнительному пункту потребления продукцию может постав-
лять только i-й обычный пункт производства. Объем потребления в дополнительных пунктах 
не ограничен. Указанные промежуточные пункты можно интерпретировать как склады.

Стоимость перевозки из j-го дополнительного пункта производства пропорциональна pj – 
степени от объема производства. Стоимость перевозки в i-й дополнительный пункт потре-
бления пропорциональна ri – степени от объема перевозки. Необходимо минимизировать 
суммарные затраты на перевозки.

Формальная запись задачи имеет вид

j

n

ij i ix y a i m
=

∑ + = =
1

1, , ,� �                                                               (1.1)

	

i

m

ij j jx w b j n
=
∑ + = =

1

1, , ,� �                                                              (1.2)

i

m

j

n

ij ij
i

m

i i
r

j

n

j j
p

c x d y e wi j

= = = =
∑∑ ∑ ∑+ + →

1 1 1 1

� min,                                                (1.3)

x y w c d eij i j ij i j≥ ≥ ≥ ≥ −0 0 0 0, , , , ,� � � � � � � � � целые.                                          (1.4)

Здесь xij – количество продукта, перевозимого из пункта j в пункт i; yi – количество продукта, 
доставляемого в дополнительный j-й пункт потребления; wj – количество продукта, вывози-
мого из дополнительного j-го пункта производства. Кроме того, будем считать cij четными 
числами, что не ограничивает общности рассмотрения.

2. Метод решения задачи. 2.1. П е р в ы й   э т а п. Сформируем m + n одномерных задач. 
Первые m одномерных задач имеют вид ( i m= 1,  – фиксировано):

	
j

n

ij i ix y a
=

∑ + =
1

� ,                                                                  (2.1)

	

j

n

ij ij i i
rc x d y i

=
∑ + →

1

1 min,                                                            (2.2)

	 c a bij
ij

ij i j ij i
1

2
0 0= ≤ ≤ ( ) ≥ −

c
x min x y целые., , , ,� � � �                                 (2.3)

Вторые n оптимизационных задач с одним ограничением запишем как (j фиксировано):

	
i

m

ij j jx w b
=
∑ + =

1

� ,                                                                 (2.4)

	
i

m

ij ij j j
p

c x e w j

=
∑ + →

1

2 min,                                                          (2.5)

	 c a bij
ij

ij i j
2

2
0= ≤ ≤ ( )c

x min, , .� �                                                   (2.6)

Здесь x wij j, � ≥ 0  – целые.
Задачи (2.1)–(2.3) решаются следующим образом. Сравниваем di с  c c

ij j
ij* min1 1=  (i фиксиро-

вано). Если d ci ij
> *

1 , то полагаем x a b
ij i j* *min( , )= � � . При b a

j i* <  сравниваем di  с  c c
ij j j

ij**
*

min1 1=
≠

.  

Если d ci ij
> **

1 , то полагаем x a b b
ij i j j** * **min( , )= − � �  и т. д. Если имеет место неравенство d ci ij

≤ *
1  
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(сразу или после нескольких назначений линейных переменных), то ищется целочисленный 
минимум выражения d y c a b yi i

r

ij i j i
i + ( ) −* *min( , )� � .

Обозначим через yi
*  оптимальное значение yi . Тогда, очевидно, x a b y

ij i j i* *min( , ) *= −� � . 
Если при этом (2.1) не является равенством, то далее задачи (2.1)–(2.3) решаются как линей-
ные (см., например, [3]). Задачи вида (2.4)–(2.6) решаются вполне аналогичным образом.

Пусть все m n+  задач вида (2.1)–(2.3) и (2.4)–(2.6) решены. Если объединение оптималь-
ных решений всех m n+  задач является допустимым решением исходной задачи (1.1)–(1.4), 
то, очевидно, тем самым получено оптимальное решение задачи (1.1)–(1.4). Если оптималь-
ное решение задачи (1.1)–(1.4) не получено, то начинаем итерационный циклический про-
цесс решения m x n��  оптимизационных задач с двумя ограничениями.

2.2. В т о р о й   э т а п. Первая двумерная задача имеет вид:

	
j

n

jx y a
=

∑ + =
1

1 1 1� ,                                                                  (2.7)

	
i

m

ix w b
=
∑ + =

1
1 1 1� ,                                                                   (2.8)

	
j

n

j j
i

m

i i
p rc x c x e w d y

= =
∑ ∑+ + + →

1
1
1

1
1

1
2

1 1 1 1 1
1 1 min,                                          (2.9)

	 0 ≤ ≤ ( )x minij i ja b, .                                                           (2.10)

Здесь x y wij i, ,� �≥ ≥0 01  – целые.
Задача (2.7)–(2.10) решается следующим образом. Единственной общей переменной в (2.7) 

и  (2.8) является x11. Поэтому решение задачи (2.7)–(2.10) зависит от соотношения между 
c c c11 11

1
11
2= + �  и другими коэффициентами в целевой функции (2.9).

Пусть

c c c c e c d d e
i j

j i j i11
1

1
1

1
2

1
1

1 1
2

1 1 1< + + + +( )
≠

min , , , .
,

� �                                       (2.11)

Тогда, очевидно, что в оптимальном решении задачи (2.7)–(2.10) x a b11 1 1= ( )min , , после чего 
задача (2.7)–(2.10) распадается на две одномерные, рассмотренные выше.

Определим новые значения c11
1  и  c11

2 � следующим образом. Возьмем целочисленные зна-
чения c11

1  и  c11
2 , подчиняющиеся условиям c d c e11

1
1 11

2
1≤ ≤, . Пусть c c

i j
j11

1
1
1< +

≠
min(
,

+ + + + = +c c e c d d e d ei j i1
2

1
1

1 1
2

1 1 1 1 1, , , )� �
+ + + + = +c c e c d d e d ei j i1

2
1
1

1 1
2

1 1 1 1 1, , , )� � . Очевидно, что тогда c d c e11
1

1 11
2

1= =, . При новых значениях c11
1  и  c11

2 � объ-
единение оптимальных решений соответствующих одномерных задач будет совпадать с опти-
мальным решением задачи (2.7)–(2.10).

Допустим, что c c c c e c d d e
i j

j i j i11
1

1
1

1
2

1
1

1 1
2

1 1 1> + + + +( )
≠

min , , ,
,

� � . Тогда, исключив общую перемен-

ную, решаются две одномерные задачи. Далее вычисляются следующие величины:

∆u d y y e w w
r r p p

0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1= ( ) − −( )





+ ( ) − −( )





* * * * ,

∆u d y y c
r r

i1 1 1 1 1
21 1

1= ( ) − −( )





+* *
* ,

∆u e w w c
p p

j2 1 1 1 1
11 1

1= ( ) − −( )





+* *
*,

∆u c c
j i3 1

1
1

2= +* * .

Здесь y w1 1
* *, �  – значения переменных y w1 1,  в оптимальных решениях одномерных задач без x11, 

а  c c
j i1

1
1

2
* *, �  – максимальные коэффициенты при положительных значениях переменных x xj i1 1, .�

Если max
0 3

3
≤ ≤

=
k

ku u∆ ∆  и  c c c
j i11 1

1
1

2> +* *� , то двумерная задача решена. При этом c c
j11

1
1
1≥ *  и 

c c
i11

2
1

2≥ * . Если max
0 3

3
≤ ≤

=
k

ku u∆ ∆  и  c c c
j i11 1

1
1

2= +* *� , то, обозначив через x
j1 *

*  и  x
i*
*

1
значения соот-
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ветствующих переменных в оптимальных решениях одномерных задач, в двумерную задачу 
запишем ограничения

x x x x x x c c
j j i i j1 11 1 1 11 1

1
11
1

1
1

* * * * *
* , ,+ = + = =� �  и  c c

i11
2

1
2= * .

Если max
0 3

3
≤ ≤

=
k

ku u∆ ∆  и  c c c
j i11 1

1
1

2< +* *� , то x11  увеличивается на min ,* *x x
j i1 1
� �( )  (или до своего 

максимума). Если при этом x11  достигает максимума, то решение двумерной задачи оконче-
но и  c c c c

j i11
1

1
1

11
2

1
2≤ ≤* *, � . В противном случае пересчитываются ∆u kk , ,� �= 0 3, и процесс решения 

продолжается.
Если max

0 3
2

≤ ≤
=

k
ku u∆ ∆ , то при c u11 2> ∆  решение двумерной задачи окончено и  c c

j11
1

1
1≥ *,  

c e w w
p p

11
2

1 1 1
1 1

1≥ ( ) − −( )





* * . При c u11 2= ∆  полагаем c c c
j11

1
1
1

11
2= =* , � = ( ) − −( )





e w w
p p

1 1 1
1 1

1* * . При 

c u11 2< ∆  увеличивается x11, а  w1  и  x
j1 *  уменьшаются до момента, когда ∆u2  перестает быть 

максимумом. Затем пересчитываются все ∆uk  и процесс решения продолжается.
Если max

0 3
1

≤ ≤
=

k
ku u∆ ∆ , то при c u11 1> ∆  решение двумерной задачи окончено и 

c d y y c c
r r

i11
1

1 1 1 11
2

1
21 1

1≥ ( ) − −( )





≥* * , *� . При c u c d y y
r r

11 1 11
1

1 1 1
1 1

1= = ( ) − −( )





∆ � � � � * * , �c c
i11

2
1

2= * . При 

c u11 1< ∆  все аналогично случаю c u11 2< ∆ .
Если max

0 3
0

≤ ≤
=

k
ku u∆ ∆  и  c u11 0< ∆ , то y1

*  и  w1
*  уменьшаются, а  x11  увеличивается до потери 

∆u0  статуса максимума. Далее все ∆uk  пересчитываются и процесс решения продолжается.
Так же, как и в линейном случае [3], имеет место монотонное возрастание суммы значе-

ний целевых функций в оптимальных решениях всех m n+  одномерных задач в циклическом 
процессе решения двумерных задач и их разъединения на одномерные задачи. Сумма эта, оче-
видно, ограничена сверху, процесс – целочисленен, следовательно, за конечное число шагов 
достигается предел. Точно так же, как и в линейном случае [3], если объединение оптималь-
ных решений одномерных задач (в предельном состоянии) является допустимым решением 
исходной задачи (1.1)–(1.4), то оно выступает ее оптимальным решением. В противном слу-
чае, как и в [3], образуются обобщенные производители и потребители.

3. Пример. Рассмотрим транспортную задачу с дополнительными пунктами потребления 
и производства со степенной зависимостью от объема производства и потребления в допол-
нительных пунктах. Ограничения и целевую функцию запишем следующим образом:

x x x y11 12 13 1 10+ + + = ,

x x x y21 22 23 2 20+ + + = ,

x x x y31 32 33 3 30+ + + = ,

x x x w11 21 31 1 6+ + + = ,

x x x w12 22 32 2 22+ + + = ,

x x x w13 23 33 3 32+ + + = ,

8 12 18 16 20 18 2 16 1811 12 13 1
2

21 22 23 2
3

31 32x x x y x x x y x x+ + + + + + + + + +

+ + + + + →20 3 2 333 3
3

1
2

2
3

3
3x y w w w min.

3.1. П е р в ы й   э т а п. 3. 1. 1. Первая одномерная задача:
x x x y11 12 13 1 10+ + + = ,

4 6 911 12 13 1
2x x x y+ + + → min .

Здесь c d11
1

1> , поэтому ищем целочисленный минимум выражения y y1
2

14 10+ −( ):
min
y

y y
1 0

1
2

14 10
≥

+ −( )



,

′ ( ) = − =f y y1 12 4 0,
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y1 2= ,

x x11 126 2= =, � .

3. 1. 2. Вторая одномерная задача:

x x x y21 22 23 2 20+ + + = ,

8 10 9 221 22 23 2
3x x x y+ + + → min.

Здесь c d21
1

2> , поэтому вычисляем целочисленный минимум 2 8 202
3

2y y+ −( ):
min
y

y y
2 0

2
3

22 8 20
≥

+ −( )



,

′ ( ) = − =f y y2 2
26 8 0,

y2
2

3
= .

Целочисленный минимум достигается при y2 1= :

x x21 226 13= =, � .

3. 1. 3. Третья одномерная задача:

x x x y31 32 33 3 30+ + + = ,

8 9 10 331 32 33 3
3x x x y+ + + → min.

Здесь c d31
1

1> , ищем целочисленный минимум:

min
y

y y
3 0

3
3

33 8 30
≥

+ −( )



,

′ ( ) = − =f y y3 3
29 8 0,

y3
2 2

3
= .

Целочисленный минимум достигается при y3 1= :

x x x31 32 336 22 1= = =, ,� � .

3. 1. 4. Четвертая одномерная задача:

x x x w11 21 31 1 6+ + + = ,

4 8 811 21 31 1
2x x x w+ + + → min.

Здесь c e11
2

1> , находим минимум выражения w w1
2

14 6+ −( ):
min
w

w w
1 0

1
2

14 6
≥

+ −( )



,

′ ( ) = − =f w w1 12 4 0,

w1 2= ,

x x x11 21 314 0 0= = =, ,� � .

Далее решать одномерные задачи не имеет смысла, так как, например, в третьей задаче 
x31 6= , а в четвертой x31 0= .
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3.2. В т о р о й   э т а п. 3. 2. 1. Первая двумерная задача:

x x x y11 12 13 1 10+ + + = ,

x x x w11 21 31 1 6+ + + = ,

8 6 9 8 811 12 13 21 31 1
2

1
2x x x x x y w+ + + + + + →� min.

Здесь c d e11 1 1> + , поэтому решаются две одномерные задачи.
3. 2. 1. 1. Первая одномерная задача:

x x y12 13 1 10+ + = ,

6 912 13 1
2x x y+ + → min.

Здесь c d12
1

1> , поэтому вычисляем минимум:

min
y

y y
1 0

1
2

16 10
≥

+ −( )



 ,

′ ( ) = − =f y y1 12 6 0,

y1 3= ,

x x12 137 0= =, � .

3. 2. 1. 2. Вторая одномерная задача:

x x w21 31 1 6+ + = ,

8 821 31 1
2x x w+ + → min.

Здесь c e21
2

1> , ищем минимум:

min
w

w w
1 0

1
2

18 6
≥

+ −( )



,

′ ( ) = − =f w w1 12 8 0,

w1 4= ,

x x21 31 2+ =� ,

∆u0 1 9 4 1 16 9 12= −( ) + −( ) = ,

∆u1 5 8 13= + = ,

∆u2 7 6 13= + = ,

∆u3 6 8 14= + = .

Здесь c u11 3< ∆ , поэтому x x x11 21 312 0 0= = =, ,� � , x y w12 1 15 3 4= = =, ,� � :

∆u0 1 9 4 1 16 9 12= −( ) + −( ) = ,

∆u1 5 0 5= + = ,



ЛОБАНЦОВ и др.

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 5 2024

96

∆u2 7 6 13= + = ,

∆u3 6 0 6= + = .

Здесь c u11 2< ∆ , поэтому x11  увеличивается за счет x12  и  w1:

x x w y11 12 1 13 4 3 3= = = =, , ,� � � ,

∆u0 1 9 4 1 9 4 10= −( ) + −( ) = ,

∆u1 5 0 5= + = ,

∆u2 5 6 11= + = ,

∆u3 6 0 6= + = .

Снова c u11 2< ∆ , поэтому x x w y11 12 1 14 3 2 3= = = =, , ,� � � :

∆u0 5 3 8= + = ,

∆u1 5 0 5= + = ,

∆u2 3 6 9= + = ,

∆u3 6 0 6= + = .

Снова c u11 2< ∆ , поэтому x x w y11 12 1 15 2 1 3= = = =, , ,� � � :

∆u0 5 1 6= + = ,

∆u1 5 0 5= + = ,

∆u2 1 6 7= + = ,

∆u3 6 0 6= + = .

Здесь c u11 2> ∆ , поэтому решение второй одномерной задачи окончено.
3. 2. 2. Вторая двумерная задача:

x x x y11 12 13 1 10+ + + = ,

x x x w12 22 32 2 22+ + + = ,

6 12 9 10 9 211 12 13 22 32 1
2

2
3x x x x x y w+ + + + + + →� min.

Имеем c d e12 1 212 3= > + = , поэтому сначала x12  исключается и решаются две одномерные задачи.
3. 2. 2. 1. Первая одномерная задача:

x x y11 13 1 10+ + = ,

6 911 13 1
2x x y+ + → min.

Здесь c d11
1

1> , поэтому находим минимум:

y y1
3

16 10+ −( ),
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′ ( ) = − =f y y1 1
23 6 0,

y1
2 2= ,

y1 2= .

Целочисленный минимум достигается при y1 1= . При этом x x11 136 3= =, � .
3. 2. 2. 2. Вторая одномерная задача:

x x w22 32 2 22+ + = ,

10 9 222 32 2
3x x w+ + → min.

Имеем c e32 2> , поэтому отыскиваем целочисленный минимум:

2 9 222
3

2w w+ −( ),

′ ( ) = − =f w w2 2
26 9 0,

w2
2 1 5= . ,

w2 1 5= . .

Целочисленный минимум достигается при w2 1= . При этом x x32 2221 0= =, � � :

∆u0 1 1 0 2 1 0 3= −( ) + −( ) = ,

∆u1 1 1 0 9 10= −( ) + = ,

∆u2 2 1 0 9 11= −( ) + = ,

∆u3 9 9 18= + = .

Здесь 12 1812 3= < =c u∆ , поэтому x12 21 3 3= ( ) =min , � . Имеем x x x12 11 133 6 0= = =, , ,� � �  � � � � � � �y x x w1 22 32 21 0 18 1= = = =, , ,  
� � � � � � �y x x w1 22 32 21 0 18 1= = = =, , , :

∆u0 3= ,

∆u1 1 9 10= + = ,

∆u2 2 6 8= + = ,

∆u3 9 6 15= + = .

Здесь 12 1512 3= < =c u∆ , поэтому x12  увеличивается на min , ;9 6 6 912� �( ) = =x . Имеем x x x12 11 139 0 0= = =, , ,� � � 
x x x12 11 139 0 0= = =, , ,� � � � � � � � � �y x x w1 22 32 21 0 12 1= = = =, , , :

∆u0 3= ,

∆u1 1 1 0 9 10= −( ) + = ,

∆u2 2 0 2= + = ,

∆u3 0 9 9= + = .
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Здесь 12 1012 1= > =c u∆ . Решение двумерной задачи окончено. При этом c c12
1

12
23 9= =, � � .

3. 2. 3. Третья двумерная задача:

x x x y11 12 13 1 10+ + + = ,

x x x w13 23 33 3 32+ + + = ,

6 3 18 9 10 311 12 13 23 33 1
3

3
3x x x x x y w+ + + + + + →� min.

Здесь c d e13 1 3> + , поэтому решаются две одномерные задачи.
3. 2. 3. 1. Первая одномерная задача:

x x y11 12 1 10+ + = ,

6 311 12 1
3x x y+ + → min.

Здесь c d12 1> , поэтому находим минимум:

y y1
3

13 10+ −( ),

′ ( ) = − =f y y1 1
23 3 0,

y1 1= .

Тогда x12 9= . Первая одномерная задача решена.
3. 2. 3. 2. Вторая одномерная задача:

x x w23 33 3 32+ + = ,

9 10 323 33 3
3x x w+ + → min.

Здесь c e23 3> , поэтому вычисляем минимум:

3 9 303
3

3w w+ −( ),

′ ( ) = − =f w w3 3
29 9 0,

w3 1= ,

x x23 3320 11= =, � � ,

∆u0 1 1 0 3 1 0 4= −( ) + −( ) = ,

∆u1 1 1 0 10 11= −( ) + = ,

∆u2 3 1 0 3 6= −( ) + = ,

∆u3 6 11 17= + = .

Здесь 18 1713 3= > =c u∆ , поэтому двумерная задача решена: c c13
1

13
27 11= =, � .

3. 2. 4. Четвертая двумерная задача:

x x x y21 22 23 2 20+ + + = ,
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x x x w11 21 31 1 6+ + + = ,

0 16 10 9 8 211 21 22 23 31 2
3

1
3x x x x x y w+ + + + + + →� min.

Здесь 16 321 2 1= > + =c d e , поэтому решаются две одномерные задачи.
3. 2. 4. 1. Первая одномерная задача:

x x y22 23 2 20+ + = ,

10 9 222 23 2
3x x y+ + → min.

Здесь c d23 2> , поэтому ищем минимум:

2 9 202
3

2y y+ −( ),

′ ( ) = − =f y y2 2
26 9 0,

y2
2 1 5= . ,

y2 1 5= . .

Целочисленный минимум достигается при y x x2 23 221 19 0= = =, ,� � .
3. 2. 4. 2. Вторая одномерная задача:

x x w11 31 1 6+ + = ,

0 811 31 1
3x x w+ + → min.

Здесь 0 111
2

1= < =c e , поэтому x x w11 31 16 0 0= = =, , :� � :

∆u0 2 1 0 0 2= −( ) + = ,

∆u1 2 1 0 0 2= −( ) + = ,

∆u2 0 9 9= + = ,

∆u3 0 9 9= + = .

Здесь 16 921 3= > =c u∆ , поэтому двумерная задача решена:

x x x y x x21 22 23 2 11 310 0 19 1 6 0= = = = = =, , , , ,� � � � � ,

w c c1 21
1

21
20 12 4= = =, ,� � .

3. 2. 5. Пятая двумерная задача:

x x x y21 22 23 2 20+ + + = ,

x x x w12 22 32 2 22+ + + = ,

12 20 9 9 9 2 221 22 23 12 32 2
3

2
3x x x x x y w+ + + + + + →� min.

Здесь c d e22 2 2> + , поэтому решаются две одномерные задачи.
3. 2. 5. 1. Первая одномерная задача:

x x y21 23 2 20+ + = ,
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12 9 221 23 2
3x x y+ + → min.

Здесь c d23
1

2> , поэтому отыскиваем минимум:

2 9 202
3

2y y+ −( ),

′ ( ) = − =f y y2 2
26 9 0,

y2
2 1 5= . ,

y2 1 5= . .

Целочисленный минимум достигается при y2 1= :

x x23 2119 0= =, � � .

3. 2. 5. 2. Вторая одномерная задача:

x x w12 32 2 22+ + = ,

9 9 212 32 2
3x x w+ + → min.

Здесь c c e12 32 2= > , поэтому находим минимум:

2 9 102
3

2w w+ −( ),

′ ( ) = − =f w w2 2
26 9 0,

w2
2 1 5= . ,

w2 1 5= . .

Целочисленный минимум достигается при w2 1= ::

x x12 3210 11= =, � ,

∆u0 2 1 0 2 1 0 4= −( ) + −( ) = ,

∆u1 2 1 0 9 11= −( ) + = ,

∆u2 2 1 0 9 11= −( ) + = ,

∆u3 9 9 18= + = .

Здесь 20 1822 3= > =c u∆ , поэтому пятая двумерная задача решена:

x x x y x x21 22 23 2 12 320 0 19 1 10 1= = = = = =, , , , ,� � � � � ,

w c c2 22
1

22
21 10 10= = =, ,� � .

3. 2. 6. Шестая двумерная задача:

x x x y21 22 23 2 20+ + + = ,

x x x w13 23 33 3 32+ + + = ,
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12 10 18 11 10 2 321 22 23 13 33 2
3

3
3x x x x x y w+ + + + + + →� min.

Здесь 18 523 2 3= > + =c d e , поэтому решаются две одномерные задачи.
3. 2. 6. 1. Первая одномерная задача:

x x y21 22 2 20+ + = ,

12 10 221 22 2
3x x y+ + → min.

Здесь c d22
1

2> , поэтому отыскиваем минимум:

2 10 202
3

2y y+ −( ),

′ ( ) = − =f y y2 2
26 10 0,

y2
2 5

3
= ,

y2
5
3

= .

Целочисленный минимум достигается при y2 1= :

x x22 2119 0= =, � .

3. 2. 6. 2. Вторая одномерная задача:

x x w13 33 3 32+ + = ,

11 10 313 33 3
3x x w+ + → min.

Здесь c e32
2

3> , поэтому ищем минимум:

3 10 303
3

3w w+ −( ),

′ ( ) = − =f w w3 3
29 10 0,

w3
2 10

9
= ,

w3
10
9

= .

Целочисленный минимум достигается при w3 1= ::

x x33 1330 1= =, � ,

∆
u0 2 1 0 3 1 0 5= −( ) + −( ) = ,

∆
u1 2 1 0 11 13= −( ) + = ,

∆
u2 3 1 0 10 13= −( ) + = ,

∆u3 10 11 21= + = .

Здесь c u23 3< ∆и3, следовательно x x x x23 22 13 331 18 0 30= = = =, , , :� � � :

∆
u0 5= ,
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∆
u1 2 1 0 10 12= −( ) + = ,

∆
u2 3 1 0 10 13= −( ) + = ,

∆u3 10 10 20= + = .

Снова c u23 3< ∆и3, следовательно x x x x23 22 13 3319 0 0 12= = = =, , ,� � � . Здесь x23  достигло максимума, 
поэтому шестая двумерная задача решена:

x x x y x x21 22 23 2 13 330 0 19 1 0 12= = = = = =, , , , ,� � � � � ,

w c c3 23
1

23
21 9 9= = =, ,� � .

3. 2. 7. Седьмая двумерная задача:

x x x y31 32 33 3 30+ + + = ,

x x x w11 21 31 1 6+ + + = ,

16 9 10 0 4 331 32 33 11 21 3
3

1
3x x x x x y w+ + + + + + →� min.

Здесь 16 431 3 1= > + =c d e , поэтому решаются две одномерные задачи.
3. 2. 7. 1. Первая одномерная задача:

x x y32 33 3 30+ + = ,

9 10 332 33 3
3x x y+ + → min.

Здесь c d32 3> , поэтому вычисляем минимум:

3 9 303
3

3y y+ −( ),

′ ( ) = − =f y y3 3
29 9 0,

y3 1= ,

x x32 3322 7= =, � .

3. 2. 7. 2. Вторая одномерная задача:

x x w11 21 1 6+ + = ,

0 411 21 1
3x x w+ + → min.

Здесь, очевидно, x x w11 21 16 0 0= = =, , :� � :

∆
u0 3 1 0 0 3= −( ) + = ,

∆
u1 3 1 0 0 3= −( ) + = ,

∆u2 0 10 10= + = ,

∆u3 10 0 10= + = .

Здесь c u32 3> ∆и3, следовательно двумерная задача решена:
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x x x x x y11 21 31 32 33 36 0 0 22 7 1= = = = = =, , , , ,� � � � � ,

w c c1 31
1

31
20 11 5= = =, ,� � .

3. 2. 8. Восьмая двумерная задача:

x x x y31 32 33 3 30+ + + = ,

x x x w12 22 32 2 22+ + + = ,

11 18 10 9 10 3 231 32 33 12 22 3
3

2
3x x x x x y w+ + + + + + → min.

Здесь 18 532 3 2= > + =c d e , поэтому решаются две одномерные задачи.
3. 2. 8. 1. Первая одномерная задача:

x x y31 33 3 30+ + = ,

11 10 331 33 3
3x x y+ + → min.

Здесь c d33
1

3> , поэтому находим минимум:

3 10 303
3

3y y+ −( ),

′ ( ) = − =f y y3 3
29 10 0,

y3
2 10

9
= ,

y3
10
9

= .

Целочисленный минимум достигается при y3 1= :

x x33 3129 0= =, � .

3. 2. 8. 2. Вторая одномерная задача:

x x w12 22 2 22+ + = ,

9 10 212 22 2
3x x w+ + → min.

Здесь c e12 2> , поэтому отыскиваем минимум:

2 9 102
3

2w w+ −( ),

′ ( ) = − =f w w2 2
26 9 0,

w2
2 3

2
= ,

w2
3
2

= .

Целочисленный минимум достигается при w2 1= :

x x12 2210 11= =, � ,

∆
u0 3 1 0 2 1 0 5= −( ) + −( ) = ,
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∆
u1 3 1 0 10 13= −( ) + = ,

∆
u2 2 1 0 10 12= −( ) + = ,

∆u3 10 10 20= + = .

Здесь c u32 3< ∆и3, поэтому x x x x x y w32 33 12 22 31 3 211 18 10 0 0 1 1= = = = = = =, , , , , ,� � � � � :

∆ u0 5= ,

∆ u1 3 9 12= + = ,

∆ u2 2 10 12= + = ,

∆ u3 9 10 19= + = .

Здесь c u32 3< ∆и3, поэтому x x x x x y w32 33 12 22 31 3 221 8 0 0 0 1 1= = = = = = =, , , , , ,� � � � � � :

∆u0 5= ,

∆u1 3 0 3= + = 3,

∆
u2 2 8 10= + = ,

∆u3 8 0 8= + = .

Здесь c u32 3> ∆и3, поэтому восьмая двумерная задача решена:

c c32
1

32
29 5 8 5= =. , .� .

3. 2. 9. Девятая двумерная задача:

x x x y31 32 33 3 30+ + + = ,

x x x w13 23 33 3 32+ + + = ,

11 9 5 20 11 9 3 331 32 33 13 23 3
3

3
3x x x x x y w+ + + + + + →. min.

Здесь c d e33 3 3> + , поэтому решаются две одномерные задачи.
3. 2. 9. 1. Первая одномерная задача:

x x y31 32 3 30+ + = ,

11 9 5 331 32 3
3x x y+ + →. min.

Здесь c d32
1

3> , поэтому вычисляем минимум:

3 9 5 223
3

3y y+ −( ). ,

′ ( ) = − =f y y3 3
29 9 5 0. ,

y3
2 9 5

9
= .

,

y3
9 5
9

= .
.
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Целочисленный минимум достигается при y3 1= :

x x32 3122 7= =, � .

3. 2. 9. 2. Вторая одномерная задача:

x x w13 23 3 32+ + = ,

11 9 313 23 3
3x x w+ + → min.

Здесь c e23
2

3> , поэтому находим минимум:

3 9 203
3

3w w+ −( ),

′ ( ) = − =f w w3 3
29 9 0,

w3 1= ,

x x13 2310 20= =, � ,

∆u0 3 1 0 3 1 0 6= −( ) + −( ) = ,

∆u1 3 1 0 11 14= −( ) + = ,

∆u2 3 1 0 11 14= −( ) + = ,

∆u3 11 11 22= + = .

Здесь c u33 3< ∆ , поэтому x x x x y w x33 32 23 13 3 3 317 22 20 4 1 1 0= = = = = = =, , , , , ,� � � � � :

∆u0 6= ,

∆u1 3 9 12= + = ,

∆u2 3 9 5 12 5= + =. . ,

∆u3 9 9 5 18 5= + =. . .

Здесь c u33 3> ∆ , поэтому c c33
1

33
210 10= =, � . Решение девятой двумерной задачи окончено.

По итогам первого цикла допустимое решение исходной задачи не получено. Всего потре-
бовалось для получения оптимального решения провести шесть циклов вычислений. Ниже 
приведено оптимальное решение примера как объединение оптимальных решений всех шести 
одномерных задач с найденными коэффициентами целевых функций.

3.3. Р е ш е н и е   и с х о д н о й   з а д а ч и. Рассматривается как объединение решений 
одномерных задач:

x x x y11 12 13 1 10+ + + = ,

3 6 4 611 12 13 1
2. x x x y+ + + → min,

x x y11 12 14 4 2= = =, ,� � ,

x x x w11 21 31 1 6+ + + = ,
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4 4 4 5 511 21 31 1
2. .x x x w+ + + → min,

x w11 14 2= =, � ,

x x x y21 22 23 2 20+ + + = ,

11 10 8 221 22 23 2
3x x x y+ + + → min,

x y23 219 1= =, � ,

x x x w12 22 32 2 22+ + + = ,

8 10 812 22 32 2
3x x x w+ + + → min,

x w x12 2 324 1 17= = =, ,� � ,

x x x y31 32 33 3 30+ + + = ,

11 10 10 331 32 33 3
3x x x y+ + + → min,

x x y32 33 317 12 1= = =, ,� � ,

x x x w13 23 33 3 32+ + + = ,

12 10 10 313 23 33 3
3x x x w+ + + → min,

x x w23 33 319 12 1= = =, ,� � .

4. Численные расчеты. Была осуществлена программная реализация предложенного метода. 
Проведен счет с различным количеством ограничений (до 300). Время счета было пропорци-
онально n4 6. .

5. Расширение класса решаемых задач. Анализ шагов алгоритма решения задач показывает, 
что нелинейные слагаемые в целевой функции должны удовлетворять следующим ограниче-
ниями:

1) при y i mi = ≤ ≤0 1, �  и  w j nj = ≤ ≤0 1, �  соответствующие слагаемые равны нулю,
2) при y i mi > ≤ ≤0 1, �  и  w j nj > ≤ ≤0 1, �  все соответствующие слагаемые положительны,
3) первые производные всех нелинейных слагаемых целевой функции являются строго воз-

растающими функциями.
Выполнение этих ограничений обеспечивает монотонность итерационного процесса. Та-

ким образом, предлагаемым подходом можно решать обширный класс задач. Для примера 
решим следующую небольшую задачу:

x x y11 12 1 24+ + = ,

x x y21 22 2 16+ + = ,

x x w11 21 1 18+ + = ,

x x w12 22 2 22+ + = ,

24 20 22 28 2 1 3 111 12 21 22
0 4 0 51 2x x x x e ey y+ + + + −( ) + −( ) +. .

+ −( ) + −( ) →�4 1 5 10 6 0 31 2e ew w. . min.
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5.1. П е р в ы й   э т а п. 5. 1. 1. Первая одномерная задача:

x x y11 12 1 24+ + = ,

12 10 2 111 12
0 4 1x x e y+ + −( ) →. min,

2 1 10 24 0 8 10 00 4
1

0 41 1e y ey y.
'

..−( ) + −( )



 = − = ,

e y0 4 1 12 5. .= ,

0 4 12 5 2 52571. ln . .y = ( ) = ,

y1 6 314= . .

Целочисленный минимум достигается при y1 6= ::

x x12 1118 0= =, � .

5. 1. 2. Вторая одномерная задача:

x x y21 22 2 16+ + = ,

11 14 3 121 22
0 5 2x x e y+ + −( ) →. min,

3 1 11 16 1 5 11 00 5
2

0 52 2e y ey y.
'

..−( ) + −( )



 = − = ,

e y0 5 2 7 3333. .= ,

0 5 7 3333 1 99242. ln . .y = ( ) = ,

y2 3 9849= . .

Целочисленный минимум достигается при y2 4= :

x x21 2212 0= =, � .

5. 1. 3. Третья одномерная задача:

x x w11 21 1 18+ + = ,

12 11 4 111 21
0 6 1x x e w+ + −( ) →. min,

4 1 11 18 2 4 11 00 6
1

0 61 1e w ew w.
'

..−( ) + −( )



 = − = ,

e w0 6 1 4 5833. .= ,

0 6 4 5833 1 52241. ln . .w = ( ) = ,

w1 2 5374= . .

Целочисленный минимум достигается при w1 3= :

x x21 1115 0= =, � .

Четвертую одномерную задачу решать не имеет смысла, так как во второй задаче x21 12= ,  
а в третьей x21 15= .
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5.2. В т о р о й   э т а п. 5. 2. 1. Первая двумерная задача:

x x y11 12 1 24+ + = ,

x x w11 21 1 18+ + = ,

24 10 11 2 1 4 111 12 21
0 4 0 61 1x x x e ey w+ + + −( ) + −( ) →. . min.

Здесь 24 2 1 4 111
0 4 0 6= > −( ) + −( )c e e. . , поэтому решаются две одномерные задачи.

5.2.1.1. Первая одномерная задача:

x y12 1 24+ = ,

10 2 112
0 4 1x e y+ −( ) →. min,

2 1 10 24 0 8 10 00 4
1

0 41 1e y ey y.
'

..−( ) + −( )



 = − = ,

e y0 4 1 12 5. .= ,

0 4 12 5 2 52571. ln . .y = ( ) = ,

y1 6 314= . .

Целочисленный минимум достигается при y1 6= :

x12 18= .

5. 2. 1. 2. Вторая одномерная задача:

x w21 1 18+ = ,

11 4 121
0 6 1x e w+ −( ) →. min,

4 1 11 18 2 4 11 00 6
1

0 61 1e w ew w.
'

..−( ) + −( )



 = − = ,

e w0 6 1 4 5833. .= ,

0 6 4 5833 1 52241. ln . .w = ( ) = ,

w1 2 537= . .

Целочисленный минимум достигается при w1 3= :

x21 15= ,

∆u e e e e0
0 4 6 0 4 5 0 6 3 0 6 22 4 18 19= −( ) + −( ) ≈⋅ ⋅ ⋅ ⋅. . . . . ,

∆u e e1
0 4 6 0 4 52 11 18 27= −( ) + ≈⋅ ⋅. . . ,

∆u e e2
0 6 3 0 6 24 10 20 92= −( ) + ≈⋅ ⋅. . . ,

∆u3 10 11 21= + = .

Здесь c u11 3> ∆ , поэтому x x y x w c c11 12 1 21 1 11
1

11
20 18 6 15 3 12 12= = = = = = =, , , , , ,� � � � � � .
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5. 2. 2. Вторая двумерная задача:

x x y11 12 1 24+ + = ,

x x w12 22 2 22+ + = ,

20 12 14 2 1 5 112 11 22
0 4 0 31 2x x x e ey w+ + + −( ) + −( ) →. . min.

Здесь 20 2 1 5 112
0 4 0 3= > −( ) + −( )c e e. . , поэтому решаются две одномерные задачи.

5. 2. 2. 1. Первая одномерная задача:

x y11 1 24+ = ,

12 2 111
0 4 1x e y+ −( ) →. min,

2 1 12 24 0 8 12 00 4
1

0 41 1e y ey y.
'

..−( ) + −( )



 = − = ,

e y0 4 1 15. = ,

0 4 15 2 70811. ln .y = ( ) = ,

y1 6 77= . .

Целочисленный минимум достигается при y1 7= :

x11 17= .

5. 2. 2. 2. Вторая одномерная задача:

x w22 2 22+ = ,

14 5 122
0 3 2x e w+ −( ) →. min,

5 1 14 22 1 5 14 00 3
2

0 32 2e w ew w.
'

..−( ) + −( )



 = − = ,

e w0 3 2 9 333. .= ,

0 3 9 333 2 2342. ln . .w = ( ) = ,

w2 7 445= . .

Целочисленный минимум достигается при w2 7= :

x22 15= ,

∆u e e e e0
0 4 7 0 4 6 0 3 7 0 3 62 5 23 87= −( ) + −( ) ≈⋅ ⋅ ⋅ ⋅. . . . . ,

∆u e e1
0 4 7 0 4 62 14 25 12= −( ) + ≈⋅ ⋅. . . ,

∆u e e2
0 3 7 0 3 65 12 24 75= −( ) + ≈⋅ ⋅. . . ,

∆u3 12 14 26= + = .

Здесь c u12 3< ∆ , поэтому
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x x x y w12 22 11 1 215 0 2 7 6= = = = =, , , ,� � � � ,

∆u0 23 87≈ . ,

∆u1 11 12 0 11 12= + =. .� ,

∆u2 12 75 12 24 75= + =. .� ,

∆u3 12 0 12= + = .

Здесь c u12 2< ∆ , отсюда

w x x x y2 12 22 11 16 16 0 1 7= = = = =, , , ,� � � � ,

∆u0 11 12 7 7765 18 8965= + =. . . ,

∆u1 11 12= . ,

∆u2 7 7765 12 19 7765= + =. .� ,

∆u3 12 0 12= + = .

Решение второй двумерной задачи окончено. Здесь c u12 3> ∆ , поэтому

w x x x y c c2 12 22 11 1 12
1

12
26 16 0 1 7 12 10= = = = = = =, , , , , ,� � � � � � .

5. 2. 3. Третья двумерная задача:

x x y21 22 2 16+ + = ,

x x w11 21 1 18+ + = ,

22 12 14 3 1 4 121 11 22
0 5 0 62 1x x x e ey w+ + + −( ) + −( ) →. . min.

Здесь 22 3 1 4 121
0 5 0 6= > −( ) + −( )c e e. . , поэтому решаются две одномерные задачи.

5. 2. 3. 1. Первая одномерная задача:

x y22 2 16+ = ,

14 3 122
0 5 2x e y+ −( ) →. min,

3 1 14 16 1 5 14 00 5
2

0 52 2e y ey y.
'

..−( ) + −( )



 = − = ,

e y0 5 2 9 3333. .= ,

0 5 9 3333 2 23362. ln . .y = ( ) = ,

y2 4 467= . .

Целочисленный минимум достигается при y2 4= :

x22 12= .

5. 2. 3. 2. Вторая одномерная задача:
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x w11 1 18+ = ,

12 4 111
0 6 1x e w+ −( ) →. min,

4 1 12 18 2 4 12 00 6
1

0 61 1e w ew w.
'

..−( ) + −( )



 = − = ,

e w0 6 1 5. = ,

0 6 5 1 60941. ln .w = = ,

w1 2 682= . .

Целочисленный минимум достигается при w1 3= :

x11 15= ,

∆u e e e e0
0 5 4 0 5 3 0 6 3 0 6 23 4 19 48= −( ) + −( ) =⋅ ⋅ ⋅ ⋅. . . . . ,

∆u e e1
0 5 4 0 5 33 12 20 6487= −( ) + =⋅ ⋅. . . ,

∆u e e2
0 6 3 0 6 24 14 24 834= −( ) + =⋅ ⋅. . . ,

∆u3 14 12 26= + = .

Здесь c u21 3< ∆ , поэтому

x x x w y21 22 11 1 212 0 3 3 4= = = = =, , , ,� � � � ,

∆u0 19 48= . ,

∆u1 20 6487= . ,

∆u2 10 83 0 10 83= + =. .� ,

∆u3 0 12 12= + = .

Здесь c u21 1> ∆ , поэтому решение двумерной задачи окончено:

c c21
1

21
210 12= =, � .

5. 2. 4. Четвертая двумерная задача:

x x y21 22 2 16+ + = ,

x x w12 22 2 22+ + = ,

10 28 10 3 1 5 121 22 12
0 5 0 32 2x x x e ey w+ + + −( ) + −( ) →. . min.

Здесь 28 3 1 5 122
0 5 0 3= > −( ) + −( )c e e. . , поэтому решаются две одномерные задачи.

5. 2. 4. 1. Первая одномерная задача:

x y21 2 16+ = ,

10 3 121
0 5 2x e y+ −( ) →. min,
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3 1 10 16 1 5 10 00 5
2

0 52 2e y ey y.
'

..−( ) + −( )



 = − = ,

1 5 100 5 2. .e y = ,

e y0 5 2 6 6666. .= ,

0 5 6 6666 1 8972. ln . .y = ( ) =� ,

y2 3 79= . .

Целочисленный минимум достигается при y2 4= :

x x21 2212 0= =, � .

5. 2. 4. 2. Вторая одномерная задача:

x w12 2 22+ = ,

10 5 112
0 3 2x e w+ −( ) →. min,

5 1 10 22 15 10 00 3
2

0 32 2e w ew w.
'

.−( ) + −( )



 = − = ,

e w0 3 2 6 6666. .= ,

0 3 6 6666 1 8972. ln . .w = ( ) = ,

w2 6 3237= . .

Целочисленный минимум достигается при w2 6= :

x12 16= ,

∆u e e e e0
0 5 4 0 5 3 0 3 6 0 3 53 5 16 4252= −( ) + −( ) =⋅ ⋅ ⋅ ⋅. . . . . ,

∆u1 8 6487 10 18 6487= + =. . ,

x w12 2 22+ = ,

∆u3 10 10 20= + = .

Здесь c u22 3> ∆ , поэтому решение четвертой двумерной задачи окончено:

y x x w x c c2 21 22 2 12 22
1

22
24 12 0 6 16 14 14= = = = = = =, , , , , ,� � � � � � .

Легко видеть, что из полученных решений двумерных задач сформировать решение ис-
ходной задачи невозможно. Для достижения предельного состояния итерационного процесса 
потребовалось четыре цикла.

5. 2. 5. Итоговый набор одномерных задач имеет следующий вид:

x x y11 12 1 24+ + = ,

10 10 2 111 12
0 4 1x x e y+ + −( ) →. min.

Решение: y x x1 11 126 18= + =, � ;
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x x y21 22 2 16+ + = ,

8 13 3 121 22
0 5 2x x e y+ + −( ) →. min.

Решение: y x x2 21 223 13 0= = =, ,� � ;

x x w11 21 1 18+ + = ,

14 14 4 111 21
0 6 1x x e w+ + −( ) →. min.

Решение: w x x1 11 213 15= + =, � ;

x x w12 22 2 22+ + = ,

10 15 5 112 22
0 3 2x x e w+ + −( ) →. min.

Решение: w x2 126 16= =, � .
Из этого набора решений легко формируется итоговый результат:

x x x x y w w11 12 21 22 1 2 1 22 16 13 0 6 3 3 6= = = = = = = =, , , , , , ,� � � � � �y .

Заключение. Декомпозиционный подход оказался применим для еще одного класса задач. 
Намечается путь к рассмотрению двух индексов в данной постановке.
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Рассматривается задача построения так называемых интервальных соотношений паритета для ре-
шения задачи обнаружения дефектов в стационарных дискретных системам, описываемых линей-
ными и нелинейными динамическими моделями, при наличии внешних возмущений. Решение 
основывается на модели исходной системы, имеющей минимальную размерность, оценивающую 
некоторую линейную функцию вектора выхода системы и нечувствительную или минимально 
чувствительную к возмущениям. Полученные результаты позволяют строить соотношения паритета, 
на базе которых решается задача обнаружения дефектов. Теоретические результаты иллюстрируются 
примером.

Ключевые слова: динамические системы, возмущения, интервальные соотношения паритета, 
диагностирование
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INTERVAL PARITY RELATIONS FOR FAULT DIAGNOSIS 
IN DISCRETE-TIME STATIONARY DYNAMIC SYSTEMS2

A. Zhiraboka, b, *, A. Zuevb
aFar Eastern Federal University, Vladivostok, Russia 

bInstitute of Marine Technology Problems, Vladivostok, Russia
*e-mail: zhirabok@mail.ru

The problem of interval parity relations design to solve the problem of fault detection in stationary systems 
described by linear and nonlinear dynamic models under external disturbances is studied. It is assumed that a 
solution is based on the model of minimal dimension estimating some linear function of the system state vector 
and insensitive or having minimal sensitivity to the disturbances. The results obtained allow designing interval 
parity relations which are basis to solve the problem of fault diagnosis. Theoretical results are illustrated by 
example. 

Keywords: dynamic systems, external disturbances, interval parity relations, fault detection, models12

Введение. Задача интервального оценивания вектора состояния динамической системы 
имеет важное теоретическое и прикладное значение. Для ее решения активно используются 
интервальные наблюдатели, методы построения которых разрабатываются последние годы. 
Обстоятельные обзоры полученных за это время результатов содержатся в [1, 2], решения для 
различных классов систем – непрерывных, дискретных, гибридных, с запаздыванием, а также 
практические приложения можно найти в [3–8]. В работах [9, 10] интервальные наблюдатели 
применяются для решения задачи обнаружения дефектов. 

1  Работа поддержана Российским научным фондом (проект 23-29-00191),https://rscf.ru/project/23-29-00191/.
2  Работа поддержана Российским научным фондом (проект 23-29-00191),https://rscf.ru/project/23-29-00191/.
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Во многих указанных работах такие наблюдатели строятся на основе исходной системы, 
с их помощью определяется оценка множества допустимых значений всего вектора состоя-
ния, в то время как теоретический и практический интерес может представлять соответству-
ющая оценка только для заданной линейной функции этого вектора. 

Известен ряд работ, в которых задача оценивания заданной линейной функции вектора 
состояния решается на базе так называемых функциональных наблюдателей [11–13], которые 
также используются при построении средств функционального диагностирования линейных и 
нелинейных динамических систем [14, 15]. Напомним, что под функциональным диагности-
рованием понимается процесс проверки правильности функционирования системы на рабо-
чих входных воздействиях, включающий в себя обнаружение дефекта, локализацию (указание 
места его появления) и оценивание его величины. Традиционный диагностический наблю-
датель [16, 17] формирует так называемую невязку, представляющую собой определенным 
образом рассчитанное рассогласование между поведением исходной системы и наблюдателя; 
по характеру невязки принимается решение об отсутствии или наличии в системе дефекта и, 
если необходимо, месте его появления и величине. 

В отличие от диагностического наблюдателя, его интервальный аналог формирует две не-
вязки так, что при отсутствии дефектов одна из них является неположительной, вторая – не-
отрицательной, т.е. попадание числа нуль между этими невязками говорит о том, что дефекты 
в системе, на обнаружение которых рассчитан наблюдатель, отсутствуют. Случай, когда нуль 
находится за пределами этих невязок, квалифицируется как появление дефекта.

Кроме диагностических наблюдателей при синтезе средств функционального диагности-
рования стационарных дискретных систем, описываемых линейными и нелинейными ди-
намическими моделями, применяются также так называемые соотношения паритета (parity 
relations) [16, 17]. Главное отличие соотношений паритета от диагностических наблюдателей 
состоит в том, что последние имеют обратную связь, обеспечивающую устойчивость наблю-
дателей. Известно, что в нелинейном случае обеспечение устойчивости может быть весьма 
сложной задачей. Напротив, соотношения паритета представляют собой конструкцию без об-
ратных связей, в основе их построения лежит описание системы на языке вход-выход. При от-
сутствии дефектов соотношения паритета выступают равенством, в котором преобразованное 
значение вектора выхода системы в момент времени t определяется значениями компонент 
векторов выхода и входа (управления) системы в моменты t  - 1, t  - 2, …, t  - t0 для некоторого 
конечного t0; при появлении дефектов это равенство нарушается. Как и диагностические на-
блюдатели, соотношения паритета формируют невязку для принятия решения об отсутствии 
или наличии в системе дефектов.

Когда исходная система линейна, задача обнаружения дефектов на основе интервальных 
наблюдателей решается достаточно просто, наличие нелинейностей усложняет решение, при 
этом на класс нелинейностей приходится накладывать определенные ограничения. Исполь-
зование для этих целей соотношений паритета позволяет за счет введения некоторых ограни-
чений на класс дефектов, рассматриваемых в разд. 4, решить задачу обнаружения дефектов 
для произвольных нелинейностей. Отметим, что в отличие от линейного случая нелинейные 
наблюдатели не эквивалентны соотношениям паритета. 

В цитированных выше работах [14, 15] для целей обнаружения дефектов строятся интер-
вальные диагностические наблюдатели. Поскольку соотношения паритета в нелинейном 
случае имеют перед ними определенные преимущества, в работе ставится и решается задача 
построения интервальных соотношений паритета для решения одной из задач функциональ-
ного диагностирования – обнаружения дефектов – в стационарных дискретных системах, 
описываемых линейными и нелинейными динамических моделями, при наличии внешних 
возмущений.

1. Основные модели и соотношения. Рассмотрим систему, представленную дискретной не-
линейной моделью:

	
( ) ( ) ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ), ( ) ,

( ) ( ),
01 0

       

x t Fx t Gu t C x t u t L t Dd t x x

y t Hx t

+ = + + Ψ + ρ + =
=

	 (1.1)

где t  = 0, 1, 2, ... – дискретное время, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm и y(t) ∈ Rl – векторы состояния, управ-
ления и выхода; F, G, H, L, C и D – матрицы размеров n × n, n × m и l × n, n × q, n × p и n × s 
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соответственно. Здесь s – размерность вектора d(t); r(t) ∈ R q – неизвестная ограниченная 
функция времени, описывающая действующие на систему возмущения, ( )tρ ≤ ρ ≤ ρ  при всех 

0t ≥ . Нелинейный член ( ( ), ( ))x t u tΨ  имеет вид:

	
1 1( ( ), ( ))

( ( ), ( )) ,

( ( ), ( ))p p

A x t u t

x t u t

A x t u t

 φ
 Ψ =  
 φ 



где A1, ..., Ap – матрицы-строки; φ1, ..., φp – нелинейные (возможно, недифференцируемые) 
функции.

Слагаемое Dd(t) отражает дефекты, возможные в системе. Они могут быть вызваны как 
внешними причинами, не связанными с возмущением r(t), например повышением темпера-
туры окружающей среды, так и изменением значений элементов матриц F, G, H и C в некото-
рый неизвестный момент времени td, например вследствие поломки механических элементов 
из-за скрытого производственного брака в них. Поскольку появление дефектов выступает 
следствием недопустимых изменений значений этих факторов, будем полагать, что вариа-
ции функции ( ) sd t R∈  в пределах ( )d d t d≤ ≤  при всех 0t ≥  для известных d и d являются 
допустимыми и не рассматриваются как дефект. Выход за пределы интервала [d, d] квалифи-
цируется как появление дефекта, который должен быть обнаружен. Как и в работе [1], для 
векторов x(1), x(2) отношение x(1) ≤  x(2) понимается поэлементно. Так как конкретная причина, 
вызывающая дефект, остается неизвестной, будем полагать d(t) неизвестной функцией вре-
мени.

Как следует из системы (1.1) и ее описания, неопределенность в задаче представлена в виде 
возмущающего входного сигнала r(t) с известными границами r и r и вариации функции d(t) 
с границами d и d. 

Рассматриваемая задача вначале решается в линейном случае, когда C  =  0. Для этого ко-
ротко напомним результаты работы [8], где строится редуцированная (имеющая меньшую 
размерность) линейная модель системы (1.1), оценивающая переменную y*, задаваемую ра-
венством y*(t) = R*y(t) для матрицы R *, подлежащей определению в ходе решения задачи. Та-
кая модель в общем случае описывается уравнениями:

	 * * * * * * * * *0

* * *

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),      (0) ,

( ) ( ),

x t F x t J y t G u t L t D d t x x

y t H x t

+ = + + + ρ + =
=

	 (1.2)

где x*  ∈  R k – вектор состояния модели, k – размерность модели, F*, J*, G*, L*, D* и H* – ма-
трицы, подлежащие определению. 

З а м е ч а н и е  1.  В отличие от строящихся соотношений паритета, модель (1.2) – это 
виртуальный объект, фактически она представляет собой некоторую часть системы (1.1), опи-
сываемую отдельными уравнениями; сама по себе эта часть может быть неустойчивой. В ра-
боте [1] модель является основой для построения интервального наблюдателя, в настоящей 
работе – для построения соотношений паритета.

Для решения задачи предполагается, что существует матрица Ф, такая, что 

	 *( ) ( )x t x t= Φ  

для всех 0t ≥ . Известно [8], что матрицы, описывающие модель, удовлетворяет уравнениям 

	 * * ,R H H= Φ  * * ,F F J HΦ = Φ +  * ,G G= Φ  * ,L L= Φ  *
.D D= Φ 	 (1.3)

Для обоснования соотношений (1.3) запишем равенство x*(t) = Fx(t) для момента времени 
t  + 1: *( 1) ( 1)x t x t+ = Φ +  и заменим ( 1)x t +  и *( 1)x t +  правыми частями уравнений (1.1) и (1.2) 
соответственно:

	 * * * * * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Fx t Gu t Dd t L t F x t J Hx t G u t D d t L tΦ + Φ + Φ + Φ ρ = + + + + ρ .
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Произведем преобразования, принимая во внимание равенство *( ) ( )x t x t= Φ :

	 * * * * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0F F J H x t G G u t L L t D D d tΦ − Φ − + Φ − + Φ − ρ + Φ − = .

Нетрудно видеть, что из соотношений (1.3) следует последнее равенство. Для обосно-
вания первого равенства в (1.3) заменим в выражении y*(t) = R *y(t) переменную y*(t) на 
H* x*(t) = H*Fx(t) и y(t) на y(t) = Hx(t): H*Fx(t) = R *Hx(t), что справедливо, если R* H = H*F. 

Модель (1.2) является основой, на которой далее строятся интервальные соотношения па-
ритета. Как будет ясно из вида этих соотношений, чем у´же получаемый интервал, тем мень-
ше число ошибочных решений при диагностировании. Из общих соображений понятно, что 
неопределенность, вызванная возмущением, будет влиять на ширину интервала, увеличивая 
его. Поэтому наилучшей с точки зрения диагностирования является модель (1.2), не чувстви-
тельная к возмущению r(t). Из вида слагаемого L*r(t) в (1.2) следует, что нечувствительность 
обеспечивается условием FL = 0.

2. Построение модели, не чувствительной к возмущению. Система матричных уравнений 
(1.3) имеет множество решений, для упрощения процедуры поиска зададим матрицы F* и H* 
в идентификационной канонической форме: 

	 *

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

F

 
 
 

=  
 
   







    



, ( )* 1 0 0 0H =  .	 (2.1)

Если система (1.2) наблюдаема, то она всегда может быть приведена к виду с такими матри-
цами [18]. Если она не наблюдаема, то ее можно привести к виду с наблюдаемой подсистемой 
и матрицы этой подсистемы искать в виде (2.1) [18]. Отметим, что для обеспечения устойчи-
вости модели собственные числа матрицы F* по модулю не должны превосходить единицу; 
для матрицы F* в (2.1) они равны нулю. 

Два первых соотношения в (1.3) с учетом (2.1) можно записать как 

	 1 *R HΦ = , 1 *i i iF J H+Φ = Φ + , 1, 1i k= − , *k kF J HΦ = ,	 (2.2)

где Fi и J*i – i-я строка матриц F и J*. Умножением справа на матрицу F и подстановками 
одно в другое соотношения (2.2) можно свести в одно уравнение:

	 1
* *1 *... 0,k k

kR HF J HF J H−+ + + =

которое представим в виде:  

	 ( )
*1 **

( ... ) 0,k
kR J J V− − = 	 (2.3)

где 

	
1

( )

k

k
k

HF

HFV

H

−

 
 
 =  
   



.

Условие нечувствительности к возмущениям L* = FL = 0 запишем покомпонентно:

	 1 * 0,L R HLΦ = =   2 1**
( ) 0,L R HF J H LΦ = − =   1 2

1 1* * *( ... ) 0.k k
k kL R HF J HF J H L− −

−Φ = − − − =

Нетрудно видеть, что эти уравнения также можно свернуть в одно:

	 ( )
* * *( )1 0k

kR J J L− − = ,
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где

	

1

2
( ) 0

0 0 0

k

k
k

HL HFL HF L

HL HF LL

−

−

 
 
 =  
   





   



.

Объединяя последнее уравнение с (2.3), получаем в итоге

	 ( ) ( )
* *1 *( )(    ) 0k k

kR J J V L− − = .	 (2.4)

Уравнение (2.4) имеет нетривиальное решение, если

	 ( ) ( )( ) ( )rank    1k kV L l k< + .	 (2.5)

Для построения модели из (2.5), начиная с k  = 1, определяется минимальное k и из (2.4) – 
строка * *1 *( )kR J J− − , затем на основе соотношений (2.2) строится матрица F; G* опре-
деляется из (1.3). Таким образом, линейная модель (1.2) с L* = 0 построена; предполагается, 
что * 0.D ≠

3. Построение линейных соотношений паритета. С учетом вида (2.1) матрицы F* представим 
модель (1.2) покомпонентно:

	

*1 *2 *1 *1 *1

*2 *3 *2 *2 *2

* * * *

* *1 *

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),

                         

( 1) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),
k k k k

x t x t J y t G u t D d t

x t x t J y t G u t D d t

x t J y t G u t D d t

y t x t R y t

+ = + + +
+ = + + +

+ = + +
= =



	 * *0(0) .x x=  

Произведем k временных сдвигов выходного сигнала модели, выполняя соответствующие 
подстановки одних уравнений в другие:

	

* *1 *2 *1 *1 *1

* *2 *1 *1 *1

*3 *2 *2 *1 *1 *1

( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),

( 2) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

              ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1),

                                     

y t x t x t J y t G u t D d t

y t x t J y t G u t D d t

x t J y t G u t J y t G u t D d t

+ = + = + + +
+ = + + + + + + + =

= + + + + + + + +

* *1 *1 *1

*2 *2 *2

* * *

               

( ) ( 1) ( 1) ( 1)

                   ( 2) ( 2) ( 2) ...

                   ( ) ( ) ( ).k k k

y t k J y t k G u t k D d t k

J y t k G u t k D d t k

J y t G u t D d t

+ = + − + + − + + − +
+ + − + + − + + − + +
+ + +



Выполняя временной сдвиг на -k, приведем последнее выражение к виду

	 * * * * *( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))
1

k

i i i
i

y t R y t J y t i G u t i D d t i
=

= = − + − + −∑ ,	 (3.1)

представляющему собой вход-выходное описание модели.
Искомые интервальные соотношения паритета строятся на основе этого выражения и опи-

сываются уравнениями:
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* * * **
1

* * * * *
1

* * * *

* ** *

( ) ( ( ) ( ) ),

( ) ( ( ) ( ) ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

k

i i i i
i

k

i i i i
i

y t J y t i G u t i D d D d

y t J y t i G u t i D d D d

r t y t y t R y t y t

r t y t y t R y t y t

+ −

=

+ −

=

= − + − + −

= − + − + −

= − = −
= − = −

∑

∑ 	 (3.2)

где max(0, ),A A+ =  A- =  A+ -  A для произвольной матрицы A; нетрудно видеть, что A+ ≥ 0, A- ≥ 0.
По сравнению с (3.1), соотношения паритета (3.2) содержат дополнительные члены 

* *i iD d D d+ −−  и * * ,i iD d D d+ −−  формирующие искомый интервал по аналогии с интервальным на-
блюдателем [14, 15]. Переменные * *( ) ( ) ( )r t R y t y t= −  и * *

( ) ( ) ( )r t R y t y t= −  называются невяз-
ками, поскольку они описывают рассогласование между поведением системы (1.1) (представ-
ленным переменной * *( ) ( )y t R y t= ) и поведением соотношений паритета (представленными 
переменными *

( )y t  и *( ),y t  согласно (3.2)).
Т е о р е м а.  В случае отсутствия дефектов при всех t k≥  выполняется включение 

0 [ ( ), ( )].r t r t∈
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим невязку * *( ) ( ) ( )r t R y t y t= − :

	

* * *
1

* * * *
1

* * *
1

( ) ( ( ) ( ) ( ))

( ( ) ( ) )

( ( ) .

k

i i i
i

k

i i i i
i

k

i i i
i

r t J y t i G u t i D d t i

J y t i G u t i D d D d

D d t i D d D d

=

+ −

=

+ −

=

= − + − + − −


−  − + − + − =


= − − + 

∑

∑

∑

	

(3.3)

Поскольку * * *i i iD D D+ −= − , то

	
* * *

* * * *

* *

( )

( ) ( )

( ( ) ) ( ( )).

i i i

i i i i

i i

D d t i D d D d

D d t i D d t i D d D d

D d t i d D d d t i

+ −

+ − + −

+ −

− − + =

= − − + − + =

= − − + − −

Так как при отсутствии дефектов ( )d d t d≤ ≤  при всех 0t ≥  и * *0,   0i iD D+ −≥ ≥ , то

	 * * *( ) 0i i iD d t i D d D d+ −− − + ≤ 	 (3.4)

при всех 1,i k=  и t k≥ . Тогда из (3.3) следует ( ) 0r t ≤  при t k≥ . Аналогично показывается, 
что * * *( ) 0i i iD d t i D d D d+ −− + − ≥  и ( ) 0r t ≥  при t k≥ . Неравенства ( ) 0r t ≤  и ( ) 0r t ≥  эквива-
лентны доказываемому утверждению. Теорема доказана. 

4. Учет нелинейностей. Метод синтеза модели в нелинейном случае опирается на ранее по-
строенную линейную модель и состоит в том, что для найденной при построении линейной 
модели матрицы F выясняется возможность преобразования аргумента нелинейной состав-
ляющей ( , )x uΨ , делается это следующим образом [19]. 

Вычисляется матрица *C C= Φ  и определяются номера 1 2, ,..., dj j j  ее ненулевых столбцов. 
Далее проверяется условие

	 rank rank H
H

A

Φ 
Φ   =    

′ 
,	 (4.1)
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где матрица A′ строится из строк матрицы A с номерами 1 2, ,..., dj j j . Если это условие выпол-
няется, преобразование аргумента возможно. После этого строится нелинейная составляю-
щая в виде:

	
1 1*

* *

*

( , )

( , , )

( , )
d d

j j

j j

A z u

x y u

A z u

φ 
 Ψ =  
 φ 

 ,

где *x
z

y

 
=   

, матрицы-строки 
1* jA , 

2* jA ,…, * dj
A  определяются из линейных уравнений:

	 *j jA A
H

Φ 
=   

, 1, dj j j= ,

и добавляется к линейной модели (1.2). Если условие (4.1) не выполняется, необходимо найти 
другое решение уравнения (2.2) при прежней или увеличенной размерности k и повторить 
описанную процедуру с новой матрицей F. В общем случае нелинейная модель описывается 
уравнением:

	 * * * * * * * * * *

* * *

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ), ( )) ( ) ( ),
( ) ( ).

1x t F x t J y t G u t C x t y t u t L t D d t

y t H x t

+ = + + + Ψ + ρ +
=

	 (4.2)

Известно, что в линейном случае диагностические наблюдатели и соотношения паритета 
эквивалентны – имея одно, можно получить другое; наличие нелинейностей существенно ус-
ложняет задачу. Общих правил перехода от нелинейной модели к соотношениям паритета не 
существует, ряд частных случаев, в том числе эвристические подходы, рассмотрены в работах 
[20, 21]. Изложим один из них при k = 3, когда модель (4.2) описывается уравнениями: 

	

*1 *2 1 *1

*2 *3 2 *1 *2

*3 3 *1 *2 *3

* *1

( , ),

( , , ),

( , , , ),

,

x x x u

x x x x u

x x x x u

y x

+

+

+

= + α

= + α

= α
=

	 (4.3)

где 1 2 3, ,α α α  – произвольные нелинейные функции, для простоты слагаемые * *( ) ( )L t D d tρ +  
и символ времени t опущены, через *ix+  обозначено значение переменной *ix  в момент t + 1. 
Особенность модели (4.3) состоит в том, что правая часть для каждой переменной содержит 
нелинейную функцию от этой и предыдущих переменных. Она также может содержать пере-
менную y(t), которая для простоты опущена, поскольку не влияет на результат. 

Заменим в первом уравнении из (4.3) x*1 на y* и выразим из него переменную x*2: 

	 *2 * 1 *( , )x y y u+= − α ,	 (4.4)

выполним в этом же уравнении временной сдвиг, заменим в полученном соотношении пере-
менную *2x+  правой частью ее уравнения в (4.3) и аргумент нелинейной функции a2 заменим, 
согласно (4.4):

	 * *2 1 * 1 * *3 2 * * 1 *( , ) ( , ) ( , ( , ), ).y x y u y u x y y y u u++ + + + + + += + α = α + + α − α

Выразим из последнего соотношения переменную x*3:

	 *3 * 1 * 2 * * 1 *( , ) ( , ( , ), )x y y u y y y u u++ + + += − α − α − α ,	 (4.5)

выполним в нем временной сдвиг, заменим в полученном соотношении переменную *3x+  пра-
вой частью ее уравнения в (4.3) и аргумент нелинейной функции a3 заменим, согласно (4.5): 
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* 1 * *3 2 * * 1 *

1 * 2 * * 1 *

3 * * 1 * * 1 * 2 * * 1 *

( , ) ( , ( , ), )

           ( , ) ( , ( , ), )

              ( , ( , ), ( , ) ( , ( , ), ), ).

y y u x y y y u u

y u y y y u u

y y y u y y u y y y u u u

+++ ++ ++ + + ++ + + +

++ ++ + ++ + + +

+ ++ + + +

= α + + α − α =

= α + α − α +

+ α − α − α − α − α

	

(4.6)

Как следует из полученного выражения, оно содержит временные сдвиги переменных y* и 
u и не содержит компоненты вектора x*. Таким образом, оно может быть использовано для 
построения интервальных соотношений паритета, поскольку y* = R*y – известная перемен-
ная. В силу громоздкости получаемых выражений они опущены, главное состоит в том, что, 
как и в линейном случае, эти соотношения отличаются от (4.6) только наличием слагаемых, 
включающих в себя описание дефектов и возмущений, поэтому финальная часть выражения 
(3.3) для r(t) не содержит нелинейных членов. Доказанная в разд. 3 теорема справедлива и в 
этом случае. 

Из модели (4.3) и последующих преобразований нетрудно заключить, что если слагаемое 
вида D*i d(t) входит в первое или второе уравнение, то оно войдет в выражения (4.4) или (4.5) 
и, как результат, в качестве аргумента – в функцию a2 или a3. Последнее означает, что со-
отношения паритета построить можно, но для доказательства справедливости теоремы эти 
функции должны удовлетворять определенным ограничениям, в частности они должны быть 
монотонными по все аргументам [22] или удовлетворять специальным покомпонентным не-
равенствам [1].

В общем случае, если модель (4.2) с произвольными нелинейностями теми или иными 
способами удается привести к вход-выходному виду, описанный подход можно применить 
тогда, когда дефекты и возмущения входят в правую часть только последнего уравнения, со-
держащего нелинейность. Это гарантирует, что во вход-выходном описании модели дефекты 
и возмущения не будут входить в аргументы нелинейных функций, что дает возможность ра-
ботать с нелинейностями произвольного вида. 

З а м е ч а н и е 2.  Все сказанное выше относится к случаю отсутствия шумов измерений 
или наличия шумов невысокой интенсивности. Для линейных интервальных соотношений 
паритета точный их учет не представляет трудностей и может быть реализован по аналогии 
с [8]. При наличии шумов высокой интенсивности возможно только приближенное решение, 
точный результат требует наложения на нелинейности ограничений, оговоренных выше.

5. Робастное решение. Если условие (2.3) не выполняется при всех k < n, необходимо искать 
робастное решение, минимизирующее вклад возмущения в модель. Этот вклад определяется 
слагаемым * ( )L tρ  в (1.2) и оценивается нормой Фробениуса матрицы ( )

* *1 *( ... ) k
kR J J L− −  

[21]. Поскольку условием построения модели является равенство 

	 ( )
* *1 *( ... ) 0,k

kR J J V− − = 	 (5.1)

то норма ( )
* *1 *|| ( ... ) ||k

k FR J J L− −  минимизируется при условии выполнения этого равен-
ства. Так как требование нечувствительности – равенство ( )

* *1 *( ... ) 0k
kR J J L− − =  – можно 

трактовать как условие ортогональности строки * *1 *( ... )kR J J− −  столбцам матрицы L(k), то 
можно сказать, что задача состоит в определении такого решения *1 **( ... ),kR J J− −  которое 
«максимально ортогонально» столбцам матрицы L(k) [23].

Как и в работе [22], из всех линейно независимых решений уравнения (5.1) для некоторой 
фиксированной размерности k строится матрица:

	

(1) (1) (1) (1)
* *1 *2 *

( ) ( ) ( ) ( )
* *1 *2 *

...

...

k

N N N N
k

R J J J

W

R J J J

 − − −
 

=  
 − − − 

 ,

находится сингулярное разложение WL(k) = ULSLVL, первый транспонированный столбец ма-
трицы UL выбирается в качестве вектора весовых коэффициентов w = (w1, ..., wN) и принимает-
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ся *1 **( ... ) .kR J J wW− − =  Величина нормы ( )
* *1 *|| ( ... ) ||k

k FR J J L− −  равна минимальному 
сингулярному числу матрицы ( )kWL  [23]. Определением матриц *G G= Φ  и *L L= Φ  заверша-
ется синтез модели (1.2), минимально чувствительной к возмущениям.

Из-за появления слагаемого L*r(t) в модели интервальные соотношения паритета (3.2) 
принимают вид:

	

* * * * * **
1

* * * * * * *
1

* *

* *

( ) ( ( ) ( ) ),

( ) ( ( ) ( ) ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

k

i i i i i i
i

k

i i i i i i
i

y t J y t i G u t i D d D d L L

y t J y t i G u t i D d D d L L

r t y t y t

r t y t y t

+ − + −

=

+ − + −

=

= − + − + − + ρ − ρ

= − + − + − + ρ − ρ

= −
= −

∑

∑

Нетрудно видеть, что искомый результат следует из доказательства теоремы и дополни-
тельных неравенств * * *( ) 0i i iL t i L L+ −ρ − + ρ − ρ ≤  и * **( ) ,0i i iL t i L L+ −ρ − + ρ − ρ ≥  первое из которых 
подобно (3.4). 

6. Пример. Рассмотрим дискретизированную модель электропривода:

	

1 1 2 1

2 2 2 3 3 7 2

3 4 2 5 3 6

3

( 1) ( ) ( ),       

( 1) ( ) ( ) sign( ( )) ( ) ( ),

( 1) ( ) ( ) ( ),       

( ) ( ),

x t k x t x t

x t k x t k x t k x t d t t

x t k x t k x t k u t

y t x t

+ = +
+ = + + + + ρ

+ = + +
=

	 (6.1)

x(0) = x0. Здесь x1(t) – угол поворота выходного вала редуктора; x2(t) – скорость вращения вы-
ходного вала двигателя; x3(t) – ток цепи якоря; коэффициенты k1 - k7 зависят от параметров 
электропривода и интервала дискретизации; возмущение r(t) обусловлено наличием внешне-
го нагрузочного момента, приведенного к валу двигателя; дефект, представленный функцией 
d(t), вызван изменением коэффициентов сухого и вязкого трения в двигателе, что выражается 
в изменении значений коэффициентов k2, k3 и k7: если значения этих коэффициентов изме-
нились на Dk2, Dk3 и Dk7 соответственно, то ( )d d t d≤ ≤ , dt t< , для известных d  и d  и 

	 2 2 3 3 7 2( ) ( ) ( ) sign( ( )),d t k x t k x t k x t= ∆ + ∆ + ∆   ,dt t≥ 	 (6.2)

где td – момент времени появления дефекта. 
Рассматриваемая модель описывается следующим образом:

	
1

2 3

4 5

1 0

0

0

k

F k k

k k

 
 =    

, 
6

0

0G

k

 
 =    

, (0 0 1)H = , 
0

1

0

L D

 
 = =  
 

, 7

0

0

C k

 
 =  
 

, 

	 ( , ) sign( )x u AxΨ = ,  (0 1 0)A = .

Поскольку дефект и возмущение входят в уравнения одинаковым образом, модель будет 
чувствительна к возмущению и в (2.2) следует принять L(k) = 0; при k = 1 уравнение решения 
не имеет, при k = 2 оно принимает вид:

	

2
4 2 5 3 4 5

*1 *2 4 5*

0 ( )

(       ) 0 0.

0 0 1

k k k k k k

R J J k k

 + +
 − − = 
  
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Его решение дает R* = 1, 

	 2 5
*

3 4 2 5

k k
J

k k k k

+ 
=  − 

, 
4 2

0 0 1

0 k k

 
Φ =  − 

, *
6

2 6

k
G

k k

 
=  − 

,

* * 4L D k= = , * 4 7C k k= , A A=′ . Так как 4 0k < , * * 0L D+ += = , * * 4L D k− −= = − . Нетрудно про-
верить, что условие (1.4) выполняется и * 4 2 4(0 1 / / )A k k k= . Искомая модель имеет вид:

	
*1 *2 2 5 6

*2 3 4 2 5 4 7 4 *2 2 2 6 4 4

* *1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),

( 1) ( ) ( ) sign((1/ )( ( ) ( ))) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).      

x t x t k k y t k u t

x t k k k k y t k k k x t k y t k k u t k d t k t

y t x t y t

+ = + + +
+ = − + + − + + ρ

= =

На основе этой модели по методу, изложенному в разд. 4, построим соотношения паритета: 
выразим из первого уравнения переменную x*2:

	 *2 *1 2 5 6( ) ( 1) ( ) ( ) ( ).x t x t k k y t k u t= + − + − 	 (6.3)

Выполним в этом уравнении временной сдвиг, заменим в полученном соотношении пере-
менную x*2(t + 1) правой частью ее уравнения и заменим аргумент нелинейной функции sign, 
согласно (6.3):

	
*1 *2 2 5 6

2 5 3 4 2 5 6 4 7 4

2 5 6 2 2 6 4 4

( 2) ( 2) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) sign((1/ )( ( 1)

( ) ( ) ( ) ( ))) ( ) ( ) ( ).

y t x t x t k k y t k u t

k k y t k k k k y t k u t k k k y t

k k y t k u t k y t k k u t k d t k t

+ = + = + + + + + + =
= + + + − + + + + −

− + − + − + + ρ

Выполним временной сдвиг на -2 и произведем преобразования:

	 2 5 3 4 2 5 6

4 7 4 5 6 2 6 4 4

( ) ( ) ( 1) ( ) ( 2) ( 1)

sign((1/ )( ( 1) ( 2) ( 2))) ( 2) ( 2) ( 2).

y t k k y t k k k k y t k u t

k k k y t k y t k u t k k u t k d t k t

= + − + − − + − +
+ − − − − − − − + − + ρ −

Интервальные соотношения паритета строятся на основе последнего выражения и имеют 
вид:

	

2 5 3 4 2 5 6

4 7 4 5 6 2 6 4 4

2 5 3 4 2 5 6

4 7 4

( ) ( ) ( 1) ( ) ( 2) ( 1)

           ((1 / )( ( 1) ( 2) ( 2))) ( 2) ,

( ) ( ) ( 1) ( ) ( 2) ( 1)

           ((1 / )( ( 1)

y t k k y t k k k k y t k u t

k k sign k y t k y t k u t k k u t k d k

y t k k y t k k k k y t k u t

k k sign k y t

= + − + − − + − +

+ − − − − − − − + + ρ
= + − + − − + − +

+ − 5 6 2 6 4 4( 2) ( 2))) ( 2) ,

( ) ( ) ( ),       ( ) ( ) ( ).

k y t k u t k k u t k d k

r t y t y t r t y t y t

− − − − − − + + ρ

= − = −

	 (6.4)

Для моделирования рассмотрим систему (6.1) и соотношения паритета (6.4) при 
( ) 2 sin(u t t= + ) . Возмущение r(t) представлено случайной величиной, равномерно распреде-

ленной на интервале [-0.05;  0.05], принято 0.05ρ = − , 0.05ρ = . Интервал [ , ]d d  допустимых 
вариаций функции d(t) задан в виде [ 0.1;  0.1]− ; коэффициенты 1 7k k÷  приняты следующими: 

1 3 6 7 1,k k k k= = = =  2 4 5 1.k k k= = = −  На рис. 1 и 2 представлены результаты моделирования 
наблюдателя с начальным состоянием T

0(0) (0 0 5) ,x x= =  где показано поведение невязок 
( )r t  и ( )r t . 

Согласно (6.2), d(t) при dt t≥  зависит от переменных x2(t) и x3(t) и , ,2 3 7  k k k∆ ∆ ∆ , но зна-
чения x2(t) не измеряются и на практике величины 2 3 7,  ,  k k k∆ ∆ ∆  также неизвестны, поэтому 
при моделировании d(t) может быть выбрано произвольным. Для простоты значение d(t) при 

40 t c≥  принято постоянным. 
На рис. 1 ( ) ,0d t =  40 c,t <  ( ) 0.07,d t =  40 c;t ≥  поскольку значение ( ) 0.07d t =  остается в пре-

делах допустимого интервала, то 0 [ ( ), ( )]r t r t∈ , что квалифицируется как отсутствие дефектов. 
На рис. 2 ( ) 0,d t =  40 c,t <  ( ) 0.3,d t =  40 c.t ≥  Поскольку теперь 0 [ ( ), ( )]r t r t∉ , делается заклю-
чение о появлении дефекта. Произвольное поведение невязок в первые несколько тактов яв-
ляется характерным для соотношений паритета.
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Заключение. Рассмотрена задача построения интервальных соотношений паритета для ста-
ционарных дискретных систем, описываемых линейными и нелинейными динамическими 
моделями, при наличии внешних возмущений с целью решения одной из задач функциональ-
ного диагностирования – обнаружения дефектов. Решение основано на линейной модели, не 
чувствительной или минимально чувствительной к возмущению, на базе идентификационной 
канонической формы. Показано, как полученная модель может быть использована для уче-
та нелинейных членов системы и построения интервальных соотношений паритета. Приво-

Рис. 1. Поведение невязок r(t) и r(t) для случая отсутствия дефектов.

Рис. 2. Поведение невязок r(t) и r(t) при появлении дефекта.
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дятся формулы, позволяющие построить соотношения паритета минимальной сложности, не 
чувствительные или малочувствительные к возмущению, на основе которых решается задача 
обнаружения дефектов.
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The paper presents a method for preparing data for machine learning for semantic segmentation of informative 
classes in images based on clustering for solving problems of space monitoring of impact areas. A classification of 
clustering methods by various criteria is given. The choice of hierarchical clustering methods as the most effective for 
working with clusters of arbitrary structure and shape is substantiated. A general scheme for calculating a clustering 
model is given, which includes, in addition to the clustering itself, procedures for data tiling, estimating the optimal 
clustering parameters, registering objects, and assessing the quality of the obtained data. A scheme for preparing data 
for machine learning is shown, including the construction of a reference markup, calculation of a clustering model, 
markup correction, and testing the obtained clustering models for different informative classes on new images.

Keywords: clustering, clustering model, clustering methods, training sample, machine learning, semantic 
segmentation, environmental objects, impact areas, images



ВЫБОР МЕТОДОВ  КЛАСТЕРИЗАЦИИ  

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 5 2024

127 

Введение. Для выделения экологических объектов при космическом мониторинге импакт-
ных районов по мультиспектральным или гиперспектральным данным первостепенной за-
дачей является сегментация изображений. Для решения этой задачи с помощью машинного 
обучения важно выбрать способ подготовки обучающих данных с учетом огромной площади 
импактных зон и разнообразия экологических классов [1–3]. Поэтому целесообразно разра-
ботать способы ускорения подготовки обучающей выборки [4]. Один из таких способов ос-
нован на кластеризации областей на изображениях при подготовке обучающих данных [5].

Кластерный анализ – многомерная статистическая процедура, включающая сбор инфор-
мации о выборке объектов и затем упорядочивающая объекты в сравнительно однородные 
группы [6]. Кластеризуются пикселы полутонового, мультиспектрального или гиперспек-
трального изображения (выборки объектов). Задача кластеризации относится к классу задач 
обучения без учителя.

Результаты кластеризации могут быть использованы как данные для предобучения, кото-
рые впоследствии корректируются ручным или автоматизированным способом. Такой под-
ход позволит ускорить построение обучающей выборки и умножить ее размеры многократно. 
Даже при наличии ошибок в предобученных данных объем этих данных может нивелировать 
наличие в них ошибок первого и второго рода.

1. Особенности объекта исследований. В  качестве объекта исследования будем рассма-
тривать экологические объекты, расположенные в  труднодоступных импактных районах, 
относящиеся, в частности, к Арктическому региону. Импактные районы – это территории 
и акватории, подверженные интенсивному антропогенному воздействию и как следствие – 
сильному загрязнению окружающей среды. Поля загрязнений, обусловленные промышлен-
ными объектами, распространяются, захватывая все новые и новые пространства. В результа-
те формируются измененные под воздействием загрязнений импактные экосистемы разного 
пространственно-временного масштаба, расположенные возле точечного источника эмиссии 
поллютантов и подверженные действию локальной токсической нагрузки от этого источника 
и сохраняющие устойчивость во времени [7–9].

По сравнению со многими районами нашей страны, считающимися относительно чисты-
ми, есть «горячие точки», в  которых масштабы деградации окружающей среды достигают 
опасных значений, а уровни загрязнения значительно превышают допустимые нормы. Осо-
бенно это заметно в Арктической зоне Российской Федерации, где выявлено более сотни та-
ких точек [10, 11].

Горячие точки образуют крупные импактные районы с  сильными техногенными нару-
шениями природной среды, пагубно сказывающимися не только на перспективах сохране-
ния природно-ресурсного потенциала, но и на здоровье и благополучии населения России 
и в первую очередь – Арктического региона [7–9]. Импактные районы пролегают в местах, 
богатых природными ресурсами, т. е. где происходит их интенсивная добыча и переработка.

Ключевое отличие данного объекта от других (например, от участков с площадным загряз-
нением) заключается в градиентной природе загрязнения. С удалением от источника выбро-
сов происходит постепенное (но не всегда гладкое) уменьшение поступления поллютантов. 
Соответственно экосистемы получают все меньшие дозы токсических нагрузок. Из-за это-
го импактные районы представляют собой специфическую пространственную структуру из 
концентрически расположенных зон с разной степенью загрязнения и, различным уровнем 
трансформации экосистем. Обычно выделяют три-четыре зоны трансформации: техногенную 
пустыню, импактную, буферную и фоновую. Пространственная граница импактного региона 
проходит там, где с помощью современных методов уже не удается отделить локальное дей-
ствие токсической нагрузки от естественно-обусловленных изменений [7].

Постоянное развитие космических многоспутниковых систем, осуществляющих высо-
копериодическое зондирование поверхности Земли, позволяет выполнить как оперативную 
съемку, так и накопление обширных архивов данных дистанционного зондирования. Воз-
росшая доступность и полнота данных дистанционного зондирования, а также современные 
вычислительные и информационные технологии открывают новые возможности для проведе-
ния мониторинговых исследований территорий. Это касается также создания геоинформаци-
онного обеспечения мониторинговых исследований, позволяющего осуществлять построение 
оценочных и прогностических пространственных моделей территорий на основе математиче-
ского аппарата пространственного анализа данных и геопространственного моделирования.

В контексте анализа состояния импактных районов следует отметить, что полярноорби-
тальные средства дистанционного зондирования из космоса имеют большие потенциальные 
возможности для изучения природы высокоширотных импактных районов, включая и самые 
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труднодоступные. Большое значение в этой связи приобретает теоретическое обоснование, 
разработка и совершенствование методов сбора и обработки высокопериодической информа-
ции и больших массивов данных о состоянии и изменениях объектов в импактных районах, 
в том числе Арктического региона. Однако имеются некоторые принципиальные проблемы 
для космического дистанционного зондирования в зонах внутри пояса 75–90° с. ш. [12].

Нерегулярность освещенности северного полярного региона создает дополнительные труд-
ности для оптического дистанционного зондирования, которое практически бесполезно в те-
чение долгой полярной ночи. Кроме того, оптические сенсоры, особенно сканеры, перена-
сыщаются над арктическими территориями с высоким альбедо и часто изображают ледники 
со слишком малым контрастом. Интенсивные тени на космических изображениях, возникаю-
щие при сочетании низкого положения Солнца и горного рельефа, затрудняют их обработку. 
На широте 81° 20’ с. ш. ежедневные вариации в высоте Солнца над горизонтом, которые могли 
бы улучшить контраст, не превышают 17°, что не позволяет эффективно использовать их для 
получения изображений лучшей контрастности. Тепловые инфракрасные или тепловые ми-
кроволновые изображения свободны от этих недостатков, но обладают обычно более низким 
пространственным разрешением [13].

Главной проблемой для пассивного дистанционного зондирования импактных районов 
Арктики является, очевидно, своеобразный климат этого региона с ненадежными и неблаго-
приятными погодными условиями, частой сплошной облачностью и снегопадами, которые 
маскируют детали поверхности.

2. Выбор методов кластеризации. С учетом описанных особенностей объекта исследования прове-
дем краткий анализ методов кластеризации для решения поставленной задачи (см. табл. 1) [14, 15].

Методы Критерий Класс методов Пример метода
1

Способ 
формирования 

кластеров

Разделительные k-means
2 Основанные на плотности DBSCAN
3 Основанные на сетке STING
4 Основанные на модели Смеси Гауссианов
5 Основанные на графах Спектральная кластеризация
6 Основанные на подпространствах CLIQUE
7 Основанные на ансамбле CSPA
8 Степень 

вложенности
Неиерархические (плоские) ISODATA

9 Иерархические HDBSCAN
10

Степень 
пересечения 

кластеров

Исключение k-means
11 Перекрытие MCOKE
12 Вложенность HiSC
13 Нечеткость (стохастичность) fuzzy k-means
14

Методический 
подход

Вероятностный подход k-median

15 Дискреминантный анализ На базе логистической 
регрессии

16 Генетический алгоритм На базе фитнес-функции
17 Нейросетевой подход Сеть Кохонена
18 Иерархическая 

кластеризация
Агломеративные методы Single-link

19 Дивизионные методы MST
20 Неиерархическая 

кластеризация
Четкие Excpectation-Maximization

21 Нечеткие fuzzy k-means

Таблица 1. Классы методов кластеризации по разным критериям
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Методы 1 разделяют данные по минимизации внутрикластерного расстояния и максими-
зации межкластерного. Методы 2 группируют данные и отделяют группы высокой плотности 
от групп низкой. Методы 3 разделяют пространство на ячейки и анализируют плотность в ка-
ждой из них. В методах 4 предполагается пораждающая статистическая модель, на базе ко-
торой подбираются параметры кластеризации. Методы 5 базируются на теоретико-графовом 
представлении данных. В методах 6 данные кластеризуются в подпространствах признаков, 
найденных методами понижения размерности [16]. В методах 7 комбинируются (гибридизи-
руются) различные методы кластеризации для получения надежного и стабильного разбиения.

В исключающих методах 10 элемент данных принадлежит строго одному кластеру, в пере-
крывающихся методах 11 – может принадлежать более, чем одному кластеру. В случае вло-
женности методов 12 каждый элемент относится как к определенному кластеру, так и ко всем 
его «предкам», в нечетких методах 13 – к разным кластерам с разной вероятностью.

В вероятностных методах 14 используются статистические распределения и эмпирические 
вероятности принадлежности точек кластерам. В методах 15, основанных на дискреминант-
ном анализе, известны характеристики самих кластеров, к которым нужно отнести элементы 
данных. В методах 16 количество кластеризуемых объектов, образующих популяцию, соотно-
сится с количеством компонентов вектора хромосом, каждая из которых отображает один из 
возможных вариантов кластеризации. В методах 17 результаты кластеризации, полученные 
другими методами, могут быть использованы для предобучения нейросетевой модели. Поми-
мо перечисленных методических подходов 14–17 существуют и другие подходы.

Каждый метод кластеризации имеет свои достоинства и недостатки, задается набором пара-
метров кластеризации. Также методы могут иметь разные модификации, меняющие шаги ба-
зового алгоритма, уменьшающие функцию потерь, применимые к разным типам данных и др.

Одним из наиболее популярных методов кластеризации является k-means.
Преимущества метода: 1) прост в реализации и понимании; 2) высокая скорость работы 

и точность на данных сферической формы; 3) наличие большого числа модификаций [14].
Недостатки метода: 1) задание числа кластеров / их начальных точек кластеров; 2) сходится 

к локальным максимумам, что дает несколько разные результаты кластеризации каждый раз 
при постоянном числе кластеров; 3) кластеризуются сфероподобные области (т. е. эллипсо- 
или линейно подобные области кластеризуются значительно хуже); 4) в целом не учитывает 
плотность данных и неоднородность кластера [17].

Метод имеет модификации [14]: 1) вариации метода (lloyd’s algorithm, elkan algorithm, mini-
batch k-means, k-medoids, k-modes); 2) способ выбора начальных центроидов (случайный вы-
бор, k-means++, greedy k-means++ и др.); 3) способ подбора оптимального числа кластеров 
(метод локтя, метод силуэта, метод комплексной оценки); 4) «родственные» методы (c-means, 
k-median и др.).

Неиерархические методы 8 не учитывают иерархию кластеров (имеют один иерархический 
уровень). При этом неиерархические методы могут давать однозначную (методы 20) или сто-
хастическую (методы 21) кластеризацию.

При кластеризации экологических объектов на аэрокосмических изображениях учет их 
структуры является одинм из наиболее важных условий выбора метода кластеризации. Боль-
шинство неиерархических методов либо ограничены в кластеризуемых структурных паттер-
нах, либо имеют сложный алгоритм реализации. В частности, k-means работает лучше всего, 
когда кластеры: «круглые» или сферические; одинакового размера; одинаковой плотности; 
имеют самую высокую плотность в центре сферы; не загрязнены шумом/выбросами.

Иерархические методы 9 практически лишены данных недостатков. В основе иерархиче-
ской кластеризации лежит построение кластерного дерева, представляемого обычно в виде 
дендрограммы. Данное дерево посредством связности точек, кластеров хранит практически 
полную информацию о структуре изображенных объектов. Однако с ростом размера класте-
ризуемых данных экспоненциально растет размер кластерного дерева, что не позволяет «на-
прямую» использовать данные методы при обработке данных больших размеров. В этом слу-
чае целесообразно подобрать способы тайлирования данных для их параллельной обработки. 
Иерархические методы 9 имеют более одного иерархического уровня. Они разделяются на 
алгомеративные 18 (новые кластеры создаются объединением более мелких в более крупные) 
и дивизионные 19 (новые кластеры создаются делением более крупных на более мелкие).

Разные методы кластеризации могут иметь иерархические расширения (в том числе k-means 
при иерархическом разложении данных на определенное количество кластеров). Основными па-
раметрами иерархических методов являются метод вычисления связи (методы одиночной, пол-
ной, средней связи, метод Уорда) и метрика связи (дисперсия соединяемых / разделяемых кла-
стеров, среднеарифметическое расстояний, максимальное / минимальное расстояние и др.) [14].
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Преимущества иерархических методов: 1) способность обнаружения кластеров произволь-
ной формы; 2) работоспособность с различными паттернами данных; 3) возможность форми-
рования информативной иерархии кластеров для лучшего понимания структуры данных; 4) 
возможность получения оптимальной кластеризации; 5) производит значительно меньше шума.

Недостатки иерархических методов: 1) использование большого количества вычислитель-
ных ресурсов и памяти из-за работы со всей матрицей расстояний между объектами; 2) чув-
ствительность к выбору критерия объединения кластеров и неустойчивость к шуму и выбро-
сам, что может сильно искажать иерархию кластеров.

В табл. 2 рассмотрен пример выборки w = 10 точек для иерархической кластеризации.

На рис. 1 показана дендрограмма (кластерное дерево) для данной выборки. Матрица связи 
для нее отражена в табл. 3 [18]. В качестве метрики расстояния взята евклидова метрика, тип 
связи – по ближайшей точке. Здесь n – номер точки; L = w – 1 – наибольший номер точки; 
q1, q2, q3 – яркости на R-, G-, B- каналах соответственно; x и y – абсцисса и ордината точки 
на изображении; N – номер связи (иерархического кластера); n1 и n2 – номера связанных ие-
рархических кластеров (точек); d – расстояние между иерархическими кластерами; m – число 
точек в составе иерархического кластера.

Рис. 1. Дендрограмма выборки точек.

n
Яркости Координаты

q1 q2 q3 x y

0 67 68 63 0 0
1 70 69 65 0 1
2 72 71 67 0 2
3 77 73 70 0 3
4 69 68 64 0 4
5 53 55 52 0 5
6 38 43 39 0 6
7 58 60 59 0 7
8 48 48 48 0 8
9 49 47 52 0 9

Таблица 2. Выборка точек
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На рис. 2, а показано входное изображение. Сопоставлены результаты кластеризации (пре-
добученной разметки) методами k-means (рис. 2, б) и агломеративной кластеризации (рис. 2, в)  
для данного изображения. Как видно, иерархическая кластеризация образует значительно 
меньше шума, чем кластеризация методом k-means, что дает ощутимые преимущества при 
построении обучающей выборки.

3. Подготовка данных для обучения. На рис. 3 приведена общая схема кластеризации изо-
бражений.

Кластеризацию можно представить отображением f p I K,( ) → , где I – изображение для кла-
стеризации, p – параметры кластеризации, f – метод и алгоритм кластеризации, K – оценен-
ная маска кластеров (бинарная, пообъектная или маска полей энергии), размер которой равен 
размеру I. Итерируемые параметры p p' ⊂  – параметры кластеризации, значения которых ме-
няются для обеспечения оптимизации некоторой целевой функции. Основными параметрами 
кластеризации, которые также относятся к итерируемым параметрам, являются: количество m 
кластеров {ki}, метрика схожести / разделимости кластеров. В качестве метрик могут быть ме-
трики расстояний, угловые метрики, метрики на основе корреляций и др. [19, 20].

Для оптимизации может быть подана эталонная маска кластеров Кэ (эталоны объектов) 
изображения I. Оптимизация производится на базе целевой функции F p K KЭ′( ), , ,�µ  или ее 
частного случая F p K′( ), ,�µ  при отсутствии эталонной кластеризации. Значение p’, при ко-

Рис. 2. Сопоставление для изображения (а) метода k-means (б) 
и метода агломеративной кластеризации (в).

N
Матрица связи

Описание связи
n1 n2 d m

1 1 4 1.73 2 Связь между точками n = 1 и n = 4

2 0 10 2.96 3 Связь точки n = 0 и кластера N = 10 – L = 1

3 8 9 4.24 2 Связь между точками n = 8 и n = 9

4 2 11 5.67 4 Связь точки n = 2 и кластера N = 11 – L = 2

5 3 13 8.95 5 Связь точки n = 3 и кластера N = 13 – L = 4

6 5 12 8.97 3 Связь точки n = 5 и кластера N = 12 – L = 3

7 7 15 13.9 4 Связь точки n = 7 и кластера N = 15 – L = 6

8 6 16 26.14 5 Связь точки n = 6 и кластера N = 16 – L = 7

9 14 17 40.76 10 Связь кластеров N = 14 – L = 5 и N = 17 – L = 8

Таблица 3. Матрица связи выборки точек
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тором F достигает экстремума (минимального или максимального), считается оптимальным 
значением при всех неизменных других p\ p’ параметрах кластеризации.

Тайлирование (тайлинг) – разделение данных на части (тайлы), каждая из которых обраба-
тывается некоторым алгоритмом в отдельности. Как правило, необходимость в тайлировании 
обусловлена наличием больших размеров данных. При этом обработка алгоритмом данных 
целиком выражается через обработку алгоритмом тайлов данных в отдельности. Для обеспе-
чения эквивалентности такой обработки необходимо провести обратную процедуру, т. е. сли-
яние обработанных тайлов. Формально тайлирование можно записать в виде:

f I f I f I I Ij jj

l
jj

l( ) = ( ) { }( ){ } =
= =

, , ,
1 1 

�

где f – алгоритм обработки; I – данные целиком; Ij, j = 1…l,  – тайлы разбиения данных; l – ко-
личество тайлов разбиения; f  – алгоритм слияния тайлов, порождаемый алгоритмом f. Над 
разбиением {Ij} данных производится f  такой, чтобы совместно с процедурами f(X1),…, f(Ij) 
результат обработки был равен или приближенно равен результату обработки процедуры f(I).

На рис. 4 показаны некоторые способы тайлирования при кластеризации изображений. 
При слиянии в местах «сшития» тайлов I’ и I’’ производится соотнесение кластеров в соответ-
ствующих точках масок K’ = f(I’) и K’’ = f(I’’). Это необходимо для одинаковой интерпретации 
рассчитанных кластеров на разных тайлах.

Пообъектная регистрация – выделение связных компонент (объектов), их фильтрация по 
структуре и размеру растров, расчет для каждого отфильтрованного объекта его геометриче-
ских параметров, а также представление объекта в виде кортежа координат и яркостей его 
точек. На выходе образуется модель кластеризации, включающая: пообъектную регистрацию, 
маску кластеров, оптимальные параметры кластеризации, значения целевой функции, струк-
туру входных данных (изображений) для обучения.

На рис. 5 – схема подготовки данных для машинного обучения с применением полученной 
модели кластеризации. Эталонная разметка (датасет) формируется для каждого информатив-
ного класса «ручным» и интерактивным способом, предобученная разметка – в результате 

Рис. 3. Схема получения модели кластеризации.
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расчета модели кластеризации, дообученная – по результатам коррекции и аугментации пре-
добученной, обе выполняемые на кластеризованных областях.

Коррекция разметки состоит в изменении кластеров в рассчитанной оптимизированной 
модели кластеризации. В табл. 4 отражены основные эмпирические правила построения об-
учающей выборки, т. е. разметки объектов определенного информативного класса с установ-
ленными дешифровочными признаками [4].

Рис. 5. Схема подготовки данных для машинного обучения (ИНС – 
искусственная нейронная сеть).

Рис. 4. Примеры способов тайлирования при кластеризации. 
Обозначения на рисунке: 1 – текущий тайл; 2 – следующий тайл; 

3 – места сшития тайлов; 4 – элемент текущего таила; 5 – элемент 
следующего тайла; 6 – направление тайлирования.
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Аугментация обучаемых данных позволяет дополнительно «умножить» разметку с  при-
менением различных видов аугментации для размеченных областей: 1) изменение оттенка, 
насыщенности или яркости; 2) повороты, масштабирования или сдвиги; 3) преобразования 
перспективы; 4) копирование областей для стационарных объектов (имеющих постоянную 
локацию на земной поверхности) на изображения этих объектов в другие моменты времени 
с тем же ракурсом съемки.

В хранилище данных содержится: 1) изображения и их метаданные (для эталонной размет-
ки, обучаемые, валидируемые и тестируемые при кластеризации); 2) модели кластеризации 
каждого информативного класса; 3) маски эталонной разметки и обучающей выборки инфор-
мативных классов [21–23].

На вход модели нейронной сети подается обучающая выборка для эталонной разметки, 
а также разметки, рассчитанной посредством кластеризации и прошедшей процедуры кор-
рекции и аугментации.

Тип правила Описание Пример правила для информативного класса

Локализация Обнаружение рабочей 
области поиска объектов

Свалки сосредотачиваются с большей 
вероятностью на периферии города, чем в его 

центре

Обнаружение

Обнаружение объектов в 
рабочей области на базе 

геометрических, текстурных, 
яркостных и других 

признаков

Одним из геометрических признаков окон 
на стене здания является регулярность их 

распределения

Выделение Разграничение объекта от 
фона

Граница между мусорным захламлением и 
фоном лежит в местах максимальных перепадов 

зернистости текстуры захламления

Векторный тип Особенности использования 
векторов при разметке

Ребро здания выделяется линейным вектором 
некоторой «толщины» (линейный вектор 

автоматически модифицируется в площадной с 
данной толщиной)

Предположение Как размечать в условиях 
невидимости части объекта

В местах небольшой протяженности заслонения 
дороги деревьями или тенями предполагается 

такая же дорога

Разделимость
Как размечать в условиях 

наложения одних объектов 
на другие

Вагоны подвижного состава размечаются 
непересекающимися областями

Артефакты Как размечать в условиях 
артефактов съемки

При наличии геометрических искажений 
крыши здания данная область исключается из 

обучающей выборки

Интерпретация 
объекта

Разметка в условиях 
неоднозначности или 

сложности в интерпретации

При схожести крыши здания с объектом из 
другого класса данная область исключается из 

обучающей выборки

Унификация 
объекта

Разметка в условиях 
типизации объектов

Если здание имеет одинаковую форму крыши, 
но с разными уровнями высоты, каждая часть 
здания с одним уровнем высоты размечается 

как отдельное здание

Исключение 
разметки

Как исключается область из 
обучения

Возможность построения исключаемых 
областей полигонами

Коррекция 
разметки

Как достраивать, удалять, 
перемещать разметку / часть 

разметки объекта

В местах наличия ложной разметки на части 
объекта (ошибки первого рода) построение 

стираемых областей полигонами

Таблица 4. Типы правил построения обучающей выборки
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В качестве модели сети берется одна из ранее разработанных моделей сверточных сетей для 
сегментации экологических объектов [22–24]. Это многоклассовые и бинарные модели для 
сегментации различных экологических классов – мусорных свалок, разных типов жидкостей, 
объектов жидкостной и трубопроводной инфраструктуры, объектов автодорожной и железно-
дорожной инфраструктуры, зданий (в том числе производственных). Модели обучены на по-
лутоновых и мультиспектральных изображениях импактных районов Арктики и Московского 
региона. Данные аугментированы с применением процедуры ROI Cover. В качестве функции 
потерь используется функция потерь Жаккарда (Joccard loss), а также данная функция в ком-
бинации с бинарной перекрестной энтропией.

4. Результаты эксперимента. Покажем на примере г. Норильск результаты построения обу-
чающей выборки объектов класса «водоемы» с применением кластеризации методом k-means.

На рис. 6, а приведен пример входного изображения. Средние координаты территории: 
широта – 69.417°, долгота – 87.907°; расположена в 12 км к северо-западу от жилой части го-
рода. Выбор данной территории обусловлен тем, что ее водные объекты являются объектами 
«непрямого» экологического загрязнения. Она расположена, с одной стороны, поблизости 
к новой очереди хвостохранилища Лебяжье, с другой стороны, «в стороне» от реки Амбар-
ная – переносчика и распространителя экологического загрязнения от Норильского метал-
лургического завода.

Для данного изображения произведена кластеризация со следующими основными параме-
трами кластеризации: количество кластеров – 5; количество запусков алгоритма с разными 
начальными центроидами – 10; максимальное количество итераций алгоритма для одиноч-
ного прогона – 300. На рис. 6, б представлена пообъектная маска кластеров. В маске выде-
лен кластер, характеризующий водоемы (рис. 6, в). Произведена коррекция данного кластера 
(рис. 6, г) по установленным эмпирическим правилам для класса «водоемы». В частности, 
удалены шумовые составляющие – связные компоненты небольших размеров, описывающие 
в основном тени деревьев и резкие перепады поверхности. На рис. 6, д показано наложение 
скорректированного кластера на изображение. Водоемы в малых масштабах времени являются 
стационарными объектами. Поэтому можно произвести аугментацию копирования областей, 
т. е. взять размеченные области водоемов, но на других изображениях той же территории при 
условии, что они имеют тот же ракурс съемки. Например, ракурс изображения (на рис. 6, е)  
тот же, что и на рис. 6, а, но снято оно в других условиях погоды (появилась небольшая об-
лачность) и времени (хронологическом и сезонном).

Как видно, обучающая выборка построена в полуавтоматическом режиме с применением 
кластеризации и коррекции, что значительно проще построения обучающей выборки в руч-
ном режиме. Наблюдается хорошая точность полученной разметки по наложению областей на 

Рис. 6. Получение дообученной разметки с применением кластеризации: а – входное 
изображение; б – пообъектная маска кластеров; в‑выделение кластера водоемов;  

г – коррекция кластера; д – наложение скорректированного кластера на 
изображение; е – другое изображение того же ракурса.
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изображение. Автоматически выделены границы водоемов в местах максимальных перепадов 
яркости. При наличии в водоемах «островов» последние исключены из выборки. Значительно 
труднее сделать такое исключение в ручном режиме, так как «острова» относятся к труднораз-
мечаемым объектам. К другим трудноразмечаемым объектам принадлежат мелкие водоемы, 
поскольку их количество больше, чем крупных, и обнаружить их сложнее.

На примере изображения, приведенного на рис. 7, показан результат работы сверточной 
сети по сегментации водоемов, построенной на базе дообученной разметки. Дообучение про-
ведено в окрестности фрагмента изображения, выделенного на рис. 7, а. В результате сег-
ментации выделены крупные и мелкие водоемы и реки (слева – широкая река Амбарная, 
справа – узкая река Снежная). Разрывы, образованные в сегментации реки Амбарная, обу-
словлены в основном сужением водотока в излучине реки и пересыханием части прибрежной 
полосы, вероятно ввиду переноса поллютантов водным течением.

Заключение. Предложен подход к кластеризации для построения предобученной выборки 
для машинного обучения, которая «доучивается» оператором-разметчиком. Строится модель 
кластеризации, включающая пообъектную регистрацию, маски кластеров, полученные по 
набору обучаемых изображений, оптимальные параметры кластеризации. Данная процедура 
является составной частью процедуры подготовки данных для машинного обучения. В храни-
лище содержатся изображения и их метаданные, модели кластеризации каждого информатив-
ного класса, маски эталонной и обучающей разметки.

Достоинствами применения кластеризации для машинного обучения является автоматиза-
ция и ускорение построения разметки, а также допустимость ошибок первого и второго рода 
при наличии большого объема данных для обучения.
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Приведена структура измерительного комплекса, позволяющего выполнять высокоточные измере-
ния положения объектов относительно стационарной базы методами компьютерного зрения, по-
строенного на базе оптических измерителей. Описан принцип действия измерительного комплекса, 
определен порядок использования и особенности юстировки элементов. Работа измерительного 
комплекса иллюстрируется на примере из морской транспортной отрасли, в задаче контроля по-
ложения автономного морского крупнотоннажного судна относительно причала при выполнении 
погрузо-разгрузочных работ и швартовных операций. Также рассматриваются способы применения 
измерительного комплекса в автодорожном, воздушном и железнодорожном транспорте.
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The article presents the structure of a measuring complex that allows high-precision measurements of the position 
of objects relative to a stationary base using computer vision methods based on optical meters data. The principle of 
operation of the measuring complex is described. The procedure for using and the features of adjusting the elements 
is determined. The operation of the measuring complex is illustrated by an example from the maritime transport 
industry i.e. by the solution of the problem of monitoring the position of an autonomous marine large-tonnage vessel 
relative to the berth when performing loading and unloading operations and mooring operations. Methods of using 
the measuring complex in road, air and rail transport are also described.
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surface ships

Введение. При внедрении автономного транспорта автоматизацию сбора данных об окру-
жающей транспортное средство среде выполняют, используя принцип функциональной эк-
вивалентности: сенсорная система автономного транспортного комплекса не должна уступать 
по своим возможностям сенсорным системам человека.

Важнейшая сенсорная система человека – зрительная. С помощью зрительной системы 
человек получает большую часть информации об окружающем мире. Зрение позволяет вос-
принимать свет, различать его яркость, адаптироваться к различным уровням освещенности, 
различать цвета и их оттенки, отличать объекты от фона и распознавать их, определять рас-
положение объектов в пространстве и следить за их перемещением.
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Система компьютерного зрения позволяет воспроизводить часть функций зрительной си-
стемы человека: сегментации изображений, обнаружения объектов, слежения за объектами, 
восстановления и дополнения изображений, определения движения. В некоторых случаях 
компьютерное зрение превосходит человеческое, например работа в спектральных диапазо-
нах, которые не воспринимаются человеческим глазом (инфракрасный, ультрафиолетовый 
диапазоны). Использование компьютерного зрения для анализа окружающей обстановки обе-
спечивает автономную транспортную систему данными для автоматического принятия реше-
ний и выполнения действий без участия человека или с его минимальным участием.

Автономная транспортная система может предполагать различные уровни участия человека:
1) система анализирует окружающую обстановку, принимает решение и предлагает дей-

ствие, которое выполняет человек;
2) система анализирует окружающую обстановку, принимает решение и выполняет дей-

ствие, которое контролирует человек в непосредственной близости;
3) система анализирует окружающую обстановку, принимает решение и выполняет дей-

ствие, которое удаленно контролирует человек;
4) система анализирует окружающую обстановку, принимает решение и выполняет дей-

ствие без контроля человека.
Для безопасной эксплуатации автономной транспортной системы необходимо оператив-

но и с высокой точностью определять положение транспортного средства в пространстве, 
анализировать информацию о текущей обстановке и наличие других транспортных средств 
или крупногабаритных объектов поблизости. Высокоточные системы позиционирования ис-
пользуются для стабилизации положения подвижных объектов в различных транспортных 
системах, для обеспечения контроля положения и, как следствие, повышения безопасности. 
Повышение безопасности эксплуатации транспортной системы позволяет увеличить интен-
сивность транспортного потока и пропускную способность транспортной сети, что повышает 
экономическую эффективность транспортной отрасли.

Высокоточные системы позиционирования пространственно-распределенных объектов при-
менимы не только на транспорте, но и в промышленности, например при сцепке деталей, когда 
точность совмещения деталей влияет на прочность, герметичность и надежность функциониро-
вания промышленного изделия. Одна деталь – база, другая – распределенный пространствен-
ный объект, который нужно расположить относительно базы, обеспечив минимальное усилие 
или минимальную нагрузку на элементы конструкции в процессе совмещения деталей.

В статье приводится структура и описывается принцип действия измерительного комплекса, 
позволяющего выполнять высокоточные измерения положения объектов относительно стационар-
ной базы методами компьютерного зрения, определяется порядок использования и особенности 
юстировки элементов. Работа измерительного комплекса иллюстрируется на примере из морской 
транспортной отрасли, в задаче контроля положения автономного морского крупнотоннажного 
судна относительно причала при выполнении погрузо-разгрузочных работ и швартовных операций.

Также описываются способы применения измерительного комплекса в  автодорожном, 
воздушном и железнодорожном транспорте.

1. Постановка задачи. Примерами задач высокоточного определения положения объектов 
относительно стационарной базы (высокоточного позиционирования) являются: позициони-
рование морского судна относительно причала при выполнении погрузо-разгрузочных работ 
и швартовных операций; позиционирование железнодорожного вагона при взвешивании на 
весах, при наливе цистерн, при загрузке сыпучим грузом; позиционирование корпуса воз-
душного судна в ангаре для выполнения ремонтно-профилактических работ, при стыковке 
с телескопическим трапом; позиционирование грузового автомобиля при загрузке и выгрузке, 
при взвешивании на весах относительно пакгауза.

При решении задачи высокоточного определения положения объектов относительно стаци-
онарной базы необходимо бесконтактно с высокой точностью выполнять измерения продоль-
ного, поперечного и вертикального смещения подвижного объекта, учитывая особенности его 
размера, формы, скорости маневрирования, скорости движения. Задача высокоточного опре-
деления положения объектов относительно стационарной базы должна решаться независимо 
от уровня освещенности, погодных условий, изменения взаимного расположения объектов 
(частичное или полное перекрытие отслеживаемого объекта), с оценкой текущих и прогнози-
рованием будущих пространственно-скоростных параметров отслеживаемого объекта.

Для решения задачи объекты должны непрерывно отслеживаться на всех этапах измере-
ний. Этапы измерений на примере морского крупнотоннажного судна включают: подход 
судна, швартовку судна, погрузо-разгрузочные работы и отход судна от причала. Под круп-
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нотоннажным судном в данной работе подразумевается судно дедвейтом свыше 1.5 тыс. т 
и длиной свыше 60 м.

2. Предлагаемый подход. Для решения задачи позиционирования крупногабаритных объ-
ектов, таких, как морские крупнотоннажные суда, а также железнодорожные вагоны, корпуса 
воздушных судов, грузовые автомобили, предлагается использовать высокоточный измери-
тельный комплекс, построенный на базе оптических измерителей.

2.1. М о д е л ь   и з м е р и т е л ь н о г о   к о м п л е к с а   н а   б а з е   о п т и ч е с к и х 
и з м е р и т е л е й. Программно-аппаратный комплекс высокоточного определения положе-
ния объектов относительно стационарной базы включает оптические измерители, каждый из 
которых состоит из камеры компьютерного зрения и лазерного дальномера. Если в комплек-
се задействуется два и более измерителя, то компьютер с модемом в составе находится толь-
ко в управляющем измерителе (рис. 1), оборудование управляемого измерителя подключается 
к компьютеру управляющего. По аналогичной схеме подключаются три и более измерителей: 
один управляющий измеритель и несколько управляемых измерителей. Обмен данными между 
компьютером и компонентами оптических измерителей происходит по технологии Ethernet.

Назначение измерителей – это высокоточные измерения продольного, поперечного и вер-
тикального смещения объектов, измерения скоростей движения, определение типа движе-
ния (например, смещение, поворот), прогнозирование будущих пространственно-скоростных 
параметров измеряемого объекта. Измерители устанавливаются на неподвижное основание, 
в прямой видимости измерителей находится объект измерений. Измерение поперечного сме-
щения выполняет лазерный дальномер, установленный в оптический измеритель. Метод из-
мерения основан на сравнении фаз сигнала лазера и сигнала, отраженного от объекта. За-
держка при распространении волны создает сдвиг фаз, который измеряется. Лазер работает 
постоянно, его излучение амплитудно модулируется сигналом определенной частоты [1–3]. 
Фаза отраженного сигнала сравнивается с фазой опорного сигнала [4, 5].

Измерения вертикального и горизонтального смещения выполняются методами компью-
терного зрения с учетом данных о поперечном смещении объекта. Метод измерения включает 
анализ кадров видеоряда с камеры оптического измерителя для определения подвижных обла-
стей изображения, оценки их характеристик, выявления характера движения и выбора объектов 
(участков изображения), которые потенциально принадлежат корпусу морского судна или его 

Рис. 1. Схема управляющего оптического измерителя: компьютер 
(1), камера компьютерного зрения с объективом (2), лазерный 

дальномер (3), антенна 3G/4G (LTE) (4).



ПОЗИЦИОНИРОВАНИЕ КРУПНОГАБАРИТНЫХ ОБЪЕКТОВ  

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 5 2024

141 

палубных конструкциям. Выбранные объекты отслеживаются в реальном времени [6], рассчи-
тывается скорость и разность их смещения, определяются траектории движения. По разности 
сдвига объектов на изображениях рассчитываются вертикальные и горизонтальные величины 
смещения объекта в пространстве, т. е. величина смещения в пикселах на изображении соотно-
сится с величиной смещения в метрах. По смещению объектов на изображении (отслеживаемых 
участков изображения) вычисляются пространственно-скоростные параметры отслеживаемого 
крупногабаритного площадного объекта – морского крупнотоннажного судна.

2.2. В ы с о к о т о ч н о е   п о з и ц и о н и р о в а н и е   м о р с к о г о   к р у п н о т о н н а ж н о г о    
с у д н а   о т н о с и т е л ь н о   п р и ч а л а. В задаче контроля положения автономного мор-
ского судна относительно причала измерители устанавливаются на причале на неподвижном 
основании в непосредственной близости от края причала (рис. 2), чтобы не допустить пе-
рекрытия луча лазера и объектива камеры работниками порта, транспортными средствами 
и причальными сооружениями. В прямой видимости находится измеряемый объект – мор-
ское крупнотоннажное судно.

Измерения начинаются при подходе судна к причалу, продолжаются во время швартовки 
судна и выполнении погрузо-разгрузочных работ. Границы области отслеживания судна от-
носительно причала составляют от 2 до 500 м в продольном, поперечном и вертикальном на-
правлениях, что обусловлено требованиями к дистанции последнего маневра морского судна.

Согласно постановлениям по морским портам России на 2024 г. скорость движения судна 
во время швартовных операций не превышает 3 узлов (5.556 км/ч). Комплекс начинает рабо-
тать еще на этапе подхода судна к причалу, когда судно находится на расстоянии 300–500 м, 
на этом этапе скорость судна может достигать 5 узлов.

Оптические измерители, как и все оборудование, устанавливаемое на причале, должно быть 
промышленного исполнения. Измерители размещаются на причале и при сильном волнении 
моря кратковременно могут оказаться под водой. Поэтому класс защиты оборудования должен 
быть не ниже IP67 (6 – пыленепроницаемое (полная защита от пыли), 7 – водонепроницаемое 
(кратковременное погружение на глубину до 1 м)). Оборудование, которое находится внутри кор-
пуса оптических измерителей, может иметь класс защиты IP00 (0 – нет защиты, 0 – нет защиты).

Дальномеры, включенные в состав измерителей должны быть безопасны для человеческого 
глаза, что подразумевает работу в ближнем инфракрасном диапазоне, длина волны должна быть 
от 900 до 1100 нм. Требования к характеристикам лазерных дальномеров приведены в табл. 1.

Рис. 2. Схема установки комплекса из двух оптических измерителей на причале.
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Требования к характеристикам к камерам компьютерного зрения и объективам представле-
ны в табл. 2, 3. Камера в оптическом измерителе нужна для оптического контроля и измерений, 
следовательно, необходима промышленная камера компьютерного зрения, которая обладает 
устойчивостью к механическим, вибрационным, электромагнитным воздействиям, что позво-
ляет использовать ее в различных погодных условиях. Должна быть обеспечена защита от воды 
и пыли, виброустойчивость, возможность работы в широком температурном диапазоне.

Характеристики компьютера, рассмотренные в табл. 4, выбраны на основе требований по 
совместимости с камерами компьютерного зрения и лазерными дальномерами, необходимо-
стью обработки нескольких потоков данных, поступающих с лазерных дальномеров и камер 
компьютерного зрения, требований к вычислительной среде исполнения алгоритмов компью-
терного зрения. Камера и лазерный дальномер в корпусе оптического измерителя располага-
ются на одном уровне (ось направленна по касательной в точке установки оптического изме-
рителя параллельно земле) с соблюдением сонаправленности оптических осей. Регулирование 
взаимного расположения выполняется при помощи поворотных кронштейнов, винтов или 
других конструктивных элементов. Юстировка необходима для устранения погрешностей, 
выявленных в результате контроля или поверки камер и лазерных дальномеров, уменьшения 
влияния статических ошибок на вычисления. На причале оптические измерители устанав-
ливается перпендикулярно линии измерений, которая может не совпадать с линией причала 
ввиду его конструктивных особенностей.

Наименования Характеристики Примечания

Метод измерений Фазовый
Дистанция От 2 до 500 м

Погрешность 
измерения

Не более ± 1 мм 
на каждый метр 

дистанции

Зависимость точности от расстояния линейная: 
± 20 мм на дистанции в 20 м,
± 50 мм на дистанции в 50 м 

и далее по возрастающей
Температурный режим –20...+50°C

Частота данных Не менее 20 Гц

Класс защиты От IP00 (модуль без 
корпуса)

Дальномер устанавливается внутри корпуса 
оптического измерителя

Безопасность Класс 1 Безопасный для человеческого глаза ближний 
инфракрасный диапазон, от 900 до 1100 нм

Наименования Характеристики Примечания

Разрешение Не менее 640×480 Чем выше разрешение, тем больше данных об 
объекте съемки

Тип изображения Монохромное
Работа с цветными, мульти- и гиперспектральными 

изображениями в алгоритмах, на базе которых 
работает оптический измеритель, не предусмотрена

Частота кадров Не менее 40 кадр/с
Необходимо для корректной работы алгоритмов 

компьютерного зрения для оптического контроля и 
измерений

Температурный режим –10...+50°C

Интерфейс передачи 
данных GigE

Gigabit Ethernet позволяет передавать данные на 
расстояние до 100 м с высокой скоростью и без 

потерь
Тип исполнения Промышленный

Таблица 1. Требования к характеристикам лазерного дальномера

Таблица 2. Требования к характеристикам камеры компьютерного зрения
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Время рабочего цикла измерителя зависит от длительности подхода судна к причалу, швар-
товных операций и необходимости в позиционировании судна относительно причала на про-
тяжении стоянки или погрузо-разгрузочных работ. Среднее время рабочего цикла измерите-
ля составляет 1 ч. Рабочий цикл измерителя начинается с момента, когда судно появляется 
в прямой видимости измерителя. В зависимости от типа причала (например, пирс или набе-
режная стенка), от близости других причалов к целевому (причал, на который устанавливает-
ся измерительный комплекс) дистанция до судна может достигать 500 м.

При подаче питания измерительный комплекс входит в режим самотестирования, если все 
компоненты измерителей функционируют, измерительный комплекс переходит в режим измере-
ний и начинает транслировать данные с заданной частотой. Данные измерений и расчетов переда-
ются на удаленный сервер, в свою очередь с удаленного сервера данные переходят потребителям 

Наименования Характеристики Примечания

Фокусное расстояние ~ 5 мм

Для задач оптического контроля 
и измерений, для таких 

крупногабаритных объектов, 
как морские суда, необходим 
широкофокусный объектив

Диапазон диафрагмы F2.4-F11
Регулировка размера диафрагмы в 

зависимости от условий окружающей 
среды позволит получить желаемый 

уровень экспозиции

Угол 
обзора

по диагонали > 100°

Минимально необходимые значения
по горизонтали > 80°

по вертикали > 60°
Температурный режим –10...+50°C

Тип исполнения Промышленный

Таблица 3. Требования к характеристикам объектива

Наименования Характеристики Примечания

Производительность ЦПУ ≥ 260 GFLOPS
Разрядность ЦПУ ≥ 64-bit

Тип оперативной памяти ≥ DDR4 
Объем оперативной памяти ≥ 16 Gb

Объем ПЗУ ≥ 120 Gb
Для кратковременного 

хранения данных с целью их 
оценки

Разрядность операционной 
системы ≥ 64-bit 

Производительность графического 
процессора в операциях с 

плавающей точкой одинарной 
точности

≥ 115 GFLOPS

Количество 
портов

RJ-45 ≥ 2 x 10/100/1000
Необходимые интерфейсы 

для подключения 
периферийных устройств

RS-232/422/485 ≥ 2
USB 3.x ≥ 4

Температурный режим –10...+50°C

Таблица 4. Требования к характеристикам компьютера оптического измерителя
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информации. В контексте позиционирования морского крупнотоннажного судна относительно 
причала потребителями информации являются системы автономного судовождения.

На причале устанавливается пара оптических измерителей для независимых измерений для 
носа и кормы судна. Поэтому потребители информации получают величины смещения (про-
дольного, поперечного и вертикального) для каждой из оконечностей судна, а также скорости 
сближения носа и кормы судна с причалом, скорости смещения по вертикали и горизонтали 
и величины, которые относятся к корпусу судна, а не к его частям: угол между причалом и ди-
аметральной плоскостью судна, прогнозируемая траектория движения судна.

Величины поперечного смещения носа и кормы судна относительно причала измеряются лазер-
ным дальномером. На основе поперечного смещения с применением алгоритмов компьютерного 
зрения рассчитываются величины смещения носа и кормы судна по вертикали и горизонтали.

Алгоритмы компьютерного зрения, составляющие основу оптических измерителей, пере-
числены ниже.

1. Алгоритм идентификации крупногабаритного площадного объекта в кадре, состоящий 
из двух этапов. На первом этапе определяется движение в кадре путем оценки разницы между 
соседними кадрами. Вторым этапом является выделение связных компонент (контуров), их 
анализ и составление карты движущихся участков изображения. Алгоритм позволяет опреде-
лить области изображения с постоянным движением и исключить случайно попавшие в кадр 
подвижные объекты.

2. Алгоритм выбора объектов отслеживания. Он позволяет определить объекты с характе-
ристиками, которые прослеживаются в амплитудно-частотном спектре: контуры идентифика-
ционных знаков и конструктивных особенностей, контрастные области и видимые границы 
коррозионного рисунка. Это важно для алгоритма отслеживания объектов, который работает 
в частотной области.

3. Алгоритм отслеживания крупногабаритного площадного объекта по его наблюдаемому 
фрагменту работает с учетом возможности частичного перекрытия объекта и выхода объекта 
за границы изображения, поворота и изменения масштаба объекта.

В основе алгоритма отслеживания крупногабаритного площадного объекта по его наблю-
даемому фрагменту лежит работа в частотной области. Одновременно отслеживается несколь-
ко объектов – подвижных участков изображения. Для каждого отслеживаемого объекта соз-
дается фильтр-функция:

U
A
B

= � ,

где А, В – компоненты фильтр-функции, деление поэлементное.
Фильтр-функция (также называемая фильтром или передаточной функцией фильтра), 

представляет собой матрицу коэффициентов характерных особенностей объекта (участка изо-
бражения) в частотной области. Под характерными особенностями объекта понимаются осо-
бенности изображения, которые прослеживаются в амплитудно-частотном спектре (контраст-
ные области, видимые границы). Все операции над матрицами выполняются поэлементно.

Компоненты фильтр-функции представляют собой набор данных усредненных определен-
ным образом:

A F g F u v B N F u v F u v
i

n

i
i

n

i i= ( ) × ( ) = × ( ) × ( )
= =
∑ ∑

1 1

, , , , ,�

где ×  – операция поэлементного умножения матриц, F(g) – матрица частот двумерной гаус-
сианы, F u vi ,( ) �  – матрица частот изображения объекта. Здесь u, v – частоты изображения по 
осям x и y, F u vi ,( )  – комплексно-сопряженная матрица частот изображения объекта (поворот 
изображения на 180°), N – матрица 3%-ного случайного импульсного шума, n – целое число, 
обозначающее количество изображений выборки для создания первоначальной фильтр-функ-
ции (например, 125).

Гауссиана строится на координатной сетке по размерам отслеживаемого участка изображе-
ния (объекта), пик гауссианы приходится на центр отслеживаемого объекта:

g X Y
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x y
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где g g X Y= ( ),  – гауссиана в матричной форме (таблично заданная функция), X, Y – коорди-
наты пикселей по размерам участка изображения, i, j – координаты центра отслеживаемого 
объекта, σ σx y

2 2, �  – величины дисперсии по x, y. Например,
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На каждой итерации алгоритма, по мере накопления данных, фильтр-функция U допол-
няется. Для оценки степени корреляции значений матриц U и  F u v,( )  используется свертка 
функций:

^ , , ,F u v U F u v( ) = × ( )
где ^ ,F u v( )  – результат свертки функций, U = U(u, v) – фильтр-функция, F (u, v) – матрица 
частот изображения, где предположительно находится сместившийся объект.

Метод составляющий основу алгоритма отслеживания крупногабаритного площадного 
объекта по его наблюдаемому фрагменту является адаптивным методом машинного обучения, 
в основе которого лежит обучение в реальном времени путем изменения параметров и нако-
пления данных в условиях постоянно изменяющейся среды. Все этапы процесса обработки 
и накопления данных верифицируемы, что позволяет гарантировать значение точности изме-
рений в определенном диапазоне.

Выполняется мониторинг движения морского крупнотоннажного судна.
1. Координаты отслеживаемых объектов (участков изображения) фильтруются. Алго-

ритм фильтрации состоит из двух цикличных фаз: предсказание и  корректировка. Целью 
алгоритма является вычисление апостериорной оценки состояния системы как линейной 
комбинации априорной оценки и  взвешенной разницы между фактическим измерением 
и экстраполированным. Под системой понимается система контроля, состоящая из объекта 
наблюдения и измерителя. В основе алгоритма фильтрации – дискретный фильтр Калмана  
[7–9]. 2. Анализируются траектории отслеживаемых объектов (участков изображения). Опре-
деляется характер движения и сопоставляется разность величин.

3. По разности сдвига объектов на изображениях рассчитываются вертикальные и горизон-
тальные величины смещения объекта в пространстве, т. е. величина смещения в пикселах на 
изображении соотносится с величиной смещения в метрах.

4. Рассчитываются скорости смещения.
5. Строится трехмерная траектория смещения объекта – морского крупнотоннажно-

го судна. В основе алгоритма лежит регрессионный анализ – метод наименьших квадратов 
[10, 11].

В течение рабочих циклов оптических измерителей вывод данных на изображение не осу-
ществляется. Также не ведется запись с камер, входящих в состав оптических измерителей. 
Камеры предназначены исключительно для расчета величин продольного и вертикального 
смещения методами компьютерного зрения.

Конечную информацию с измерительного комплекса потребители информации получают 
в виде полей информационного сообщения. Для двух измерителей (для носа и кормы судна) ко-
нечная информация – это продольные, вертикальные и горизонтальные величины смещения, 
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скорости смещения по вертикали и горизонтали, скорость сближения с причалом, угол между 
диаметральной плоскость судна и причалом, тип движения, прогнозируемая траектория.

2.3. В ы с о к о т о ч н о е   п о з и ц и о н и р о в а н и е   а в т о д о р о ж н ы х   т р а н с п о р т н ы х    
с р е д с т в. Примерами задач позиционирования автодорожных транспортных средств явля-
ются: позиционирование грузового автомобиля при загрузке и выгрузке относительно пакга-
уза; позиционирование автоцистерны на сливоналивной эстакаде; позиционирование автодо-
рожного транспортного средства при взвешивании на весах.

Контроль положения грузового автомобиля при взвешивании на весах с помощью опти-
ческого измерителя (рис. 3) позволит регулировать грузопоток, проходящий через автомо-
бильные весы, автоматизировать процесс взвешивания и исключить неверный результат взве-
шивания при неполном заезде или съезде автомобиля с платформы весов. При взвешивании 
автодорожного грузового автомобиля на весах грузовой автомобиль заезжает на платформу 
весов, платформа стабилизируется, фиксируется взвешивание. Использование оптических 
измерителей в  задачах позиционирования транспортных средств с  целью регулирования 
и  автоматизации процессов парковки, погрузки/разгрузки позволит увеличить грузообо-
рот, повысить безопасность транспортных процессов, интенсивность транспортного потока 
и пропускную способность транспортной системы.

2.4. В ы с о к о т о ч н о е   п о з и ц и о н и р о в а н и е   в о з д у ш н ы х   т р а н с п о р т н ы х  
с р е д с т в. Позиционирование корпусов воздушных судов требуется при постановке в ан-
гар для выполнения ремонтно-профилактических работ, стыковке с телескопическим трапом 
и размещении в ангарах.

Для выполнения ремонтно-профилактических работ воздушное судно заводится в ангар 
и размещается на отведенном для него месте. Относительно судна в рабочей зоне ориентиру-
ется и подводится док.

Задачу автоматизации позиционирования судна в ангаре можно решить с помощью оп-
тических измерителей (рис. 4), использование которых позволит ускорить процесс парковки 
воздушного судна.

2.5. В ы с о к о т о ч н о е   п о з и ц и о н и р о в а н и е   ж е л е з н о д о р о ж н ы х    
т р а н с п о р т н ы х   с р е д с т в. Примерами задач решаемых для железнодорожных транс-
портных средств являются: размещение вагонов на путях необщего пользования (например, на 
территории порта) при наливе цистерн, загрузке сыпучим грузом, выгрузке груза; замена те-
лежек под вагонами для обеспечения бесперегрузочного железнодорожного сообщения в слу-
чаях, когда перегрузку проводить опасно или экономически невыгодно; токарная обработка 
поверхностей катания колесных пар вагонов или паровозов без выкатки тележек на специаль-
ных токарных станках [12]; установка в определенном положении железнодорожного вагона 
при взвешивании на весах с расцепкой и без расцепки железнодорожного состава; размещение 
железнодорожных цистерн на сливоналивной эстакаде.

При позиционировании железнодорожных цистерн на сливоналивной эстакаде цистерны 
заводятся на эстакаду лебедкой с тросом, установленным в тупиковой части железнодорож-

Рис. 3. Схема установки оптических измерителей на автомобильных весах.
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ного пути. Колеса цистерн блокируются, проводится заземление цистерн, подсоединяются 
патрубки налива и перекачивается нефтепродукт или другой наливной груз. Либо при сливе 
груза сливоналивные устройства заводят под цистерны и подсоединяют к патрубкам, слив 
осуществляется с помощью насосов.

Задача высокоточного определения положения железнодорожных цистерн относительно 
патрубков на сливоналивной эстакаде может быть решена с применением оптических из-
мерителей. Использование оптических измерителей на сливоналивных эстакадах способно 
(рис. 5): повысить точность ориентирования цистерн относительно патрубков налива, тем 
самым повысить безопасность их эксплуатации путем информирования об аварийной ситуа-
ции; автоматизировать процесс перемещения цистерны, сообщая о скорости движения, даль-
ности перемещения, времени остановок.

С помощью оптических измерителей можно получить параметры смещения вагонов, учи-
тывая особенности их размеров и скорости движения, ускорить процесс загрузки/выгрузки 
вагонов, контролировать сдвиг вагонов во время погрузки или разгрузки, повысить точность 
позиционирования вагонов при обслуживании и избежать ошибок взвешивания, вызванных 
неправильным положением вагонов на весах.

Заключение. В алгоритм работы измерительного комплекса включены условия, диктуемые 
планами швартовных операций и сборником обязательных постановлений по порту, на при-
чал которого устанавливаются измерители. Это необходимо для алгоритмов отслеживания 
и идентификации судна в кадре, так как необходимо заранее знать:

1) какой разворот может выполнить судно и на каком расстоянии от причала;
2) под каким углом судно подходит к причалу;
3) скорость сближения судна с причалом;
4) сколько буксиров может кантовать судно и возможность того, что буксир будет в кадре 

непосредственно перед судном в прямой видимости измерителей.
Принимаются во внимание факторы рабочей среды и характеристики причала, на котором 

устанавливаются измерители, что влияет на:
1) необходимость учета присутствия в кадре объектов с похожими свойствами (другое суд-

но) и иных подвижных объектов (плавучих знаков или портальных кранов);
2) дистанцию между установленными оптическими измерителями, которая зависит от раз-

меров и типов судов, швартуемых к причалу, дистанция между измерителями должна быть 
меньше предполагаемого размера судна.

Для использования измерительного комплекса на других причалах он должен пройти кали-
бровку с учетом особенностей целевого причала, типов судов и прочих условий, перечислен-
ных выше. С помощью измерительного комплекса в целях отличных от задач морской транс-

Рис. 4. Схема установки оптических измерителей в ангаре  
ремонтно-профилактического обслуживания.
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портной отрасли, например размещение железнодорожного вагона при загрузке сыпучим 
грузом или грузового автомобиля относительно пакгауза, при реализации алгоритма должны 
быть учтены характеристики рабочей среды измерителей, а также особенности наблюдаемого 
транспортного средства.

Программно-аппаратный комплекс высокоточного определения положения объектов 
относительно стационарной базы предназначен для работы в  составе систем автономного 
транспорта и решения задач контроля положения крупногабаритных объектов в режиме ре-
ального времени. Конечные потребители (системы автономного транспорта) актуальную ин-
формацию о смещении наблюдаемого объекта, скоростях движения, траекториях движения, 
а также прогнозируемые данные получают в виде полей информационного сообщения.
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Рассмотрены вопросы, связанные с исследованием модели функциональной зависимости тяги дви-
гателей от их рабочих параметров в интересах снижения асимметрии тяги самолета вследствие разно-
тяговости его двигателей. Цель исследования –управление частотами вращения роторов двигателей 
самолета на основе трехмерной модели зависимости тяги двигателей от их частот вращения роторов 
турбин компрессоров низкого и высокого давления. Использованы методы математической стати-
стики и программно-аппаратного моделирования. Результаты исследования показали и подтвердили 
возможность балансировки тяги двигателей самолета при управлении частотами вращения роторов 
его двигателей в полете. Разработана трехмерная модель зависимости тяги двигателя от значений 
частот вращения двух его роторов. Эта модель позволяет обеспечивать управление частотами враще-
ния обоих роторов двигателя путем дополнительной подачи в них топлива для формирования новых 
значений этих частот по результатам сравнительной оценки их значений с учетом величин их первых 
производных как знакопеременных специальных поправок, обеспечивающих автоматическое кон-
тролирование скорости и направленности изменения контролируемых значений частот.
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The questions related to the research of the model of functional dependence of the engines thrust on their 
operating parameters in the interests of reducing the asymmetry of the aircraft thrust due to the different 
thrust of its engines are considered. The purpose of the study is to control the rotor speeds of aircraft engines 
on the basis of a three-dimensional model of the dependence of engine thrust on their rotor speeds of turbine 
rotors of low-pressure compressors and high-pressure compressors.  Methods of mathematical statistics and 
hardware-software modeling were used in the study. The results of the study showed and confirmed the 
possibility of balancing the thrust of aircraft engines when controlling the rotor speeds of its engines in flight. 
A three-dimensional model of engine thrust dependence on the values of rotational frequencies of its two 
rotors has been developed. This model allows to provide control of rotation frequencies of both rotors of the 
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engine by means of additional fuel supply to them for formation of new values of these frequencies according 
to the results of comparative estimation of their values taking into account the values of their first derivatives 
as sign-variable special corrections providing automatic control of speed and direction of change of controlled 
values of frequencies.

Keywords: thrust asymmetry, twin-engine aircraft, control program, thrust force, turbojet twin-circuit engine, 
rotor speed

Введение. Тягой турбореактивных двухконтурных двигателей (далее ТРДД) можно управ-
лять путем изменения контролируемых значений частот вращения роторов турбин компрес-
соров низкого и высокого давления ТРДД [1]. Постоянный и непрерывный автоматический 
контроль значений этих частот обуславливает возможность использования их в качестве па-
раметров тяги [1, 2]. Для исследования зависимости тяги ТРДД R от частот вращения роторов 
его турбин, так называемых ротора низкого давления (РНД) n1 и ротора высокого давления 
(РВД) n2, применяются различные модели этой зависимости [3]. Их теоретической основой 
являются методы математической статистики, позволяющей оценивать тягу двигателей в за-
висимости от частот вращения их роторов по результатам стендовых испытаний этих двига-
телей в условиях их серийного производства.

Потеря тяги одного из ТРДД силовой установки самолета в полете может начаться при 
перегреве двигателя из-за чрезмерно длительных или частых включений режима повышен-
ной тяги в условиях высоких температур воздуха, а также при механическом повреждении 
турбины компрессора и (или) механическом разрушении ее рабочих лопаток вследствие таких 
неконтролируемых факторов, как коррозионное и эрозионное действие газов и эрозия мелки-
ми посторонними частицами (песком). Потеря тяги будет зафиксирована и скомпенсирована 
системой управления силовой установкой, но только в случае, когда это приведет к снижению 
значений частот вращения РНД и РВД ниже минимального значения их рабочих диапазонов [2].  
Поэтому потерю тяги ТРДД силовой установки самолета в  полете следует определять по 
уменьшению значений частот вращения РНД или РВД одного ТРДД ниже значений частот 
вращения соответствующего ротора другого ТРДД с учетом уровня разнотяговости двигате-
лей. Такое сравнение частот вращения роторов позволяет оценивать необходимость повыше-
ния тяги двигателя в полете. Для того, чтобы свести к минимуму регулирование тяги в полете, 
при отборе пары ТРДД для самолета условие минимальной разнотяговости двигателей одной 
серии должно стать важнейшим критерием отбора после прохождения двигателями глубокого 
тестирования технического состояния в условиях серийного производства [3].

Программы управления только по частоте вращения РНД n1 + δn1 = const или только по 
частоте вращения РВД n2 + δn2 = const при знакопеременности специальных поправок δn1 
и δn2 этих частот используются в системах управления силовыми установками среднемаги-
стральных и дальнемагистральных двухдвигательных самолетов для контроля и управления 
тягой ТРДД. Поэтому частоты вращения их РНД и РВД можно считать равноправными и рав-
нозначными параметрами тяги с точки зрения контроля и управления тягой этих двигателей. 
Постепенное ужесточение требований к их надежности и качеству способствует усилению 
контроля взаимного соответствия параметров тяги таких двигателей. Контролировать взаим-
ное соответствие их качества можно с помощью программно-аппаратного моделирования.

При автоматизированном контроле технического состояния ТРДД на основе глубокого те-
стирования после стендовых испытаний актуальность разработки модели зависимости тяги 
двигателя от частот вращения роторов турбин его компрессоров низкого и высокого давле-
ния обусловлена возможностью компьютерного моделирования работы двигателя для оцен-
ки качества ее работы. Применение этой модели взаимозависимости параметров тяги ТРДД 
позволяет реализовать два условия ужесточения контроля взаимного соответствия качества 
двигателей одной серии. Одно из условий – допустимость одновременного контроля качества 
серийных ТРДД по K их рабочим параметрам xk, K = 1,K , например по частотам вращения 
РНД и РВД при K = 2. Другое условие – допустимость минимального сужения диапазонов 
распределения величин отклонений замеряемых значений тех же рабочих параметров от их 
ожидаемых значений при глубоком тестировании технического состояния ТРДД одной се-
рии после их стендовых испытаний в условиях их серийного производства [3]. Такую модель 
можно реализовывать на практике программными средствами компьютерного моделирования 
или программно-аппаратными средствами имитационного моделирования на цифровых сиг-
нальных процессорах и программируемых логических интегральных схемах.
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Предложенная и разработанная модель позволит и поможет создавать компьютерные мо-
дели контроля надежности и качества ТРДД силовой установки самолета сразу по нескольким 
рабочим параметрам в реальном масштабе времени с учетом нежелательных воздействий де-
стабилизирующих факторов в полете. Результаты разработки этой модели могут обеспечить 
автоматизацию управления тягой двигателей сразу по двум таким косвенным параметрам их 
тяги, как частоты вращения РНД и РВД, путем постоянного измерения и постепенного изме-
нения значений этих частот. Это представляет практическую полезность для снижения раз-
нотяговости ТРДД силовой установки самолета за счет повышения тяги Rlow двигателя с не-
достаточной тягой до уровня тяги Rnorm другого двигателя в заданных пределах изменения их 
тяги Rmin≤Rlow<Rnorm≤Rmax при минимально допустимом уровне тяги Rmin и максимально до-
стижимом уровне тяги Rmax. Благодаря предложенной и разработанной модели такая коррек-
ция тяги двигателей может быть реализована путем изменения частот вращения их роторов 
в заданных диапазонах их значений. Трехмерная модель взаимозависимости параметров тяги 
ТРДД позволяет при компьютерном моделировании работы таких двигателей обеспечивать 
возможность уменьшения их разнотяговости по результатам сравнительной оценки значений 
частот вращения РНД и РВД с учетом величин первых производных этих частот как знакопе-
ременных специальных поправок, обеспечивающих автоматическое контролирование скоро-
сти и направленности изменения контролируемых значений частот.

Снижение асимметрии тяги ТРДД силовой установки самолета в полете необходимо для 
обеспечения безопасности полета по одному из ее качественных критериев, которые позво-
ляют намечать мероприятия по повышению ее уровня за счет снижения потенциальной опас-
ности появления особых ситуаций при возникновении неконтролируемых факторов. В соот-
ветствии с требованиями Авиационных правил Межгосударственного авиационного комитета 
АП‑25 особые ситуации могут быть: катастрофические, аварийные и сложные, а также си-
туации усложнения условий полета. Во избежание таких ситуаций предлагается в качестве 
критерия обеспечения безопасности полета использовать требование отсутствия асимметрии 
тяги их двигателей в полете, поскольку безопасность полета самолета – это состояние авиаци-
онной техники, при котором риски, связанные с его эксплуатацией снижены до приемлемых 
уровней и контролируются. Одним из приемлемых уровней можно считать баланс тяги левого 
ТРДД и правого ТРДД силовой установки самолета в полете.

Для условного обозначения параметров левого и правого ТРДД силовой установки самоле-
та используем аббревиатуры словосочетаний LEFT ENGINE (LE) и RIGHT ENGINE (RE) со-
ответственно. Тогда применяемый критерий обеспечения безопасности полета можно форма-
лизовать в виде соотношения уровня тяги RLE левого ТРДД и уровня тяги RRE правого ТРДД 
в заданных пределах изменения этих значений в полете Rmin≤RLE=RRE≤Rmax при минимально 
допустимом уровне тяги Rmin и максимально достижимом уровне тяги Rmax.

При асимметрии тяги в полете появляется момент рысканья самолета, который возникает 
из-за разнотяговости его ТРДД. Величина этого начального момента рысканья зависит от тяги 
каждого ТРДД и от путевой устойчивости самолета, которая стремится противостоять возник-
шему моменту рысканья, приводящего к крену самолета. Если рысканье и крен не исправлять 
за счет снижения асимметрии тяги ТРДД, то может возникнуть разворачивающий момент 
сил, действующих на самолет, что чревато аварией.

Цель исследования – управление частотами вращения роторов двигателей самолета на ос-
нове трехмерной модели зависимости тяги таких двигателей от их частот вращения роторов 
турбин компрессоров низкого и высокого давления. Исследование проводилось с помощью 
методов математической статистики и программно-аппаратного моделирования.

	
1. Постановка задачи. Полагаем, что в системе автоматического управления силовой уста-

новкой самолета с ТРДД заложено или предусмотрено использование программы управления 
по частоте вращения РНД n1 + δn1 = const и программы управления n2 + δn2 = const с приме-
нением знакопеременных поправок δn1 и δn2 этих частот соответственно.

Как известно, зависимости значений тяги ТРДД R от значений частоты вращения его РНД 
n1 и тех же значений тяги ТРДД R от значений частоты вращения его РВД n2 можно форма-
лизовать в виде параболических уравнений с коэффициентами I1 и I2 по типу канонического 
уравнения параболы y = i x2 с коэффициентом i: R = I1 (n1)2 и R = I2 (n2)2, если I1 и I2 – коэф-
фициенты влияния скоростей вращения РНД и РВД соответственно.

На рис. 1 приведено графическое отображение этих зависимостей, где каждому значению 
тяги R соответствуют только одна точка с координатами (R, n1) и только одна точка с коор-
динатами (R, n2).



БУРОВА и др.

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ № 5 2024

152

Будем учитывать динамические свойства РНД и РВД ТРДД по результатам глубокого те-
стирования их технического состояния после стендовых испытаний в условиях серийного 
производства. На практике для каждого двигателя в условиях серийного производства в испы-
тательных цехах определяют эту зависимость экспериментально. Ею пользуются для опреде-
ления прямых значений тяги в зависимости от числа оборотов ротора турбины компрессора.

Требуется разработать трехмерную модель зависимости тяги ТРДД от частот вращения его 
РНД и РВД, позволяющую учитывать совокупное влияние частот вращения обоих роторов 
на тягу двигателя с учетом их динамических свойств в виде коэффициентов  jx и jy уравнения 
эллиптического параболоида zx,y =  jxx2 +  jyy2 [4]. На рис. 2 приведено графическое изобра-
жение одной из линий уровня такого эллипсоида с фокусами F1(-с, 0), F2(c, 0), где числовые 
значения координат с и -с зависят от соотношения числовых значений коэффициентов  jx и jy.

Требуется разработать алгоритм управления частотами вращения роторов двигателей само-
лета на основе трехмерной модели зависимости тяги ТРДД от частот вращения его РНД и РВД.

2. Решение поставленной задачи. Результаты исследования показали и подтвердили возмож-
ность балансировки тяги двигателей самолета в полете при управлении частотами вращения 
роторов его двигателей на основе трехмерной модели зависимости тяги ТРДД от частот вра-
щения его РНД и РВД.

Разработана трехмерная модель зависимости тяги двигателя от значений частот вращения 
двух его роторов. В ней эти частоты используются в качестве косвенных параметров тяги. Со-
отношение их измеренных и вычисляемых значений тяги определялись по результатам стен-
довых испытаний ТРДД одной серии и глубокого тестирования их технического состояния 
сразу по двум таким параметрам тяги в условиях серийного производства.

Рис. 1. Зависимость тяги R двигателя от частот вращения его РНД и РВД.

Рис. 2. Графическое изображение эллипса с фокусами F1(-c, 0) и F2(c, 0).
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Эта модель представляет собой алгебраическое уравнение второго порядка с  тремя пе-
ременными, которое описывает зависимость значения силы тяги ТРДД от значений частот 
вращения двух его роторов. В этой модели переменными являются: значение силы тяги R, 
значение частоты вращения РНД n1 и значение частоты вращения РВД n2. Такая трехмерная 
модель позволяет обеспечивать управление частотами вращения обоих роторов двигателя пу-
тем дополнительной подачи в них топлива для формирования новых значений этих частот по 
результатам сравнительной оценки их значений с учетом величин их первых производных как 
знакопеременных специальных поправок, обеспечивающих автоматическое контролирование 
скорости и направленности изменения контролируемых значений частот.

Разработанная модель представлена выражением, приведенным ниже, где R – тяги ТРДД, 
n1 – частота вращения РНД, n2 – частота вращения РВД, а  J1 и  J2 – коэффициенты сово-
купного влияния скорости вращения роторов РНД и РВД на тягу соответственно. Величина 
скоростей определяется измеряемыми значениями частот вращения РНД n1 и РВД n2. Знак 
“+” в формуле обозначает, что каждая из частот вращения способствует усилению тяги и их 
влияние на уровень тяги суммируется, а не противоречит друг другу:

R J n J n= +1 1
2

2 2
2( ) ( ) .                                                              (2.1)

Графическое представление этой модели рассмотрено на рис. 3. Для условного обозна-
чения параметров ТРДД одной серии при глубоком тестировании технического состояния 
таких двигателей используем аббревиатуру словосочетания TESTED ENGINE (TE). Для услов-
ного обозначения параметров ТРДД силовой установки самолета с учетом величин их первых 
производных при балансировке полета применяем аббревиатуру словосочетания BALACED 
LEVEL (BL). На этом рисунке показана зависимость значений частот вращения РНД n1

BL 
и РВД n2

BL ТРДД силовой установки самолета в полете от значений частот их вращения n1
TE 

и n2
TE по результатам глубокого тестирования технического состояния ТРДД одной серии 

после стендовых испытаний при уровне тяги RTE в условиях серийного производства.

На рис. 4 приведено графическое отображение этой зависимости только для одного фиксирован-
ного значения тяги R, где ему соответствует совокупность всех точек n1 и n2, т. е. четверть эллипса.

На рис. 5 представлено графическое изображение параболоида, где на четверти его по-
верхности расположены точки с координатами (R, n1, n2), соответствующие значениям тяги 
ТРДД, а в горизонтальном сечении этой четверти параболоида расположена четверть эллипса, 
совокупность точек которого соответствует конкретным фиксированным значениям тяги R, 
как показано на рис. 5.

Рис. 3. Зависимость значений балансировочных частот вращения РНД n1
BL и РВД 

n2
BL двигателя самолета от значений тестовых частот их вращения n1

TE и n2
TE.
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Результаты применения методов математической статистики и программного моделирова-
ния при построении экспериментальной модели двумерного случайного распределения кон-
тролируемых значений частот вращения РНД и РВД ТРДД одной серии в заданном и вдвое 
суженом диапазонах вероятностного распределения значений этих частот по нормальному 
закону Гаусса-Лапласа приведены на рис. 6, 7.	

На этих рисунках рассмотрены графики вероятностного распределения контролируемых 
значений частот вращения РНД и РВД ТРДД одной серии относительно их математических 
ожиданий n1

mid и n2
mid в заданных диапазонах [n1

min, n1
max] и [n2

min, n2
max], согласно “правилу 

трех сигм” и во вдвое суженых диапазонах [n1
less, n1

more], [n2
less, n2

more]. На этих графиках ис-
пользованы следующие условные обозначения: n1

max и n1
min – максимальная и минимальная 

частоты вращения РНД в заданном диапазоне случайного распределения значений частот 
вращения РНД по “правилу трех сигм”; n2

max и n2
min – максимальная и минимальная частоты 

Рис. 4. Графическое отображение взаимосвязи значений частот вращения 
РНД n1 и РВД n2 двигателя силовой установки самолета при одном 

фиксированном значении тяги R.

Рис. 5. Зависимость уровня RBL тяги двигателя силовой установки самолета 
в полете от значений частот вращения РНД n1

BL и РВД n2
BL.
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вращения РВД в определенном диапазоне случайного распределения значений частот враще-
ния РВД по “правилу трех сигм”; n1

more и n1
less – максимальная и минимальная частоты враще-

ния РНД во вдвое суженном диапазоне случайного распределения значений частот вращения 
РНД по “правилу трех сигм”; n2

more и n2
less – максимальная и минимальная частоты вращения 

РВД во вдвое суженном диапазоне случайного распределения значений частот вращения РВД 
по “правилу трех сигм”.

Рис. 6. Графики вероятностного распределения контролируемых 
значений частот вращения РНД и РВД ТРДД одной серии относительно 

их математических ожиданий n1
mid и n2

mid.

Рис. 7. Трехмерный график вероятностного распределения 
контролируемых значений частот вращения РНД и РВД ТРДД одной 

серии относительно их математических ожиданий n1
mid и n2

mid.
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В результате модельного эксперимента установлено, что достичь заявленной цели мож-
но и должно сравнительным анализом совокупности соотношений предельно допустимого 
значения n1

SOS, минимально допустимого значения n1
SET, максимально возможного n1

LIMIT 
и замеряемых значений n1

LE и n1
RE частоты вращения РНД и соотношений предельно допу-

стимого значения n2
SOS, минимально допустимого значения n2

SET, максимально возможного 
n2

LIMIT и замеряемых значений n2
LE и n2

RE частоты вращения РВД с учетом величин первых 
производных этих частот C1dn1

LE/dt, C2dn2
LE/dt, C1

REdn1
RE/dt, C2

REdn2
RE/dt, если коэффици-

енты C1
LE, C2

LE, C1
RE, C2

RE зависят от динамических свойств роторов [3].
Предлагается снижать погрешность управления частотами вращения роторов ТРДД силовой 

установки самолета в полете путем пошагового формирования новых значений этих частот по 
результатам пошаговой сравнительной оценки их значений с учетом величин их первых про-
изводных как знакопеременных специальных поправок, обеспечивающих автоматическое кон-
тролирование скорости и направленности изменения контролируемых значений частот.

Применение такого подхода к управлению частотами вращения роторов ТРДД силовой 
установки самолета в полете обеспечивает снижение асимметрии их тяги. Пошаговую срав-
нительную оценку и пошаговое формирование контролируемых значений косвенных параме-
тров тяги левого ТРДД с частотами вращения его роторов n1

LE и n2
LE, а также соответствую-

щих косвенных параметров тяги правого ТРДД с частотами вращения его роторов n1
RE и n2

RE 
на каждом i-м шаге управления частотами вращения роторов двигателей в полете (“крейсер-
ский режим”) можно формализовать в виде систем рекуррентных уравнений.

Если замеряемые значения косвенных параметров тяги (n1
LE)i+1 и  (n1

LE)i или (n1
RE)i+1 

и (n1
RE)i, или (n2

LE)i+1 и (n2
LE)i, или (n2

RE)i+1 и (n2
RE)i, а прогнозируемые значения косвенных 

параметров тяги ( )n LE
i
PRO

1 1+  и  ( )n LE
i
PRO

1  или ( )n RE
i
PRO

1 1+  и  ( )n RE
i
PRO

1 , или ( )n LE
i
PRO

2 1+  и  ( )n LE
i
PRO

2 ,  
или ( )n RE

i
PRO

2 1+  и  ( )n RE
i
PRO

2  при программах управления параметрами тяги ( ) ( )n nLE
i

RE
i1 1 0− ≈  

и  ( ) ( )n nLE
i
PRO RE

i
PRO

1 1 0− ≈  или ( ) ( )n nRE
i

LE
i1 1 0− ≈  и  ( ) ( )n nRE

i
PRO LE

i
PRO

1 1 0− ≈ , или ( ) ( )n nLE
i

RE
i2 2 0− ≈  

( ) ( )n nLE
i

RE
i2 2 0− ≈ и  ( ) ( )n nLE

i
PRO RE

i
PRO

2 2 0− ≈ , или ( ) ( )n nRE
i

LE
i2 2 0− ≈  и  ( ) ( )n nRE

i
PRO LE

i
PRO

2 2 0− ≈  
с погрешностями сравнительной оценки и формирования косвенного параметра тяги (n1

LE)
i+1  

или (n1
RE)i+1 , или (n2

LE)i+1, или (n2
RE)i+1, то получим следующие системы рекуррент-

ных уравнений при n n C
dn

dt
n n nSOS RE

i
RE

RE

i

SET LE
i

LIMIT
1 1 1

1
1 1 1< + ≤ < ≤









( ) ( ) , ( ) ( )n nLE

i
PRO LE

i1 1= , 
( ) ( )n nRE

i
PRO RE

i1 1= , 1≤i<Imax:

( ) ( ) ( ) ,

( )

n n n n C
dn

dt

n

LE
i

SET LE
i

RE
i

RE
RE

i

LE
i

1 1 1 1 1 1
1

1

+ = + − −










++

+

= + −

=

1 1 1 1

1 1 1
1

PRO SET LE
i
PRO RE

i
PRO

i
PRO RE

RE

n n n

n C
dn

dt

( ) ( ) ,

( )∆























 i

;

                                   (2.2)

при n n C
dn

dt
n n nSOS LE

i

LE

i

SET RE
i

LIMIT
1 1 1

1
1 1 1< + ≤ < ≤









( ) ( ) , ( ) ( )n nRE

i
PRO RE

i1 1= , ( ) ( )n nLE
i
PRO LE

i1 1= , 

1≤i<Imax:

( ) ( ) ( ) ,

( )

n n n n C
dn

dt

n

RE
i

SET RE
i

LE
i

LE

i

RE
i

1 1 1 1 1 1
1

1 1

+

+

= + − −










PPRO SET RE
i
PRO LE

i
PRO

RE
i
PRO

LE

n n n

n C
dn

dt

= + −

=



+

1 1 1

1 1 1
1

( ) ( ) ,

( )∆ 























i

;

                               (2.3)
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при n n C
dn
dt

n n nSOS
i i

SET
i

LIMIT
2 2 2

2
2 2 2< + ≤ < ≤( ) ( ) ( )* *

*

, ( ) ( )n ni
PRO

i2 2= , ( ) ( )* *n ni
PRO

i2 2= , 1≤i<Imax:

( ) ( ) ( ) ,

( )

n n n n C
dn

dt

n

LE
i

SET LE
i

RE
i

RE
RE

i

LE
i

2 1 2 2 2 2
2

2

+ = + − −










++

+

= + −

=

1 2 2 2

2 1 2
2

PRO SET LE
i
PRO RE

i
PRO

LE
i
PRO RE

RE

n n n

n C
dn

( ) ( ) ,

( )∆
ddt

i





























;

                            (2.4)

при n n C
dn

dt
n n nSOS LE

i
LE

LE

i

SET RE
i

LIMIT
2 2 2

2
2 2 2< + ≤ < ≤









( ) ( ) , ( ) ( )n nRE

i
PRO RE

i2 2= , ( ) ( )n nLE
i
PRO LE

i2 2= ,  
1≤i<Imax:

( ) ( ) ( ) ,

( )

n n n n C
dn

dt

n

RE
i

SET RE
i

LE
i

LE
LE

i

RE
i

2 1 2 2 2 2
2

2

+ = + − −










++

+

= + −

=

1 2 2 2

2 1 2
2

PRO SET RE
i
PRO LE

i
PRO

RE
i
PRO LE

LE

n n n

n C
dn

( ) ( ) ,

( )∆
ddt

i





























.

                                   (2.5)

На рис.  8 приведены временные графики изменения тяги разнотяговых ТРДД силовой 
установки самолета в зависимости от границ диапазонов распределения значений таких кос-
венных параметров тяги, как частоты вращения РНД и РВД. Эти графики построены при 
экспериментальном моделировании алгоритмов управления частотами вращения роторов ле-
вого ТРДД с уровнем тяги RLE и правого ТРДД с уровнем тяги RRE с целью обеспечения ба-
лансировки их тяги в полете на основе разработанной модели в случаях Rmin≤RLE>RRE≤Rmax 
и Rmin≤RLE<RRE≤Rmax при минимально допустимом уровне тяги Rmin и максимально дости-
жимом уровне тяги Rmax. На этих графиках использованы следующие условные обозначения:
�RLE

max  и  �RLE
min  – максимальный и  минимальный уровни тяги левого ТРДД, значения частот 

вращения роторов которого находятся в заданных диапазонах случайного распределения зна-
чений частот по нормальному закону; RRE

max  и  RRE
min  – максимальный и минимальный уровни 

тяги правого ТРДД, значения частот вращения роторов которого находятся в заданных диа-
пазонах случайного распределения значений частот по нормальному закону; Rmore

LE  и  Rless
LE  – 

максимальный и минимальный уровни тяги левого ТРДД, значения частот вращения роторов 
которого находятся во вдвое суженных диапазонах случайного распределения значений частот 
по нормальному закону; Rmore

RE  и  Rless
RE  – максимальный и минимальный уровни тяги правого 

ТРДД, значения частот вращения роторов которого находятся во вдвое суженных диапазонах 
случайного распределения значений частот по нормальному закону.

3. Анализ полученных результатов. Согласно каноническому уравнению параболоида по 
формуле (2.1), параметры тяги ТРДД в полете должны иметь соотношения: при n2 = 0 требу-
ется, чтобы RBL = J1·(n1

BL)2, где J1 = RBL/(n1
BL)2; при n1 = 0 требуется, чтобы RBL = J2·(n2

BL)2, 
где J2 = RBL/(n2

BL)2. Причем n1
BL и n2

BL – это координаты точек на полуосях эллипса при n1 = 
n1

BL и n2 = n2
BL, а R = J1(n1

BL)2 + J2(n2
BL)2, что соответствует точке с координатами (n1

BL, n2
BL) 

на плоскости (n1–0–n2), как показано на рис. 2 и 4 при n1 = n1
BL и n2 = n2

BL.
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Числовые значения J1 и J2 коэффициентов совокупного влияния скорости вращения рото-
ров РНД и РВД на тягу ТРДД одной серии можно определить по совокупности измеренных 
значений тяги RTE и частот вращения РНД n1

TE и РВД n2
TE в результате глубокого тестирова-

ния их технического состояния в условиях серийного производства. Значения RTE, n1
TE, n2

TE 
рабочих параметров ТРДД известны по результатам стендовых испытаний статистической 
выборки таких двигателей одной серии.

Усредненные значения коэффициентов J1
TE и J2

TE зависят от динамических свойств ро-
торов двигателей и определяются опытным путем по результатам их стендовых испытаний 
в условиях серийного производства как значения коэффициентов в уравнении (2.1) для за-
висимости ожидаемого значения (математического ожидания) тяги от ожидаемых значений 
(математических ожиданий) частот вращения роторов:
	 если  при  то  поэтомуn n R J n J R nTE TE TE TE TE TE

2 1 1 1
2

1 10 0= = =, Ј ,( ) ( )22 .            (3.1)

	 если  при  то  поэтомуn n R J n J R nTE TE TE TE TE TE
2 1 2 2

2
1 20 0= = =, Ј ,( ) ( )22 .           (3.2)

При этом n1
TE/n2

TE = tg(АTEST) = n1
BL/n2

BL, т. е. n2
BL = n1

BL/tg(АTEST), поскольку АTEST – это 
угол между осью координат [0, n1) и проекциями векторов с координатами [n1, R, n2] на пло-
скость (n1,0, n2) в трехмерной системе координат “n1–R–n2”, значения которого зависят от 
значения частот вращения роторов:

А n nTEST TE TE= ( )arctg 1 2 .                                                     (3.3)

Асимметрия тяги ТРДД силовой установки самолета в полете может возникнуть из-за различных 
причин. Для анализа и выработки последовательных действий автоматической системы управления 
в полете с несимметричной тягой необходимо иметь информацию о разнотяговости этих двигате-
лей по результатам глубокого тестирования их технического состояния после стендовых испытаний 
в условиях серийного производства. Усиление контроля взаимного соответствия параметров тяги 
ТРДД глубоким тестированием технического состояния двигателей представляет собой выполнение 
процедур направленного перебора и сравнительного анализа значений их рабочих параметров. Это 
осуществляется за счет применения “правила трех сигм” в приложении к случайному распределе-
нию результатов измерения значений рабочих параметров l–х ТРДД одной серии [3].

Асимметрию тяги ТРДД силовой установки самолета можно уменьшать повышением тяги 
одного из этих двигателей в заданном диапазоне ее допустимых значений. Асимметрию тяги 
контролирует и компенсирует система автоматического управления. При этом фиксируется 
двигатель с недостающей тягой, а в камеру сгорания этого двигателя подается больше топлива 
и вращение обеих турбин его компрессоров ускоряется.

На практике удобнее отслеживать изменение именно угловых скоростей, а точнее чисел 
оборотов вращения роторов ТРДД n1 и n2. Дополнительный расход топлива для повышения 
числа оборотов измерять сложно, тем более контролировать его в процессе полета. Хотя пило-
ту комфортнее смотреть на датчики оборотов, которые дают показания с высокой точностью, 
но система автоматического управления получает более точные значения именно от датчиков 
оборотов, с которыми удобно работать в автоматическом режиме. Таким образом, решение 

Рис. 8. Временные графики изменения тяги разнотяговых ТРДД силовой 
установки самолета в зависимости от границ диапазонов распределения 

значений частот вращения РНД и РВД.
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поставленной задачи сводится к определению числовых значений оборотов и пересчету их на 
тяговые усилия.

Уровень разнотяговости R ТРДД одной серии по результатам стендовых испытаний при 
уровне тяги RTE в условиях серийного производства можно определить, как разность макси-
мального измеренного значения RTESTmax и минимального измеренного значения RTESTmin:

R = RTESTmax–RTESTmin.                                                       (3.4)

Глубокое тестирование технического состояния этих двигателей позволяет снизить их разно-
тяговость почти в 1.5 раза за счет применения разработанной трехмерной модели зависимости 
тяги двигателя от значений частот вращения его РНД и РВД. Такое снижение разнотяговости 
ТРДД одной серии в условиях серийного производства обеспечивает возможность уменьшения 
расхода топлива на балансировку тяги ТРДД силовой установки самолета в полете, успешно 
прошедших тестирование после стендовых испытаний, по сравнению с расходом топлива на 
балансировку тяги ТРДД силовых установок самолетов с двигателями, не проходившими глу-
бокое тестирование, если снижение асимметрии тяги выполнять путем управления частотами 
вращения роторов этих ТРДД. Формулу (2.1) можно применять в следующем виде:

R J n J nTE TE= +( ) ( )1 1
2

2 2
2

 .                                                    (3.5)

Достоверность результатов исследования подтверждается их соответствием результатам из-
вестных разработок [5–7].

Заключение. Основными результатами проведенного исследования стали модель функцио-
нальной зависимости тяги ТРДД от его рабочих параметров в интересах снижения асимметрии 
тяги самолета вследствие разнотяговости его ТРДД и алгоритмы пошаговой сравнительной 
оценки и пошагового формирования контролируемых значений частот вращения РНД и РВД 
разнотяговых ТРДД силовой установки самолета для управления этими частотами в полете 
в соответствии с разработанной моделью.

Проведенные исследования взаимосвязей параметров тяги ТРДД способствовало созда-
нию модели зависимости тяги двигателя от частот вращения роторов турбин его компрессора 
низкого и высокого давления по результатам стендовых испытаний таких двигателей одной 
серии и глубокого тестирования их технического состояния в условиях серийного производ-
ства. При разработке моделей эти частоты рассматриваются как параметры тяги ТРДД. Допу-
стимость соотношения измеренных и вычисленных значений тяги двигателей определялись 
по результатам стендовых испытаний.

Применение данной модели стало дальнейшим развитием идеи автоматизации глубокого 
тестирования технического состояния ТРДД одной серии [3]. Это может обеспечить автома-
тизацию контроля и уменьшения разнотяговости ТРДД одой серии путем глубокого тести-
рования их технического состояния сразу по двум параметрам их тяги в условиях серийного 
производства, а также автоматизацию контроля и уменьшение асимметрии тяги разнотяговых 
ТРДД силовых установок самолетов путем изменения значений частот вращения их роторов 
при полете. Изменять значения частот можно повышением или понижением расхода топлива 
по результатам контроля асимметрии тяги ТРДД.
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этапа снижения с обеспечением заданного времени его выполнения. Получено необходимое и 
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Введение. Будем считать, что этап снижения начинается в некоторый момент этапа крей-
серского полета и заканчивается в точке начала встраивания траектории полета воздушно-
го судна (ВС) в схему посадки на заданный аэродром, определяемую диспетчером системы 
управления воздушного движения (СУВД). Начальные условия этапа по значениям высоты Н, 
скорости V или числа Маха (М) и веса ВС равны соответствующим значениям этапа крейси-
рования. Конечные условия этапа задаются значениями конечной высоты Н0 и скорости Vc

0
as, 

определяемые начальными условиями точки встраивания в схему посадки.
На траекторию снижения, так же как и на траектории других этапов полета ВС, налагает-

ся ряд ограничений. Так, в соответствии с руководством по летной эксплуатации (РЛЭ) для 
каждого типа ВС предписана определенная последовательность снижения скорости в процес-
се уменьшения высоты. Кроме того, в ряде случаев требуется выдерживание отдельных гео-
метрических свойств траектории снижения. Определенные ограничения накладывает рельеф 
местности, а также требования по воздействию на окружающую среду. Одним из важнейших 
требований к этапу снижения является требование диспетчера СУВД по времени прибытия 
в конечный пункт этапа снижения, каким выступает точка S0 встраивания в схему захода на 
посадку (рис. 1). 

Этот рисунок заимствован из работы [1] и схематично отражает основные зоны воздушно-
го пространства аэропорта прибытия и характерные точки в них. 

Как видно из рис. 1, в зоне аэропорта имеются три типа самостоятельных зон: подхода, 
ожидания с точкой S0 и маневра. Здесь же отмечены коридоры прилета и вылета, а также не-
которые виды траекторий маневрирования, обеспечивающие заданное время прилета ВС в 
начало взлетно-посадочной полосы (ВПП). 

 Рассматриваемый далее этап снижения, показанный на рис. 1 между точками T0, S0, назы-
вается этапом следования по маршруту прибытия или этапом снижения с эшелона. В общем 
случае полет здесь проходит под управлением диспетчера не по прямой линии, а через задан-
ные поворотные пункты маршрута (ППМ). Диспетчер, в частности, задает время прибытия 
в точку S0. Это время может определяться по критерию минимального расхода топлива либо 
минимального воздействия на окружающую среду как со стороны конкретного самолета, так 
и всего множества порученных ему ВС. 

Исследованию этапа снижения в последние 20 лет в связи с повышенным вниманием 
к  проблемам экологии уделялось большое внимание в зарубежной и отечественной науч-
но-технической литературе. Обсуждение и анализ предлагаемых там подходов к оптимизации 
этапа снижения и путей практической реализации их с учетом требований СУВД и РЛЭ за-
служивают отдельного рассмотрения. 

Здесь же отметим, что все множество приведенных в этих работах подходов к решению 
задачи можно разбить на три группы. Первая из них базируется на использовании принципа 

Рис. 1. Зона воздушного пространства аэропорта прибытия.
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максимума Понтрягина с традиционным [2, 3] или энергетическим подходом [4, 5] к постро-
ению модели движения ВС. Трудности в практической реализации такого подхода потребо-
вали достаточно радикального упрощения моделей движения ВС с рассмотрением в качестве 
управляющих параметров угла наклона траектории, скорости полета или тяги двигателей. 
В силу этого такой подход обеспечивает выявление только достаточно общих свойств траек-
торий ВС, но не позволяет учитывать требования к ним со стороны РЛЭ и СУВД. Поэтому 
получаемые в этой группе работ результаты часто не находят применение в задачах разработки 
бортовых алгоритмов систем самолетовождения (ССВ).

Все множество таких требований позволяет учесть использование псевдоспектральных 
методов решения задач оптимизации полета ВС. Эти методы образуют вторую группу, к ко-
торой относятся работы [6, 7]. Являясь разновидностью прямых методов оптимизации, псев-
доспектральные методы сводят задачу оптимизации к математическому программированию 
с достаточно большим количеством неизвестных, что потребовало разработки специального 
программного обеспечения для решения подобных задач [8]. Сравнение псевдоспектральных 
методов с другими прямыми методами показывает, что при той же численной точности они 
обеспечивают время вычислений по крайней мере на два порядка меньше, чем другие методы 
коллокации. Кроме того, для этих методов не является проблемой повышение размерности 
модели движения и наложение дополнительных ограничений на фазовый вектор состояния 
и управления. Конечно, неопределенность задания начального приближения для получения 
решения этими методами все равно имеет место. 

Проблема их практического использования состоит в том, что авионика современных ВС 
не обладает вычислительными мощностями для реализации необходимого программного 
обеспечения, а электронные полетные планшеты, имеющие нужный вычислительный потен-
циал, не допускаются к подключению к бортовым системам управления. Однако в работах по 
воздушно-космической тематике методы псевдоспектрального оптимального управления на-
ходят практическое применение в ряде конкретных разработок организаций NASA и Роскос-
мос [9, 10]. Формально проблема использования псевдоспектрального оптимального управле-
ния в авиационных задачах может быть решена путем включения пилота в контур управления 
между планшетом и бортовой системой управления, но этот  вопрос должен согласовываться 
с разработчиками РЛЭ, авиакомпаниями и организациями СУВД.

К третьей группе работ, связанных с построением вертикального профиля траекторий ВС, 
отнесем работы, в которых в качестве обязательного выступает безусловное выполнение тре-
бований РЛЭ и СУВД к реализуемым траекториям, а оптимизация по заданным критери-
ям проводится только при выполнении этого требования. Это обстоятельство делает данную 
группу наиболее многочисленной по использованию результатов в практических разработках. 
В эту группу, в частности, входят публикации [11, 12]. В первой из них представлено иссле-
дование оптимизации траекторий летательных аппаратов на основе теории параметрической 
оптимизации и применение заранее заданных шаблонов траекторий. Шаблоны позволяют 
описывать траекторию с помощью небольшого числа непрерывных или дискретных парамет-
ров, значения которых могут быть выбраны для оптимизации заданного свойства траекто-
рии. В работе [12] показано, что использование стандартных процедур дает результаты, очень 
близкие к оптимальным по значениям критериев, что оправдывает их применение в реальной 
практике. При этом сами траектории, вообще говоря, могут значительно отличаться от опти-
мальных.  

Данная статья является продолжением работ [13–15] и относится к третьей группе. Однако 
в ней нет цели получения какой-либо одной оптимальной траектории, а проводится исследо-
вание некоторой совокупности траекторий снижения и предлагаются методы их оптимизации 
с учетом более полной математической модели движения ВС.

Задача этих исследований – создание методической основы для разработки бортовых ал-
горитмов вертикальной навигации гражданской и транспортной авиации, обеспечивающих 
импортозамещение программного обеспечения создаваемых и перспективных ССВ. Такой 
подход предполагает максимальное использование в исследованиях реальных характеристик 
ВС и их двигателей, а также требований РЛЭ. Что касается требований СУВД, то они ввиду 
существенной зависимости от возможностей конкретных аэропортов будут учитываться толь-
ко в общих чертах.
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1. Модель этапа снижения. Траектории снижения в РЛЭ различных ВС и в работах [2–9, 11, 
12] обычно рассматриваются в координатах высоты H и дальности до конечной точки сниже-
ния S0. Однако более информативным является их отображение в координатах высоты H и 
калиброванной воздушной скорости Vcas, которую для сокращения будем называть приборной 
скоростью. Наибольший эффект такого подхода получается при построении траекторий сни-
жения с применением заранее заданных шаблонов траекторий. В настоящее время в качестве 
таких шаблонов в ряде работ используются участки полета ВС с постоянными значениями 
высоты H, приборной скорости Vcas, воздушной скорости V, числа Маха M, угла наклона θ 
вектора воздушной скорости к плоскости горизонта, скорости снижения Vy и продольного 
ускорения ar. При этом каждая конкретная траектория определяется набором заданных зна-
чений этих параметров.

Типичный вид высотно-скоростного профиля траектории снижения построенной с помо-
щью шаблонов в координатах H-Vcas показан на рис. 2.

Здесь цифрами 0–4 обозначены характерные точки высотно-скоростного профиля полета: 
4, 0 – начальная и конечная точки этапа; 3 – точка перехода с режима полета по числу Маха 
M = Mзад на режим полета со скоростью ;зад

cas casV V=  2 – точка перехода на участок горизон-
тального полета; 1 – точка достижения заданной скорости 1

cas casV V= . Пунктиром показан 
вариант без горизонтального участка полета. 

В соответствии с этой схемой снижение ВС начинается в точке 4 (с координатами высоты 
крейсирования Hк и числа Маха M = Mзад) и продолжается до точки 3, где достигается значе-
ние приборной скорости, равное заданному значению зад

cas casV V= . Далее происходит полет 
с постоянной приборной скоростью зад

casV  до заданной высоты Нсн (точки 2). Здесь, в зависи-
мости от того, производится непрерывное снижение или с участком горизонтального полета, 
реализуется полет ВС в конечные условия, определяемые точкой 0, или горизонтальный по-
лет до значения 1

cas casV V= . Далее, в последнем случае, обеспечивается полет ВС в конечные 
условия. 

Как можно видеть, весь этап снижения состоит из нескольких участков, какими в общем 
случае являются: участок снижения (4-3-2), участок торможения (2-1) и участок наведения 
(1-0). В варианте непрерывного снижения торможение и наведение на участке (2-0) могут 
реализовываться с последовательным использованием заданных значений зад

yV  и задθ  либо 
одного из них.

Назначение участков снижения и торможения понятно из их названий, а назначение 
участка наведения требует некоторого пояснения. Дело в том, что в конце этапа снижения 

Рис. 2. Высотно-скоростной профиль полета ВС на этапе снижения.
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ВС должно оказаться в заданной точке S0 и иметь заданные значения высоты H0 и приборной 
скорости 0

casV . Выполнение этих условий должно обеспечиваться построением соответствую-
щего управления на участках (1-0) или (2-0), поэтому они называются участками наведения. 

Таким образом, предлагаемый способ отображения этапа снижения в координатах H-Vcas 
позволил построить модель этапа в виде последовательного соединения участков снижения, 
торможения и наведения. 

2. Сценарии этапа снижения. Как можно понять, показанная на рис. 1 схема этапа снижения 
не определяет полностью траектории снижения, так как не содержит информацию о высот-
ном профиле полета на участке снижения и скоростном профиле на участках торможения и 
наведения. Простейшим способом описания высотного профиля является задание некоторых 
шаблонов его построения. В качестве таких шаблонов на участке снижения можно использо-
вать значения угла наклона траектории θ либо вертикальной скорости Vy. На участках тормо-
жения и наведения в качестве шаблона скоростного профиля целесообразно применять зна-
чение продольного ускорения (торможения) ar. Обоснованием такого выбора может служить 
достаточная простота измерения и отработки этого параметра системой управления ВС.

 Заметим, что задание угла наклона траектории θ или вертикальной скорости Vy фактически 
служат ограничениями на высотный профиль полета ВС и могут определяться требованиями 
СУВД или рельефом местности. Выполнение этих требований, если они заданы, является без-
условным и определяет тип траектории снижения, т.е. снижение с ограничением на высотный 
профиль или без ограничений. В то же время задание ar не влияет на характер изменения вы-
соты и диктуется выполнением соответствующих требований на условия комфортности для 
пассажиров ВС во время полета.

Анализируя все множество траекторий, порождаемых рассмотренными шаблонами, можно 
прийти к выводу, что оно разбивается на четыре подмножества, которые описываются ди-
графом (i, j), где i,  j = 0, 1. Здесь первый индекс определяет наличие ограничения высотного 
профиля на участке снижения, а второй – на участках торможения-наведения. Например: 
подмножество (0, 0) – траектории с отсутствием ограничений по высотному профилю на всех 
участках снижения, т.е. траектории с непрерывным снижением (4-3-2-0); (1, 1) – траектории 
с заданным значением задθ = θ  или зад

y yV V=  на участке снижения и участком торможения-
наведения (2-1-0).

Последовательность выполнения режимов высотно-скоростного профиля полета с учетом 
обеспечения заданных ограничений на его составляющие будем называть сценарием этапа 
снижения.

При реализации любого сценария предполагается, что ВС перед началом снижения нахо-
дится в установившемся горизонтальном полете, где вес ВС уравновешен аэродинамической 
подъемной силой, и сила тяги двигателей уравновешивает силу аэродинамического сопротив-
ления. При сходе с траектории крейсирования на этап снижения происходит перевод двига-
телей на режим минимально допустимой тяги и система управления обеспечивает выполне-
ние заданного сценария этапа снижения. Кроме того, полагаем, что интерцепторы (спойлеры) 
вводятся в действие только в том случае, если требуемый режим полета не реализуется при 
установленном минимальном значении тяги двигателей. А также что работа двигателей на 
режиме больше минимального с одновременным отклонением интерцепторов не допускается.

Обозначение (наименование) каждого сценария определяется диграфом (i, j) и указывает 
соответствующую последовательность режимов полета ВС. 

В частности, в сценарии (0, 1) реализуется следующая последовательность режимов:
– на участке снижения до высоты H = Hсн обеспечивается отработка сначала числа Маха 

Mзад и затем приборной скорости зад
casV  без условий на высотный профиль полета;

– на участке торможения (с ускорением торможения ar) при полете на  постоянной высоте 
H = Hсн (т.е. задано условие на высотный профиль полета) происходит сначала уменьшение 
скорости до 1

casV , а затем снижение до конечной высоты H = H0 с уменьшением скорости до 
значения ...

В сценарии (1, 0) эта последовательность имеет следующий вид:
– на участке снижения до высоты H = Hсн обеспечивается последовательная отработка сна-

чала Mзад и затем зад
casV  с выдерживанием на каждом из этих участков заданных углов наклона 

траектории к горизонту Mθ  и Vθ  соответственно;
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– на участке наведения отсутствует условие на высотный профиль полета, поэтому проис-
ходит одновременное снижение скорости с ускорением торможения ar и высоты до заданных 
конечных значений 0

casV  и 0H H= .
В сценарии (0, 0) последовательность выглядит так:
– участок снижения аналогичен участку снижения сценария (0, 1);
– участок наведения аналогичен участку наведения сценария (1, 0).
Сценарий (1, 1) выглядит так: 
– участок снижения аналогичен участку снижения сценария (1, 0);
– участок торможения аналогичен участку торможения сценария (0, 1).
Высотно-скоростные профили сценариев (0, 1) и (1, 1) отображаются на рис. 1 линиями, 

проходящими через точки 4-3-2-1-0, а сценариев (0, 0) и (1, 0) ‒ через точки 4-3-2-0.

3. Задачи исследования. Критерии оптимальности. Необходимость в рассмотрении всей со-
вокупности возможных способов этапа снижения диктуется тем, что различные аэропорты 
имеют разные загруженности и возможности по приему прибывающих ВС. Поэтому бортовые 
вычислители каждого ВС должны обеспечивать выполнение этапа снижения по различным 
траекториям, определяемым диспетчерами управления воздушным движением (УВД) в ка-
ждом конкретном случае.

В данной работе не ставится целью создание оптимального алгоритма управления ВС на 
этапе снижения по какому-либо заданному критерию, а делается попытка некоторой систе-
матизации доступных по открытым источникам типов построения траекторий снижения, их 
классификации, определения перечня параметров этих траекторий, оценки релевантности 
параметров (степени влияния на значения выбранных критериев) и разработки методики оп-
тимизации различных траекторий снижения.

Часть поставленной задачи, связанная с классификацией, выполнена выше и охватывает 
как традиционные способы построения этапа снижения, так и способы, основанные на реа-
лизации траекторий непрерывного снижения. 

Из сказанного легко понять, что при заданных граничных условиях каждая траектория 
сценария (i, j) однозначно определяется некоторым набором параметров:

в сценарии (0, 1) такими параметрами являются:

	 зад 1
сн, , , ,cas cas rV H V a 	 (3.1)

в сценарии (1, 1) –

	 , , , , , ,зад 1
снcas M V cas rV H V aθ θ 	 (3.2)

где qM,qV – значения углов наклона к горизонту вектора воздушной скорости на участках по-
лета с заданными значениями числа M и скорости Vcas;

в сценарии (0, 0) – 

	 зад
сн, , ,cas rV H a 	  (3.3)

в сценарии (1, 0) – 

	 зад
сн, , , , .cas M V rV H aθ θ 	 (3.4)

Соотношения (3.1)–(3.4) дают ответ на вторую поставленную задачу, связанную с опре-
делением множества параметров, однозначно определяющих каждую траекторию снижения. 
В частном случае значения qM, qV могут совпадать. Отсюда видно, что любая траектория рас-
сматриваемых сценариев задается значениями 3–6 параметров. Для решения задач, связан-
ных с оценкой релевантности параметров и оптимизации траекторий, необходимо определить 
критерии оптимизации и построить модель движения ВС на этапе снижения.

В качестве критерия оптимальности будем рассматривать стоимость этапа снижения Cсн, 
которая складывается из стоимости затраченного топлива и стоимости времени этапа сниже-
ния, т.е.
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сн

1 1
сн топ вр

0

( ) ,

t

С qС С dt= +∫ 	 (3.5)

где tсн – время снижения; q – расход топлива в единицу времени; C 1топ, C 1вр – стоимость 
единицы топлива и времени; C 1топ, C 1вр рассчитываются в авиакомпаниях по соответствую-
щим методикам и в общем случае зависят от маршрута полета. Если принять, что стоимость 
единицы топлива постоянна для рассматриваемого полета, то (3.5) можно записать в виде 

,1
сн топ снС С С=   где

	
сн

сн

0

( ) .

t

С q CI dt= +∫ 	 (3.6)

Здесь CI = C 1топ /C 1вр называется CostIndex и имеет размерность переменной q, т.е. расхода то-
плива за единицу времени.

Из (3.6) видно, что правая часть этого соотношения имеет размерность расхода топлива за 
время полета, поэтому  ~Cсн может рассматриваться как приведенный (или обобщенный) рас-
ход топлива на интервале времени снижения. Учитывая прямую пропорциональность между 
значениями Cсн и  ~Cсн, в качестве критерия оптимальности обычно принимается приведенный 
расход топлива  ~Cсн, определяемый соотношением (3.6). В значительной степени это связано 
с тем, что при CI = 0 критерием оптимальности становятся прямые затраты топлива.

Минимизация критерия (3.6) без дополнительных условий может служить целью реа-
лизации этапа снижения в аэропортах с низким трафиком прибытия. В противном случае, 
когда диспетчер воздушного движения упорядочивает вылеты и прилеты в реальном режиме 
времени, на первый план выступает требование выполнения снижения в заданный момент 
времени. Это требование выступает в качестве дополнительного условия при минимизации 
критерия (3.6).

4. Модель движения центра масс ВС на этапе снижения. Как и в работах [13–15], примем, 
что модель движения ВС на этапе снижения описывается системой уравнений (4.1). Эта мо-
дель учитывает изменение массы ВС и горизонтальную составляющую скорости ветра, но не 
учитывает форму и вращение Земли, что на реальных длительностях этапа снижения пред-
ставляется несущественным:

	

с в

с в

в

с

cos sin ( cos ),

sin cos sin ,

sin ,

cos ,

,

T a a

T a a

dV
m T X X mg q V U

dT
d

mV T Y Y mg q U
dt

dH
V

dt
dL

V U
dt

dm
q

dt

= α − − ∆ − θ + + θ

θ = α + + ∆ − θ − θ

= θ

= θ +

= −

	 (4.1)

где ,Tα = α − φ  α, φ – угол атаки и угол установки двигателя относительно связанной оси ВС; 
V – воздушная скорость; θ – угол наклона к горизонту вектора воздушной скорости; H – вы-
сота; L – пройденная дальность;  m – масса ВС; T – сила тяги двигателей ВС; Ya, Xa – аэро-
динамические подъемная сила и сила сопротивления соответственно; ΔR – дополнительная 
сила сопротивления, создаваемая отклонением интерцепторов; Uв – горизонтальная система-
тическая составляющая скорости ветра; qc – секундный расход топлива; g – ускорение силы 
тяжести.
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Входящие в систему уравнений (4.1) силы Xa, ΔXa, Ya, ΔYa определяются соотношениями:

	
2

,
2a xa
V

X c S
ρ=  

2

,
2a xa
V

X c S
ρ∆ = ∆  

2

,
2a ya
V

Y c S
ρ=   ,

2

2a ya
V

Y c S
ρ∆ = ∆ 	 (4.2)

где cxa, Dcxa, cya, Dcya – коэффициенты соответствующих аэродинамических сил; S – характер-
ная площадь крыла ВС; ρ – плотности воздуха на высоте H.

Аэродинамические коэффициенты cxa, cya в общем случае являются функциями большого 
числа переменных, однако в траекторных задачах принято использовать их балансировочные 
значения в виде функций:
	 ( , ),xa xac c M= α  ( , ).ya yac c M= α 	 (4.3)

Входящие в уравнения (4.1) сила тяги Т и секундный расход топлива qc обычно задаются 
таблицами или графиками:

	
0

Ѕ

0
c c Ѕ

( , , , ),

( , , , )

T T H M T

q q H M T

= δ ∆

= δ ∆
	 (4.4)

где M – число Маха; δ –  эквивалент тяги, в качестве которого могут рассматриваться обороты 
турбины или компрессора высокого или низкого давления, положение рычагов управления 
двигателем РУД и др.; DT 0 – отклонение  температуры наружного воздуха от стандартного для 
данной высоты значения; HБ – барометрическая высота. 

В системе уравнений (4.1) фазовыми переменными являются V, θ, H, L, m, а функциями 
управления α, δ, на которые наложены ограничения –

	 min max

min max

,

.

α ≤ α ≤ α
δ ≤ δ ≤ δ

Отличием данной модели от модели, используемой в работах [13–15], служит присутствие в 
(4.1) слагаемого DR, связанного с отклонениями интерцепторов. Формально интерцепторы – 
дополнительные органы управления, и их отклонение dи можно рассматривать как дополни-
тельную управляющую функцию в системе уравнений (4.1).Такая постановка вопроса имела 
бы место в задачах управления, но в данном случае нас интересуют только характер поведения 
и необходимый диапазон изменения DCXa, обеспечивающие выполнение заданных режимов 
полета ВС на этапе снижения. Поэтому в системе уравнений (4.1) в качестве функций управ-
ления оставим только a, d, а DCXa будем рассматривать как некоторый параметр этой системы.

5. Реализация режимов моделирования сценариев. Анализируя все множество траекторий в 
сценариях (i, j), где i, j  = 0,1, видим, что для их реализации необходимо разработать следую-
щую совокупность законов управления моделью (4.1)–(4.4) движения центра масс ВС:

1) отработка заданного значения числа Маха M = Mзад;
2) отработка заданного значения приборной скорости Vcas = V  c

з
a
а

s
д;

3) отработка заданного значения ускорения торможения воздушной скорости dV/dt = -ar ;
4) отработка заданного значения высоты полета H = Hзад;
5) отработка заданного угла наклона вектора воздушной скорости к горизонту q = qзад;
6) отработка числа Маха M = Mзад, приборной скорости Vcas = Vc

з
a
а

s
д и ускорения торможения 

-ar с одновременной отработкой q = qзад;
7) одновременная отработка заданного закона изменения воздушной скорости и высоты 

полета H = Hзад.
В модели движения ВС для реализации этих законов имеется три управляющие функции: 

угол атаки a, отклонение органа управления двигателем d и приращение DCXa коэффициента 
силы аэродинамического торможения за счет отклонения интерцепторов. В каждом сценарии 
(i, j) должны быть определены законы формирования α, δ и DCXa. Рассмотрим методику реше-
ния этого вопроса при реализации рассматриваемых сценариев.
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5.1. У ч а с т к и  с н и ж е н и я  п о  с ц е н а р и я м  (0, j), j  = 0, 1. Здесь требуется реализо-
вать законы управления 1), 2) при выполнении ограничений на управляющие функции a(t) и 
d(t) при неотрицательном значении DCXa. В данном случае имеет место ситуация, когда нуж-
но обеспечить заданное изменение одного параметра движения ВС (M = Mзад либо Vcas = V  c

з
a
а

s
д) 

при наличии двух управляющих воздействий a(t), d(t) и DCXa  ≥  0. Для выполнения требуемого 
режима полета можно одну из управляющих функций зафиксировать, а для другой искать 
соответствующий закон управления.

При таком подходе вопрос заключается в следующем: с помощью какого канала управ-
ления, угла атаки или тяги двигателя более целесообразно получать заданный режим движе-
ния модели? Очевидно, что следует принять вариант управления углом атаки a(t) при фик-
сированном положении d(t). Таким образом, проблема свелась к случаю, когда имеется одна 
управляющая функция a(t) и одна фазовая переменная M (или Vcas), которая должна изме-
няться заданным образом. 

При решении подобных задач обычно используют методы пропорционально-интеграль-
но-дифференциальных (ПИД) регуляторов [16] либо методы решения обратных задач ди-
намики [17]. Как показали исследования, ввиду нелинейности модели и значительного из-
менения высоты и скорости на этапе снижения, использование ПИД-регуляторов приводит 
к необходимости подстройки соответствующих коэффициентов. Учитывая, что конечной це-
лью исследования служит получение универсальных алгоритмов для бортовых вычислителей, 
данное обстоятельство не позволяет принять метод ПИД-регуляторов в качестве рабочего для 
решения рассматриваемой задачи.

Достаточно универсальным является метод решения обратных задач динамики, что пока-
зано в работе [17] на примере этапа набора высоты. Этот метод сводит задачу к решению на 
каждом шаге интегрирования одного нелинейного уравнения, неизвестным в котором будет 
значение a(t). Большое разнообразие существующих итерационных методов решения этой 
задачи дает возможность выбрать среди них тот, который удовлетворяет требованиям раз-
работчика. Формально в итерационных методах имеется проблема выбора начального при-
ближения. Однако достаточно узкий диапазон возможных значений a(t) позволяет в каждом 
конкретном случае определить требуемое начальное приближение и получить решение задачи 
за 1–3 итерации. 

5.2. У ч а с т к и  с н и ж е н и я  п о  с ц е н а р и я м  (1, j), j  = 0,1. В этих сценариях на траек-
тории снижения накладываются два условия: выдерживание заданной скорости (M или Vcas) 
и угла θ наклона воздушной скорости к горизонту. Метод обратных задач динамики здесь 
приводит к необходимости совместного решения на каждом шаге интегрирования двух не-
линейных уравнений относительно a(t), d(t), и опять встает проблема получения начального 
приближения. Его можно найти путем разложения нелинейностей в ряд Тейлора до третьей 
степени по α и свести задачу к решению двух алгебраических уравнений. Методической осно-
вой для этого служит теория исключений [18], позволяющая сформулировать необходимое и 
достаточное условие единственности решения этой системы. Как показывают исследования, 
такое начальное приближение оказывается достаточно близким к решению исходной нели-
нейной системы, решение которой получается после 1–2 итераций методом Ньютона.

5.3. У ч а с т к и  т о р м о ж е н и я - н а в е д е н и я  п о  с ц е н а р и я м  (i, j), i, j  = 0,1. Как 
следует из описания сценариев, на этих участках всегда требуется обеспечить управление по 
двум параметрам: ar = ar

зад и H = Hзад либо q = qзад. Здесь также использование метода решения 
обратных задач динамики в сочетании с методами теории исключений позволяет найти необ-
ходимые законы управления для угла атаки a(t) и отклонения РУД d(t) при Dcxa ≥ 0.

6. Анализ релевантности параметров траекторий. Как отмечалось, под релевантностью па-
раметра будем понимать значимость, существенность, степень влияния его на какие-либо 
характеристики траектории либо значения критериев. Оценка релевантности конкретного 
параметра проводится следующим образом.

1. Назначаем интересующие нас характеристики траектории или критерии. В качестве та-
ковых примем значение расхода топлива (Iт), время снижения (It) в конечные условия и даль-
ность (IL), пройденную ВС на этапе снижения.

2. Выбираем один из параметров Р множества (3.1)–(3.4) в качестве испытуемого и задаем-
ся интересующим нас диапазоном его изменения min maxP P P≤ ≤ .
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3. Разбиваем этот диапазон точками  , 1, ,iP i N=  на равные интервалы.
4. Принимаем для остальных параметров некоторые «стандартные» значения, которые 

определены в РЛЭ или являются типичными для рассматриваемого ВС. В качестве таких 
«стандартных» далее были приняты: Mзад = 0.8, V  c

з
a
а

s
д = 290kt, Hсн = 3 км, Vс

1
as = 150kt, ar = 0.1 м/с2 

(здесь и далее kt = узел/ч).
5. При выбранном P и остальных «стандартных» значениях параметров реализуем (путем 

интегрировании системы уравнений (4.1)–(4.4)) соответствующую траекторию полета ВС. 
Для этого на каждом участке этапа снижения в соответствии с п.5 разрабатываются алгорит-
мы формирования управлений a = a(t) и d = d(t) при DCXa ≥ 0, обеспечивающие выполнение 
выбранного типа траектории.

6. В результате интегрирования системы (4.1) находим значения расхода топлива IТ(Pi), 
времени It(Pi) и дальности IL(Pi) для выбранного параметра P.

7. Такие расчеты проводим для всех Pi, i  = 1, N, и получаем массивы значений расхода то-
плива, времени и дальности.

8. Обработкой этих  массивов определяем численные значения отдельных характеристик, 
таких как:

– средние значения расхода топлива  –IT, времени  –It и дальности  –IL;
– диапазон изменения значений расхода топлива DIT, времени DIt и дальности DIL;
– относительный диапазон изменения (процентное выражение отношения диапазона 

к среднему значению) расхода топлива dIT, времени dIt и дальности dIL.
Для простоты анализа проведенного исследования результаты его сведены в табл. 1 для 

траекторий типа (0, i)) и табл. 2 (для траекторий типа (i, 0)). 
Рассматривая в целом все типы траекторий можно сделать два основных вывода.
В каждом типе траекторий имеется набор некоторых параметров, за счет которых можно 

изменять длительность этапа снижения на несколько минут и протяженность его в пределах 
нескольких десятков километров.

Наибольшие возможности по изменению параметров этапа снижения имеют траектории без 
ограничений высотного профиля на участке снижения, т.е. траектории типа (0, j ), где вариации 
по времени достигают значений порядка 10 мин и вариации по протяженности порядка 90 км.

Анализ результатов исследования траекторий типа (0, j ), приведенных в табл. 1, показы-
вает:

– наиболее релевантными параметрами по значениям дальности и времени снижения яв-
ляются ускорение торможения ar  и высота снижения Hсн;

– выполнение торможения с использованием горизонтального участка увеличивает расход 
топлива на 20–30 кг;

– вариации значения приборной скорости на участке снижения практически (с точностью 
0.2–0.3%) не влияют на длительность этапа снижения и приводят к изменению дальности 
в пределах 9.5 км;
Таблица 1. Сводка результатов исследования релевантности параметров на траекториях типа (0, 0) и (0, 1)

Тип траектории (0, 0) (0, 1)

Параметр Диапазон Критерий I Δ δ, % I Δ δ, %
Vcas 271–301 kt Топливо IT 307.23 34.29 11.16 335.99 51.76 15.41

Время It 1416.91 3.08 0.22 1412.33 3.86 0.27
Дальность IL 257.17 9.50 3.69 256.60 9.36 3.65

ar 0.05–0.15 Топливо IT 331.72 263.82 79.53 346.60 230.81 66.59
Время It 1478.36 670.10 45.33 1473.66 666.80 45.25
Дальность IL 264.11 95.25 36.07 263.53 94.89 36.01

Hсн 1–6 км Топливо IT 301.50 114.53 37.99 324.21 82.13 25.33
Время It 1401.75 309.40 22.07 1397.46 312.53 22.36
Дальность IL 252.18 51.86 20.57 251.64 52.28 20.78

Vc
1
as 230–270 Топливо IT       324.64 29.31 9.03

Время It       1411.32 9.03 0.64
Дальность IL       254.68 1.13 0.44
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– вариацией высотой снижения Hсн в диапазоне 1–6 км обеспечивается изменение време-
ни этапа снижения более чем на 5 мин и дальности – на 50 км;

– при вариации ускорения торможения в диапазоне 0.05–0.15 м/с2 время завершения этапа 
снижения изменяется более чем на 20 мин, а дальность – на 90 км.

Согласно этим выводам, выполнение этапа снижения на траекториях без ограничения 
высотного профиля на участке снижения (траектории типа (0, 0), (0, 1)) создаются хорошие 
предпосылки для выполнения указаний диспетчера по заданному времени и дальности эта-
па снижения. Указания диспетчера могут выполняться путем рационального выбора высоты 
снижения Hсн и ускорения торможения ar . Кроме того, на участке торможения за счет кор-

Рис. 3. Изменения параметров траекторий: а – траектория типа (0, 0), б – траектория типа (0, 1), в – траектория 
типа (1, 0), г – траектория типа (1, 1).
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рекции значений ar и Vc
1
as появляется возможность реализации более точного выполнения за-

данных оператором условий. 
Аналогичные выводы можно сделать из табл. 2 для траекторий типа (1, j) c тем отличием, 

что здесь вариации параметров ar и Hсн приводят к меньшим диапазонам изменения времени 
и дальности этапа снижения, чем в предыдущем случае. Для этого типа траекторий наиболее 
существенное влияние на диапазоны изменения всех критериев оказывает параметр q.

Типичный вид изменения параметров рассматриваемых траекторий снижения по времени 
показан на рис. 3.

Проведенная оценка влияния отдельных параметров траекторий на диапазоны изменения 
основных критериев позволяет логически обоснованно подойти к постановке и решению за-
дачи оптимизации траекторий этапа снижения при заданном времени его выполнения.

7. Задача прибытия в конечные условия в заданное время. Эта задача решается на последнем участ-
ке крейсирования перед этапом снижения. Возможны по крайней мере три постановки задачи.

7.1. П е р в а я  п о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Эту задачу, вероятно, более приемлемую для 
аэропортов с низким трафиком прибытия ВС, можно сформулировать следующим образом. 
Для принятой модели траектории снижения на борту ВС по критерию (3.6) решается задача 
оптимизации траектории по некоторой совокупности ее релевантных параметров. В процессе 
этого решения определяется время снижения и сообщается диспетчеру аэродрома планируе
мое время начала снижения, точка начала снижения и время прибытия. При согласии дис-
петчера этот план прибытия выполняется. В данной постановке можно рассчитать не одну, а 
несколько траекторий и предложить диспетчеру на выбор.

В том случае, если ни один из предложенных вариантов диспетчера не устраивает, он со-
общает свой вариант времени прибытия и тип траектории снижения. Это определяет вторую 
постановку задачи, где задается время прибытия с возможной горизонтированной длиной 
траектории снижения. Понятно, что существенным здесь является именно задание времени 
прибытия, а не длины траектории.

Возможна и третья постановка задачи, когда диспетчер определяет не только время прибы-
тия, но и назначает дальность начала снижения. 

Первая постановка более простая и сводит задачу к стандартному методу нелинейного про-
граммирования, в то время как две другие требуют дополнительного рассмотрения.

7.2. В т о р а я  п о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Пусть в момент времени t дальность до точки 
прибытия равна L, а момент прибытия задан значением времени t0 > t. Пусть траектория вы-
бранного типа определяется множеством параметров P, из которых свободными, т.е. доступ-

Таблица 2. Сводка результатов исследования  релевантности параметров на траекториях типа (1, 0) и (1, 1)

Тип траектории (1,0) (1,1)

Параметр Диапазон Критерий I Δ δ, % I Δ δ, %

Vcas 275–305 kt Топливо IT 268.66 49.56 18.45 299.90 60.51 20.18

Время It 1176.75 64.14 5.45 1173.81 62.53 5.33

Дальность IL 208.21 17.18 8.25 208.06 16.51 7.94

ar 0.05–0.15 Топливо IT 398.53 86.98 21.83 416.07 49.16 11.82

Время It 1490.73 239.11 16.04 1494.45 227.41 15.22

Дальность IL 276.99 7.74 2.80 278.48 10.20 3.66

Hсн 1–6 км Топливо IT 275.95 39.22 14.21 300.62 8.03 2.67

Время It 1208.38 30.07 2.49 1210.59 27.23 2.25
Дальность IL 214.69 1.48 0.69 215.77 2.57 1.19

qV (-5)–(-2) Топливо IT 282.96 72.31 25.56 307.70 72.60 23.59
Время It 1203.47 323.63 26.89 1196.70 327.03 27.33
Дальность IL 215.53 59.33 27.53 214.67 59.50 27.72

Vc
1
as 230-270 Топливо IT 276.58 28.58 10.33

Время It     1145.16 10.87 0.95
Дальность IL       200.60 1.36 0.68
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ными для выполнения конечных условий, являются P0  ∈  P. Понятно, что так как в задаче 
имеется два конечных условия (дальность и время), то размерность N множества параметров 
P0 должна быть ≥ 2. 

Пусть задача имеет решение и траектория снижения характеризуется временем снижения 
tсн(P0) и длиной пути Lсн(P0). В этом случае выполняются два соотношения:

	 0 сн 0( );t t t P− = ∆ + 	 (7.1)

	 ( ) ,сн 0L W L P= ∆ + 	 (7.2)

где Δ – время полета до начала снижения с путевой скоростью W.
Соотношение (7.1) отражает тот факт, что оставшееся время до конца полета содержит уча-

сток полета длительностью D до начала снижения и собственно сам этап снижения. При этом 
соотношение (7.2) следует из того, что значение текущей дальности складывается из участка 
горизонтального полета длительностью D со скоростью W и длиной пути, пройденного на 
этапе снижения. Исключая из (7.1), (7.2) неизвестное значение D, получаем:

	 ( )сн 0 сн 0( ) ( ) ,L L P W t t P− = ∆ − 	 (7.3) 

где Dt = t0  –  t – время, оставшееся до прибытия в конечные условия.
Таким образом, видим, что если задача имеет решение, то свободные параметры P0 тра-

ектории этапа снижения и путевая скорость W до начала снижения должны удовлетворять 
соотношению (7.3), т.е. выполнение соотношения (7.3) является необходимым условием решения 
задачи прибытия в заданную точку в заданное время. 

С другой стороны, выполнение соотношения (7.3) означает выполнение на траектории ба-
лансов дальности и времени, т.е. завершения траектории на заданной дальности в заданное 
время, что означает достаточность условий (7.3). Таким образом, доказано, что выполнение 
соотношения (7.3) является необходимым и достаточным условием решения задачи постро-
ения траектории, которая приходит в конечные условия в заданное время. При этом время 
полета до точки снижения определяется значением D = Dt – tсн.

Из физического смысла задачи ясно, что рассматриваемая задача не всегда имеет решения, 
т.е. существует множество значений параметров P0, при которых не выполняется соотноше-
ние (7.3). Но если решение существует, то в общем случае оно не единственное. Это следует из 
того, что в пространстве параметров P0 размерности N соотношение (7.3) определяет подм-
ножество размерности N - 1. А так как по условию задачи N ≥ 2, поэтому решения соотноше-
ния (7.3) образуют некоторое множество размерности ≥1, т.е. в пространстве параметров P0  
в зависимости от значения N они образуют многообразия в виде линии, поверхности, объема 
и т.д. Следствием из этого утверждения является то, что задачу о прибытии в заданное время 
можно рассматривать в оптимальной постановке, т.е. искать оптимальное значение выбран-
ного критерия на множестве решений соотношения (7.3).

7.3. Т р е т ь я  п о с т а н о в к а  з а д а ч и .  В ней задано время прибытия t0 в конечную 
точку и точка начала снижения в виде значения дальности снижения Lсн.

В этом случае время полета ∆ до точки  снижения  определяется соотношением 
D = (L - Lсн)/W, а требуемое время снижения Tсн = Dt  -  D. Таким образом, в этой постановке 
задача сводится к построению траектории снижения с заданными значениями времени Tсн и 
дальностью снижения Lсн . Поэтому можем записать:

	 сн 0 сн( ) ,t P T=   сн 0 сн( ) ,l P L= 	 (7.4)

где tсн(P0), lсн(P0) – время и дальность снижений, соответствующие значению параметра P0.
Отсюда видим, что в третьей постановке задача свелась к решению системы двух нелинейных 

уравнений (7.4) относительно неизвестных параметров P0. Множество решений этих уравне-
ний образует в пространстве параметров P0 некоторое подмножество размерности N -2. Отсюда 
следует, что если число варьируемых параметров равно двум, то если решение существует, оно 
единственно. Если же N ≥ 3, то множество решений системы образует в пространстве пара-
метров P0 некоторую линию, поверхность и т.д. Здесь, так же как и в предыдущей постановке, 
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возможна оптимизация процесса снижения по выбранному критерию на множестве решений 
системы (7.4). Кроме того, в обеих постановках в число варьируемых параметров можно вклю-
чать значение скорости W, что позволит, например, оптимизировать процесс снижения по вы-
бранному критерию на всем участке от момента  времени t до окончания снижения. 

Таким образом видим, что решение задачи обеспечения заданного времени прибытия 
в рассматриваемых постановках сводится к численному решению одного (7.3) или двух (7.4) 
нелинейных уравнений с несколькими переменными. Особенностью этих уравнений являет-
ся то, что значения tсн(P0) и lсн(P0) получаются путем интегрирования траектории снижения 
с заданными значениями параметров P0. Далее приведем задачу оптимизации этапа снижения 
только во второй постановке.

8. Пример решения задачи оптимизации этапа снижения при заданном времени снижения. Для 
простоты рассмотрим вариант использования на этапе снижения траектории типа (0, 0). Эта 
траектория и ее характеристики определяются значениями трех параметров Р: зад,casV  сн,H  ar . В 
качестве варьируемых параметров P0 для решения основного уравнения (7.3) можно принять 
любое подмножество из Р. Так, учитывая результаты исследования релевантности, можно при 
решении задачи обеспечения заданного времени прибытия в качестве множества P0 выбрать 
параметры Hсн, ar, а параметр зад

casV  использовать для оптимизации критерия стоимости. Мож-
но в качестве P0 принять любой из параметров Hсн, ar, а оптимизацию по критерию стоимости 
выполнять по оставшимся параметрам. Можно решать уравнение (7.3) сразу по трем параме-
трам. Каждый из этих способов решения имеет свои преимущества и недостатки.

Заметим, что при любом выборе способа решения уравнения (7.3) прежде всего необхо-
димо определить диапазон возможных значений 0 ,t t t∆ = −  при которых решение уравнения 
(7.3) существует. Для этого достаточно рассмотреть функцию:

	 сн 0
0 сн 0

( )
( ) ( ).

L l P
Y P t P

W
−

= + 	 (8.1)

Учитывая, что область определения параметров P0 является замкнутым множеством, всегда 
существуют минимальное Ymin и максимальное Ymaxзначения функции Y(P0), которые опреде-
ляют диапазон возможных значений Dt = t0  -  t, а следовательно, и диапазон возможных значе-
ний времени прибытия t0. Поэтому решение уравнения (7.3) можно проводить только в слу-
чае, если заданное диспетчером время прибытия t0 удовлетворяет условию:

	 min max .Y t Y≤ ∆ ≤ 	 (8.2)

 Далее рассмотрим два способа решения уравнения (7.3) при выполнении условия (8.2). 
В первом из них в качестве множества P0 выберем параметры Hсн, ar, а параметр Vc

з
a
а
s
д будем 

использовать для оптимизации критерия стоимости. В этом случае соотношение (7.3) в об-
ласти переменных Hсн, ar определяет некоторую линию F(Hсн, ar) = 0, в каждой точке которой 
выполняются условия по заданному времени прибытия. Линии F(Hсн, ar) = 0 для значений 
Vc

з
a
а
s
д = 271–280kt показаны на рис. 4.
Путем интегрирования системы уравнений (4.1)–(4.4) для каждой точки этих линий можно 

рассчитать значение критерия стоимости, который ввиду постоянства времени выполнения 
этапа снижения вырождается в затраты топлива. Вид этих зависимостей показан на рис. 5.

Из представленных на рис. 4, 5 зависимостей можно видеть, что оптимум критерия стои-
мости достаточно пологий и в качестве оптимальных значений параметров можно принять:

	 опт
casV  ≈ 270kt; опт

снH  ≈ 5000 м; опт
ra  ≈ 0.06 м/с2.	 (8.3)

При реализации этих результатов в алгоритмах вычислителя ССВ  движение ВС от мо-
мента времени t до t0 будет состоять из двух участков. На первом из них длительностью  

опт опт опт
0 сн сн( , , )W cas rt t t t V H a= − −  выполняется горизонтальный полет со скоростью W, а после 

него реализуется траектория снижения типа (0,0) с параметрами опт,casV  опт
сн ,H  опт.ra
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При втором способе решения задачи множество P0 образовано параметрами зад
casV , снH , ar . 

В этом случае подмножество значений этих параметров M0, на котором выполняется заданное 
время прибытия, имеет вид поверхности (рис. 6).

Затраты топлива на траекториях этапа снижения при выполнении участка снижения с па-
раметрами подмножества M0 имеют вид поверхности (рис. 7).

Анализ рис. 6, 7 показывает, что оптимальные по критерию стоимости значения параме-
тров определяются полученными ранее соотношениями (8.3).

По результатам анализа этого решения можно сделать следующие выводы:
1) функция затрат топлива в районе оптимальных значений достаточно пологая и в пре-

делах отклонения от оптимума в 10–15 кг допускает диапазон изменение высоты снижения 
4–5.5 км и скорости 270–274 kt;

2) наибольшее влияние на точность выполнения заданного времени прибытия оказывает 
отработка заданного значения ускорения ar на участке торможения-наведения;

Рис. 4. Сечения поверхности заданного времени прибытия плоскостями зад
casV = 271, 274, 277, 280 kt.

Рис. 5. Сечения поверхности критерия затрат топлива плоскостями зад
casV  = 271, 274, 277, 280 kt.
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3) в вычислительном отношении, вероятно, более простым является первый способ реше-
ния задачи, где множество P0 образовано двумя параметрами Hсн, ar ;

4) это множество P0 целесообразно использовать и при оптимизации этапа снижения по 
траекториям типа (0, 1).

Заключение. Проведенное исследование этапа снижения показало, что он более сложен 
в реализации по сравнению с этапом набора высоты. Это связано с тем, что при отрицатель-
ных углах наклона траектории ускорение силы тяжести стремится увеличить скорость ВС, 
а для удержания ее в заданных пределах приходится использовать дополнительные органы 
управления типа тормозных щитков. В результате для отработки двух параметров траектории 

Рис. 6. Поверхность значений параметров зад
casV , Hсн, ar, при которых время снижения равно заданному значению.

Рис. 7. Поверхность затрат топлива на траекториях этапа снижения.
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(высота, скорость) необходимо построить законы управление для трех управляющих параме-
тров: отклонение РУД, угол атаки и отклонение тормозных щитков.

Предложенная классификация возможных траекторий снижения позволила все множество 
их сгруппировать в четыре различных группы, каждая из которых обладает присущими только 
ей свойствами. Для каждой группы определен перечень параметров, однозначно задающий 
каждую отдельную траекторию. Таким образом, между траекториями и параметрами уста-
новлено взаимно однозначное соответствие, что позволяет рассматривать любую траекторию 
как набор некоторого числа параметров. Проведенное исследование влияния (релевантности) 
параметров на критерии оптимальности и отдельные свойства траекторий дало возможность 
выявить среди них наиболее значимые и вычислить количественные характеристики значи-
мости для каждой группы параметров.

Результаты оценки релевантности параметров позволили разработать методику оптими-
зации этапа снижения при выполнении заданного времени прибытия ВС в конечную точку. 
Рассмотренный пример решения задачи оптимизации с дополнительным условием показал 
работоспособность предложенной методики и возможность получения практических резуль-
татов. Для повышения точности выполнения заданного времени прибытия целесообразно в 
конце участка снижения по информации о текущей дальности и скорости Vcas реализовать 
режим коррекции значения ar, обеспечивающий уменьшение ошибки времени прибытия. 
Оценку достижимой при этом точности и практическую целесообразность разработки такого 
алгоритма следует выполнить в процессе дальнейших исследований. 
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