
тических орбитах с высокостабильными часами. 
Точность данного эксперимента по детектированию 
гало волновой ТМ Галактики оказалась такой же 
или меньшей, чем у наземного эксперимента с двумя 
колоцированными часами различных типов. Данный 
результат связан с необходимостью использования 
в космическом эксперименте схемы компенсации 
нерелятивистского эффекта Доплера типа Gravity 
Probe A [49], которая приводит к уменьшению ам-
плитуды полезного сигнала.

Рассмотренный эксперимент совместим с дру-
гими космическими проектами, требующими вы-
сокостабильных часов на эллиптических орбитах 
вокруг Земли и Солнца [30, 48, 55], в связи с чем 
представляет интерес дальнейшее исследование его 
особенностей. В частности, интересно получение 
ограничений на константы связи поля φ при учете 
гало частиц ТМ, которые могут конденсироваться 
вокруг Солнца и Земли за счет взаимодействия φ 
с полями обычной материи [18].

ФИНАНСИРОВАНИЕ
Проект выполнен при поддержке гранта РНФ 

22-22-00861.

Приложение

ТОЧНОСТЬ ИЗМЕРЕНИЙ ДЛЯ 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ

Рассмотрим набор данных {dk}, полученных в мо-
менты времени {tk}, k  = 1,..., N. Вектор d содержит 
сигнал s и шум n: dk = gsk + nk, где g — константа, 
подлежащая оценке. Мы полагаем, что сигнал и шум 
являются гауссовыми процессами с нулевым сред-
ним: 

1

1

1 1
( ) = exp ,

22 det

1 1
( ) = exp ,

22 det

T

T

p

p

−

−

 − π  
 − π  

n n n

s s s

N
N

S
S

	 (41)

где N и S — ковариационные матрицы шума и сиг-
нала соответственно. Тогда вектор данных d также 
является гауссовым: 

11 1
( | ) = exp ,

22 det
Tp − Γ − π  

d d dD
D

	 (42)

где D = ГS + N и параметром модели является Г ≡ g2.
Следуя [15], применим теорему Байеса: 

( ) ( | )
( | ) = ,

( )
p p

p
p

Γ Γ
Γ

d
d

d
(43)

где p(Г) — априорное распределение, которое может 
быть взято равномерным для достаточно широкого 
интервала, а p(d) — константа нормировки. 

В ММП апостериорное распределение: 





2

2
Г

�
( )

( | ) = exp ,�
2

p C
 Γ − Γ Γ −
 s 

d 	 (44)

где  Г̂ и ŝГ — ММП-оценки, C — константа, не за-
висящая от Г. Нашей целью является определить 
ŝГ = sg

2 при условии  Г̂ → 0. Для этого мы решаем сле-
дующие уравнения: 



�
=

ln( ( | )) = 0,
d

p
d Γ Γ

Γ
Γ

d (45)





2

2 2�
=

1
ln( ( | )) = .

�
d

p
d Γ Γ Γ

Γ
Γ s

d 	 (46)

Здесь мы выразили апостериорное распределение 
p(Г | d) через p(d | Г) с помощью (43).

Раскрывая (45), получаем: 

1
det( )

0 = ( ) .
det( )

T

d
d d

d
−

+ Γ
Γ+ Γ +

Γ + Γ
d d

N S
N S

N S 	 (47)

Дифференцируя (N + ГS)–1(N + ГS), нетрудно 
получить, что 

1 1 1( ) = ( ) ( ) .
d

d
− − −+ Γ − + Γ + Γ

Γ
N S N S S N S 	 (48)

С помощью известного правила дифференциро-
вания определителя получаем также 

( )1det( ) = det( )tr ( ) .
d

d
−+ Γ + Γ + Γ

Γ
N S N S N S S 	 (49)

Используя уравнения (48) и (49), мы наконец 
получаем из (45): 

1 1

1

0 = ( ) ( )

tr(( ) ).

T − −

−

+ Γ + Γ −

− + Γ

d dN S S N S

N S S (50)

Предполагая, что амплитуда сигнала Г мала, по-
лучаем 

1 1 1 1( ) = .− − − −+ Γ − ΓN S N N SN 	 (51)
Производя аналогичные выкладки с (46), полу-

чаем: 





( )
2
Г 1 1 1

�

Г = tr( ) ,
2

T − − −s
−d dN SN N S 	 (52)



1 1 1 1 1
2
Г

1 1
= tr( ) .

2
T − − − − − −  s

d dN SN SN N SN S 	 (53)
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Приравнивая  Г̂ = 0, получаем итоговое выражение 
для оценки точности: 

	


1 1
2
Г

1 1
= tr( ),

2
− −

s
N SN S 	 (54)

из которого следует (30).
Формула (30) может быть использована и в час-

тотной области (для этого надо лишь заменить опе-
рацию транспонирования на эрмитово сопряжение 
во всех выкладках, начиная с (41)). В случае стацио-
нарного сигнала ковариационная матрица в частот-
ном пространстве является диагональной, что по-
зволяет непосредственно получить из (30) формулу 
(15) из [15]. На первый взгляд может показаться, что 
между этими формулами есть различие на фактор 
21/4. Легко заметить, однако, что в [15] суммирование 
производится лишь до N/2, так как данные являются 
действительными, в то время как в нашем уравнении 
(30) матричные операции подразумевают суммиро-
вание до N.
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