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1. О СЕМИНАРЕ
В семинаре рассматриваются новые результа-

ты в области компьютерной алгебры – символь-
ные алгоритмы и их реализация, соответствую-
щие вопросы системного программирования.

В 2021–2022 учебном году семинар собирался
раз в месяц по третьим средам (онлайн).

2. РЕГУЛЯРНЫЕ СОБРАНИЯ СЕМИНАРА
С сентября по май были прочитаны следую-

щие доклады1. Аннотации доступны на странице
семинара, http : //www.ccas.ru/sabram-
ov/seminar/doku.php, где также содержится
информация о состоявшихся ранее докладах.

А.Н. Прокопеня (Варшавский университет
естественных наук – SGGW, Варшава, Польша;
alexander_prokopenya@sggw.edu.pl), М.Дж. Мин-
глибаев, А.Б. Кошербаева (Казахский нацио-
нальный университет им. аль-Фараби, Алматы,
Казахстан; minglibayev@gmail.com; kosherbae-
vaayken@gmail.com)

Символьные вычисления в исследованиях эволю-
ционных уравнений в задаче многих тел с перемен-
ными массами.

М. Баркату, T. Клюзо, А. Эль Хадж (Лимож-
ский университет; CNRS; XLIM UMR 7252;
MATHIS; moulay.barkatou@unilim.fr, thomas.clu-
zeau@unilim.fr, ali.el-hajj@unilim.fr)

Символьные алгоритмы исследования и решения
псевдолинейных систем.

Ю.А. Блинков (Научный центр вычислитель-
ных методов в прикладной математике института

прикладной математики и телекоммуникаций
РУДН, Москва; BlinkovUA@info.sgu.ru)

Объектно-ориентированное динамическое пере-
распределение памяти в C++.

Б. Тегия Табугия (Университет Касселя, Гер-
мания; bteguia@mathematik.uni-kassel.de)

Ряды и последовательности, определяемые квад-
ратными дифференциальными уравнениями.

В.Г. Захаров (Институт механики сплошных
сред УрО РАН, Пермь; victor@icmm.ru)

Матричный метод нахождения полиномиальных
решений системы линейных дифференциальных
уравнений в частных производных.

С.Д. Мешвелиани (Институт программных
систем им. А.К. Айламазяна РАН, Переславль-
Залесский; mechvel@botik.ru)

О конструктивных доказательствах завершае-
мости алгоритма нормальной формы многочлена
нескольких переменных относительно набора мно-
гочленов.

М.Н. Геворкян (Российский университет друж-
бы народов, Москва; gevorkyan_mn@rudn.university)

Описание аппарата геометрической алгебры и
его реализации в системе компьютерной алгебры
SymPy.

А. Хименес-Пастор (Эколь Политекник, Па-
риж, Франция; jimenezpastor@lix.polytech-
nique.fr), М. Петковшек (Люблянский Универси-
тет, факультет математики и физики, Любляна,
Словения; Marko.Petkovsek@fmf.uni-lj.si)

Линейные рекуррентные уравнения с полиноми-
альными коэффициентами: метод факториального
базиса для нахождения решений, имеющих вид опре-
деленных сумм.

1 Перечень докладов, прочитанных в 1995–2021 гг., опубли-
кован в [1]– [27].

УДК 004.421.6
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АБРАМОВ, БОГОЛЮБСКАЯ

З. Ли (Главная лаборатория математики и ме-
ханизации, AMSS Китайская академия наук, Пе-
кин; zmli@mmrc.iss.ac.cn)

Вычисление элементарных интегралов с помо-
щью аддитивных разложений и гомоморфного оце-
нивания.

Ш. Чен (Академия математики и системных наук,
Китайская академия наук, Пекин; schen@amss.ac.cn)

Задачи устойчивости в символьном интегриро-
вании.

Доклад посвящен Зимингу Ли в честь его ше-
стидесятилетия.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Метод конечно-разностной дискретизации,

примененный к дифференциальным и инте-
гральным уравнениям, приводит к разностным
уравнениям (см. [1, 2]). Комбинация линейных
разностных уравнений и метода производящих
функций эффективно применяется к многочис-
ленным задачам перечислительного комбинатор-
ного анализа (см., например, [3–5]). Для уравне-
ний Коши–Римана это дает дискретную теорию
аналитических функций (см. [6, 7]), используе-
мую для изучения Римановых поверхностей (см.,
например, [8, 9]). Также разностные уравнения
используются в динамических моделях с дискрет-
ным временем (см. [10, 11]).

Дополнительные условия (“начальные”, “гра-
ничные”, “данные Коши”) позволяют выбрать
единственное решение из бесконечного множе-
ства решений, а возникающая при этом задача
называется задачей Коши для многомерного раз-
ностного уравнения. Одномерная задача Коши
проста, так как ее исходные данные конечны.
Многомерный случай отличается тем, что исход-
ные данные заданы на бесконечном множестве и
имеют сложную структуру. Алгоритмы решения
многомерного разностного уравнения с постоян-
ными, полиномиальными или рациональными

коэффициентами функции изучались в [12–15].
Связь производящей функции решения линей-
ной задачи Коши и производящей функции ее
данных Коши исследована в работах [16–19]. Ал-
горитм вычисления решения двумерной задачи
Коши в точке через коэффициенты разностного
уравнения и данные Коши были разработаны и
реализованы в [20, 21].

Отметим, что многомерные случаи должным
образом не исследованы, однако они имеют боль-
шое значение, например, трехмерный случай
имеет большое значение в задачах термодинами-
ки (теплопроводность, см. [2], анизотропная
диффузия, см. [22]), математической биологии
(распределение морфогена в крыльях насекомых
[22], распределение плотности популяции видов
[23]). В данной статье рассматривается решение
трехмерной задачи Коши для линейного разност-
ного уравнения с постоянными коэффициентами
в параллелепипеде в точке через коэффициенты
линейного разностного уравнения и данные Ко-
ши. Мы определяем задачу Коши в параллелепи-
педе и описываем функцию начальных данных
таким образом, который позволяет нам разрабо-
тать и реализовать компьютерный алгоритм.

УДК 519.85

КОМПЬЮТЕРНАЯ АЛГЕБРА
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2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ 
ПОЛИНОМИАЛЬНОГО РАЗНОСТНОГО 
ОПЕРАТОРА В “ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЕ”
Пусть функция f целочисленных аргументов

 и  – оператор сдвига по -й пере-
менной, т.е. δjf(t1, ..., tn) = f(t1, ..., tj – 1,

, . Некоторые полез-
ные свойства оператора сдвига были исследованы
в [24]. Если α =  – мультииндекс, то

, . Для двух мульти-
индексов , β = =  неравен-
ство  означает, что , .

Рассмотрим разностный полиномиальный опе-
ратор вида

(1)

где  – постоянные коэффициенты оператора
. Если , то будем обозначать

 и тогда оператор  можно за-
писать в виде

Многочлен

будем называть характеристическим многочле-
ном для разностного оператора , а его сте-
пень по переменной  – порядком разностного
оператора.

В целочисленной решетке  выберем точку
 и обозначим Π'x =  :

 -мерный параллелепипед в ги-
перплоскости .

Зафиксируем точку ,
 такую, что коэффициент , и рас-

смотрим множество  =  :  +
+ 'β}. Обозначим L =  множе-
ство, на котором будем задавать начальные дан-
ные и сформулируем задачу:

найти решение разностного уравнения

(2)
удовлетворяющее условию

(3)

+ →: nf Z C δ j j

++ 11, ,..., )j j nt t t = 1,2,...,j n

α α1( ,..., )n

α α + + α1= ... n
α α αδ δ δ1

1= ... n
n

( )α α α1= ,..., n β β1( ,..., )n

α ≤ β α ≤ βj j = 1,2,...,j n

( ) α
α

≤α≤
δ δ

0
= ,

m

P c

αc
( )δP ( )α α α1= ,..., n

( )−α α α1 1' = ,..., n ( )δP

( ) α α
α α

α ≤ α≤

 δ δ δ 
 

  '
' ,

=0 '0 ' '
= .

n
n

n

n

m

n
m

P c

( )

( )

α α
α α

α ≤ α≤

α

α

  = 
 

 



'
' ,

=0 '0 ' '

=0

, = '

=

n
n

n

n

n
n

n

m

n n
m

m

j n

P z z c z z

P z z

( )δP
nz

+
n

Z

−= 1 1( ,..., ,0)nx x x +∈{ nt R

≤ ≤'0 ' ' }t x ( )− 1n
= 0nt

( )− +β β β ∈1 1= ,..., , n
n nm Z

≤ β ≤'0 ' 'm β ≠ 0c
βΠ ' ,'m ∈ Π'{' xt β ≤ ≤ −' ' ' 't x m

( )βΠ Π ×' ' ,'\ [0, ]x m nx

( ) ( ) ( ) [ ]δ ∈ Π Π ×'= , = 0, ,x nP f x g x x x

ϕ ∈( ) = ( ), ,f x x x L

где  и  – заданные функции целочисленных
аргументов.

Однородная двухслойная линейная разност-
ная схема с постоянными коэффициентами рас-
сматривалась в [25], где исследована ее устойчи-
вость при . Разрешимость двумерной зада-
чи Коши (2), (3) исследована в [26]. Такие задачи
известны как многослойные неявные разностные
схемы. В [27] исследована корректность задачи
(2), (3) и доказано достаточное условие коррект-
ности, а достаточное условие разрешимости трех-
мерной задачи (2), (3) доказано в [28].

Рассмотрим задачу Коши (2), (3) для .
 – целочисленная решетка, а  –

подмножество этой решетки, состоящее из точек
с целыми неотрицательными координатами.
Пусть , ,  – операторы сдвига по перемен-
ной , y,  соответственно, т.е. δ1f(x, y, z) =
= , , δ3f(x, y, z) =
= . Зададим параллелепипед Π =
=    в по-
ложительном октанте целочисленной решетки,
число  будем называть шириной Π, а  –
длиной Π. Разностный полиномиальный опера-
тор (1) будет иметь вид

(4)

где ,  и  определяют размер разностной схе-
мы, а

Характеристический многочлен будет иметь
вид

где m – порядок разностного оператора ,
δ3), , .

Зафиксируем  такое, что 

и рассмотрим множество 
 – bx,  z > m – 1},

тогда  и задача Коши будет иметь вид:
найти решение разностного уравнения

(5)

удовлетворяющее условию

( )g x ( )ϕ x

= 1nm

= 3n
× ×3 =Z Z Z Z +

3
Z

δ1 δ2 δ3
x z
+( 1, , )f x y z δ = +2 ( , , ) ( , 1, )f x y z f x y z

+( , , 1)f x y z

+∈ 3{( , , ) ,x y z Z ≤ ≤0 ,xx B ≤ ≤0 , > 0}yy B z

+ 1xB + 1yB

( )

δ δ δ δ δ δ

δ δ δ





1 2 3 1 2 3
=0 =0

1 2 3
=0

( , , ) = =

= , ,

y x
yx

x y

y x

bm b
ii j

i i j
j i i

m
j

j
j

P c

P

xb yb m

δ δ δ δ1 2 1 2
=0 =0

( , ) = , = 0,1,..., .
yx

yx

x y

x y

bb
ii

j i i
i i

P c j m


=0 =0 =0

( , , ) = ,
yx

yx

x y

x y

bm b
ii j

i i j
j i i

P s w c s wv v

δ δ1 2( ,P
<x xb B <y yb B

( )β ββ = , ,x y m
β β

≠ 0x y mc

β +Π = ∈ 3{( , , ) :x y z Z

β≤ − ≤0 xx x B β≤ − ≤ −0 ,y yy y B b
βΠ Π= \L

δ δ δ ∈ Π1 2 3( , , ) ( , , ) = ( , , ), ( , , )P f x y z g x y z x y z
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(6)

где  и  – заданные функции цело-
численных аргументов.

Задачу (5), (6) назовем задачей Коши для по-
линомиального разностного оператора (4).

В [28] доказано, что задача (5), (6) однозначно
разрешима, если выполняется условие

(7)

Поставим задачу вычислить значение функ-
ции  в точке  с координатами .

3. ОПИСАНИЕ ВХОДНЫХ ДАННЫХ
Решение задачи Коши (5), (6) для трехмерного

разностного уравнения с постоянными коэффи-
циентами в точке A с координатами 
представляет собой значение функции  в
точке A. Алгоритм вычисления значения функ-
ции  в заданной точке c координатами

 имеет рекурсивный характер и сводится
к вычислению значений функции  на ко-
нечном подмножестве точек  из множества

.
Начальные данные (6) задаются трехмерной

матрицей , содержащей конечное подмноже-
ство значений начальных данных задачи Коши.
Коэффициенты трехмерного разностного урав-
нения задаются трехмерной матрицей C. Для тех-
нической реализации алгоритма матрицы коэф-
фициентов C и начальных данных  задаются по

слоям, начиная с самого нижнего. Проиллюстри-
руем процедуру задания матриц  и .

Для разностного уравнения

(8)

трехмерная матрица коэффициентов C на первом
слое будет содержать матрицу  вида

а на втором – матрицу  вида

Запишем трехмерную матрицу коэффициентов 
следующим образом

Для разностного уравнения (8) , ,
. Пусть , , , тогда

трехмерная матрица начальных данных  будет
иметь вид , где

Здесь элементы, обозначенные *, вычисляются
при выполнении алгоритма. При этом, вычис-
лить элемент  не представляется возмож-
ным без вычисления элементов , ,

, , . Таким образом, для
нахождения неизвестных элементов необходимо
решить систему линейных разностных уравнений
вида (8) с использованием начальных данных

, где i = 0, ..., 4, , , ,

i = 0, ..., 4, ,  и , , ϕ(4, 1, 1),
.

Итак, входные данные конечны и имеют вид:
1. Трехмерная матрица коэффициентов C =

= , , , 
размера  из коэффициен-
тов  трехмерного разностного уравнения;

2. Точка ;

ϕ ∈( , , ) = ( , , ), ( , , ) ,f x y z x y z x y z L

( , , )g x y z ϕ( , , )x y z

( ) ( )
β β

β β

α α α
α α ≠ α

 1 2 3

1 2 3, , , =

> .x y m
x y m

c c

( ), ,f x y z A ( )1 1 1, ,x y z

1 1 1( , , )x y z
( , , )f x y z

( , , )f x y z
1 1 1( , , )x y z

( , , )f x y z
( ), ,x y z

βΠ Π= \L

F

F

F C

( ) ( )
( ) ( )

+ + +
+ + + + +

000 100

200 010
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( ) ( )
( ) ( )
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+ + + + + + +
+ + + + + +

+ + + + + + +

110 210

001 101

201 011
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( )
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+ + + + +
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c f x y z
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0C

 
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000 100 200
0

010 110 210
= ,

c c c
C

c c c

1C

 
 
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001 101 201
1

011 111 211
= .

c c c
C

c c c

C

( )  
 
 

000 100 200 001 101 201
0 1

010 110 210 011 111 211
= = .

c c c c c c
C C C

c c c c c c

= 2xb = 1yb
= 1m ( )β = 1,1,1 = 4xB = 2yB

F
( )0 1=F F F

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ 
 ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ  ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ 

0

0,0,0 1,0,0 2,0,0 3,0,0 4,0,0
= 0,1,0 1,1,0 2,1,0 3,1,0 4,1,0 ,

0,2,0 1,2,0 2,2,0 3,2,0 4,2,0
F

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ 
 ϕ ϕ  ϕ ϕ 

1

0,0,1 1,0,1 2,0,1 3,0,1 4,0,1
= 0,1,1 * * * 4,1,1 .

0,2,1 * * * 4,2,1
F

ϕ(1,2,1)
( )ϕ 2,2,1 ϕ(1,1,1)

ϕ(2,1,1) ( )ϕ 3,1,1 ( )ϕ 3,2,1

ϕ( , , )i j k = 0,1,2j = 0k ϕ( , , )i j k

= 0j = 1k ( )ϕ 0,1,1 ( )ϕ 0,2,1
( )ϕ 4,2,1

α α α1 2 3
( )c α 1 = 0, , xb α 2 = 0, , yb α3 = 0,...,m

+ × + × +( 1) ( 1) ( 1)x yb b m
α α α1 2 3

c

β ββ0 = ( , , )x y m
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3. Точка A с координатами , определя-
ющая координаты искомого значения функции

 и количество слоев в трехмерной матри-
це начальных данных F;

4. Трехмерная матрица начальных данных F =
= , размера ,
где , для всех остальных значений

 значения .

Поскольку координаты элементов трехмерной
матрицы коэффициентов разностного оператора
и трехмерной матрицы начальных данных в де-
картовой системе координат  не совпада-
ют с их координатами в матрице (строка × стол-
бец × слой), то следует перейти из декартовой си-
стемы координат  в “матричную”

 по правилу: D(d1, d2, ,
m2, m3), где  , .

Далее необходимо будет проверить задачу Ко-
ши (5), (6) на разрешимость, т.е. проверить, вы-
полняется ли условие (7) для коэффициентов раз-
ностного оператора (4).

1 1 1( , , )x y z

( , , )f x y z

ϕ( ( , , ))x y z + × + × +1( 1) ( 1) ( 1)x yB B z
∈( , , )x y z L

( , , )x y z ϕ( , , ) = 0x y z

( , , )X Y Z

1 2 3( ( , , ))D d d d

1 2 3( ( , , ))M m m m →3 1) (d M m
+1 2= 1,m d +2 1= 1m d +3 3= 1m d

4. ПРИМЕР
Будем рассматривать полиномиальный раз-

ностный оператор

(9)

где , , m = 1. Фиксируем β0 =
= , , . Множество
начальных данных будет иметь вид:

где   ,
  .

Трехмерная матрица коэффициентов C полино-
миального разностного оператора (9) задается по
слоям, начиная с самого нижнего:

Расположение элементов матрицы коэффици-
ентов C в декартовой системе координат пред-
ставлено на рис. 1

Поставим задачу: найти значение функции
 в точке  c координатами (2, 1, 4).

Трехмерная матрица данных Коши задается по
слоям, начиная с самого нижнего:

δ δ δ + δ + δ + δ +
+ δ δ + δ δ + δ + δ δ +
+ δ δ + δ + δ δ + δ δ +

2
1 2 3 000 100 1 200 1 010 2

2 2 2
110 1 2 210 1 2 020 2 120 1 2

2 2 2
220 1 2 001 3 101 1 3 201 1 3

( , , ) =P c c c c

c c c c

c c c c

+ δ δ + δ δ δ + δ δ δ + δ δ +
+ δ δ δ + δ δ δ + δ + δ + δ +

2 2
011 2 3 111 1 2 3 211 1 2 3 021 2 3

2 2 2 2
121 1 2 3 221 1 2 3 1 1 2= 1 2 3 4

c c c c

c c

+ δ δ + δ δ + δ + δ δ + δ δ + δ +
+ δ δ + δ δ + δ δ + δ δ δ + δ δ δ +

+ δ δ + δ δ δ + δ δ δ

2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 2 1 2 3

2 2
1 3 1 3 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2 2
2 3 1 2 3 1 2 3

5 6 1 2 3 3

4 5 6 80 8

3 4 5 ,

= 2xb = 2yb
β β( , , ) = (1,1,1)x y m = 4xB = 3yB

( )Π Π 1,1= \ ,L

Π ∈ 3= {( , , ) ,x y z Z ≤ ≤0 4,x ≤ ≤ ≥0 3, 0}y z

( ) +Π ∈ 3
1,1 = {( , , ) :x y z Z ≤ ≤1 3,x ≤ ≤ ≥1 2, 1}y z

( )
 
 
  
 
 
 
  
 

000 100 200 001 101 201

0 1 010 110 210 011 111 211

020 120 220 021 121 221

= = =

1 2 3 3 4 5
= 4 5 6 6 80 8 .

1 2 3 3 4 5

c c c c c c
C C C c c c c c c

c c c c c c

( ), ,f x y z A

( )
 
 
 =
 
 
 

0 1 2 3 4

1 2 3 4 5 3 4 5 7 6 3 4 5 7 6 3 4 5 7 6 3 4 5 7 6
4 5 6 1 3 6 0 0 0 8 5 0 0 0 2 6 0 0 0 1 3 0 0 0 8

= .
1 2 3 8 4 3 0 0 0 4 3 0 0 0 4 3 0 0 0 4 3 0 0 0 4
1 2 3 4 6 6 5 3 2 3 6 8 1 4 3 6 6 7 1 4 6 2 6 7 3

F F F F F F

Расположение элементов матрицы начальных
данных  в декартовой системе координат пред-
ставлено на рис. 2.

F
Произведем переход из декартовой системы

координат в “матричную”:  = [2,
2, 2], .

β → β0 1= [1,1,1]
→ 1(2,1,4) (2,3,5)A A

Рис. 1. Расположение элементов C в декартовой си-
стеме координат.
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Проверим задачу на разрешимость. Так как

то задача разрешима.
Для нахождения неизвестных (нулевых) зна-

чений в матрице  на втором слое необходимо
решить систему разностных уравнений

(10)

Матрица T системы разностных уравнений (10)
будет блочной теплицевой матрицей (подробнее
см. [29, 30]) вида

где

Решив систему уравнений (10), получим

Для нахождения неизвестных (нулевых) зна-
чений в матрице  на третьем слое необходимо
решить систему разностных уравнений

(11)

Матрица системы уравнений (11) будет равна
матрице системы уравнений (10). Решив систему
уравнений (11), получим

Продолжая процесс, найдем

Таким образом, искомое значение  =
= ‒0.71.

5. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Алгоритм был реализован в среде MatLab2014
32bit. Вычисления производились на машине In-
tel(R) Core(TM) i5-3330S CPU 2.70 GHz, 32bit,
ОЗУ 4.00 Гб под управлением Windows 7 Корпо-
ративная SP1. Время счета для приведенного при-
мера составило менее 1 секунды.

( ) ( )
α α α

α α ≠ α
= 1 2 3

1 2 3

111
, 1,1 , =1

80 = > 38,c c

F

δ δ δ ∈ Π

 ϕ ∈


1 2 3( , , ) ( , , ) = 0, ( , , ) ,
для которых = 0,1,

( , , ) = ( , , ), ( , , ) ,
для которых = 0,1.

P f x y z x y z
z

f x y z x y z x y z L
z

−

 
 
 

0 1

1 0
= ,

T T
T

T T

−

   
   
      
   

1 0

4 5 0 80 8 0
= 3 4 5 , = 6 80 8 ,

0 3 4 0 6 80
T T

 
 
  
 

1

4 5 0
= 3 4 5 .

0 3 4
T

 
 − − − 

− − − 
 
 

1

3.00 4.00 5.00 7.00 6.00
6.00 2.13 1.86 2.64 8.00

= .
3.00 1.40 1.39 2.48 4.00
6.00 5.00 3.00 2.00 3.00

F

F

δ δ δ ∈ Π

 ϕ ∈


1 2 3( , , ) ( , , ) = 0, ( , , ) ,
для которых = 1,2,

( , , ) = ( , , ), ( , , ) ,
для которых = 1,2.

P f x y z x y z
z

f x y z x y z x y z L
z

 
 − − − 

− − 
 
 

2

3.00 4.00 5.00 7.00 6.00
5.00 1.19 0.50 1.99 2.00

= .
3.00 1.01 0.02 1.22 4.00
6.00 8.00 1.00 4.00 3.00

F

 
 − − − 

− − − 
 
 

3

3.00 4.00 5.00 7.00 6.00
6.00 1.40 0.75 1.52 1.00

= ,
3.00 1.48 0.36 1.29 4.00
6.00 6.00 7.00 1.00 4.00

F

 
 − − − 

− − − 
 
 

4

3.00 4.00 5.00 7.00 6.00
3.00 1.16 0.71 2.11 8.00

= .
3.00 1.17 0.47 1.88 4.00
6.00 2.00 6.00 7.00 3.00

F

(2,1,4)f

Рис. 2. Расположение элементов F в декартовой системе координат.
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Алгоритм 1. Схема алгоритма.

 Input: , , , .
 Output: Значение функции  в точке A.
 begin

 координаты точки  в “матричной” системе координат;
if 
then

return Ошибка ввода матрицы C;
A1 := координаты точки A в “матричной” системе координат; ;

; ;
;

;
;

; ;
; ;

while  do
; ; ;

; ; ;
for  from  to  do

; ; ;
;

for i from 0 to  do
;

for w from 1 to N AD do
; ;

; ;
while  do

; ; e := e + 1;
; ; ;

for  from  to  do
; ; ;

;
for  from 0 to  do

;

for w from 1 to POD do
; ;

; ;
while  do

; ; e = e – 1;
; ; ;

for  from  to  do
; ; e = e + 1;

;
for  from 0 to  do

C β0 A F
( , , )f x y z

β1 := β0

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )β β β β − β β β 1 1 1 1 1 1 11 , 2 , 3 < :,:, 3 1 , 2 , 3C C C

:= (:,:, )Q C end

( )= ,2p size Q ( )β −1= 1 1NAD
( ) ( )− β1= ,1 1POD size Q

( ) ( ) ( ) ( )( )− − −= ,1 * ,2 ,1 * ,2 1sTblock size F size F size F size Q
( ) ( )( )( ) ( )( )− − − −,2 ,2 1 * ,1 1size F size Q size Q

( ):= ,T zeros sTblock sTblock
( )( )β1= 1 ,:a Q ( )β1= 2e

( )= ,1ccolumn zeros p = 1col
≥ 1e

( ) ( ):=ccolumn col a e +:= 1col col −:= 1e e
β1:= (2)e ( ):= 1,crow zeros p := 1r

m e ( )length a
( ) := ( )crow r a e +:= 1r r +:= 1e e

0 := ( , )c cT toeplitz column row
−/( ( ,2)) 1sTblock size Q

+ + + + 0((( * ) 1) : * ( 1),(( * ) 1) : * ( 1)) :=T i p p i i p p i T

β −1:= ( (1) ,:)a Q w β1:= (2)e
:= ( ,1)ccolumn zeros p := 1col

≥ 1e
( ) := ( )ccolumn col a e +:= 1col col

β1:= (2)e = (1, )crow zeros p := 1r
m e ( )length a

( ) := ( )crow r a e +:= 1r r +:= 1e e
( ):= ,NAD c cT toeplitz colomn row

i − −/( ( ,2)) 1sTblock size Q w
+ + + + + +(((( * ) 1)) : * ( 1),(( * ) 1) * : * ( 1) * ) := NADT i p p i i p p w p i p w T

β +1:= ( (1) ,:)a Q w β1:= (2)e
= ( ,1)ccolumn zeros p = 1col

≤ 1e
( ) = ( )ccolumn col a e += 1col col

β1= (2)e = (1, )crow zeros p = 1r
m e ( )length a

( ) = ( )crow r a e += 1r r
= ( , )POD c cT toeplitz column row

i − −/( ( ,2)) 1sTblock size Q w
+ + + + + +((( * ) 1) * : * ( 1) * ,(( * ) 1) : * ( 1)) := PODT i p p w p i p w i p p i T
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Классические методы решения дифференци-
альных уравнений (методы Рунге–Кутта четвер-
того порядка, Эйлера, Ньютона и т.д.) создают
определенные трудности при их применении в
многомерном случае. В каждой конкретной зада-
че необходимо индивидуально подбирать способ
решения. Это делает разработку универсального
подхода решения многомерных дифференциаль-
ных уравнений с использованием указанных ме-
тодов трудоемкой. В проведенном исследовании
мы расширили возможность использования стан-
дартных симметричных разностных схем для ап-
проксимации двумерных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами, где
рассматривается задача “на плоскости”, в кото-
рой, как правило, в качестве независимых пере-
менных x,y используют временную и одну про-
странственную переменные. Предложенная нами
схема, во-первых, имеет произвольное число то-
чек, а во-вторых, может применяться для аппрок-
симации дифференциальных уравнений в трех-
мерном случае. Для уравнения теплопроводности
это означало бы, что при описании теплоперено-
са появляется возможность учитывать анизо-
тропность этого процесса, через добавление до-
полнительной пространственной переменной.

С математической точки зрения процесс ап-
проксимации дифференциальных уравнений раз-
ностной схемой в трехмерном случае дает систему
разностных уравнений, матрица которых имеет
блочный теплицевый вид. Процесс решения таких
систем для большого количества неизвестных и
начальных данных связан с большими вычисли-
тельными затратами. В нашей работе мы предло-
жили алгоритм решения такой системы через
значения коэффициентов разностного уравне-
ния, что позволило автоматизировать решение
задачи Коши с начальными данными в паралле-
лепипеде. Таким образом, предложенный нами
подход определяет единый алгоритм для решения
дифференциальных уравнений при их аппрокси-
мации разностной схемой в параллелепипеде.
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;
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1. ВВЕДЕНИЕ
Различные прикладные задачи предполагают

построение линий уровня для двумерных скаляр-
ных полей. Соответствующее программное обес-
печение использует различные вычислительные
алгоритмы, которые хорошо справляются с ситу-
ацией, когда у линии уровня нет особенностей.
Наличие особенностей заставляет существенно
уменьшать шаг разбиения и, соответственно, уве-
личивать объем вычислений. В статье подробно
разбирается, как используя методы степенной
геометрии и алгоритмы компьютерной алгебры
можно радикально улучшить качество решения
указанной задачи.

Пусть . Рассмотрим веще-
ственный многочлен f(X). При постоянной 
кривая на плоскости 

(1.1)
является линией уровня многочлена .

Наша задача – описать все типы линий уровня
многочлена f(X) на вещественной плоскости

.

В разделе 2 кратко изложена теория построе-
ния линий уровня вещественного многочлена на
вещественный плоскости согласно [1] и [2].
В разделе 3 выписан многочлен 6-й степени от
трех переменных , возникший в задаче ли-
нейной устойчивости положения равновесия не-
которой механической системы [3]. Нули этого
многочлена описывают границу области устой-
чивости. Затем в разделах 4, 5 и 6 рассматривают-
ся сечения этой границы плоскостями ,

,  соответственно. На каждой из этих
трех плоскостей вычисляются линии уровня соот-
ветствующих многочленов. При этом используются
такие алгоритмы компьютерной алгебры как фак-
торизация многочлена, вычисление базиса Гребне-
ра, построение многоугольника Ньютона, изобра-
жение алгебраической кривой на плоскости.

2. ТЕОРИЯ МЕТОДА

2.1. Основная теорема

Пусть  и  по .

∈ 2
1 2= ( , )X x x R

∈c R
2

R

( ) =f X c
( )f X

∈ 2X R

, ,x y z

= 0x
= 0y = 0z

= inf ( )*C f X * = sup ( )C f X ∈ 2X R

УДК 517.5+004.434
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Теорема 1. Имеется конечное множество кри-
тических значений c:

(2.1)

которым соответствуют критические линии уровня

(2.2)

а для значений  из каждого из  интервала

(2.3)

линии уровня топологически эквивалентны. Если
 или , то интервалы  или  от-

сутствуют.
Поэтому для выявления расположения всех

линий уровня многочлена f(X) надо найти все
критические значения , изобразить  критиче-
ских линий уровня (2.2) и по одной линии уровня
для произвольного значения c из  интервала
(2.3). Способ вычисления этих линий уровня с
помощью степенной геометрии описан в [1] и от-
части в [4, гл. I, § 2]. Более традиционный подход
см. в [5, гл. I]. Локальное строение линий уровня
многочлена рассматривалось в [4, гл. I, § 3]. Здесь
некоторые результаты из [4, гл. I, § 3] дополнены.

2.2. Критические точки и критические кривые

Точка  называется простой для много-
члена f(X), если в ней отлична от нуля хотя бы од-
на из частных производных , .

Определение 1. Точка  для многочлена
f(X) называется критической порядка , если в точ-
ке  равны нулю все частные производные
от f(X) до порядка k, т.е. все

и отлична от нуля хотя бы одна частная производ-
ная порядка .

Определение 2. Кривая

(2.4)

называется критической для многочлена , если
1. она лежит на какой-то линии уровня (1.1) и

2. на ней , или .
Значения постоянной  в критических

точках  и на критических линиях (2.4) назо-
вем критическими и обозначим  согласно (2.1).

1 2* * *< < < < < *,* mC c c c C

*( ) = , = 1, , ,jf X c j m

c + 1m

+

−
0 1 1* * * *= ( , ), = ( , ), = ( , *),*

= 1, , 1,
j j j m mI C c I c c I c C

j m

1*=*C c ** = mC c 0I mI

*jc m

+ 1m

0=X X

∂ ∂ 1/f x ∂ ∂ 2/f x
0=X X

k
0=X X

∂ ≤ + ≤
∂ ∂

0

1 2

( ) = 0, 1 = ,
l

i j
f X i j l k

x x

+ 1k

( ) = 0g X

( )f X

∂ ∂ ≡1/ 0f x ∂ ∂ ≡2/ 0f x

= ( )c f X
0=X X

*jc

2.3. Локальный анализ линий уровня

В дальнейшем вблизи точки  = ( , )
будем рассматривать аналитические обратимые
замены координат

(2.5)

где  – аналитические функции от .
Лемма 1 ([4, гл. I, § 3]). Если точка X0 простая и

в ней , то существует замена (2.5), при-
водящая уравнение (1.1) к виду

(2.6)
Она следует из теоремы о неявной функции.
Линии уровня (2.6) – это прямые, параллель-

ные оси .
Рассмотрим решения уравнения (1.1) вблизи

критической точки  порядка 1. Тогда

Дискриминант  выписанной квадратичной
формы есть .

Лемма 2 ([4, гл. I, § 3]). Если в критической точ-
ке первого порядка  дискриминант , то
существует замена (2.5), приводящая уравнение
(1.1.) к виду

(2.7)

где  (если ) или  (если ).
Это двумерный вариант известной леммы

Морса [6, гл. I, § 2].
Лемма 3. Если в критической точке первого по-

рядка  дискриминант , то существует
замена (2.5), приводящая уравнение (1.1) к виду

(2.8)

где целое  и число .
Выражения (2.7) и (2.8) – это нормальные фор-

мы многочлена  вблизи его критической точ-
ки первого порядка .

Пусть теперь критическая точка  имеет
порядок k > 1. Согласно [1, п. 5] соответствующая
ей линия уровня либо не имеет ветвей, входящих
в критическую точку , либо имеет несколь-
ко таких ветвей.

В первом случае критическая линия уровня со-
стоит из этой точки , а остальные линии
уровня являются замкнутыми кривыми вокруг нее
и соответствуют одному знаку разности .

Во втором случае критическая линия уровня
состоит из конечного числа ветвей разных крат-

0=X X 0
1x 0

2x

+ ϕ − −0 0 0
1 1 2 2= ( , ), = 1,2,i i iy x x x x x i

ϕi − 0X X

∂ ∂ ≠2/ 0f x

2( ) = = .f X y c

1y

0 = 0X

+ + + +2 2
0 1 1 2 2( ) =f X f ax bx x cx

Δ
Δ −2= 4b ac

0 = 0X Δ ≠ 0

+ σ +2 2
0 1 2( ) = = ,f X f y y c

σ = 1 Δ < 0 σ −= 1 Δ > 0

0 = 0X Δ = 0

+ + τ2
0 2 1( ) = = ,nf X f y y c

> 2n τ ∈ − +{ 1,0, 1}

( )f X
0 = 0X

0 = 0X

0 = 0X

0 = 0X

− 0( )c f X
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ностей, входящих в критическую точку .
Они разбивают окрестность этой критической
точки на криволинейные секторы. Остальные ли-
нии уровня заполняют эти секторы, оставаясь на
некотором расстоянии от критической точки

. При этом в соседних секторах они соот-
ветствуют разным знакам разности , ес-
ли разделяющая их ветвь имеет нечетную крат-
ность, и одному знаку этой разности, если разде-
ляющая их ветвь имеет четную кратность.

2.4. Глобальный анализ линий уровня

Используемые в этом подразделе объекты сте-
пенной геометрии – многоугольник Ньютона

 многочлена f, ребро  многоугольника, его

внешняя нормаль , укороченное уравнение

, соответствующее ребру , – подробно
описаны в [1].

Определение 3. Пусть  – ребро многоуголь-
ника Ньютона многочлена , кото-
рое имеет внешнюю нормаль  с одной
или двумя положительными координатами pi и со-

ответствует укороченному многочлену . То-

гда пересечение корня ,  (где по-
стоянные ) укороченного многочлена

 при  с бесконечностью  на-
зовем бесконечной точкой пересечения. Кратность
корня – это кратность этой точки.

Лемма 4. Если все ребра  из определения 3 не
содержат точки  и у многочлена  все
бесконечные точки пересечения имеют кратность
один, то для всех значений постоянной c из одного из

 интервалов (2.3) линии уровня (1.1) топологи-
чески эквивалентны.

3. БОЛЬШОЙ МНОГОЧЛЕН

3.1. Описание

В работе [3] рассматривалась устойчивость в
линейном приближении стационарного решения
одной многопараметрической системы Гамиль-
тона. В процессе исследования возникла необхо-
димость изучить нули некоторого многочлена

 6-го порядка от трех переменных :

0 = 0X

0 = 0X
− 0( )c f X

Γ( )f Γ(1)
j

(1)
jP
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x A τ 2

2 =
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x B
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(1)ˆ ( )jg X τ → ±∞ ±∞=ix
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j

1 2( , ) = 0q q ( )f X

+ 1m

( , , )g x y z , ,x y z

− + − +
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( , , ) = 4 4 48 92

40 344 904 736

192 1200 4376

g x y z x y x z x y x yz

x z x y x y z x yz

x z x y x y z

(3.1)

Здесь исследуем линии уровня на трех нулевых
сечениях поверхности , т. е. для функ-
ций , f2(x, z) =  и

.

3.2. Вычисление критических значений,
точек и кривых

Учитывая полиномиальный характер задачи,
вычисление критических значений  и соответ-
ствующих им критических точек и кривых удобно
проводить с использованием алгоритмов ком-
пьютерной алгебры, в первую очередь, вычисляя
базисы Гребнера соответствующих идеалов с под-
ходящими мономиальными порядками (подроб-
нее, см. [7, гл. 2, 3]).

Идеал, определяющий критические точки и
кривые, состоит из многочлена  и его
частных производных по X:

(3.2)

Как следует из основной теоремы, число крити-
ческих значений  конечно. Тогда базис Гребне-
ра  идеала (3.2) для чисто лексикографиче-
ского порядка  содержит полином ,
зависящий только от переменной c. Среди веще-

+ − + +
+ − + −
− + − −

2 2 2 2 3 2 4

5 4 3 2

2 3 4 5

5360 2752 512

2500 11700 19168

14656 5376 768

x y z x yz x z
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ственных корней этого полинома следует искать
критические значения , для которых имеются
вещественные критические линии уровня.

Базис Гребнера, задаваемый идеалом ,
имеет размерность либо 0, либо 1. В первом случае
критических кривых нет, ибо идеал  нульме-
рен. Во втором случае некоторым критическим зна-
чениям  соответствуют критические кривые.

Вычисление и исследование идеала 
удобно выполнять с использованием какой-либо
системы компьютерной алгебры, как свободно
распространяемой (например, Sympy, Sage,
Singular, Macaulya2) или коммерческой (на-
пример, Maple, Mathematica, Magma). В любой
из них имеются процедуры построения базисов
Гребнера для различных лексикографических по-
рядков, а также некоторые дополнительные про-
цедуры для проверки нульмерности идеала, вы-
числения его размерности и др. Все вычисления в
последующих разделах работы были выполнены в
СКА Maple с использованием пакета Groebner.
Отметим, что имеется пакет PolynomialIde-
als, в состав которого входят процедуры при-
марной декомпозиции или декомпозиции идеала
на его нульмерные подидеалы и другие, но, во-
первых, все процедуры этого пакета реализуются
с помощью процедур пакета Groebner, а во-вто-
рых, авторы предпочитают детально контролиро-
вать процесс вычислений.

Используется следующий порядок вычислений.
1. Составляется идеал  и для него вычисляет-

ся базис Гребнера  с чисто лексикографиче-
ским порядком  с применением проце-
дуры Basis пакета Groebner.

2. Базис  позволяет найти все критические
значения  с помощью полинома  либо точно,
либо в виде алгебраических чисел. Такой полином
автоматически определяется для указанного выше
лексикографического порядка, или с помощью
процедуры UnivariatePolynomial и, по воз-
можности, раскладывается на множители.

3. Среди критических значений  отбираются
те, которым соответствуют вещественные критиче-
ские точки и критические кривые. Для этого для
каждого множителя  многочлена  вычисля-
ется новый базис Гребнера на основе ранее вычис-
ленного базиса и этого множителя, но уже с други-
ми лексикографическими порядками: 
и . Это есть некоторый вариант при-
марной декомпозиции, который позволяет опре-
делить многочлены только от  или от , задаю-
щие координаты критических точек.

4. Теперь для каждого примарного идеала сле-
дует найти его множество вещественных нулей.

*jc

&@)

&@)

*jc

&@)

)
&@)
 1 2c x x

&@)
*jc ( )h c

*jc

( )jh c ( )h c

 1 2c x x
 2 1c x x

1x 2x

Если критическое значение  принадлежит , то
все вычисления выполняются точно. Если же оно
есть иррациональное алгебраическое число, то
можно поступить так, как описано в [1, п. 5.6], т.е.
проводить все вычисления по модулю идеала,
определяющего критическое значение и крити-
ческую точку. В данной работе вычисления ирра-
циональных критических значений и иррацио-
нальных координат критических точек проводят-
ся приближенно с повышенной точностью.

5. Вид нормальной формы (ВНФ) (2.7) или
(2.8) каждой критической точки определяется с
использованием дискриминанта  квадратичной
формы разложения функции f(X) вблизи нее со-
гласно леммам 2 и 3. Разложения вещественных
ветвей линий уровня в окрестности каждой кри-
тической точки и на бесконечности вычисляются
с использованием алгоритмов степенной геомет-
рии. В частности, в СКА Maple удобно выпол-
нять такие вычисления с помощью пакета Poly-
hedralSets, а также пакета процедур из пакета
algcurves.

6. Проведенные вычисления позволяют вы-
полнить построение эскизов линий уровня так,
как это описано в [2].

3.3. Замечания об обозначениях

Последующие разделы работы содержат боль-
шое число различных объектов, поэтому дадим
здесь краткое описание принятой нотации.

• Каждое из нулевых сечений поверхности, за-
данной многочленом (3.1), обозначается симво-
лом , где j принимает значения 1, 2, 3, соответ-
ствующие той переменной, которая полагается
равной нулю. Многочлен, определяющий крити-
ческие значения  обозначается , а его k-й
множитель соответственно .

• Для соответствующего многочлена fj вычис-
ляется его носитель и многоугольник Ньютона

. Все ребра многоугольника нумеруются и обо-

значаются в тексте , а соответствующий k-му
ребру укороченный многочлен обозначается .
Нумерация ребер и укороченных многочленов
сквозная в пределах своего раздела. В силу техни-
ческих трудностей на рисунках многоугольников
Ньютона верхний индекс у k-го ребра  опуска-
ется. Поскольку в вычислениях используются
только грани размерности один, то это не должно
привести к путанице.

• Если многочлен fj преобразуется, то результат
его i-го преобразования обозначается . При этом
все соответствующие этому многочлену объекты
степенной геометрии имеют соответствующий ле-

*jc Q

Δ

jf

*jc ( )ih c
( )ikh c

Γ( )jf

Γ(1)
k

(1)
k̂f

Γ(1)
k

i jf
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вый нижний индекс, т.е.  обозначает 3-е ребро
многоугольника Ньютона многочлена, получен-
ного на втором шаге преобразований, а  – со-
ответствующий этому ребру многочлен.

4. ПРИМЕР 1 ПРИ 
4.1. Критические значения

Рассмотрим вычисление линий уровня много-
члена .

(4.1)

Для многочлена (4.1) составляем идеал Id1, опре-
деляющий критические точки и кривые: Id1 =
= . Для него строим базис
Гребнера  с чисто лексикографическим по-
рядком , в который входят полиномы,
зависящие соответственно от , , , ,

, . Получаем 6 полиномов, некоторые
из которых имеют 15-ю степень и выглядят очень
громоздко. Поэтому мы их не приводим здесь в
явном виде. Пользуемся первым полиномом,
определяющим критические значения полинома
(4.1), и разлагаем его на множители [7, гл. 2, 3].

Первый множитель этого полинома  за-
дает первое критическое значение . Второй
множитель h12 имеет два вещественных корня

,  и пару комплекс-
ных корней. Добавляя каждый множитель много-
члена  в найденный выше базис Гребнера, со-
ставляем его примарную декомпозицию. Рассмот-
рим эти критические значения последовательно.

4.2. Критическая линия 

Вычисляя идеал  для двух различных мо-
номиальных порядков, находим соответствующие
многочлены от переменных y и z соответственно

Γ(1)
2 3
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2 3̂f

= 0x
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+ − + + −
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= 7500 21800 25408
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45120 37928 14976
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+ −

2 12 4
1

5 3

2

( ) = (791015625 10

4137285273243305806216 10

2268208541119374290121362928

h c c c

c

c

− +
+ × 6

42844219213475982104286084531

38437670697580573719552 10 ).

c

2
11( ) =h c c

1* = 0c

≈2* 0.9355c ≈3* 523029.1004c

1( )h c

1*( , ) = = 0h y z c

1 1( )SP h

С их помощью определяем, что критическому
значению  соответствуют четыре критиче-
ские точки: , , (y3,

 и . Рассмот-
рим ВНФ каждой из этих критических точек.

Многочлен (4.1) при c = 0 факторизуется на
два множителя: линейный

(4.2)
и полином пятой степени

(4.3)

Это единственный случай, когда многочлен
 факторизуется. Поэтому особенности на-

ходим для множителя (4.3), но в критической ли-
нии учитываем и (4.2). Далее рассматриваем толь-
ко многочлен  и для него применяем систе-
му обозначений подраздела 3.3.

а) Разложение в точке . Здесь ко-
нус задачи есть . Непосред-
ственные вычисления показывают, что квадра-
тичная форма h2 ряда Тейлора многочлена h есть

полный квадрат  и имеет об-
щий множитель с кубической формой h3. Таким
образом, теорема о неявной функции неприме-
нима, и здесь необходимо применить следующую
технику [1, п. 5.2].

Вычисляем выпуклую оболочку носителя мно-
гочлена (4.3) с использованием пакета Polyhedral-
Sets. Многоугольник Ньютона и его ребра показа-
ны на рис. 1.

Ребру  соответствует укороченный много-
член . Выполним подста-
новку  и получим многочлен 1h в пе-
ременных :

(4.4)

Его многоугольник Ньютона показан на рис. 2.
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Единственному ребру  этого многоуголь-
ника, у которого нормальный конус попадает в
конус задачи , соответствует укоро-
ченный многочлен . Следова-
тельно, здесь требуется еще одна подстановка

. Она приводит к многочлену 2h от
переменных :

(4.5)

Его многоугольник Ньютона (см. рис. 3) имеет
единственное ребро  с нормальным конусом из
конуса задачи , которому соответству-
ет многочлен . Таким обра-
зом, получаем два решения . Выпол-
няя обратную подстановку, в итоге получаем разло-
жения двух ветвей

Γ(1)
1 1

3 = { < 0}P_

= +(1) 2 2
1 1 1
ˆ 12( 24 )h y z

− +2
1 2= /24z y z
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4 3 6 5 4 2 3 3
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3

480 128 6624 936 6912 .
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Γ(1)
2 1

3 = { < 0}P_

−(1) 5 2
2 1 2

ˆ = 4 /3 6912h y z
± 5/2

2 = /72z y

которые в особой точке (0, 0) имеют касание вто-
рого порядка.

Вычисления с использованием функции pui-
seux из пакета algcurves системы Maple или с
использованием функции AsymptoticSolve
системы Mathematica приводят к таким же ре-
зультатам.

− ±2 5/2
1,2

3 1 1= ,
2 24 72

z y y y

Рис. 1. Многоугольник Ньютона и его ребра для мно-
гочлена (4.3).
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Рис. 2. Многоугольник Ньютона и его ребра для мно-
гочлена (4.4).
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Рис. 3. Многоугольник Ньютона и его ребра для мно-
гочлена (4.5).
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б) Точка  лежит на прямой z =
= 3y/2, являющейся корнем многочлена (4.2). Эта
точка является критической точкой самопересе-
чения.

в) Точка  была подроб-
но рассмотрена в статье [1] первых двух авторов,
поэтому здесь мы приведем только итоговый ре-
зультат. Дискриминант квадратичной формы

, вычисленный с большой точно-
стью, равен нулю, а кратный корень этой квадра-
тичной формы не обнуляет кубическую форму

. Следовательно, указанная точка
является точкой возврата кривой , а ее
разложение в окрестности особой точки описы-
вается формулой

при .
г) В точке  вычисляем (с точ-

ностью до постоянного множителя) квадратич-
ную форму :

Ее дискриминант , следовательно, по
лемме 2 критическая точка  является изо-
лированной.

д) Ребрам  и  соответствуют укорочен-
ные многочлены

и

Их нули дают координаты пересечения кривой
h = 0 с осями  и  соответственно. Многочлен

 имеет два вещественных корня: 0 и 2.7470, а
многочлен  – только корень .

е) Ребру  соответствует укороченный много-
член . Значит, при 
имеем . Применяя технику из [1], нахо-
дим разложение ветви кривой на бесконечности:

(4.6)

Итак, кривая h = 0 имеет горизонтальную
асимптоту . Этой асимптоте соответствует
бесконечная точка пересечения первой кратности.

Стремящейся к  координате z в многоуголь-
нике  соответствует верхняя вершина, т.е. при

 нет точек кривой (4.3).
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z
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∞
Γ
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Конусам задач  и  соответствуют только
вершины многоугольника Ньютона, рис. 1.

ж) Ребру  соответствует укороченный мно-
гочлен

который не имеет нетривиальных вещественных
корней. Следовательно, ветвей, соответствующих
конусу задачи , нет.

На рис. 4 показана сплошная линия уровня
, состоящая из сплошной линии h = 0 и

сплошной прямой (4.2) , обе черного
цвета. Изолированная критическая точка  =
= (14, 27) не попала на рисунок. Прямой 
также соответствует простая бесконечная точка
пересечения.

4.3. Критическая линия 

Из второго идеала  получаем по два дей-
ствительных и комплексных значения cj. Рас-
сматривая только вещественные значения, нахо-
дим, что критическому значению  со-
ответствует критическая точка ,
2.6593), координаты которой суть корни много-
членов

1_ 2_
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Рис. 4. Линии уровня для критического значения
 многочлена f1.
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(4.7)

Вычисляем квадратичную форму ряда Тейлора
многочлена (4.1) в этой точке:

и получаем, что ее дискриминант 
отрицательный, следовательно, точка ,
2.6593) является изолированной критической
точкой.

Эта линия пересекается с осями в точках (0, 0)
и . Ее асимптотики суть  и
(4.6). Сама линия показана на рис. 5 красной
пунктирной линией.

4.4. Критическая линия 

Также из идеала  находим, что критиче-
скому значению  соответствует
критическая точка , ко-
ординаты которой суть другие вещественные
корни многочленов (4.7). Вычисление квадратич-
ной формы ряда Тейлора многочлена (4.1) в этой
точке дает результат:

Видно, что в разложении свободный член близок
к критическому значению , коэффициенты ли-
нейных членов равны нулю, а дискриминант

− +3312315 2843316.z

+ η + ζ ≈ − η +
+ ζη − ζ

2
1 5 5

2

( , ) 0.93558 392.0146

568.6296 209.3918 ,

f y z

Δ ≈ −4998.9489
(1.8205

(0,2.747016946) = 3/2y z

≈1 3*( , ) = 523029.1004f y z c

2 1( )SP h

3* = 523029.1004c
≈6 6( , ) (9.5641,18.3933)y z

( )+ η + ζ ≈ + × η −
− × ηζ + ζ

6 2
1 6 6

6 2

, 523029.101 3.108 10

3.109 10 766031.179 .

f y z

3*c

квадратичной формы  положитель-
ный, следовательно, точка  является точкой
самопересечения.

Эта линия пересекается с осями в точках
,  и , ее асимптоти-

ки те же, ее эскиз показан на рис. 6 в виде штрих-
пунктирных синих линий.

4.5. Все критические линии уровня многочлена f1

На рис. 7 показаны все критические линии
уровня многочлена f1 для соответствующих кри-
тических значений , а также критические точ-
ки. В силу выбранного масштаба, критические
точки уровня  плохо различимы. Подробнее эти
точки показаны на рис. 4. На нем в криволиней-
ном треугольнике с вершинами , ,

 лежит точка . Некритические линии
уровня лежат между критическими линиями и
критическими точками рис. 7.

5. ПРИМЕР 2 ПРИ 

5.1. Критические значения

Рассмотрим

(5.1)
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Рис. 5. Линии уровня для критического значения
 многочлена  f1.
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Рис. 6. Линии уровня для критического значения
 многочлена f1.
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Идеал, определяющий критические точки и кри-
вые и включающий в себя функцию  и его
первые производные, состоит из следующих по-
линомов

Для этого идеала строим базис Гребнера  с чи-
стым лексикографическим порядком ,
найденный с помощью процедуры Groebner[Ba-
sis]. Первый полином этого базиса есть

(5.2)

Он зависит только от c и определяет критические
значения полинома (5.1). Критическое значение

 является корнем множителя  = c. Мно-
житель  не имеет
вещественных корней, значит, не выявляет веще-
ственные критические значения cj. Еще два ирра-
циональных критических значения  ≈
≈ ‒17590.60940 и  задаются кор-
нями третьего множителя в (5.2).

Идеал  имеет нулевую размерность, его
примарная декомпозиция дает три идеала. Мож-
но сразу исключить из рассмотрения идеал

, содержащий множитель h22(c) = 16c2 –
‒ , который не имеет веще-
ственных корней.

5.2. Критическая линия 

Идеал , являющийся примарной деком-
позицией множителя , включает много-
члены
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− −81391000168810966419626z
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− +51359995427547542403776z

+ −344989667987413693824x z

− +4427910073600905300160z

+ −244989667987413693824x z

− 3179958671949654775296 ,z

− −1321973906577585552490496z

− −12274219691042743274733568z

− −111569796991169618160588800z
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− +85521961458811860727741337z
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Рис. 7. Все критические линии уровня многочлена  f1.
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a) Корень его первого полинома – веществен-
ное число . Среди корней полиномов идеа-
ла  ищем вещественные значения. Таковыми
являются две критические точки (0, 0) и (–8, –4).

б) Рассмотрим ВНФ (2.7) или (2.8)веществен-
ных критических точек. При  в критической
точке (0, 0) квадратичная форма h2 ряда Тейлора
многочлена (5.1) обнуляется и теорема о неявной
функции здесь не применима, поэтому применя-
ем анализ особой точки согласно [1, п. 5.2]. Вы-
числяем выпуклую оболочку носителя многочле-
на (5.1) с использованием пакета Polyhedral-
Sets. Носитель и многоугольник Ньютона
показаны на рис. 8. Ребру  соответствует укоро-
ченный многочлен . Выполним
подстановку z =  и получим многочлен в
переменных  и :

− +54913807691571657866494208z

+ −43773420647566644086822656z

− +270543799404264671916032x z

+ +3293932497517769466316800z

+ −217635949851066167979008x

− +211631398212794015748096xz

+ 2634894194638382047244288 .z

1* = 0c
1 2( )SP h

1 = 0c

Γ(1)
1

= −(1) 3
1̂ 64( 6 )f x z
+ 1/6x z

x 1z

Его многоугольник Ньютона показан на рис. 9.

Единственному ребру  многоугольника Ньюто-
на, нормальный конус которого попадает в конус
нашей задачи , соответствует укорочен-

ный многочлен . Следова-
тельно, здесь требуется еще одна подстановка

. Она приводит к еще одному
многочлену от переменных x, z2, который содер-
жит слагаемые с дробными степенями. Дабы из-
бежать больших объемов вычислений, сразу про-

изведем замену вида  и получим более
удобный вид многочлена для вычислений:

− + − + +

+ − − − − +

6 3 4 5 6
1 2 1 1 1 1

5 4 2 3 3 2 2 3
1 1 1 1 1

100= 13824 1872 256 512
729

20 8 448 32 3840
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f x z z z z

x z x z x z x z xz

+ − − − +

+ − − −

2 4 4 3 2 2 3
1 1 1 1

4 5 4 5
1 1

256 8 104 4672
3 81 27 9

3392 16 296256 .
3 3 243

x z x z x z x z

xz xz x x

Γ(1)
1 1

= { < 0}K P

−(1) 3 4
1 1 1

ˆ = 13824 16 /3f z x

+1/3 4/3
1 2= 18 /36z x z

3
1=x x

= × + × −

− × + × +

× ×+ − −

1/3 4 2 2/3 8 2
2 2 1 2 1 2

1/3 4 3 1/3 10 2
1 2 1 2

1/3 10 2/3 14
1 2 1 2

261152 18 18
3

1168208 18 18
27

16 18 292 18
9 243

f x z x z

x z x z

x z x z

× ×− − × − +

× × ×+ + + +

+ + + − +

2/3 8 3 1/3 4 5
2/3 81 2 1 2

1 2

1/3 4 4 2/3 8 4 1/3 22
1 2 1 2 1

9 3 6 4 12
3 51 2 1 2 1 2
1 2

160 18 256 1832 18
81 3
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9 27 2187

448 256 242256
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x z x zx z

x z x z x

x z x z x zx z

+ − − − +

+ − + − +
× ×+ − + − −

9 2 6 3 3 4
6 21 2 1 2 1 2
1 2

3 3 5 6 3
1 2 2 2 2

2/3 14 1/3 16 2/3 20
4 1 1 1
2

104 4672 3392 32
27 9 3

3840 256 512 13824

2 18 133 18 181872
81 5832 6561

x z x z x z x z

x z z z z

x x xz

× ×− − + − +

× × ×+ + − −
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1/3 19 2/3 23 2/3 17 18
1 1 1 1 2

1/3 16 2 1/3 16 2/3 20
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4374 13122 4374 243
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Рис. 8. Многоугольник Ньютона для многочлена  f2.
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Его многоугольник Ньютона (см. рис. 10) име-
ет два ребра  и  из конуса нашей задачи,
которым соответствуют следующие укороченные
многочлены:

Решением первого укороченного уравнения
будет . Выполняя обратную подста-
новку как для z, так и для , получаем разложение
ветви вблизи точки (0, 0).

Поскольку соответствующее ребро содержит
точку с ординатой 1, то здесь применима теорема

− + + + − +

+ − − × +

× ×+ + +

12 3 15 12 2 24 21
1 2 1 2 1 2 1 1

18 15
1/3 7 21 1

1 2

1/3 7 3 2/3 11 3
1 2 1 2

320 364 56 14
81 243 81 13122 2187

46 64 320 18
729 243

3392 18 160 18
27 81

x z x z x z x x

x x x z

x z x z

× × ×+ − − −

× × ×− + + −

×−

2/3 17 1/3 13 1/3 13 2
1 2 1 2 1 2

1/3 7 4 2/3 11 1/3 19
1 2 1 2 1 2

2/3 11 2
1 2

28 18 52 18 112 18
729 243 81

320 18 80 18 10 18
9 9 729

424 18 .
81

x z x z x z

x z x z x z

x z

Γ(1)
2 1 Γ(1)

2 2

× +

= × − + × − ×

2/3 6 8
(1) 1 2 1

2 1

(1) 2/3 8 2/3 4 1/3 2
2 2 1 2 1 2 2

2 18 ( 1296 )ˆ = ,
81

ˆ 32 18 ( 2 18 24 18 ) .

x z xf

f x z x z z

− 6
2 1= /1296z x

x

( )−− −
4/31/3 218

= .
6 36 1296

xx xz

о неявной функции, которая дает единственную
ветвь.

Укороченный многочлен , соответствую-
щий второму ребру, не имеет нетривиальных ве-
щественных корней, следовательно, ему не соот-
ветствует вещественная ветвь. Вычисления с ис-
пользованием функции puiseux из пакета
algcurves системы Maple приводят к таким же
результатам.

б) Также критическому значению  соот-
ветствует критическая точка .
Вычисляем квадратичную форму ряда Тейлора
многочлена (5.1) в этой точке, используя команду
mtaylor:

Дискриминант данной квадратичной формы
 < 0, следовательно, точка (–8, –4)

является изолированной критической точкой.
Для анализа критических линий на бесконеч-

ности проанализируем многоугольник Ньютона
(рис. 8) многочлена (5.1) и выделим укороченные
многочлены, соответствующие ребрам, чьи нор-
мали имеют хотя бы одну положительную коор-
динату.

Из этого многоугольника Ньютона можно ви-
деть, что два ребра соответствуют бесконечности

 и .

Рассмотрим ребро , которому соответствует
укорочение

(1)
2 2̂f

1* = 0c
− −2 2( , ) = ( 8, 4)x z

+ ξ + ζ ξ − ξζ + ζ2 2
2 2 2( , ) = 9216 28672 36864 .h x z

Δ −= 536870912

Γ(1)
3 Γ(1)

4

Γ(1)
3

− − + − +(1) 2 2 2
3̂ = 4 ( 2 )( 4 8 ) .f z z x x xz z

Рис. 9. Многоугольник Ньютона для многочлена .
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Рис. 10. Многоугольник Ньютона для многочлена .
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По нему можно определить первый член раз-
ложения . Произведя такую замену в
(5.1), получаем

В выпуклой оболочке многочлена выбираем со-
ответствующее бесконечности ребро, тогда его
укороченный многочлен будет выглядеть следую-
щим образом: . Также по этому
укорочению определяется второй член разложе-
ния: . Продолжая аналогично, выявля-
ем первую ветвь разложения в бесконечности

(5.3)

Аналогично рассмотрим ребро , ему соответ-

ствует укороченный многочлен (2z – 1).
Значит при  имеем . Произведем
замену  в многочлене (5.1), получаем

+ 1= /2z x z

+ + + +
+ + − − + +

+ + − − − −

5 4 2 3 3 2 4
3 2 1 1 1 1

5 6 5 4 3 2
1 1 1 1

2 3 4 5 4 3
1 1 1 1

= 4 40 192 512

768 512 8 24 136

704 704 256 128 1024

f x z x z x z x z

xz z x x z x z

x z xz z x x z

− − + − −
− − −

2 2 3 4 3
1 1 1

2 2 3
1 1 1

2624 1344 1872 512

4608 13824 13824 .

x z xz z x

x z xz z

−(1) 5
1 3 1

ˆ = 4 ( 2)f x z

+1 2= 2z z

+ + 4= 2
2
xz

x

Γ(1)
4

−(1) 5
4̂ = 2f x

→ ∞x → 1/2z
+ 1= 1/2z z

− + − + −
− + − + −

− − + − − +

5 4 2 3 3 2 4
4 2 1 1 1 1

5 6 4 3 2
1 1 1 1

2 3 4 5 4 3
1 1 1 1

= 4 40 192 512

768 512 24 168

320 576 1280 9 32

f x z x z x z x z

xz z x z x z

x z xz z x x z

У его многоугольника Ньютона возьмем един-
ственное ребро, с нормальным конусом, попада-
ющим в конус нашей задачи. Соответствующее
укорочение выглядит так: .
Для определения 3-го члена разложения произве-
дем еще одну замену вида: . После
очередных вычислений соответствующий укоро-
ченный многочлен будет иметь вид  +
+ 36x3. Таким образом, разложение второй ветви
в бесконечности выглядит так:

(5.4)

Вычисленные выше разложения ветвей совпада-
ют с результатами использования функции pui-
seux из пакета algcurves системы Maple.

Корни укороченных многочленов

соответствующих ребрам  и  многоуголь-
ника Ньютона многочлена (5.1), дают точки пере-
сечения с осями координат. Пересечение с Oz при

 и , а с осью Ox только при
x = 0.

Для изображения этих линий уровня на плос-
кости (рис. 11) воспользуемся командой plot_-
real_curve пакета algcurves. На этом рисун-
ке критическая линия обозначена сплошной ли-
нией черного цвета. Асимптотики (5.3) и (5.4)
соответствуют простым бесконечным точкам пе-
ресечения. Поэтому здесь работает лемма 4.

5.3. Критическая линия 

Первый из двух наборов вещественных реше-
ний уравнений, входящих в идеал , есть кри-
тическое значение  и соответ-
ствующая критическая точка с иррациональными
координатами . Рас-
смотрим эту точку, координаты которой являют-
ся корнями многочленов 4-й степени. Возьмем их
значения приблизительно с большой точностью.
Найдем квадратичную форму ряда Тейлора в точ-
ке :

+ − + − + +
+ − − + −

− + − −

2 2 3 4 3 2
1 1 1 1

2 3 2
1 1 1

2
1 1

952 4320 3152 18 296

336 9440 162 3528

17768 1152 9416 1611.

x z xz z x x z

xz z x xz

z x z

− +(1) 4
4 2 1

ˆ = (4 9)f x xz

− +1 2= 9/(4 )z x z

−(1) 5
5 2 2

ˆ = 4f x z

− + 2
1 9 9= .
2 4

z
x x

= − + −
+ +

(1) 3 3 2
2

(1) 3 2
5

ˆ 16 (32 16 117 864),
ˆ = (2 13 64),

f z z z z

f x x x

Γ(1)
2 Γ(1)

5

= 0z ≈ 2.747016946z

≈ −2 2*( , ) = 17590.6094f x z c

3SP
≈ −2* 17590.6094c

≈ −3 3( , ) ( 4.2020,0.9946)x z

3 3( , )x z

+ ξ + ζ − + ξ −
− ξζ + ζ

2
2 3 3

2

( , ) = 17590.6094 704.2988

21546.0609 50690.9070 .

h x z

Рис. 11. Линии уровня для критического значения 
многочлена f2.
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Здесь свободный член близок к , коэффициен-
ты линейных членов равны нулю, а дискрими-
нант квадратичной формы  поло-
жительный, следовательно, эта точка по лемме 2
является точкой самопересечения (в ней пересе-
каются две ветви). Критические линии уровня
при  пересекают ось Ox в точке ,
0), а ось Oz в точках  и (x,

. Здесь верны асимптотики (5.3) и
(5.4). Эскиз этой критической линии показан на
рис. 12 штриховой красной линией.

5.4. Критическая линия 

Второй из двух наборов вещественных решений
уравнений, входящих в идеал , есть критическое
значение  и соответствующая крити-
ческая точка с иррациональными координатами

. Рассмотрим квадра-
тичную форму разложения ряда Тейлора исходного
многочлена (5.1) в критической точке :

Здесь свободный член близок к , а ее дискри-
минант равен . Следовательно
это точка самопересечения.

Критические линии уровня пересекают ось Ox
в точке , а ось Oz в точках

 и . Эта кри-

2*c

Δ ≈ × 83.2142 10

2*c ≈ −( , ) ( 6.5012x z
≈( , ) (0,1.1627)x z

≈) (0,2.6681)z

≈2 3*( , ) = 4162.4031f x z c

3SP
≈3 4162.4031c

≈ − −4 4( , ) ( 7.1522, 2.9929)x z

4 4( , )x z

+ ξ + ζ + ξ +
+ ξζ − ζ

2
2 4 4

2

( , ) = 4162.4022 350.7520

4785.9994 11228.6467 .

h x z

3*c
Δ ≈ × 73.8659 10 > 0

≈( , ) (3.206553809,0)x z
≈ −( , ) (0, 0.6481)x z ≈( , ) (0,2.7632)x z

тическая линия показана на рис. 13 штрих-пунк-
тирной линией синего цвета.

5.5. Все критические линии уровня многочлена f2

На рис. 14 показаны все критические линии
уровня многочлена f2 для соответствующих кри-
тических значений , а также критические точ-
ки. Некритические линии уровня расположены
между соответствующими критическими соглас-
но (2.3).

*jc

Рис. 12. Линии уровня для критического значения
 многочлена f2.
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Рис. 13. Линии уровня для критического значения

 многочлена f2.
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Рис. 14. Все критические линии уровня многочлена f2.
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6. ПРИМЕР 3 ПРИ 

6.1. Критические значения

Рассмотрим последнее нулевое сечение:

(6.1)

Первый полином базиса Гребнера  есть

(6.2)

Он зависит только от c, факторизуется на два
множителя и определяет критические значения
полинома (6.1). Критическое значение  яв-
ляется корнем множителя . Второй мно-
житель в (6.2) имеет только два вещественных
критических значения  и

.

= 0z

+ + + +
+ + + + +

5 4 2 3 3 2 4

5 5 4 3 2

= 4 48 344 1200

2500 2 82 740
3f x y x y x y x y

xy x x y x y

+ + + + +2 3 4 5 43156 6490 20250 13x y x y y x

+ + + − +
+ + + +

3 2 2 3 4

3 2 2 3

412 2782 828 37827

64 1728 15552 46656 .

x y x y x y y

x x y xy y

3&@)

+
+ × +

+ +

6
3

5 5

4

( ) = (1738071441650390625

8280321886721438116 10

13366043451422095808794624

h c c c

c

c

+ +3226388815999145527309322158080c

+ +
+ −
−

233335217445009148607411951501312
14684298419139851546639897167134720
876052122097662955869886609920884736).

c
c

1* = 0c
11( ) =h c c

≈ −2* 476393.0349992c
≈3* 51.5040463c

6.2. Критическая линия 

Идеал  имеет нулевую размерность, его
примарная декомпозиция дает два идеала. Рас-
смотрим идеал , являющийся примарной
декомпозицией множителя , выявляет
критическое значение . Корни многочле-
нов, входящих в идеал , определяют крити-
ческие точки  и 

a) Рассмотрим ВНФ (2.7) или (2.8) веществен-
ных критических точек. При  в критиче-
ской точке (0, 0) квадратичная форма  ряда Тей-
лора многочлена (6.1) обнуляется и теорема о не-
явной функции здесь не применима, поэтому
применяем анализ особой точки. Вычисляем вы-
пуклую оболочку носителя многочлена (6.1).
Многоугольник Ньютона показан на рис. 15.

Ребру , внешняя нормаль которого входит в
конус нашей задачи , соответствует
укороченный многочлен . Вы-
полним подстановку  и получим
многочлен в переменных x и y1:

Его многоугольник Ньютона показан на рис. 16.
Его единственному ребру  с нормальным кону-
сом в конусе нашей задачи , соответ-
ствует укороченный многочлен  +
+ . Следовательно, здесь требуется еще одна
подстановка . Она приводит к
еще одному многочлену от переменных x, y2. Но
при подстановке выявляются дробные степени
переменной x, что в свою очередь приводит к не-
которым трудностям. Чтобы упростить дальней-
шие действия, тут же произведем еще одну замену
вида . Так получаем многочлен
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Рис. 15. Многоугольник Ньютона для многочлена f3.
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Его многоугольник Ньютона показан на рис. 17,
и имеет два ребра  и , с отрицательными
внешними нормалями, которым соответствует
следующие укороченные многочлены

Для  корнем будет . Выпол-
няя обратную подстановку по x и y, получаем раз-
ложение ветви вблизи точки (0, 0)

Поскольку первое ребро имеет верхнюю точку с
ординатой 1, то здесь применима теорема о неяв-
ной функции, которая дает единственную ветвь.

Второе укорочение  не имеет нетривиаль-
ных вещественных корней, следовательно, ему не
соответствует вещественная ветвь.

б) Также критическому значению  соот-
ветствует критическая точка .
Вычисляем квадратичную форму ряда Тейлора
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Рис. 16. Многоугольник Ньютона для многочлена .
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многочлена (6.1) в этой точке с использованием
команды mtaylor:

Дискриминант  отрицательный,
следовательно, точка  является изолиро-
ванной критической точкой.

в) Для анализа критических линий на беско-
нечности рассмотрим многоугольник Ньютона
(рис. 15) многочлена (6.1). Выделим укороченные
многочлены, соответствующие ребрам, чьи нор-
мали имеют хотя бы одну положительную коор-
динату. Из этого многоугольника Ньютона мож-
но видеть, что таковых три: ,  и .

г) Рассмотрим ребро , ему соответствует
укороченный многочлен .
Значит, при  имеем . Произве-
дем замену  в многочлене и возь-
мем соответствующее ребро, попадающее в конус
нашей задачи. Соответствующее укорочение вы-
глядит так: . Для опре-
деления 2-го члена разложения произведем еще
одну замену вида: . После оче-
редных вычислений соответствующий укорочен-
ный многочлен будет иметь вид

Таким образом, разложение первой ветви в бес-
конечности выглядит так:

+ ξ + η ξ + ξη + η2 2
2 2 2( , ) = 576 1728 5184 .h x y

Δ −= 8957952
2 2( , )x y

Γ(1)
3 Γ(1)

4 Γ(1)
5

Γ(1)
3

+(1) 5
3̂ = 250 (10 81)f y x

→ ∞y → −81/10x
− + 1= 81/10x x

−(1) 4
3 2 1

ˆ = 4 (625 2916)f y yx

+1 2= 2916/625x y x

= +(1) 5 3
4 3 2

472392ˆ 2500 .
125

f y x y

Ей соответствует простая бесконечная точка пе-
ресечения.

д) Ребру  соответствует укороченный мно-
гочлен , который не
имеет нетривиальных вещественных корней. Сле-
довательно, ветвей в бесконечности не имеет.

е) Аналогично рассмотрим ребро , которо-
му соответствует укорочение .
По нему можно определить, что первая замена
будет , а также, что при  имеем
горизонтальную асимптоту . Произведя
такую замену, в многоугольнике Ньютона полу-
ченного многочлена выбираем соответствующее
бесконечности ребро, его укороченный много-
член есть: . Также по этому
укорочению определяется второй член разложе-
ния: . Продолжая аналогично, выяв-
ляем очередное укорочение 
и, соответственно, вторую ветвь разложения в
бесконечности

Ей также соответствует простая бесконечная точ-
ка пересечения.

Пересечение с осями координат можно опре-
делить по ребрам  и , таковым и единствен-
ным для осей Ox и Oy является точка (0, 0). Вы-
численные выше разложения ветвей совпадают с
результатами использования функции puiseux
из пакета algcurves системы Maple.

Теперь изобразим линии уровня на плоскости.
Для этого воспользуемся командой plot_re-
al_curve пакета algcurves. Критическую ли-
нию уровня и точки для  см. на рис. 18, кри-
тическая линия обозначена сплошной линией
черного цвета.

6.3. Критическая линия 

При этом  имеется только одна критическая
точка . Ее координа-
ты являются первым набором корней многочле-
нов 6-й степени:

(6.3)
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Рис. 18. Линии уровня для критического значения
 многочлена f3.
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которые получаются при примарной декомпози-
ции идеала , включающего множитель ,
при лексикографических порядках  и

 соответственно. Корни многочленов
(6.3) суть иррациональные числа, поэтому также
возьмем их приблизительные значения с боль-
шой точностью. Найдем квадратичную форму ря-
да Тейлора в точке :

Здесь постоянная близка к , коэффициенты ли-
нейных членов равны нулю, а дискриминант этой
формы  положительный. Следо-
вательно, эта точка по лемме 2 является точкой
самопересечения (в ней пересекаются две ветви).
Также критическая линия уровня при  пересе-
кает ось Oy при  и ось Ox при

. Она показана на рис. 19 штри-
ховой линией красного цвета.

6.4. Критическая линия 

При этом  критическая точка (x4, y4) ≈
≈ . Ее координаты являются вто-
рым набором корней многочленов (6.3). Анало-
гично рассмотрим квадратичную форму разложения

× − + + −
− + −

5 6 5 4 3
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403522 143976 26487,

y y y y

y y
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2 3 3
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373296.3064 13334.3035

462406.3700 .
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2*c

Δ ≈ × 111.1468 10

2*c
≈ −1.4798y

≈ −12.82060973x

≈3 3*( , ) = 51.5040f x y c

3*c
−( 4.8952,1.4224)

ряда Тейлора исходного многочлена в критической
точке  соответствующей
критическому значению c3 = 51.5040:

Здесь постоянная близка к  и коэффициенты
линейных членов равны нулю. Дискриминант

 положительный, что по лемме 2
означает точку, в которой пересекаются две ветви

≈ − ≈4 44.8952, 1.4224x y

+ ξ + η − ηξ −
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2 4 4
2 2
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Рис. 19. Линии уровня для критического значения
 многочлена  f3.
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кривой. Критические линии уровня при  пере-
секают оси Ox и Oy при  и 
соответственно. Линия уровня и критическая
точка изображены на рис. 20, где критическая ли-
ния показана штрих-пунктирной линией синего
цвета.

6.5. Все критические линии уровня многочлена f3

На рис. 21 показаны все критические линии
уровня многочлена f3 для соответствующих кри-
тических значений , а также критические точ-
ки. Некритические линии уровня расположены
между соответствующими критическими линия-
ми и критическими точками.

Отметим, что для всех трех многочленов f1, f2,
f3 все бесконечные точки пересечения имеют
первую кратность. Поэтому применима лемма 4 и
все некритические линии уровня расположены
между найденными критическими и топологиче-
ски эквивалентны в интервалах (2.3).
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1. ВВЕДЕНИЕ
Данная работа посвящена исследованию си-

стем неалгебраических уравнений в . Такие си-
стемы возникают при описании нелинейных
процессов в различных областях знания, таких
как теоретическая физика, химическая кинетика
(включая задачи, возникающие при описании
процессов в нефтегазовой промышленности, а
также при изучении кинетики химических пре-
вращений композитов на основе горных пород),
математическая биология. На данный момент си-
стемы неалгебраических уравнений, как правило,
поддаются решению лишь в случае, когда их мож-
но свести к алгебраическим с помощью замены
переменных. В противном случае поиск решения
производится приближенно с помощью числен-
ных методов [1].

Вместе с тем, в различных процессах, описывае-
мых системами дифференциальных уравнений с
правыми частями, разложимыми в ряд Тейлора, ак-
туален вопрос об определении числа стационарных
состояний в множествах определенного вида (и их
локализации). Эта проблема приводит к задачам

построения алгоритмов для определения числа
корней заданной системы уравнений в разных
множествах, определения самих корней, исклю-
чения части неизвестных из системы.

Научная значимость данной работы связана с
определением нового подхода к итерационным
методам решения систем трансцендентных урав-
нений, состоящих из голоморфных функций
многих комплексных переменных. Полученные
результаты позволят расширить области приме-
нения методов и алгоритмов компьютерной ал-
гебры на нелинейные уравнения неполиноми-
ального типа. В связи с этим решение поставлен-
ных в данной работе задач важно для развития
данного направления науки.

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Пусть D – ограниченная область в  с кусоч-
но-гладкой границей , а  голоморф-
ное отображение, .

n
C

2
C

∂D → 2:f D C

∂ ≠ 0Df

УДК 519.85

КОМПЬЮТЕРНАЯ АЛГЕБРА
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Известно обобщение теоремы о логарифмиче-
ском вычете на случай многих переменных на ос-
нове интегрального представления Бохнера–
Мартинелли (см., например, [2, теорема 2.4]):

(1)

где  – число нулей отображения  в  с учетом
кратности, а

Рассмотрим случай, когда  – поликуб, то есть
произведение отрезков

Перейдем к вещественным координатам

Тогда

(2)

Запишем форму  в вещественных координатах.
Будем иметь

Для удобства записи введем следующие обозна-
чения. Обозначим через  якобиан отображения
f, через  – квадрат евклидовой нормы. Таким
образом,
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Таким образом, с учетом введенных обозначений
форму w можно записать в виде

(3)

Для сведения интеграла (1) к интегралу Римана
по гиперграням нужно выбрать их правильную
ориентацию. Ориентация на многообразии зада-
ется (см., например, [3], глава II, п. 14) указанием
дифференциальной формы максимальной степе-
ни, которая сопоставляется элементу объема 
при интегрировании. Ориентация , как и
гиперкуба , традиционно задается формой

Согласованная с ней ориентация (в соответ-
ствии с [3], глава II, п. 14) граней следующая:

Интеграл (1) есть сумма интегралов по пра-
вильно ориентированным гиперграням. При
этом имеется 4 пары гиперграней.

Рассмотрим для примера пару гиперграней,
задаваемых условиями  и . В этом слу-
чае 3 из 4 дифференциальных форм в выражении
(3) обращаются в нуль и форма  примет вид

Форма  на  отрицательна, а на
 – положительна. Поэтому

(4)
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Аналогично, получим следующие результаты для
остальных пар гиперграней:

(5)

(6)

(7)

Тем самым мы приходим к следующему утвер-
ждению.

Теорема 1. Пусть D – поликуб, то есть произве-
дение отрезков   ,
а  голоморфное отображение, .
Тогда количество N нулей системы

(8)

на множестве D численно равно сумме значений ин-
тегралов (4)–(7). При этом интегралы (4)–(7) яв-
ляются интегралами Римана, в которых перемен-
ные интегрирования изменяются от меньшего зна-
чения к большему.

Заметим, что сумма интегралов (4)–(7) должна
быть целым числом. Это означает, что для при-
ближенного вычисления этих интегралов боль-
шая точность не требуется.

При наличии корней в поликубе D (то есть ес-
ли указанная сумма интегралов не равна нулю),
он разбивается на несколько поликубов меньше-
го размера, и вычисления повторяются в каждом
из них для локализации корней. Алгоритм оста-
навливается при достижении необходимой точ-
ности.

3. ПРИМЕР

Пусть , , то есть рассмотрим ко-
личество  нулей системы
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в области  . Оче-
видно, что единственным решением данной си-
стемы является точка  и . Пока-
жем это с помощью теории, изложенной выше.
Такой выбор функций  и  объясняется необ-
ходимостью упрощения выкладок.

Вычислим необходимые величины. Будем
иметь:

Вычислим интегралы по гиперграням  и
, при этом , . Получим

Вычислим далее интегралы по гиперграням
 и , при этом , d = 1. Получим
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Вычислим далее интегралы по гиперграням
 и , при этом , . Получим

Нам осталось вычислить последние интегралы по
гиперграням  и , при этом ,

. Получим
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Таким образом, количество N нулей искомой си-
стемы равно

Очевидно, что даже в таком простом случае си-
стемы, как в рассмотренном нами примере, необ-
ходима помощь вычислительных процедур.

4. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА
Алгоритм был реализован в среде Maple 2016

64bit. Полный код программы доступен по адресу
https://github.com/aakytmanov/Zeros.
Вычисления первого шага алгоритма производи-
лись на машине Intel Core i7-4790 (3.6 GHz) c 32
Gb RAM под управлением Windows 10 Pro x64
21H1. Время счета для системы функций

составило 53 секунды.
Вызов функции для данного примера приве-

ден ниже:

> fZeros([(z1, z2) -> z1, (z1, z2) -> z2],
[-1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1]);

Реализация итерационной процедуры позво-
лит приближенно находить корни системы урав-
нений, содержащей голоморфные функции, в за-
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данном поликубе, однако она требует оптимиза-
ции приближенного вычисления интегралов с
учетом отсутствия необходимости большой точ-
ности вычислений, поскольку результатом инте-
грирования всегда является целое число. Это яв-
ляется актуальной текущей задачей.

Алгоритм 1: Алгоритм вычисления числа нулей
системы в заданной области.

5. ИСТОЧНИКИ ФИНАНСИРОВАНИЯ

Исследования, представленные в работе, были вы-
полнены при поддержке следующих фондов: первый
автор использовал финансовую поддержку РНФ, Пра-
вительства Красноярского края и Красноярского кра-
евого фонда науки, грант 22-21-20028 (разработка при-
меров, тестирование программной реализации алго-
ритма); второй автор использовал финансовую
поддержку РНФ, грант 18-71-10007-П (разработка и
программная реализация алгоритма); третий автор
поддержан грантом РФФИ 19-31-60012 (постановка
технического задания для разработки алгоритма, вы-
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Input: Список функций  из левой части системы 
(8), список пределов интегрирования , , , , 

, , ,  из (2), определяющих поликуб.
Output: Значение интеграла (1).
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В настоящей работе предложен метод вычисления и визуализации амебы многочлена Лорана не-
скольких комплексных переменных, применимый в произвольной размерности. Разработанные на
основе этого метода алгоритмы реализованы в виде общедоступного сетевого сервиса
http://amoebas.ru/, позволяющего осуществлять интерактивный расчет амеб многочленов
двух переменных и содержащего набор рассчитанных амеб и их сечений в более высоких размерно-
стях. Тестирование корректности и скорости работы предложенных алгоритмов осуществлено с ис-
пользованием набора оптимальных многочленов двух, трех и четырех переменных, для генерации
которых применен функционал системы компьютерной алгебры Mathematica. Разработанный
программный код позволяет, в частности, осуществлять генерацию оптимального гипергеометри-
ческого многочлена от произвольного числа переменных с носителем в произвольном зонотопе, за-
данном набором порождающих векторов.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Понятие амебы [2], [3, глава 1] многочлена Ло-

рана нескольких комплексных переменных проч-
но вошло в современную математику и широко
используется в многочисленных приложениях.
В частности, оно возникает в задачах математиче-
ской физики [4, 5] и при построении решений раз-
ностных уравнений и их систем [1]. Известно, что
фазовая диаграмма мер Гиббса для димеров на гра-
фе может быть представлена в виде амебы ассоци-
ированной спектральной кривой [6, Теорема 4.1].
Изучение распределения энергии в квантовых тер-
модинамических ансамблях естественным обра-
зом приводит к рассмотрению понятия амебы и
ее т.н. контура [7]. Двойственность Лежандра
между энтропией и свободной энергией позволя-
ет вычислять последнюю в рамках теории колча-
нов как площадь амебы, заданной многочленом
Ньютона для модели димеров [8]. С понятием
амебы связан ряд важных открытых вопросов, в
частности, остающаяся недоказанной на протя-
жении длительного времени гипотеза М. Пассаре
о сплошном свойстве амебы произвольного мак-
симально разреженного многочлена. Эти и многие
другие приложения теории амеб в математической
физике [9] и вещественной алгебраической гео-
метрии [10] обуславливают давно назревшую не-

обходимость в разработке алгоритмов и общедо-
ступного программного обеспечения для вычис-
ления амеб многочленов Лорана нескольких
комплексных переменных.

Попытки создания таких алгоритмов и их про-
граммной реализации предпринимались многи-
ми исследователями на протяжении трех послед-
них десятилетий. В их основе лежали численное
решение алгебраического уравнения относитель-
но выделенного переменного или группы пере-
менных [11–15], аппроксимация амеб с помощью
сумм квадратов [16], полиэдральная аппроксима-
ция фиксированной компоненты дополнения к
амебе [17], подход с использованием циклических
результантов [18] и другие методы [19]. Суще-
ственную роль в работах [16, 18] играют методы
современной компьютерной алгебры. Сетевой
ресурс http://dvbogdanov.ru/amoeba поз-
воляет генерировать программный код на языке
среды MATLAB для расчета аффинных и компак-
тифицированных амеб многочленов двух пере-
менных [20, 21]. Текущие границы применимости
данного подхода иллюстрируются набором дан-
ных www.researchgate.net/publica-
tion/338341129_Giant_amoeba_zoo.

Однако, несмотря на значительный прогресс
по сравнению с первоначальным представлением
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авторов определения амебы о виде амеб много-
членов нескольких комплексных переменных
(см. [2], стр. 194, рис. 16), задача вычисления и
визуализации амебы многочлена нескольких
комплексных переменных (особенно в размерно-
сти 3 и выше) в настоящий момент не может счи-
таться удовлетворительно разрешенной. Причин
этому несколько: общедоступный программный
код для генерации амеб дает приемлемые резуль-
таты лишь для многочленов невысокой степени
и, как правило, в размерности 2; при этом некото-
рые из имеющихся решений существенно опира-
ются на функционал коммерческих программных
продуктов с закрытым кодом; отсутствует обще-
доступный сетевой сервис для интерактивной ге-
нерации амеб достаточно сложных многочленов
двух и трех переменных; не существует инстру-
ментария для визуализации деформации амебы
многочлена, зависящего от параметров. Настоя-
щая работа призвана восполнить этот пробел.

Высокая вычислительная трудность задачи
расчета и визуализации амебы многочлена не-
скольких переменных обусловлена, в первую оче-
редь, следующими обстоятельствами:

1. За исключением тривиального одномерного
случая, амеба многочлена является неограничен-
ным подмножеством вещественного линейного
пространства.

2. Амеба  многочлена f двух переменных
имеет конечную площадь. В размерности три и
выше отношение меры пересечения 
амебы многочлена f с шаром радиуса  и центром
в точке  к объему этого шара стремится к нулю
при  для любого многочлена f и любой точ-
ки . Таким образом, определение местопо-
ложения амебы многочлена в пространстве  са-
мо по себе является, как правило, нетривиальной
задачей.

3. Ограниченные связные компоненты допол-
нения к амебе могут быть сколь угодно малы, а
получение оценок снизу на их размеры является
весьма трудоемкой задачей.

4. Количество связных компонент дополнения
к амебе многочлена f с фиксированным много-
гранником Ньютона  может принимать (в зави-
симости от выбора коэффициентов f ) произ-
вольные значения в диапазоне от числа вершин
многогранника  до числа целых точек в нем [13].

5. Численный расчет достаточно сложной амебы
многочлена высокой степени возможен лишь при
весьма высокой точности вычислений. Например,
при расчете амебы многочлена десятой степени от
двух переменных с целыми коэффициентами в
квадрате  необходимо опериро-
вать величинами порядка  × 1086,
поддерживая точность вычислений, сравнимую с

f!

∩ ( , )f B a r!
r

a
→ ∞r

∈ na R
n

R

1

1

− × −[ 20,20] [ 20,20]
⋅10 20 7.22597e 

 Многочисленные ком-
пьютерные эксперименты показывают, что
уменьшение точности расчета приводит, как пра-
вило, к быстрому накоплению вычислительной
погрешности и потере связи результата расчета с
подлинной геометрией амебы.

В настоящей работе представлен новый метод
вычисления и визуализации амебы многочлена
нескольких комплексных переменных, примени-
мый в произвольной размерности. Разработан-
ные алгоритмы вычисления амеб многочленов
нескольких переменных реализованы в виде об-
щедоступного сетевого сервиса http://amoe-
bas.ru/. Данный ресурс позволяет в интерак-
тивном режиме выполнять расчет и визуализа-
цию амеб многочленов двух переменных, а также
содержит заранее рассчитанные облака точек, ап-
проксимирующие амебы некоторых оптималь-
ных гипергеометрических многочленов [22] трех
и четырех переменных. Для визуализации четы-
рехмерных амеб на сайте выполняется отрисовка
их сечений трехмерными гиперплоскостями.

2. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Всюду в дальнейшем n ≥ 2 обозначает размер-
ность пространства комплексных переменных,

 – многочлен Лорана от перемен-
ных . Обозначим через  := 
проколотую комплексную плоскость и рассмот-
рим отображение , определенное
формулой

Амебой (см. [2, глава 6, определение 1.4]) алгеб-
раического множества  называется образ

, который обозначается . Данное назва-
ние связано с характерной формой множества 
в случае, когда множество V является комплексной
алгебраической кривой  = 0}.
Соответствующая такому множеству амеба, как
правило, ограничивает шарообразные “вакуоли”
и содержит тонкие “щупальца”, уходящие в бес-
конечность (см. примеры амеб в работах [14, 20,
21] и на сайте http://amoebas.ru/).

Амеба подмножества комплексного простран-
ства лишь логарифмической шкалой отличается
от его диаграммы Рейнхардта. Помимо амебы,
были предложены и исследованы другие проек-
ции комплексного пространства  на веще-
ственное пространство той же размерности, на
следующие ключевые аналитические и топологи-
ческие свойства дополнения к алгебраической
гиперповерхности. К их числу относятся, в част-
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ности, компактифицированная амеба (см. [2],
глава 6, теорема 1.12 и рис. 19) и “амебоподоб-
ный” полиэдральный комплекс, конструкция ко-
торого предложена в работе [21]. Следующий ре-
зультат [2], глава 6, следствие 1.6 устанавливает
простую связь между амебой многочлена Лорана
f и разложениями рациональной функции 1/f в
ряды Лорана с центром в нуле.

Теорема 1 (см. [2], глава 6). Дополнение
 к амебе многочлена f есть объедине-

ние конечного числа непересекающихся связных
компонент. Эти компоненты выпуклы и находятся
во взаимно-однозначном соответствии с разложе-
ниями рациональной функции  в ряды Лорана с
центром в начале координат.

 Выпуклость связных компонент дополнения к
амебе алгебраической гиперповерхности выгодно
отличает ее от всех конкурирующих проекций
комплексного пространства в вещественное и, как
будет показано далее, играет существенную роль в
построении алгоритмов для вычисления амеб.

Напомним, что носителем многочлена Лорана
f называется конечное множество целых точек

 таких, что моном  входит в много-
член f с ненулевым коэффициентом. Многогран-
ником Ньютона  многочлена Лорана f называет-

ся выпуклая оболочка (в пространстве ) носителя
многочлена f. Следующий результат показывает,
что многогранник Ньютона  несет в себе инфор-
мацию о геометрии амебы  [23, теорема 2.8 и
предложение 2.6].

Теорема 2 (см. [23]). Пусть f – многочлен Лора-
на. Обозначим через  семейство связных компо-
нент дополнения к амебе  Существует инъек-
тивное отображение

(2.1)

такое, что конус, двойственный к  в точке 
совпадает с конусом рецессии множества 

Целочисленный вектор  называется по-
рядком компоненты M дополнения к амебе много-
члена f. Из приведенных теорем следует, что чис-
ло связных компонент дополнения к амебе 
ограничено снизу числом вершин многогранника

 и сверху – числом целых точек в данном мно-
гограннике. Нижняя граница была получена в [2].
Варьируя коэффициенты многочлена Лорана f с
заданным многогранником Ньютона, можно до-
биться достижения как верхней [10], так и ниж-
ней [13] границы для числа связных компонент
множества  Более того, вершины многогран-
ника Ньютона всегда лежат в образе отображения

 Из теоремы 2 следует, что конусы тех связных
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компонент множества  которые соответству-
ют вершинам многогранника  заведомо име-
ют непустую внутренность. В то же время связные
компоненты дополнения амебы, соответствую-
щие внутренним точкам многогранника Ньюто-
на, являются ограниченными.

Пусть  –
многочлен одного переменного  с корнями

 Будем без ограничения общности пред-
полагать, что . Амеба много-
члена  есть конечное множество точек ln|ζ1|, ...,

 из которого исключены повторяющиеся
элементы. Типичная компонента дополнения 
к амебе данного многочлена есть (непустой) интер-
вал  для некоторого k = 
порядок данной компоненты равен  Таких ком-
понент может, однако, не быть вовсе, в случае, ес-
ли все корни многочлена  лежат на некоторой
окружности  с центром в точке 
Кроме того, всегда присутствуют две неограни-
ченные компоненты дополнения  и

 чьи порядки равны  и  соответствен-
но. Таким образом, в одномерном случае вычис-
ление амебы многочлена сводится к нахождению
его корней. Для решения данной задачи суще-
ствует широкий спектр точных и приближенных
методов и в настоящей работе мы не рассматри-
ваем этот частный случай, предполагая всюду в
дальнейшем, что n ≥ 2.

Задача вычисления амебы многочлена двух
или более переменных может, конечно, рассмат-
риваться как задача разрешения алгебраического
уравнения относительно одного из входящих в
него переменных. Ключевое отличие от одномер-
ного случая состоит в том, что при n ≥ 2 алгебраи-
ческое уравнение необходимо решать для всевоз-
можных значений прочих присутствующих в нем
переменных. В общем случае осуществить это не
представляется возможным, что заставляет обра-
щаться к другим методам вычисления амеб мно-
гочленов нескольких переменных.

В некоторых простейших случаях амеба мно-
гочлена может быть вычислена точно, а ее грани-
ца явно задана трансцендентными уравнениями.
Например, амеба многочлена двух переменных

 имеет вид

Аналогичное описание допускает амеба любой
комплексной гиперплоскости в произвольной
размерности. Амеба многочлена  +
+ y + xy с произвольным комплексным парамет-
ром  есть множество решений неравенства (см.
[13, стр. 57])
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Сложность вычисления границы амебы много-
члена быстро растет с увеличением его степени и
числа переменных. Несмотря на это, контуры
амеб произвольных классических и обобщенных
дискриминантов [2] допускают бирациональную
параметризацию Горна–Капранова [24]. Однако
амеба многочлена достаточно высокой степени,
чьи коэффициенты не обладают многочисленны-
ми свойствами симметрии, допускает, вообще го-
воря, лишь приближенное описание. Построение
множества, аппроксимирующего амебу с задан-
ной точностью, является задачей высокой вычис-
лительной сложности.

Под вычислением амебы многочлена Лорана f
мы будем всюду в дальнейшем понимать построе-
ние достаточно плотного облака точек, лежащих в
пересечении амебы с заданной областью 
такой, что  содержит точки любой связной ком-
поненты дополнения 

3. АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ АМЕБЫ 
МНОГОЧЛЕНА НА ОСНОВЕ ПОРЯДКА 

КОМПОНЕНТЫ ЕЕ ДОПОЛНЕНИЯ

В работе [23] показано, что каждой точке до-
полнения к амебе  многочлена f можно сопо-
ставить целую точку из многогранника Ньютона

 с помощью отображения порядка :

где

(3.1)

для всех  и  Всюду в дальней-
шем вектор  называется порядком точки

. Любые две точки, лежащие в одной связ-
ной компоненте дополнения к амебе многочлена
f, имеют одинаковый порядок, называемый по-
рядком этой компоненты (см. формулу (2.1) в
Теореме 2); более того, порядки точек из разных
компонент дополнения к амебе различны. Таким
образом, порядок  является классификато-
ром точек дополнения к амебе многочлена f, поз-
воляющим устанавливать их принадлежность к
компоненте заданного порядка.

В работе [23] показано, что для  инте-
грал (3.1) допускает представление в следующем
существенно более простом виде:
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причем значение данного интеграла не зависит от
 при  Поведение интеграла (3.2) в слу-

чае, когда точка  лежит внутри или на границе
амебы  является, вообще говоря, весьма слож-
ным. В этом случае интеграл (3.2) может оказать-
ся расходящимся, однако в большинстве случаев
он сходится, а его значение существенным обра-
зом зависит от  для всех  Скачок
интеграла (3.2) может быть выявлен с помощью
символьно-численных алгоритмов контурного
интегрирования и использован в качестве крите-
рия принадлежности точки s амебе многочлена 
Данное наблюдение является основой алгоритма
вычисления амеб, представленного в настоящей
работе и реализованного в виде сетевого сервиса
http://amoebas.ru/.

Входные данные алгоритма: размерность про-
странства переменных ; многочлен  от 
комплексных переменных  множество
вершин  прямоугольного параллелепипе-
да  малое число  равное линейному
размеру наименьшего элемента объема в , под-
лежащего проверке на предмет принадлежности
амебе многочлена . Предполагается, что объ-
ем параллелепипеда  не равен нулю, а длина по
крайней мере одного из его ребер больше 

Результатом работы алгоритма является облако
точек, аппроксимирующее множество  с
точностью 

Схема работы алгоритма состоит в следующем.
Будем обозначать через  конечное множе-
ство прямоугольных параллелепипедов в про-
странстве  и положим на первом шаге работы
алгоритма 

Пусть  – некоторый элемент множества
 Если длина всех его ребер меньше  то 

исключается из множества  и осуществляет-
ся переход к следующему его элементу. В против-
ном случае каждая из точек множества 
проверяется на принадлежность амебе многочле-
на  путем выявления скачка интеграла (3.2)
по его параметрам  

Если все точки множества  лежат в од-
ной и той же связной компоненте дополнения к
амебе  то, в силу выпуклости и открытости
любой такой компоненты, делается вывод об от-
сутствии точек амебы  в  Координаты точек

 и порядок содержащей их компоненты
дополнения к амебе сохраняются, и выполняется
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переход к следующему элементу множества 
Если рассмотрены все элементы данного множе-
ства, то алгоритм завершает работу.

Если же множество  содержит точки
амебы  или точки, лежащие в разных компо-
нентах ее дополнения, то параллелепипед  раз-
бивается на 2n равных параллелепипедов своими

 плоскостями симметрии, параллельными коор-
динатным плоскостям в . Эти параллелепипеды
добавляются к множеству  и описанный выше
процесс повторяется, пока не будут рассмотрены
все элементы данного множества. В двумерном слу-
чае результатом выполнения данного дихотомиче-
ского (по каждой размерности) процесса являет-
ся аппроксимирующее амебу квадродерево, см.
рис. 1.

По завершении перебора элементов множе-
ства  для каждого возможного значения по-
рядка компоненты дополнения к амебе  сфор-
мирован список точек (вершин рассмотренных
параллелепипедов), лежащих в компоненте с дан-
ным порядком. Для отрисовки этой компоненты
берется выпуклая оболочка всех точек из данного
списка.

Блок-схема изложенного выше алгоритма
представлена на рис. 2. Данный алгоритм реали-
зован на языке программирования C  и лежит в
основе вычислительного функционала сетевого
сервиса http://amoebas.ru/. Объем связной
компоненты дополнения к амебе может быть
сколь угодно мал, а число таких компонент, вооб-
ще говоря, весьма сложным образом зависит от
коэффициентов многочлена. Эта зависимость не
является непрерывной. Например, дополнение к
амебе многочлена  при

 содержит компоненту порядка  в том и
только том случае, когда  (см. [22]). При
этом площадь данной компоненты стремится к
нулю при  В силу этих причин предло-
женный алгоритм не может, вообще говоря, га-
рантировать обнаружение связной компоненты,
чей диаметр меньше величины  Более того, мера
подмножества в пространстве аргументов ком-
плексных переменных, на котором наблюдается
скачок интеграла (3.2), может быть сколь угодно
мала, если степень многочлена достаточно высо-
ка, а его коэффициенты велики. Однако в неко-
торых классах частных случаев скорость работы
предложенного алгоритма допускает оценку сни-
зу. Например, в случае, когда f – оптимальный
гипергеометрический многочлен  комплексных
переменных, алгоритм позволяет не более чем за

 шагов, представленных на
блок-схеме 2, выявить все связные компоненты
дополнения к амебе , лежащие в параллелепи-
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педе  и такие, что все их линейные размеры не
меньше . Данное обстоятельство является след-
ствием строгой логарифмической выпуклости
функции, определяющей коэффициенты такого
многочлена, благодаря которой проверку скачка
интеграла (3.2) достаточно осуществлять в двух
точках в пространстве аргументов комплексных
переменных многочлена f.

4. СЕТЕВОЙ СЕРВИС ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ
И ИЗОБРАЖЕНИЯ АМЕБ МНОГОЧЛЕНОВ 

ДВУХ И ТРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ

Визуализация амебы многочлена трех пере-
менных достаточно высокой степени, вычислен-
ной в виде облака точек, является в большинстве
случаев концептуально и технически нетривиаль-
ной задачей ввиду сложной геометрической
структуры амебы: наличия в “теле” амебы “поло-
стей” и уходящих на бесконечность параллель-
ных слоев, а также возможности присутствия на
границе амебы подмножеств негладкости грани-
цы с труднопредсказуемой структурой. В силу
этих причин в сетевом сервисе http://amoe-
bas.ru/amoeba_3d.html визуализация амебы
многочлена f трех переменных осуществляется
путем отрисовки пересечений всех компонент
дополнения  с кубом  для
некоторого значения  По умолчанию все эти
компоненты отрисованы полупрозрачными, при
этом каждая из них может быть сделана непро-
зрачной путем ее выбора с помощью левой кноп-
ки мыши. Сама же амеба  представлена как пу-
стое пространство между компонентами своего

Π,
ε

c
f! − × − × −[ , ] [ , ] [ , ]a a a a a a

> 0.a

f!

Рис. 1. Квадродерево в дополнении к амебе много-

члена .+ + + +2 2 7x y x y xy xy
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Рис. 2. Упрощенная схема работы алгоритма классификации точек пространства по принадлежности к амебе и связ-
ным компонентам ее дополнения всех возможных порядков.
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дополнения. Визуализация амеб осуществляется
с помощью пакета интерактивной трехмерной
графики plotly (см. https://plotly.com/),
обеспечивающего возможность приближения,
удаления и вращения амебы, а также движения
“наблюдателя” внутри нее.

Различные компоненты дополнения к амебе
окрашены в различные цвета. Длина волны, соот-
ветствующая цвету связной компоненты допол-
нения к амебе многочлена f двух переменных,
пропорциональна евклидову расстоянию от по-
рядка компоненты до центра тяжести много-
угольника  (см. рис. 3).

Тестирование алгоритмов вычисления амеб и
оценку скорости их работы целесообразно прово-
дить на многочленах, чьи амебы имеют предска-
зуемую, но при этом достаточно сложную струк-
туру. Для этой цели хорошо подходят т.н. опти-
мальные гипергеометрические многочлены

f1

нескольких переменных [22]: число связных ком-
понент дополнения к амебе такого многочлена
является максимально возможным, то есть, сов-
падает с числом целых точек в его многограннике
Ньютона. Для генерации оптимальных гипергео-
метрических многочленов от трех переменных,
амебы которых представлены на общедоступном
сетевом ресурсе http://amoebas.ru/amoe-
ba_3d.html, был использован, в частности, сле-
дующий программный код в системе компьютер-
ной алгебры Mathematica 11.3:
OptimalPolynomialSimplex[dimension_,
degree_,power_]:=

Block[{variables,coefficient,expo-
nents},
variables=Table[ ,{ ,1,dimension}];
coefficient[vector_]:=
(Gamma[1+degree-Total[vector]]

jx j
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(Times @@ Gamma[vector + 1]))–power;
exponents=Flatten[Outer @@
(Join[List, Table[Range[0, degree],
dimension]]), dimension-1];
Factor[(coefficient /@ exponents).
(Times @@@ (variables# & /@ expo-
nents))]]

Результатом работы функции OptimalPoly-
nomialSimplex является оптимальный [22]
многочлен степени degree с заданным числом
переменных, равным dimension. Коэффициен-
ты данного многочлена заданы сужением строго
логарифмически вогнутой функцией на множе-
ство целых точек симплекса с вершинами

 (degree, , de-
gree). Технический параметр power позволяет
управлять “степенью логарифмической вогнуто-
сти” коэффициентов генерируемого многочлена,
отвечающей за геометрию его амебы. Непрерывная
деформация амеб, соответствующая изменению
данного параметра в пределах некоторых интерва-
лов, представлена на сайте http://amoe-
bas.ru/. Примерами многочленов, генерируе-

(0,0, ,0),   0, ,0), ,(0, ,0

мых функцией OptimalPolynomialSimplex,
являются многочлены, чьи амебы представлены
на рис. 4 и 5.

Обширный класс выпуклых многогранников,
важных в многочисленных приложениях алгебра-
ической и вычислительной геометрии, образуют
зонотопы. Напомним, что под зонотопом пони-
мается сумма Минковского конечного числа от-
резков в вещественном пространстве. Следую-
щий фрагмент программного кода на языке си-
стемы компьютерной алгебры Mathematica
11.3 предназначен для генерации оптимального
гипергеометрического многочлена с носителем в
произвольном зонотопе с вершинами в узлах це-
лочисленной решетки, заданном как сумма Мин-
ковского векторов из списка vectors.
OptimalPolyZonotope[vectors_,power_]:=
Block[{dimension,variables,crossProducts,
normals,sumsOfVectors,massCenter,
constants,coefficient,maxDegree,ex-
ponents},
dimension=Length[First[vectors]];
variables=Table[ ,{ ,1,dimension}];
crossProducts=Cross @@@ Subsets[vectors,
{dimension-1}];

normals=Join[crossProducts,-
crossProducts];
sumsOfVectors=

jx j

Рис. 3. Связные компоненты дополнения к амебе мно-

гочлена  + 74088x5y +
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Рис. 4. Связные компоненты дополнения к амебе
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Таблица 1.

degree power Многочлен от  комплексных переменных
Число 

уровней
2n-дерева

Время 
расчета,

с.

2 2 2 9 10.79

2 3 2 9 29.46

2 4 2 9 61.30

2 5 2 9 106.66

3 2 2 7 202.52

3 6 1 7 268.14

3 3 2 7 460.32

3 4 2 7 894.35

3 5 2 7 1558.12

4 2 2 5 1438.40

4 3 2 5 4574.97

n n

+ + + + +2 24 4 4 1x xy x y y

+ + + + + + + + +3 2 2 2 3 29 9 9 36 9 9 9 1x x y x xy xy x y y y

+ + + + + +

+ + + + + + + + +

4 3 3 2 2 2 2

3 2 4 3 2

16 16 36 144 36

16 144 144 16 16 36 16 1

x x y x x y x y x

xy xy xy x y y y y

+ + + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + + + +

5 4 4 3 2 3 3 2 3

2 2 2 2 4 3

2 5 4 3 2

25 25 100 400 100 100

900 900 100 25 400

900 400 25 25 100 100 25 1

x x y x x y x y x x y

x y x y x xy xy

xy xy x y y y y y

+ + + + + + + + +2 2 24 4 4 4 4 4 1x xy xz x y yz y z z

+ + + +

+ + + + + + + + + + +

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 16 2 2 2 2

x y z x y z x yz x yz

xy z xy z xyz xyz xy xz x yz y z
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+ + + + + + + + +
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3 2

9 9 9 9 36
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36 9 9 9 1
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yz y z z z
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+ + + + + + + + +
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2 3 2
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Join[Table[0,dimension],Union[Total /@
Drop[Subsets[vectors],1]]];

massCenter=
Total[sumsOfVectors]/Length[sumsOf

Vectors];
distanceFromSideToMassCenter[side-
Normal_]:=
Max[Norm /@ ((#.sideNormal)
sideNormal/Norm[sideNormal]  & /@

(# - massCenter & /@ sumsOfVec-
tors))];
constants=
distanceFromSideToMassCen-
ter[#]Norm[#] & /@ normals;
coefficient[vec_]:=

Simplify[(Times @@ Gamma /@
(1+constants +((vec+massCen-

ter).# & /@
normals)))-power];

maxDegree=Abs[Max[Max /@ (Total /@
Subsets[vectors])]];

exponents=
Flatten[Outer@@(Join[List,
Table[Range[-maxDegree,maxDegree],

2

dimension]]),dimension-1];
Numerator[

Factor[
(coefficient /@ exponents).
(Times @@@ (variables  & /@ expo-

nents))
]]]

Результаты расчета и визуализации амеб опти-
мальных гипергеометрических многочленов с но-
сителями в зонотопах представлены на сайте
http://amoebas.ru/. Таблица 1 содержит
данные о скорости расчета амеб многочленов
двух, трех и четырех переменных, генерируемых с
помощью приведенного выше программного ко-
да, для различных значений размерности (di-
mension), степени многочлена (degree), cтепе-
ни логарифмической вогнутости его коэффици-
ента (power) и числа уровней квадродерева, с
помощью которого аппроксимируется амеба.
Расчеты выполнялись на компьютере с централь-
ным процессором Intel Xeon Gold 6146 с тактовой
частотой 3.20 ГГц и 128 Гб оперативной памяти.
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https://rscf.ru/project/22-21-00556/.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Абрамов С.А., Рябенко А.А., Хмельнов Д.Е. Лорано-

вы, рациональные и гипергеометрические реше-
ния линейных -разностных систем произвольно-
го порядка с полиномиальными коэффициентами //
Программирование, 2018, No 2. С. 60–73.

2. Gelfand I.M., Kapranov M.M., Zelevinsky A.V. Discrim-
inants, resultants, and multidimensional determinants.
Birkhäuser, 1994.

3. Viro O. What is an amoeba? // Notices of the AMS.
2002. V. 49. Issue 8. P. 916–917.

4. Cherkis S.A., Ward R.S. Moduli of monopole walls and
amoebas // J. High Energy Physics. 2012. Issue 5. 90.

5. Fujimori T., Nitta M., Ohta K., Sakai N., Yamazaki M.
Intersecting solitons, amoeba, and tropical geometry //
Physical Review D – Particles, Fields, Gravitation, and
Cosmology. 2008. V. 78. Issue 10. 105004.

6. Kenyon R., Okounkov A., Sheffield S. Dimers and
amoebae // Ann. Math. 2006. V. 163. P. 1019–1056.

7. Passare M., Pochekutov D., Tsikh A. Amoebas of com-
plex hypersurfaces in statistical thermodynamics //
Mathem. Physics, Analysis, and Geometry. 2013. V. 16.
Issue 1. P. 89–108.

8. Zahabi A. Quiver asymptotics and amoeba: Instantons
on toric Calabi–Yau divisors // Physical Review
D. 2021. V. 103. Issue 8. 086024.

9. Maeda T., Nakatsu T. Amoebas and instantons // Inter-
national Journal of Modern Physics A. 2007. V. 22. Is-
sue 5. P. 937–983.

#

q

Рис. 5. Связные компоненты дополнения к амебе

многочлена  +

+ 144x2yz +  +

+  + 16xz3 +

+  + 16y3 + 36y2z2 +

+  + 144yz + 16y + z4 +

+ .

−4
−4
−3

−3

−2

−2

−1

−1 −1
−2
−3
−4

2
3 3

2
1

0 xy

0

0

1

1

+ + + +4 3 3 3 2 216 16 16 36x x y x z x x y

+ + + +2 2 2 2 2 3144 36 144 36 16x y x z x z x xy

+ + + +2 2 2144 144 144 576 144xy z xy xyz xyz xy

+ + + +2 4 3144 144 16 16xz xz x y y z

+ + +2 2 3 2144 36 16 144y z y yz yz

+ + +3 216 36 16 1z z z



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2023

ВЫЧИСЛЕНИЕ СВЯЗНЫХ КОМПОНЕНТ ДОПОЛНЕНИЯ 45

10. Mikhalkin G. Real algebraic curves, the moment map
and amoebas // Ann. Math. 2000. V. 151. Issue 2.
P. 309–326.

11. Forsberg M. Amoebas and Laurent series. 1998. Doc-
toral thesis presented at Royal Institute of Technology
(KTH), Stockholm. ISBN 91-7170-259-8.

12. Leksell M., Komorowski W. Amoeba Program: Comput-
ing and visualizing amoebas for some complex-valued
bivariate expressions // 
http://qrf.servequake.com/amoeba/AmoebaPro-
gram.pdf

13. Rullgård H. Topics in geometry, analysis, and inverse
problems. 2003. Doctoral thesis presented at Stock-
holm University. ISBN 91-7265-738-3. http://www.di-
va-portal.org/smash/get/diva2:190169/FULL-
TEXT01.pdf

14. Theobald T. Computing amoebas // Experimental
Math. 2002. V. 11. Issue 4. P. 513–526.

15. Timme S. A package to compute amoebas in 2 and 3
variables // https://github.com/saschatimme/Polyno-
mialAmoebas.jl

16. Theobald T., De Wolff T. Approximating amoebas and
coamoebas by sums of squares // Math. of Computa-
tion. 2015. V. 84(291). P. 455–473.

17. Purbhoo K. A Nullstellensatz for amoebas // Duke
Math. J. 2008. V. 141. Issue 3. P. 407–445.

18. Forsgård J., Matusevich L.F., Mehlhop N., De Wolff T.
Lopsided approximation of amoebas // Math. of Com-
putation. 2018. V. 88. P. 485–500.

19. Anthony E., Grant S., Gritzmann P., Rojas J.M. Polyno-
mial-time amoeba neighborhood membership and
faster localized solving // Mathematics and Visualiza-
tion. 2015. V. 38. P. 255–277.

20. Bogdanov D.V., Kytmanov A.A., Sadykov T.M. Algorith-
mic computation of polynomial amoebas // Lecture
Notes in Computer Science (including subseries Lec-
ture Notes in Artificial Intelligence and Lecture Notes
in Bioinformatics). 2016. V. 9890. P. 87–100.

21. Nisse M., Sadykov T.M. Amoeba-shaped polyhedral
complex of an algebraic hypersurface // J. Geom. Anal-
ysis. 2019. V. 29. Issue 2. P. 1356–1368.

22. Bogdanov D.V., Sadykov T.M. Hypergeometric polyno-
mials are optimal // Math. Z. 2020. V. 296. Issue 1–2.
P. 373–390.

23. Forsberg M., Passare M., Tsikh A.K. Laurent determi-
nants and arrangements of hyperplane amoebas // Adv.
Math. 2000. V. 151. P. 45–70.

24. Klausen R.P. Kinematic singularities of Feynman inte-
grals and principal A-determinants // J. High Energy
Physics. 2022. Issue. 2. 4.



ПРОГРАММИРОВАНИЕ, 2023, № 2, с. 46–53

46

СИМВОЛЬНО-ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИИ МЕТОДА ГАЛЕРКИНА
ДЛЯ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

ВОЛНОВОДНОЙ ДИФРАКЦИИ
© 2023 г.   Д. В. Диваковa,b,*, А. А. Тютюнникa,b,**

aРоссийский университет дружбы народов 
117198 Москва, ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Россия
bОбъединенный институт ядерных исследований 

141980 г. Дубна, Московская обл., ул. Жолио-Кюри, д. 6, Россия
*E-mail: divakov-dv@rudn.ru

**E-mail: tyutyunnik-aa@rudn.ru
Поступила в редакцию 31.08.2022 г.

После доработки 16.10.2022 г.
Принята к публикации 30.10.2022 г.

В работе построена символьно-численная реализация метода Галеркина для приближенного реше-
ния задачи волноводной дифракции на стыке двух открытых планарных трехслойных волноводов.
Метод Гелеркина реализован в системе компьютерной алгебры Maple с использованием символь-
ных манипуляций, основа программной реализации – символьно-численная процедура scprod, ре-
ализующая численный расчет скалярных произведений метода Галеркина на основе символьных
выражений. Использование символьных манипуляций позволяет ускорить расчет интегралов в ме-
тоде Галеркина благодаря однократному символьному расчету типовых для задачи интегралов вме-
сто многократного численного интегрирования.

DOI: 10.31857/S0132347423020097, EDN: MFUGDU

1. ВВЕДЕНИЕ
В работе рассматривается построение сим-

вольно-численной реализации метода Галеркина
в системе компьютерной алгебры для прибли-
женного решения задачи волноводной дифрак-
ции на стыке двух открытых планарных трехслой-
ных волноводов. Самая ресурсозатратная проце-
дура в методе Галеркина – это вычисление
большого числа скалярных произведений эле-
ментов функционального пространства. Каждое
скалярное произведение представляет собой ин-
теграл от произведения двух функций, причем
для планарных открытых волноводов эти функ-
ции являются кусочно-гладкими собственными
функциями задачи Штурма–Лиувилля, заданны-
ми в символьно-численном виде: в символьном
виде задана фундаментальная система решений
(ФСР) дифференциального уравнения с постоян-
ным коэффициентом в каждом слое волновода, а
в численном виде заданы только коэффициенты
разложения по ФСР. Различные коэффициенты
при ФСР определяют разные собственные функ-
ции. Если численные константы заменить на
символьные, то интегралы от произведения соб-
ственных функций можно вычислить однократно
в каждом слое волновода в виде символьного вы-

ражения, а после подставлять в полученные сим-
вольные выражения численные значения кон-
стант. В таком подходе вычисление интегралов
сведено к минимуму для ускорения численных
расчетов.

Описанный подход реализован в системе ком-
пьютерной алгебры Maple для решения задачи
волноводной дифракции на стыке двух открытых
планарных трехслойных волноводов. Собствен-
ные функции вычисляются в символьно-числен-
ном виде методом волнового сопряжения, кото-
рый реализован в виде процедуры wave_conj в
Maple. Используя собственные функции приме-
няем процедуру scprod для численного расчета
матрицы скалярных произведений метода Галер-
кина. Матрица скалярных произведений исполь-
зуется для формирования системы уравнений,
которая решается численно в Maple методом
LinearSolve пакета LinearAlgebra.

С помощью разработанного символьно-чис-
ленного метода исследована сходимость метода
Галеркина для задачи волноводной дифракции.

УДК 004.421.6

КОМПЬЮТЕРНАЯ АЛГЕБРА
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2. МОТИВАЦИЯ
Корректная постановка задачи волноводной

дифракции на стыке двух планарных открытых
волноводов может быть сформулирована следую-
щим образом. Имеется стык двух планарных от-
крытых волноводов, который для корректной по-
становки задачи помещаем в объемлющий за-
крытый волновод аналогично подходу [1].

В таком случае компонента 
удовлетворяет уравнению Гельмгольца [2, 3]

(1)

условиям на границе объемлющего закрытого
волновода [2, 3]

(2)

и условиям сопряжения на стыке волноводов [4]

(3)

где . Кусочно-постоянный
коэффициент n2(x, z) в уравнении Гельмгольца
определяет показатель преломления в рассматрива-
емой области:  ,
где

(4)

Применяя метод разделения переменных к урав-
нению Гельмгольца в области  и в области

 получаем общий вид решения в каждой из
областей в виде разложения по нормальным мо-
дам

(5)

где  и  ортонормированные собственные
функции и собственные значения задачи Шур-
ма–Лиувилля при l = 1

(6)

а  и  – ортонормированные собственные
функции и собственные значения приведенной
выше задачи Шурма–Лиувилля при l = 2.
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Постановка задачи дифракции формулируется
следующим образом: в области  имеется одна
падающая m-я мода с заданным амплитудным ко-
эффициентом  и счетное количество отражен-
ных волноводных мод, характеризующихся ам-
плитудными коэффициентами отражения  [2]

(7)

а в области z > 0 имеется счетное количество про-
шедших волноводных мод, характеризующихся
амплитудными коэффициентами прохождения

 [2]

(8)

Условие , учитывая вид решения (7)
и (8), принимает следующий вид

(9)

а условие  с учетом (7) и (8) принимает

следующий вид

(10)

Задача волноводной дифракции на стыке двух
планарных открытых волноводов, помещенных в
объемлющий закрытый волновод, состоит в
определении амплитудных коэффициентов отра-
жения  и прохождения  по заданным характе-
ристикам волноводного перехода, а также по за-
данной амплитуде A падающей m-й моды.

3. МЕТОДЫ

3.1. Приближенный метод решения задачи 
волноводной дифракции

Систему из двух уравнений (9), (10) решаем
приближенно, для этого в каждой из бесконеч-
ных сумм оставляем конечное число слагаемых: в
каждой сумме оставляем только те слагаемые, для
которых выполняется  в первой сумме и

 во второй сумме соответственно, то есть
неэванесцентные моды. К усеченным суммам
применяем метод Галеркина [5] и получаем си-
стему линейных алгебраических уравнений сле-
дующего вида
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где  и  – век-

торы искомых величин, , D2 = di-

ag ,  – вектор, m-я компонента которого
равна A, а остальные компоненты нулевые. Мат-
рица  определена следующим образом

(12)

где .

Численно решаем систему линейных алгебра-
ических уравнений (11) и определяем прибли-
женные значения амплитудных коэффициентов
отражения и прохождения. Численное решение
системы не представляет трудностей, более ресур-
соемкая операция в данном случае – это числен-
ный расчет матрицы Φ, каждый элемент которой
представляет собой интеграл от произведения двух
собственных функций. Используем возможности
системы компьютерной алгебры Maple по сим-
вольному расчету интегралов для символьно-чис-
ленной реализации метода Галеркина чтобы со-
кратить общее время расчетов. Для этого в
первую очередь отыскиваем собственные функ-
ции задачи (6) в символьно-численном виде ме-
тодом волнового сопряжения.

3.2. Символьно-численная реализация метода 
волнового сопряжения

Определяем собственные функции и соб-
ственные значения задачи Штурма–Лиувилля (6)
методом волнового сопряжения: в каждой подоб-
ласти с постоянным показателем преломления
записываем общее решение соответствующего
обыкновенного дифференциального уравнения с
постоянными коэффициентами

(13)

в виде разложения по фундаментальной системе ре-
шений  с неизвестными

коэффициентами . Общее решение  для
 подставляем в граничные условия и

условия сопряжения из (6). Получается однород-
ная система линейных алгебраических уравнений
относительно неизвестных величин , ,
s, коэффициенты которой зависят от спектраль-
ного параметра 

(14)

( ) 0 1= , , , T
Nr R R R ( )

0 1= , , , T
Mt T T T
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j j
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M
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
me

Φ
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ 
 ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ Φ
 
 ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ 




  

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0 1
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, , ,
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, , ,

M

M
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( ) ( ) ( )
−

ϕ ψ ϕ ψ, =
L

p q p q
L

x x dx

α α α+ − η α2 2 2
0'' ( ) = 0, = , , ,k n c f sv v

( ) ( ) ( )α α α α α+1 1 2 2=x A x A xv v v

α
1,2A ( )α xv

α = , ,c f s

α
1,2A α = ,c f

η2

η
 2( ) = 0.M A

Система (14) имеет нетривиальное решение толь-
ко тогда, когда . Каждому корню 
этого уравнения соответствует однородная систе-
ма , где . Решив систему, то
есть отыскав вектор , мы определяем искомые

коэффициенты j-й моды ,  тем са-
мым полностью определяя и собственную функ-
цию задачи, соответствующую собственному зна-
чению .

Численное отыскание корней нелинейного
уравнения  осуществляется методом
деления отрезка пополам. Приближенное реше-
ние системы  с численно вырожденной
матрицей Mj осуществляется с помощью числен-
ного отыскания собственного вектора матрицы
Mj, отвечающего почти нулевому по модулю соб-
ственному значению. Алгоритм реализован в чис-
ленном виде в системе компьютерной алгебры
Maple с использованием метода Eigenvectors
библиотеки LinearAlgebra [6], псевдокод ал-
горитма приведен ниже.

Algorithm 1: Algorithm wave_conj for numeric cal-
culation , 

Input: , , , ,  – symbolic expres-
sions for each layer defined in eqs (15), (16),  – 
numeric value for thickness of the waveguide layer, 

 – numeric value for thickness of the “Dirichlet 
box”, , ,  – numeric values for refractive 
indices

Output: array of , array of 

generate matrix for 

GenerateMatrix 

using , ,  and conditions (6)

generate matrix for 

GenerateMatrix 

using , ,  and conditions (6)

generate matrix for 

GenerateMatrix 

using , ,  and conditions (6)

  RootOf (Determinant ),

, 

  RootOf (Determinant ),

, 

η2det ( ) = 0M η2
j

 
= 0j jM A η2= ( )j jM M

jA

α
1,2

, jA α = , ,c f s

η2
j

η2det ( ) = 0M
 

= 0j jM A

η j


jA

1( )c xv
2( )c xv

1( )s xv
2( )s xv

2 ( )f xv

h

L

cn sn fn

η j


jA

η ∈ ( ; )s fn n

η1( )M
1( )c xv

2 ( )f xv
1( )s xv

η ∈ ( ; )c sn n

η2( )M
1( )c xv

2 ( )f xv
2( )s xv

η ∈ (0; )cn

η3( )M
2( )c xv

2 ( )f xv
2( )s xv

η j ← η1( ( ))M

η ∈ ( ; )s fn n 1= 1,..,j N

η j ← η2( ( ))M

η ∈ ( ; )c sn n +1 2= 1,..,j N N
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3.3. Символьно-численная
реализация метода Галеркина

Общее решение уравнения (13) при 
имеет следующий вид

(15)

а при 

(16)

Применение метода Галеркина предполагает
вычисление большого количества интегралов от
произведения собственных функций вида

(17)

где зависимость от переменной  опущена для
краткости записи. Отметим, что  и ,

 принимают либо вид (15), либо вид (16)
в зависимости от положительности/отрицатель-
ности выражений  и . Поэтому для
численного расчета любого интеграла вида (17)
достаточно иметь только 3 символьных выраже-
ния для определенных интегралов:

(18)

  RootOf (Determinant ),

, 

for  do

e,v  Eigenvectors ;
indx_min  min[index](abs (e));
Aj  Column(v, indx_min);

for  do

e,v  Eigenvectors ;
indx_min  min[index](abs (e));
Aj  Column(v, indx_min);

for  do

e,v  Eigenvectors ;
indx_min  min[index](abs (e));
Aj  Column(v, indx_min);

return 

η j ← η3( ( ))M

η ∈ (0; )cn +2 3= 1,..,j N N

1= 1,..,j N

← η1( ( ))jM

← 
←
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x
( )αϕ ,p x ( )αψ ,q x

α = , ,c f s

αβ −p n αγ −q n
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β γ

= + +
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, , , , , , , =

( )( ) ,
b

x x x x

a

I A A B B a b

A e A e B e B e dx

(19)

(20)

Используем возможности системы компьютер-
ной алгебры Maple, а именно функцию int для
символьного интегрирования, а также функции
factor, expand для упрощения символьных вы-
ражений [6]. Полученные в системе компьютерной
алгебры символьные выражения  ис-
пользуются для расчета интегралов по формуле
(17).

Описанные символьно-численные методы ре-
ализованы в системе компьютерной алгебры Ma-
ple.

Algorithm 2: Algorithm ipq for numeric calcula-
tion of integral (18), (19) or (20)

3.4. Реализация символьно-численных 
алгоритмов в Maple

Реализация символьно-численного метода ре-
шения волноводной задачи состоит из 3-х сим-
вольно-численных алгоритмов, реализованных в
системе компьютерной алгебры Maple. Метод

Input: ,  – numeric values for eigenvalues, ,  – 
numeric values for refractive indices, a, b – 
numeric values for integration limits, ,  – 
numeric values for amplitudes

Output: numeric value of sub-integral

if    then
res  subs numeric values of

 in 

if    then
res  subs numeric values of

 in 

if    then
res  subs numeric values of

 in 

if    then
res  subs numeric values of

 in 
return res

( )
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B x B x dx

1,1 1,2 2,2, ,I I I

β γ 1n 2n

1,2A 1,2B

β 1> n & γ 2> n
←

β γ1,2 1,2, , , , ,A B a b 1,1I

β 1< n & γ 2< n
←

β γ1,2 1,2, , , , ,A B a b 2,2I

β 1< n & γ 2> n
←

β γ1,2 1,2, , , , ,A B a b 1,2I

β 1> n & γ 2< n
←

β γ1,2 1,2, , , , ,B A a b 1,2I
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волнового сопряжения, описанный в разделе 3.2,
реализован в системе компьютерной алгебры Ma-
ple в виде процедуры wave_conj, псевдокод ко-
торой приведен выше, см. алг. 1. Символьная
часть метода состоит в формировании матрицы

 для каждого из трех диапазонов
,  и . Численно отыски-

ваем значения , решая уравнение  = 0
и значения , решая систему (14) для левого вол-
новода и, аналогично,  и  для правого волно-
вода.

Далее численные значения ,  и ,  в ка-
честве аргументов передаются в процедуру
scprod (см. алг. 3), которая вычисляет матрицу
скалярных произведений (12), опираясь на зара-
нее полученные символьные выражения для ин-
тегралов типа (18), (19) и (20) с помощью проце-
дуры ipq (см. алг. 2).

После численного расчета матрицы (12) реша-
ем систему (11) с помощью метода LinearSolve
библиотеки LinearAlgebra.

Algorithm 3: Algorithm scprod for numeric cal-
culation matrix defined in (12)

4. РЕЗУЛЬТАТЫ

Используем разработанный символьно-чис-
ленный алгоритм для приближенного решения
задачи дифракции на стыке двух волноводов ме-
тодом Галеркина. Исследуем для начала точность
метода Галеркина в зависимости от параметра L,
для этого оцениваем невязку , определяющую
баланс энергии

Input: , ,  and , ,  – 
numeric values for eigenpairs, calculated by 
wave_conj algorithm, , ,  – numeric values 
for thicknesses, , ,  – numeric values for 
refractive indices

Output: Matrix  of scalar product defined in (12)
for p = 1, …,N do

for q = 1, …, M do

 ipq( , , , , , , , , , )

 ipq( , , , , , , , , , )

 ipq( , , , , , , , , , )

 ipq( , , , , , , , , , )

  + 
return F

η1,2,3( )M
η∈( , )s fn n η∈( , )c sn n η∈(0, )cn

β j β1,2,3det ( )M
jA

γ j


jB

β j


jA γ j


jB

β j jA = 1,...,j N γ j jB = 1,...,j M

1h 2h L

cn sn fn

F

←( )cc
pqI 1A 2A 1B 2B 2h L cn cn βp γq

←( )cf
pqI 1A 2A 3B 4B 1h 2h cn fn βp γq

←( )ff
pqI 3A 4A 3B 4B 0 1h fn fn βp γq

←( )ss
pqI 5A 6A 5B 6B −L 0 sn sn βp γq

← +( )cc
pq pqF I ( )cf

pqI +( ) ( )ff ss
pq pqI I

δ

(21)

В зависимости от величины  изменяется чис-
ло базисных функций, а именно , 
при , ,  при  и

,  при . Для дальнейших
расчетов выбираем значение , при кото-
ром величина  достигаем минимума. Приведем
далее численные результаты решения задачи ди-
фракции на стыке двух волноводов, где толщина

 фиксирована, а толщина второго волно-
вода h2 изменяется от  до  при 
μm, показатели преломления слоев определны
следующим образом , ,  = 1.565.
Оцениваем численно изменение абсолютных
значений амплитуд прошедших волноводных мод

 и .
Величины абсолютных значений амплитуд

прошедших волноводных мод  и  характери-
зуют перераспределение энергии между первыми
двумя волноводными модами. Численно оценим
также суммарную интенсивность , которая
приходится на моды с  и суммарную
интенсивность , приходящуюся на моды с

. Величины  и  определены следу-
ющим образом

(22)

5. ОБСУЖДЕНИЕ
В работе построена символьно-численная реа-

лизация метода Галеркина для решения задачи
волноводной дифракции на стыке двух планар-
ных трехслойных волноводов. Багодаря тому, что
собственные функции задачи (6) вычисляются в
символьно-численном виде можно применить
метод волнового сопряжения, который реализо-
ван в виде процедуры wave_conj в Maple. В си-
стеме Maple также реализована процедура
scprod для численного расчета матрицы скаляр-
ных произведений метода Галеркина на основе
вычисленных собственных функций. Процедура
scprod использует рассчитанные и упрощенные
формулы для типовых интегралов (18)–(20), воз-
никающих в задаче дифракции. Другими словами
процедура интегрирования осуществляется три
раза для расчета интегралов (18)–(20), далее полу-
ченные символьные выражения упрощаются и
используются в численных расчетах.

Важно отметить, что несмотря на использова-
ние символьных манипуляций, матрица скаляр-
ных произведений  из (12) вычисляется прибли-
женно, из-за того, что собственные функции  и

δ + − 2 2

=0 =0
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 определяются приближенно. Каждый элемент
диагональных матриц собственных значений D1, 2
системы (11) известен с точностью 10–15 – так как
собственные значения являются корнями нели-
нейного уравнения, которые без труда отыскивают-
ся методом деления отрезка пополам с точностью
10–15. При такой точности вычисления собственных
значений собственные функции отыскиваются с
точностью , где a < 10 – см. например [8].
Для расчета матричных элементов  из (12) необ-
ходимо вычислить интеграл от произведения ор-
тонормированных функций  и , ошибка при

расчете такого интеграла будет порядка .

Символьно-численная реализация метода Га-
леркина позволяет однократно вычислить одно-
типные интегралы, ускоряя тем самым последую-
щие численные расчеты, что особенно актуально
для векторных задач – см. [9]. В настоящей работе
рассматривается скалярная задача, которую, од-
нако, необходимо решать многократно, как для
исследования сходимости метода Галеркина (см.
рис. 2), так и для исследования самой задачи ди-
фракции на различных стыках. Стоит отметить,
что использование систем компьютерной алгеб-
ры характерно не только для методов Галеркина
[10] и Ритца [11], но и для других приближенных
методов решения волноводных задач [12].

Корректная постановка задачи дифракции ос-
нована на использовании подхода, предложенно-
го А.Г. Свешниковым для задач волноводной ди-
фракции [7], схожему с подходом О.И. Толстихи-
на для задач квантовой механики [1]. Подход
состоит в помещении рассматриваемого волно-
водного стыка открытых волноводов в объемлю-
щий закрытый волновод (“ящик Дирихле”), грани-
цы которого  удалены от рассматриваемой
структуры на “достаточно большое” расстояние. В
работе величина этого расстояния  определена из
численного эксперимента: исследовано поведе-
ние невязки , описывающей численное “нару-

ψq

−× 1310a
Φ

ϕp ψq
−× 132 10a

±=x L

L

δ

шение” закона сохранения энергии (21). Полу-
ченные результаты (см. рис. 2) демонстрируют
немонотонное поведение невязки, которое ха-
рактерно для метода Галеркина в волноводных
задачах – см. [9]. Получено значение ,λ= 25L

Рис. 1. Стык двух планарных открытых волноводов,
помещенных в объемлющий закрытый волновод с
границами .

x = Lx
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zz = 0

x = −L
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Рис. 2. График сходимости величины  для стыка с
параметрами    

, , m = 0, где длина волны  μm.
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Рис. 3. График изменения величин  и  в зависи-
мости от толщины  для стыка с параметрами
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обеспечивающее минимальное значение невязки
, где  – длина волны.

Использование “ящика Дирихле” позволяет
аппроксимировать непрерывный спектр исход-
ной задачи для открытых планарных волноводов
[13–15] дискретным спектром благодаря ввдению
искуственных границ . Этот подход позво-
ляет сформулировать корректную задачу дифрак-
ции и применить для ее исследования метод Галер-
кина, а также приближенно оценить какое количе-
ство энергии приходится на моды непрерывного
спектра исходной задачи (см. рис. 4, 5). На рис. 4
представлен график величины , которая описы-
вает суммарную интенсивность, приходящуюся на
моды, аппроксимирующие дискретный спектр ис-
ходной задачи в зависимости от толщиты . Когда

 стык отсутствует, поэтому  (см.
рис. 3) – единственная волноводная мода, нале-
тающая на стык из области z < 0, продолжает рас-
пространяться вдоль волновода с неизменной ам-
плитудой. В данном случае перераспределение
энергии отсутствует, о чем свидетельствует значе-
ние величин  на рисунке 4. Величина  на
рисунке 5 описывает суммарную интенсивность,
приходящуюся на моды, аппроксимирующие не-
прерывный спектр исходной задачи в зависимо-
сти от толщиты . Когда  стык отсутствует,
поэтому .

δ λ

±=x L

1E

2h
2 1=h h 0 = = 1T A

1 = 1E 2E

2h 2 1=h h
2 = 0E

Первые две моды, которым соответствуют ам-
плитуды  и , аппроксимируют направляемые
моды исходной задачи – моды дискретного спектра
исходной задачи. При увеличении толщины 
происходит перераспределение энергии между мо-
дами, о чем свидельствует рисунок 3: амплитуда 
уменьшается по абсолютному значению, а ам-
плитуда  – увеличивается. Перераспределение
энергии происходит не только между модами
дискретного спектра исходной задачи, о чем сви-
детельствуют графики на рис. 4 и 5: при увеличе-
нии толщины  суммарная интенсивность мод,
аппроксимирующих дискретный спектр исход-
ной задачи, уменьшается от 1.0 до примерно 0.984
при увеличении  от  до  (см. рис. 4), а
суммарная интенсивность мод, аппроксимирую-
щих непрерывный спектр исходной задачи, уве-
личивается от 0.0 до примерно 0.016 при увеличе-
нии  от  до  (см. рис. 5). При дальней-
шем увеличении толщины  до значения 
суммарная интенсивность мод, аппроксимирую-
щих дискретный спектр исходной задачи, увели-
чивается до примерно 0.995 (см. рис. 4), а суммар-
ная интенсивность мод, аппроксимирующих не-
прерывный спектр исходной задачи, уменьшается
до примерно 0.005 (см. рис. 5). Стоит также отме-
тить, что суммарная интенсивность всех отражен-
ных мод не более 0.001, поэтому графики этих
значений не приводятся.
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Рис. 4. График изменения величины  в зависимости
от толщины  для стыка с параметрами ,

, , , , m = 0, где длина
волны  μm.
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Рис. 5. График изменения величины  в зависимо-
сти от толщины  для стыка с параметрами ,

, , , , m = 0, где длина
волны  μm.
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Резюмируя вышесказанное, перераспределе-
ние энергии между модами, аппроксимирующи-
ми дискретный спектр исходной задачи, суще-
ственно – при увеличении толщины  абсолютное
значение амплитуды  уменьшается практически в
2 раза, а абсолютное значение амплитуды  увели-
чивается от 0.0 до 0.7. Доля энергии, которая прихо-
дится на моды, аппроксимирующие непрерывный
спектр исходной задачи, составляет не более 1.6%
для рассматриваемой структуры (см. рис. 5).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе построена символьно-численная реа-
лизация метода Галеркина, которая позволяет ис-
следовать задачу волноводной дифракции на сты-
ке двух планарных волноводов в “ящике Дирих-
ле”. Использование символьных манипуляций
позволяет ускорить расчет интегралов в методе
Галеркина благодаря однократному символьному
расчету типовых для задачи интегралов вместо
многократного численного интегрирования, что
позволяет проводить ресурсоемкие расчеты на
персональном компьютере для задачи дифракции
с количеством собственных функций, исчисляе-
мым сотнями.

В работе численно определена высота “ящика
Дирихле”, исследовано перераспределение энергии
между направляемыми модами, аппроксимирую-
щими дискретный спектр исходной задачи, а также
оценена доля энергии, которая приходится на мо-
ды, аппроксимирующие непрерывный спектр ис-
ходной задачи.
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Разработка нового программного обеспечения для решения задач синтеза и анализа управляемых
моделей с учетом детерминированного и стохастического описания является актуальным научным
направлением. В статье представлены результаты разработки программного комплекса моделиро-
вания динамических систем, поведение которых может быть описано одношаговыми процессами.
В качестве примеров рассмотрены модели популяционной динамики. Программный комплекс с
использованием на входе детерминированного описания модели позволяет получить соответству-
ющую стохастическую модель в символьном виде, а также провести детальный анализ модели (рас-
чет траекторий в детерминированном и стохастическом случаях, поиск управляющих функций,
графическая визуализация результатов). Важным аспектом разработки программного комплекса
является применение методов компьютерной алгебры в задачах анализа модели и синтеза управле-
ний. В программном комплексе реализованы методы и алгоритмы, базирующиеся на детерминиро-
ванных и стохастических методах Рунге–Кутты, методах теории устойчивости и теории управле-
ния, методе построения самосогласованных стохастических моделей, алгоритмах численной опти-
мизации и искусственного интеллекта. Предложенный программный комплекс разрабатывается на
основе языков высокого уровня Python и Julia. В качестве базового инструментального программ-
ного обеспечения используются высокопроизводительные библиотеки для векторно-матричных
расчетов, библиотеки символьных вычислений, библиотеки для численного решения обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, библиотеки алгоритмов глобальной оптимизации.

DOI: 10.31857/S0132347423020085, EDN: MFTAWU

1. ВВЕДЕНИЕ
Разработка инструментального обеспечения

для моделирования динамических систем с при-
менением символьных вычислений является ак-
туальной проблемой [1–4]. В частности, теорети-
ческий и прикладной интерес представляет раз-
работка средств получения формализованного
представления динамических моделей популяци-
онной динамики исходя из общего описания
принципов взаимодействия популяций. Пробле-
ма формализации и изучения многомерных дина-

мических моделей популяционной динамики от-
носится к многоплановым и многоаспектным
проблемам, требующим как понимания сущно-
сти процессов взаимодействия фазовых перемен-
ных, так и привлечения современных методов
теории детерминированных и стохастических
дифференциальных уравнений, теории устойчи-
вости, теории управления.

Развиваемый в настоящей работе подход к раз-
работке инструментально-методического обеспе-
чения базируется на реализации возможностей
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построения и исследования нелинейных динами-
ческих систем, поведение которых может быть
описано одношаговыми процессами. Как извест-
но, класс одношаговых процессов охватывает
многие процессы физики, химии, экологии, де-
мографии, социологии. Для дифференциальных
уравнений, описывающих одношаговые процес-
сы, применяется ряд методов интегрирования,
например, явные и неявные методы Рунге–Кут-
ты [5]. Особый интерес для численного изучения
представляют стохастические дифференциаль-
ные уравнения, моделирующие одношаговые
процессы [6, 7]. Однако реализация стохастиче-
ских методов Рунге–Кутты в рамках прикладных
пакетов и математических библиотек развиты не-
достаточно. Для конкретных научных задач часто
приходится разрабатывать собственную реализа-
цию для численного решения стохастических
дифференциальных уравнений [8–11]. В [10] дано
описание комплекса программ, предназначенно-
го для моделирования одношаговых стохастиче-
ских процессов и реализующего модифициро-
ванные методы Рунге–Кутты. Указанный про-
граммный комплекс реализован на языке
программирования Python с использованием
библиотек NumPy и SymPy.

Отметим, что в [8–11] рассматривались такие
задачи реализации алгоритмов моделирования
одношаговых стохастических процессов, кото-
рые в качестве входных параметров используют
вектор сносов и матрицу диффузии в уравнении
Фоккера–Планка. В настоящей работе проблема
ставится шире: требуется разработать единый ин-
струмент для формализованного построения де-
терминированных моделей, поиска состояний
равновесия с помощью символьных вычислений,
а также усовершенствовать формализованное по-
строение стохастических моделей. Кроме того,
требуется учитывать управляющие воздействия в
системе и построить управляющие функции с
применением современных алгоритмов глобаль-
ной оптимизации [12]. Важность создания алго-
ритмов численной оптимизации в контексте дан-
ного научного направления связана с расшире-
нием требований к управлению экосистемами, в
частности к управлению численностью популя-
ций ценных промысловых видов.

В процессе стохастического моделирования
возникает вопрос о механизме ввода стохастиче-
ских членов в детерминированное уравнение [13,
14]. Часто стохастизация выполняется аддитивно
с учетом добавления члена со стохастической пе-
ременной. Однако большей информативностью
обладает подход, базирующийся на использова-
нии стохастической части, согласованной с де-
терминированной. Этот подход реализуется в
случае, если обе части (детерминированная и сто-
хастическая) получаются из одного уравнения.
Такую возможность предоставляет метод постро-

ения самосогласованных стохастических моделей
[8, 11, 15]. В основе данного метода лежит комби-
наторная методология [16, 17]. Данный метод
предполагает, что эволюция во времени много-
мерных систем рождения-гибели может быть рас-
смотрена как результат индивидуальных взаимо-
действий между элементами этой системы. Со-
гласно этому методу для описания системы
используется основное кинетическое уравнение
(Master equation). Это уравнение описывает эволю-
цию распределения вероятностей в цепи Маркова с
непрерывным временем и представляет собой ба-
лансовое уравнение для вероятности каждого со-
стояния системы. Кроме того, предполагается,
что вероятность перехода из одного состояния в
другое состояние (являющееся следствием рас-
сматриваемого взаимодействия) пропорциональ-
на числу возможных взаимодействий данного ти-
па. Указанный метод позволяет выполнить пере-
ход к стохастической модели, важным этапом
изучения которой является оценка влияния сто-
хастики на качественные свойства системы.

В настоящей работе в качестве примеров реа-
лизации рассмотрены задачи моделирования си-
стем популяционной динамики. Необходимость
изучения экологических систем с различными
взаимосвязями между подсистемами и измене-
ние структуры этих взаимосвязей в процессе
функционирования часто приводят к построе-
нию математических моделей, аналитическое ис-
следование которых весьма затруднительно. Об
актуальности проблем математической биологии
свидетельствуют публикации последнего десяти-
летия (например, [18, 19]). Различные обобщения
и модификации классических моделей экологи-
ческих процессов [20] рассматривались в много-
численных работах исследователей (см., напри-
мер, [21–23]). При аналитическом исследовании
эффективно применяются методы Ляпунова [24–
26]. В [27–31] предложено построение новых де-
терминированных моделей популяционной дина-
мики, разработаны конкретизации метода стоха-
стических самосогласованных моделей. Проведе-
но численное исследование, дан сравнительный
анализ траекторий. Поставлены и в ряде случаев
решены задачи оптимального управления с раз-
работкой и реализацией ряда алгоритмов числен-
ной оптимизации.

Модули разработанного в рамках настоящего
исследования программного комплекса решают
следующие задачи: расчет траекторий детерми-
нированных динамических систем размерности

; получение символьных выражений для пе-
рехода к стохастическим моделям; детальная
формализация структуры стохастических систем;
поиск управляющих функций в детерминирован-
ном случае. Программный комплекс включает в
себя библиотеку алгоритмов численной оптими-

≥ 2n
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зации; библиотеку нейронных сетей и машинно-
го обучения; графический модуль.

Предложенный программный комплекс раз-
рабатывается на основе языков высокого уровня
Python [32–36] и Julia [37]. В качестве базового
инструментального программного обеспечения
используются высокопроизводительные библио-
теки для векторно-матричных расчетов (NumPy,
LinearAlgebra.jl), библиотеки символьных вычис-
лений (SymPy), библиотеки для численного ре-
шения обыкновенных дифференциальных урав-
нений (SciPy, DifferentialEquations.jl), библиотеки
алгоритмов глобальной оптимизации (диффе-
ренциальная эволюция, генетический алгоритм,
NES из состава BlackBoxOptim.jl). К задачам, ре-
шаемым в статье с помощью методов компьютер-
ной алгебры, относятся нахождение состояний
равновесия динамических моделей с помощью
библиотеки SymPy, построение стохастических
моделей в символьном виде (авторские про-
граммные модули), синтез управляющих функ-
ций с использованием полиномиальной регрес-
сии и библиотек глобальной оптимизации.

Структура статьи следующая. В разделе 2 про-
веден сравнительный анализ используемого в ра-
боте программного обеспечения и средств сим-
вольных вычислений, приведена общая структура
разработанного программного комплекса. В раз-
деле 3 описано методическое обеспечение для по-
строения детерминированной модели. В разделе 4
представлено алгоритмическое и программное обес-
печение стохастического моделирования. В разделе
5 рассмотрены принципы построения модуля
программного комплекса для получения управ-
ляющих функций. Раздел 6 посвящен вопросам
получения и визуализации численных решений.
В разделе 7 представлены результаты тестирова-
ния производительности в рамках отдельных за-
дач, решаемых программным комплексом.

2. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 
ИНСТРУМЕНТАЛЬНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 

ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

В настоящем разделе мы проводим анализ ин-
струментального обеспечения для моделирова-
ния динамических систем, поведение которых
может быть описано одношаговыми процессами,
при этом накладываются требования учета управ-
ляющих воздействий и перехода к стохастизации.
Новые эффекты в динамических системах часто
связаны с управляющими воздействиями и необ-
ходимостью перехода к стохастической структуре
модели, обеспечивающей более реалистичное
описание свойств. Используемое в работе ин-
струментальное обеспечение должно предостав-
лять эффективные средства для решения ком-
плекса задач в рамках изучаемой проблемы:

• построение детерминированных моделей
динамических систем;

• построение стохастических моделей дина-
мических систем;

• численное решение обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений и стохастических диф-
ференциальных уравнений;

• аналитический вывод в символьном виде (в
частности, символьное решение систем нелиней-
ных уравнений для поиска состояний равновесия);

• матрично-векторные расчеты;
• построение логических регуляторов (в том

числе на основе искусственного интеллекта);
• глобальная параметрическая оптимизация.
Помимо возможностей инструментального

обеспечения особое внимание уделяется доступ-
ности результатов. По этой причине в рамках ис-
следования используется открытое программное
обеспечение.

Для используемых в работе инструментальных
программных средств можно выделить три кате-
гории, которые представлены на рис. 1.

Функциональные инструментальные средства
непосредственно направлены на решение задач
исследования. По внутренней структуре указан-
ные средства представляют собой интегрирован-
ные комплексы высокоэффективных алгорит-

Рис. 1. Дерево инструментальных средств.
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мов. Технические инструментальные средства
направлены на ускорение разработки, улучшение
читаемости программного кода и эффективное
использование современных программно-аппа-
ратных платформ. Инструментальные средства
общего назначения направлены на решение ши-
рокого спектра задач, например, на интеграцию
разработанных модулей в единый программный
комплекс.

Мы используем инструментальные средства,
приведенные в табл. 1.

В качестве основного языка разработки ис-
пользуется мультипарадигменный язык Python в
сочетании с библиотеками SymPy/SciPy, NumPy,
Matplotlib. Пакет SymPy/SciPy представляет со-
бой решение CAS-класса (CAS – англ. Computer
Algebra Software, система компьютерной алгеб-
ры), которое позволяет решать ряд научных задач
с использованием инструментария, близкого по
возможностям к коммерческим решениям. Дан-
ный пакет содержит, в том числе, инструменты
численного решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, а также библиотеки гло-
бальной параметрической оптимизации (диффе-
ренциальная эволюция, имитация отжига и дру-
гие методы) [38].

Тем не менее, существенным недостатком ука-
занного инструментального ПО является относи-
тельно невысокая производительность в ряде за-
дач, среди которых можно отметить численное
решение дифференциальных уравнений, а также
аналитический вывод выражений. Указанный
недостаток непосредственно влияет на время по-
иска состояний равновесия модели, а также на
возможности применения машинного обучения с
подкреплением для управления. Более подробно
вопросы производительности рассмотрены в раз-
деле 7.

Для того, чтобы компенсировать указанный
недостаток, возможно использование дополни-
тельных инструментальных средств, позволяю-

щих достичь более высокой производительности
разработанного ПО в определенных задачах.

Для решения обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений при реализации машинного обу-
чения с подкреплением мы используем язык Julia
с библиотеками bboxoptim.jl и Symbolics.jl. Биб-
лиотека Symbolics.jl, аналогично SymPy, пред-
ставляет собой решение CAS-класса, которое мо-
жет быть расширено библиотекой моделирова-
ния динамических систем ModelingToolkit.jl. Для
нахождения состояний равновесия модели ис-
пользуются пакеты SymPy и Maxima, обеспечива-
ющие высокую производительность в символь-
ных вычислениях.

Отдельным вопросом является выявление
условий эффективного применения технических
инструментальных средств для увеличения про-
изводительности разработанного ПО при реше-
нии описанных выше задач моделирования. Сов-
местно с языком Python используется оптимизи-
рующий компилятор Numba, который позволяет
многократно увеличить скорость выполнения не-
которых участков кода благодаря использованию
JIT-компиляции и автоматическому распаралле-
ливанию. Кроме того, важной задачей является
реализация гетерогенных вычислений (в частно-
сти, GPGPU) с высокой степенью переносимо-
сти в рамках разрабатываемого программного
комплекса. Для интеграции указанной возмож-
ности в программный комплекс используется па-
кет ArrayFire, который позволяет производить
“ленивые” вычисления с применением широкого
спектра ускорителей вычислений. Преимуще-
ствами указанного пакета является высокий уро-
вень абстракции по отношению к аппаратному
обеспечению, что дает высокую переносимость
разработанного программного обеспечения.

На основе выбранных инструментальных
средств разработан авторский программный ком-
плекс для проведения всестороннего анализа систем
с взаимодействующими популяциями. Структура
указанного программного комплекса представле-
на на рис. 2. Реализация проведена с использова-
нием языка Python с применением компьютер-
ной алгебры. При создании программного ком-
плекса использован ряд результатов, полученных
в [10].

Отметим, что разработанный программный
комплекс комбинирует численные и символьные
вычисления для увеличения степени универсаль-
ности по отношению к многообразию изучаемых
систем. В последующих разделах основные прин-
ципы работы программного комплекса рассмат-
риваются на примерах, конкретизациях и обобще-
ниях. Листинги обсуждаемых в настоящей статье
программ и примеры их использования доступны
по адресу https://github.com/demi-
dav/one-step-to-sdu.

Таблица 1. Перечень инструментальных средств, ис-
пользованных при разработке программного ком-
плекса

Инструментальные средства

Функциональные Технические Общего 
назначения

SymPy/SciPy 
(Python)

NumPy (Python) Python

Symbolics.jl (Julia) Numba (Python) Julia
Maxima ArrayFire 

(Python, Julia)
BlackBoxOptim.jl 

(Julia)
Matplotlib 
(NumPy)
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3. ПОСТРОЕНИЕ ДЕТЕРМИНИРОВАННОЙ 
МОДЕЛИ

Модели взаимодействия популяций в общем
виде можно записать в форме векторного диффе-
ренциального уравнения:

(3.1)

где  – параметрическая функция, определя-
ющая взаимодействия в системе, x – фазовый
вектор плотности популяций. Конкретный вид
параметрической функции определяется суще-
ственными для модели факторами (наличием
конкуренции, мутуализма, миграции, видом тро-
фических цепей).

Кроме того, интерес представляет изучение мо-
дификаций модели (3.1) с учетом воздействия
внешних факторов, в частности, управления. В та-
ком случае уравнение (3.1) можно записать в виде:

(3.2)

где  – управление. Характерной особенно-
стью данной модели является ограничение на
управление , поскольку непосредствен-
ное управление возможно, как правило, только
путем изъятия особей из популяции. Пример
управляемой модели рассматривается в разделе 0.

Рассмотрим модель “жертва–два хищника”
без управления, рассмотренную в работе [22].
Уравнения указанной модели имеют вид

( ) ∈ = , ,n
px f x x R

( )pf x

( ) ( )− ∈ = , , ,n
px f x u x t x R

( , )u x t

( , ) > 0u x t

(3.3)

где  – плотность популяции жертвы, ,  –
плотности популяции хищника,  – коэффици-
ент естественного прироста популяции жертвы,

  – коэффициенты естественной смертности
хищника, ,  – коэффициенты убыли популя-
ции жертв, ,  – коэффициенты прироста по-
пуляции хищника. Модель (3.3) можно предста-
вить в виде графа взаимодействий, который име-
ет вид, представленный на рис. 3.

На рис. 3 кругами обозначены плотности попу-
ляций, ромбами обозначены источники есте-
ственного прироста/смертности, ребрами графа
обозначены взаимодействия между популяциями.

− −
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Рис. 2. Структура программного комплекса.
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Рис. 3. Граф взаимодействий модели (3.3).
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Важным вопросом при изучении моделей вида
(3.3) является существование положительных со-
стояний равновесия. Для предварительного ана-
лиза устойчивости модели (3.3) необходимо най-
ти особые точки для уравнений системы, что при-
водит к необходимости решения уравнений вида

что для (3.3) эквивалентно

Для символьного решения уравнений использу-
ется функция solve из состава библиотеки
SymPy. Особые точки для модели (3.3) имеют вид

Следует отметить, что отсутствие положитель-
ных нетривиальных решений для уравнений (3.3)
не является достаточным условием невозможно-
сти перманентного сосуществования популяций.

Упрощением модели (3.3) является модель,
уравнения которой имеют вид:

(3.4)

где ,  – коэффициенты трофических взаимо-
действий. Модель (3.4) представляет собой “урав-
новешенный” вариант модели (3.3), где скорость
поглощения популяции жертвы соответствует
скорости прироста популяции хищников. Граф
указанной модели представлен на рис. 4.

Обозначения аналогичны рис. 3. Состояния
равновесия модели (3.4) имеют вид

По аналогии с моделью (3.3), модель (3.4) не
имеет положительных нетривиальных решений.
Следует отметить, что модели (3.3) и (3.4) опери-
руют рядом допущений (в частности, отсутствует
внутривидовая конкуренция и конкуренция меж-
ду жертвами). Однако, качественный и числен-
ный анализ указанных моделей, а также построе-
ние управлений является необходимым для апро-
бации разработанного программного комплекса.
При исследовании моделей вида (3.3) и (3.4), а
также их многомерных модификаций и обобще-

( ) ∈= 0, ,n
pf x x R
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ний возникают задачи, связанные с символьны-
ми вычислениями. Разработанный программный
комплекс позволяет выполнять исследование
устойчивости многофакторных моделей.

4. АЛГОРИТМИЧЕСКОЕ И ПРОГРАММНОЕ 
ОБЕСПЕЧЕНИЕ СТОХАСТИЧЕСКОЙ 

МОДЕЛИ

В основе рассматриваемого подхода к модели-
рованию лежит метод построения самосогласо-
ванных стохастических моделей [8–11]. При ис-
пользовании данного метода динамика измене-
ния численности популяций рассматривается как
случайный одношаговый процесс. На первом
этапе необходимо сформулировать в терминах
одношаговых процессов все взаимодействия,
проходящие в системе между ее элементами. Да-
лее требуется составить схему взаимодействия,
под которой понимается символическая запись
всех возможных взаимодействий между элемен-
тами системы с помощью оператора состояния
системы и оператора изменения состояния систе-
мы. На основе схемы взаимодействий с помощью
преобразований можно получить коэффициенты
сноса и диффузии для уравнения Фоккера–
Планка, что позволяет записать это уравнение и
эквивалентное ему стохастическое дифференци-
альное уравнение в форме Ланжевена. Таким об-
разом, можно одновременно получить как детер-
минированное описание системы, которому со-
ответствует вектор сносов уравнения Фоккера–
Планка, так и стохастическое описание, которое
обеспечивается стохастическим дифференциаль-
ным уравнением в форме Ланжевена. Далее при-
веден алгоритм применения метода построения
самосогласованных стохастических моделей.

Алгоритм 1: Алгоритм применения метода по-
строения самосогласованных стохастических мо-
делей.

Входные данные: Описание системы
Выходные данные: Детерминированная и стохастиче-
ская модели (системы ОДУ и СДУ)
begin

1. Добавление взаимодействий в модель
2. Построение схемы взаимодействия модели
3. Получение операторов состояния системы из 
схемы взаимодействия
4. Получение оператора изменения состояния 
системы
5. Получение интенсивностей переходов
6. Получение коэффициентов уравнения Фок-
кера–Планка

end
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Опишем основные этапы этого алгоритма бо-
лее подробно.

4.1. Описание системы и построение схемы 
взаимодействия

В [10] были формализованы шаги (3–6), в дан-
ной работе сделана формализация 1 и 2 шагов, а
именно, формализация определения уравнений и
построение схемы взаимодействия. Таким обра-
зом, в качестве входных данных используется не
схема взаимодействия, а описание взаимодей-
ствий, имеющихся в системе, что упрощает по-
строение.

Для этого был реализован класс PopModel с
использование библиотеки sympy и символьных
вычислений. Исходными данными является опи-
сание происходящих в системе взаимодействий.
Вызов конструктора PopModel(n) создает такой
объект класса, который является формальной мо-
делью системы, содержащей описание всех взаи-
модействий, происходящих в системе. Здесь  –
это размерность системы. Для класса PopModel
реализованы следующие методы:

• interaction(self,type_int);
• coef(self);
•adder(self,type_int,id_pop_1,

id_pop_2,coef=0);
• matr_M(self);
• matr_N(self);
• display_infos(self,model,X,coef).
Метод adder(self, type_int, id_pop_1,

id_pop_2, coef=0) является основным мето-
дом класса для добавления уравнений в схему вза-
имодействия. type_int – тип взаимодействия;
id_pop_1 – идентификатор 1-й взаимодейтству-
ющей популяции, id_pop_2 – идентификатор
2-й взаимодействующей популяции (соответ-
ствует индексу элемента в векторе состояния си-
стемы), coef – коэффициенты взаимодействия (по
умолчанию принимает значение ki).

n

Метод interaction(self,type_int) –
вспомогательный метод, содержащий описание
различных взаимодействий. В моделировании
популяционных систем принято выделять такие
виды взаимодействий, как естественное размно-
жение, естественная гибель, конкуренция, сим-
биоз, отношения хищник-жертва и др [22]. Типы
взаимодействий, реализованных в классе Pop-
Model представлены в табл. 2.

Метод coef(self) – вспомогательный ме-
тод, используется для определения коэффициен-
тов взаимодействия, если они не заданы пользо-
вателем.

Методы matr_M(self) и matr_N(self)
служат для получения матриц  и  в символь-
ном виде, описывающих состояние системы до
взаимодействия и после него.

Метод display_infos(self,model,X)
предназначен для символьного отображения схе-
мы взаимодействия.

Пример реализации. Для верификации получен-
ных результатов рассмотрим трехмерную популя-
ционную модель “два хищника–жертва” вида
(3.4). В данной модели учитывается естественное
размножение жертвы, естественная смертность
хищников, а также убыль популяции жертвы и

M N

Рис. 4. Граф модели (3.4).

a

x

y2y1 c2c1

+1

−1−1−1−1−1−1

+b2+b1

−b2−b1

Таблица 2. Описание параметров метода interaction() класса PopModel
type_int id_pop_1 id_pop_2 Тип взаимодействия

1 0 Естественное размножение

2 0 Естественная гибель

3 Симбиоз

4 Хищник–жертва

5 0 Внутривидовая конкуренция

6 Межвидовая конкуренция

7 Миграция

i

i

i j

i j

i

i j

i j



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2023

РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМИЧЕСКОГО И ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ 61

прирост популяции хищников происходит за счет
взаимодействий типа “хищник–жертва”.

Импортируем необходимые библиотеки:
import sympy as sp
import numpy as np
import IS

Зададим вектор состояний системы x = (x,
 в символьном виде:

X = sp.Matrix(['x', 'y_1', 'y_2'])
Создадим объект класса размерности 3:

model = IS.PopModel(3)
Добавим описание взаимодействий:

model.adder(type_int=1,1,0,"a")
model.adder(type_int = 2,2,0,"c_1")
model.adder(type_int = 2,3,0,"c_2")
model.adder(type_int = 4,1,2,"b_1")
model.adder(type_int = 4,1,3,"b_2")

В данном описании первая строка описывает раз-
множение жертв (type_int=1, id_pop_1=1).
Строки 2 и 3 соответствуют естественной убыли попу-
ляций хищников (type_int=2, id_pop_1=2 и
id_pop_1=3 соответственно). Строки 4 и 5 опи-
сывают отношения типа хищник–жертва
(type_int=4) жертвы с первым хищником
(id_pop_1=1, id_pop_2=2) и со вторым хищ-
ником (id_pop_1=1, id_pop_2=3).

1 2, )y y

Далее с помощью метода display_infos
можно вывести схему взаимодействия. При ис-
пользовании интерактивной оболочки Jupyter
вывод будет иметь вид, представленный на рис. 5.

После получения схемы взаимодествия можно
перейти к этапу построения стохастических диф-
ференциальных уравнений.

4.2. Построение коэффициентов уравнения 
Фоккера–Планка

Подробное описание модуля (IStoDE.py)
получения коэффициетов уравнения Фоккера–
Планка из схемы взаимодействия дано в [10].
Здесь дадим краткое описание. Алгоритм получе-
ния коэффициентов уравнения Фоккера–План-
ка из схемы взаимодействия (шаги 3–6 алгоритма
1) реализован как последовательность операций
над векторными данными.

В качестве входных данных принимаются мат-
рицы M и N (атрибуты объекта класса PopModel)
состояний системы до взаимодействия и после,
векторы K_plus и K_minus – коэффициенты
взаимодействия и вектор X – вектор состояния
системы. В качестве результата получаем сим-
вольную запись коэффициентов уравнения Фок-
кера–Планка. Использование библиотеки SymPy
позволяет получить также и код этих коэффици-
ентов в TeX, что упрощает их чтение.

Основными функциями данного модуля явля-
ются drift_vector для получения вектора сно-
сов A и diffusion_matrix для получения мат-
рицы диффузии В.

Пример реализации. На рис. 6 представлен ре-
зультат работы функций получения коэффици-
ентов уравнения Фоккера–Планка для модели
(3.4).

Согласно рис. 6, вектор сносов полностью со-
ответствует правой части системы уравнений для
модели (3.4), что позволяет использовать этот
вектор для исследования детерминированного
поведения системы.

Рис. 5. Результат вывода метода display_infos.

Рис. 6. Результат вывода функций drift_vector и diffusion_matrix.
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В результате проведенных символьных вычис-
лений мы получаем стохастическую и детермини-
рованную модели популяционной динамики. Да-
лее могут быть применены остальные модули
программного комплекса для исследования си-
стемы, такие как добавление и исследование
управления, символьное и численное получение
стационарных состояний системы, получение
численных решений.

5. БАЗОВЫЙ АЛГОРИТМ МОДУЛЯ 
ПРОГРАММНОГО КОМПЛЕКСА ДЛЯ 

ПОЛУЧЕНИЯ УПРАВЛЯЮЩИХ ФУНКЦИЙ

С учетом управляющих воздействий модель
(3.4) можно записать в виде

(5.1)

где , ,  – функции управления. Рассматрива-
ется задача оптимального управления, состоящая
в построении такого управления, которое позво-
ляет с учетом выбранного критерия качества реа-
лизовать траекторию L при условиях:

Будем рассматривать функции управления в
виде нормированных полиномов. Примем

С учетом полиномиального управления имеет
место равенство

где P – матрица коэффициентов, .
Следует отметить, что размерность матрицы

коэффициентов определяет порядок управляю-
щих полиномов, а нормирование матричного
произведения осуществляется построчно. С уче-
том того, что начальные условия для системы
(5.1) известны, критерий оптимальности можно
записать в виде:

где , .

− − −
+ −

− + −





1 1 2 2 1

1 1 1 1 1 2 1

2 2 2 2 2 3 2

= ( ) ,
= ( ) ,

= ( ) ,

x ax b xy b xy u t x
y c y d xy u t y

y c y d xy u t y

1u 2u 3u

0 1 10 2 20

1 1 1 1 11 2 2 21

(0) = , (0) = , (0) = ,
( ) = , ( ) = , ( ) = .

x x y y y y
x t x y t y y t y

 
 
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 

1

2

3

= .
u

U u
u

 
 
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2= (1, , )*T t t

− →1 1( ) min,X t X

1 2= ( ( ), ( ), ( ))X x t y t y t 1 1 11 21= ( , , )X x y y

Для нахождения матрицы коэффициентов
разработан алгоритм на основе машинного обу-
чения с подкреплением (см. алгоритм 2).

Алгоритм 2: Алгоритм поиска коэффициентов
управления.

Алгоритм 2 реализован на языке Julia с приме-
нением дифференциальной эволюции из состава
пакета BlackBoxOptim.jl. Значения коэффициен-
тов для  имеют вид

Графическое представление плотностей популя-
ций хищника и жертвы для управляемого случая
при рассмотренных условиях приведено в разделе 6.

Разработанный модуль программного ком-
плекса позволяет строить функции управления
для многомерных систем популяционной дина-
мики с учетом различных критериев качества.
Взаимодействие указанного модуля с программ-
ным комплексом осуществляется посредством
сериализации полученных данных. Отметим, что
возможно расширение модуля на основе предло-
женного в [28] способа построения нейроуправ-
ления.

6. ПОЛУЧЕНИЕ И ВИЗУАЛИЗАЦИЯ 
ЧИСЛЕННЫХ РЕШЕНИЙ

Как известно, для численного решения систем
обыкновенных дифференциальных уравнений и
соответствующих им стохастических дифферен-
циальных уравнений часто используются методы
Рунге–Кутты и их модификации. Для решения
обыкновенных дифференциальных уравнений в
данной работе используется программная реали-

Входные данные: 

Выходные данные: 
Function Loss( , ):

prob  = ODEProblem(ecosystem, , )

sol  = solve(prob , *args)

return norm(sol .y[end] - )

Function Main:
 = optimize(Loss, array(9), *args)

serialize( )
return 0

return

1, (0)X X
P

P (0)X

1 0X 1t

1 1

1 1X

P
P

1 = (10,10,15)X

− − 
 − −  − 

5.13979 2.68192 0.233943
= 1.67237 4.09481 0.367989 .

2.71886 0.457653 0.015932
P
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зация стандартных методов Рунге–Кутты четвер-
того порядка. Для стохастических дифференци-
альных уравнений используется специально раз-
работанная библиотека, подробное описание
которой приведено в [8, 9].

В настоящей работе для получения численных
решений применительно к блоку IStoDE.py ре-
ализована функция преобразования символьных
данных в численные:
def func_for_rk(x, p, f):
F = sp.lambdify(args=(*x, *p),

expr=f,
modules=’numpy’)

def func_f(t, x, p):
return F(*x, *p).flatten()
return func_f

def func_for_sdu(x, p, g):
G = sp.lambdify(args=(*x, *p),

expr=g,
modules=’numpy’)

def func_g(x, p):
return G(*x, *p)#.flatten()

return func_g
В качестве иллюстрации приведена визуализа-

ция численного решения для детерминированно-
го случая (рис. 7) и для стохастического случая
(рис. 8). На рис. 9 приведена визуализация чис-
ленного решения для управляемой детерминиро-
ванной модели.

Рис. 7. Пример визуализации численного решения детерминированной модели при параметрах (a, b1, b2, c1, c2) =
= . Начальные значения .
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Рис. 8. Пример визуализации численного решения стохастической модели при параметрах (a, b1, b2, c1, c2) =
= . Начальные значения .
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7. ТЕСТИРОВАНИЕ 
ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ В РАМКАХ 

ОТДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ, РЕШАЕМЫХ 
ПРОГРАММНЫМ КОМПЛЕКСОМ

Мы изучаем вопросы производительности ин-
струментальных средств на примере модифици-
рованной для управляемого случая известной мо-
дели Лотки–Вольтерры вида:

(7.1)

где ,  – плотности популяций жертвы и хищ-
ника соответственно,  – коэффициенты
взаимодействия,  – переключаемое управление,
реализующее скользящий режим с законом
управления:

Экологический смысл указанного управления за-
ключается в регулировании плотности популя-
ции жертвы. Мы производим тестирование ско-
рости работы кода при численном интегрирова-
нии методом Рунге–Кутты четвертого порядка
для языков Python (Scipy.integrate) и Julia (Differ-
entialEquations.jl). Для указанных решателей ис-
пользуются настройки по умолчанию. Отметим,
что для Julia не учитывается время компиляции
программы. Конфигурация используемой ЭВМ:
ЦП AMD Ryzen 5 5600X, 16 GB RAM.

Фрагмент тестовой программы на языке Py-
thon 3 приведен в листинге 1.
class lotki_volterra :

def __init__ (self , alpha ,

( )
( )

α − β −
−γ + δ




1 2 1

2 1 2

= ,
= ,

x x x
x x x

v

1x 2x
α β γ δ, , ,

v

≥
1

1

< 3 : = 0,
3 : = 0.25.

x
x

v

v

beta , gamma , delta ):
self . alpha = alpha
self . beta = beta
self . gamma = gamma
self . delta = delta
self .v = 0

def __call__ (self , t, y):
a,b,g,d,v = ( self .alpha ,

self .beta ,
self .gamma ,
self .delta ,
self .v)

x1, x2 = y

dx1 = (a - b*x2)*x1 - v
dx2 = (-g + d*x1)*x2

if x1 < 3: self .v = 0
else : self .v = 0.25

return dx1 , dx2

model1 = lotki_volterra (1.5 , 1, 3, 1)
solution = solve_ivp ( model1 , (0 ,30) ,

(2 ,2) , t_eval =(0 , 30, 240) )
Листинг 1: Тестовая программа для расчета

траекторий (Python 3)
Результатом работы программы являются гра-

фики плотностей популяций, представленные на
рис. 10.

Рис. 9. Пример визуализации численного решения детерминированной модели с управлением при параметрах (a, b1,
b2, c1, c2) = . Начальные значения .
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Для замера производительности использована
директива %timeit из пакета JupyterLab. Скорость
выполнения функции solve_ivp составляет
8.43 ms ± 120 μs per loop (mean ± std.
dev. of 7 runs, 100 loops each). Рас-
смотрим аналогичную реализацию модели (7.1)
на языке Julia, которая приведена на листинге 2.
function lotki_volterra (du , u, p, t)

a,b,g,d,c = p
du [1] = (a - b*u [2]) *u [1] - v
du [2] = (-g + d*u [1]) *u [2]

end
switch_condition1 (u, t, integrator ) =

integrator .u [1] < 3
affect1 !( integrator ) = integrator .p [5]
= 0

switch_condition2 (u, t, integrator ) =
integrator .u [1] >= 3

affect2 !( integrator ) = integrator .p [5]
= 0.25

cb1 = DiscreteCallback (
switch_condition1 , affect1 !)

cb2 = DiscreteCallback (
switch_condition2 , affect2 !)

cbs = CallbackSet (cb1 , cb2 )

Рис. 10. Плотности популяций хищника и жертвы для модели (7.1) при выбранных начальных условиях.
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u0 = [2.0; 2.0]
p = [1.5 , 1., 3., 1., 0]
prob = ODEProblem (lotki_volterra , u0
,(0.0 , 30.0) ,p)

sol = solve (prob , RK4 () , callback =
cbs)

Листинг 2: Тестовая программа для расчета траек-
торий (Julia)

Результат работы программы представляет со-
бой график, аналогичный рис. 10, который при-
веден на рис. 11.

Для замера производительности использован
пакет BenchmarkTools.jl (макрос @btime). Ско-
рость работы функции 42.091 μs (1021 al-
locations: 98.25 KiB). Таким образом,
программа на языке Julia показывает в 195.53
меньшее время выполнения задачи построения
траекторий управляемой системы (7.1). Несмотря
на то, что программы на языке Julia требуют про-
должительной предварительной компиляции,
более высокая скорость работы имеет существен-
ное значение при решении задач, требующих
многократного решения обыкновенного диффе-
ренциального уравнения с разными параметра-
ми. К таким задачам можно отнести, в частности,
машинное обучение с подкреплением или анализ
устойчивости модели. Далее рассмотрим произ-
водительность программного кода для поиска со-
стояний равновесия экологических моделей. Как
известно, задача нахождения особых точек урав-
нений вида

требует решения уравнения

Уравнения моделей взаимодействия популяций,
как правило, имеют нелинейный характер правых
частей. Мы изучаем пример, когда правые части
модели задаются полиномами второго порядка:

(7.2)

Программный код на языке Python 3 с примене-
нием библиотеки SymPy приведен в листинге 3.
from sympy import *
init_printing ( use_latex ='mathjax ')
k1 ,k2 ,k3 ,k4 ,y1 ,y2 = symbols ('k1
k2 k3
k4 y1 y2 ')
eq1 = k1 + k2*y1 + k3*y2 **2
eq2 = k1 + k2*y2 + k3*y1 **2
solution = solve (( eq1 , eq2 ), (y1 , y2))
for sol in solution : display ( sol )

( ) ∈ = , ,nx f x x R

( ) = 0.f x

+ +
+ +




2
1 1 2 1 3 2

2
2 1 2 2 3 1

= ,

= .

y k k y k y

y k k y k y

Листинг 3: Тестовая программа для поиска со-
стояний равновесия (Python 3)

Программа, представленная в листинге 3,
предназначена для поиска состояний равновесия
для модели в форме дифференциальных уравне-
ний. Для замера производительности использо-
вана директива %timeit из пакета JupyterLab. Ско-
рость выполнения функции solve составляет
32.6 ms ± 634 μs per loop (mean ± std.
dev. of 7 runs, 10 loops each).

Далее рассмотрим решение приведенных
уравнений в Maxima. Для расчета состояний рав-
новесия используются следующие команды:
s:[ k1 + k2*y1 + k3*y2 ̂ 2, k1 + k2*y2 +

k3*y1 ^2]
solve (s, [y1 , y2 ])
Время работы символьного решателя оценено с
помощью встроенной функции time и составля-
ет 0.002234 сек. (2.234 ms). Таким образом, время
решения системы уравнений (7.2) для символьно-
го решателя системы компьютерной алгебры
Maxima составляет менее 7% от времени решения
для пакета SymPy.

Полученные при тестировании производи-
тельности результаты свидетельствуют о том, что
для решаемых научных задач целесообразно со-
здавать интегрированные программные средства,
базирующиеся на инструментах различных язы-
ков программирования. Одним из перспектив-
ных направлений развития работы является инте-
грация CAS Maxima со средствами символьного
решения уравнений в рамках разрабатываемого
программного комплекса.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, разработанный программный

комплекс продемонстрировал возможности ре-
шения таких задач, как получение формализо-
ванного описания детерминированных моделей,
получение символьных выражений для перехода
к стохастическим моделям, детальная формали-
зация структуры стохастических систем, расчет
траекторий многомерных динамических систем,
поиск управляющих функций. В программном
комплексе находят реализацию методы и алго-
ритмы, базирующиеся на детерминированных и
стохастических методах Рунге–Кутты, методах
теории устойчивости и теории управления, мето-
де построения самосогласованных стохастиче-
ских моделей, алгоритмах численной оптимиза-
ции и искусственного интеллекта.

Методология, предложенная в работе, позволяет
осуществлять построение моделей любой размер-
ности, однако необходимо учитывать производи-
тельность используемого компьютера и возможно-
сти пакетов компьютерной алгебры. В настоящей
работе задействованы несколько языков про-
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граммирования и пакетов компьютерной алгеб-
ры, что позволило в полной мере использовать
преимущества каждого из них и реализовать мно-
гоплановость и многоаспектность поставленной
задачи моделирования динамических систем с
учетом стохастизации и управления.

Разработанный программный комплекс до-
пускает дальнейшее расширение и усовершен-
ствование. В качестве перспективных направле-
ний исследования можно выделить разработку
модуля для моделирования динамики переключае-
мых систем популяционной динамки (например, с
учетом сезонных изменений условий взаимодей-
ствия популяций), совершенствование модулей
программного комплекса с учетом возможностей
эффективного применения современных аппа-
ратных средств, разработка модуля с учетом рас-
пространения изучаемых моделей популяцион-
ной динамики на нестационарный случай (на-
пример, для учета трофических функций,
зависящих от времени). Кроме того, важным на-
правлением работы является достижение более
высокой плотности интеграции модулей с учетом
реализации на различных языках программиро-
вания.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Попытки создать программное обеспечение

для вычислений в рамках квантовой теории воз-
мущений предпринимаются уже более пятидеся-
ти лет (см. например [1], а также обзор [2]). Разу-
меется ранние программы были очень ограниче-
ны, как правило рассматривалась квантовая
электродинамика. Во многом ограничением для
развития таких программ была крайне низкая
производительность машин того времени. Одна-
ко начиная с 90-х годов началось бурное развитие
такого рода программного обеспечения. Некото-
рые программы, созданные в то время, не потеря-
ли актуальности до сих пор (например [3, 4]).

Различные программы для вычислений в фи-
зике высоких энергий можно разделить на не-
сколько групп. Во-первых, есть программы, со-
зданные для вычисления различных процессов,
как правило, в рамках стандартной модели. Они
обычно ограничены древесным (PHEGAS [5],
O’Mega [6], MadEvent [7], FDC [8], Com-
pHEP/CalcHEP [9, 10], WHIZARD [11], Herwig++
[12], SHERPA [13]) или в самом лучшем случае од-
нопетлевым приближением (GoSam [14],
aMC@NLO [15]). Некоторые из этих программ
являются также так называемыми генераторами
событий [5, 7, 12, 13], которые могут симулиро-
вать результат эксперимента. Данные программы
хороши тем, что, как правило, генерируют диа-
граммы, амплитуды и даже вычисляют фейма-

новские интегралы, однако, они очень ограниче-
ны возможными теориями, числом петель (как
правило не больше одной), а также областью при-
менения (как правило, это сечения рассеяния,
ширины распада и пр.).

Вторая группа программ связана с генерацией
амплитуд в более общем случае. Одна из самых
известных программ это QGRAPH [3]. Эта про-
грамма известна около 30 лет, однако до сих ак-
тивно используется в различных исследованиях.
Она генерирует все диаграммы в любом порядке
теории возмущений, выводит их в неком сим-
вольном виде, а также считает комбинаторный
коэффициент. При этом она не генерирует ам-
плитуды и не рисует диаграмм. Еще одна извест-
ная программа такого плана это FeynArts [4, 16]
Она генерирует диаграммы и амплитуды для за-
данной теории. Также она изображает их графи-
чески с помощью специального пакета для La-
TeX. В качестве недостатка можно указать, что
она ограничена приближением трех петель.

Отдельно нужно отметить различные системы
компьютерной алгебры. Аналитические вычисле-
ния диаграмм имеют свою специфику, поскольку
помимо простых алгебраических действий (кото-
рые можно проводить с помощью хорошо извест-
ных систем, таких как Mathematica [17], Maple
[18], Schoonschip [19], а также FORM [20]), необ-
ходимо производить анализ тензорных структур,
вычислять следы гамма-матриц и пр. Для этого

= 11

= 11
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существуют ряд пакетов и программ. Например
GiNaC [21], Cadabra [22], RedBerry [23], FeynCalc
[24].

Есть ряд программ, которые вычисляют фейн-
мановские импульсные интегралы в d-мерии, ко-
торые образуются после построения амплитуд.
Как правило, реализуется следующий подход к их
вычислению. Сначала тензорные интегралы
стандартными способами сводятся к скалярным,
а затем с помощью таких приемов, как интегри-
рование по частям в d-мерии [25] и применение
Лоренц-инвариантности, скалярные интегралы
сводятся к небольшому числу типовых мастер-
интегралов. Этот процесс реализован в програм-
мах AIR [26], FIRE [27], LiteRed [28], Reduze [29]
и Kira [30]. Также хорошо известны программы
по вычислению мастер-интегралов, такие как
AMBRE [31], FIESTA [32] и SecDec [33]. Отдельно
стоит отметить пакет для Schoonschip Mincer [34],
впервые примененный для вычисления четырех-
петлевой бета-функции с помощью размерной
регуляризации [35].

Наконец, существуют пакеты программ, соче-
тающие в себе генерацию диаграмм и амплитуд,
операции над ними и взятие интегралов. Напри-
мер aITALC [36], FeynMaster [37], HepLib [38], ta-
pir [39]. В основном все эти пакеты основаны на
генерации диаграмм программой QGRAPH, а за-
тем на анализе результатов другими упомянуты-
ми выше программами.

Некоторые из упомянутых программ адапти-
рованы в том числе и к работе с суперсимметрич-
ными теориями [8, 9, 13, 40]. Все они работают в
рамках минимальной суперсимметричной стан-
дартной модели в терминах компонентных полей.
Однако известны две программы для работы с су-
перполями в суперпространстве. Это программа
SUSYCAL [41] написанная на языке PASCAL, а
также пакет для Mathematica SusyMath [42]. Эти
программы могут работать с выражениями в тер-
минах суперпространства, которые генерируются
суперграфами. В теории они могут их упрощать
до импульсных интегралов, однако эти проекты
не развиваются и на данный момент недоступны
для скачивания.

Таким образом, можно отметить, что несмотря
на существенный прогресс в этой области, заме-
тен недостаток программного обеспечения для
работы в рамках суперсимметричных теорий в
терминах суперполей. Даже существующие про-
граммы нуждаются в интеграции с теми, которые
генерируют диаграммы. К тому же сама генера-
ция графов в суперсимметричном варианте имеет
свою специфику. С этой целью автором были раз-
работаны компьютерно-алгебраические походы
для работы с суперполями в суперпространстве.
На их основе была создана программа, способная
генерировать диаграммы Фейнмана в терминах

суперпространства, а также проводить с ними
различные операции, после которых результат
выводится в виде стандартных феймановских ин-
тегралов. На данный момент программу можно
использовать для вычислений аномальной раз-
мерности суперполей материи в  суперсим-
метричной квантовой электродинамики, регуля-
ризованной высшими ковариантными производ-
ными в четырех измерениях.

2. ФОРМАЛИЗМ  
СУПЕРПРОСТРАНСТВА

 суперпространство представляет собой
пространство, координатами которого являются

, где  – майорановский спинор. Спи-
норы в четырех измерениях преобразуются по
специальному спинорному закону относительно
группы Лоренца1. Это пространство вводится,
чтобы суперсимметрия была явной, в том числе
на квантовом уровне. Индексы поднимаются и
опускаются с помощью матриц зарядового со-
пряжения:

(2.1)

Суперсимметричная ковариантная производная
обычно вводится следующим образом:

(2.2)

При этом спинорные индексы обозначаются ла-
тинскими буквами, правые без точки, а левые с
точкой, также левые спиноры имеют черту. На-
пример  – левая суперсимметричная ковари-
антная производная, а правая обозначается как

. При этом для квадратов производных спра-
ведливо:

(2.3)

Обычные поля в данном подходе являются ком-
понентами суперполей. Так, калибровочное поле
является компонентой вещественного суперполя

, спинорные и скалярные поля – компо-
нентами кирального или антикирального супер-
полей (  и  соответвенно), которые
по определению удовлетворяют условиям:

(2.4)

Кроме того, при построении суперсимметричных
лагранжианов вводится “интегрирование” по пе-
ременным . В наших обозначениях его можно
определить следующим образом:

1 Подробнее о спинорах можно прочитать например в [43].
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(2.5)

3. ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ
В СУПЕРСИММЕТРИЧНЫХ ТЕОРИЯХ
Теперь рассмотрим, как работает стандартная

теория возмущений в терминах суперпростран-
ства2. Прежде всего необходимо рассмотреть, как
записывается действие теории в терминах супер-
полей. Существуют 2 инварианта относительно
преобразований суперсимметрии, которые мож-
но записать следующим образом:

(3.1)

где  – вещественное суперполе, а  – киральное
суперполе.

Удобнее всего проводить квантование мето-
дом функционального интегрирования. Основным
элементом этого подхода, из которого можно полу-
чить различные величины, является производящий
функционал Z, который, как известно, получается
следующим образом:

(3.2)

где под (суперполя) понимается мера контину-
ального интегрирования. Действие можно пред-
ставить в следующем виде:

(3.3)

где  – квадратичный по суперполям вклад в
действие, а  – вклад степени выше 2. Далее, к
действию добавляются члены с источниками. На-
пример, для вещественных и киральных суперпо-
лей они выглядят следующим образом:

(3.4)

В таком случае (3.2) можно переписать следую-
щим образом:

(3.5)

Оставшийся гауссов интеграл берется с помощью
стандартных методов. Разложение в ряд членов
взаимодействия интерпретируется графически с
помощью диаграмм Фейнмана.

Естественно, после разложения придется вы-
числять следующие выражения, которые порож-
дают пропагаторы в диаграммах. Например, для
источников калибровочного суперполя:

2 Про обычную теорию возмущений в КТП можно прочи-
тать, например, в [44].
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(3.6)

При этом неизбежно возникают следующие
структуры:

(3.7)

где  определяется следующим образом:

(3.8)
при таком определении получаются стандартные
правила для суперпространственной дельта-
функции:

(3.9)

Для источников киральных суперполей справед-
ливо следующее соотношение:

(3.10)

Кроме того, -производные могут содержатся в
вершинах и самом производящем функционале.

При этом реально обычно приходится рас-
сматривать так называемое эффективное дей-
ствие. Оно определяется следующим образом.
Сначала строится производящий функционал
связных функций Грина:

(3.11)

а эффективное действие Γ[суперполя] получа-
еться из W [Источники] преобразованием Ле-
жандра:

(3.12)

по сути дела функционал W выделяет из Z все не-
связные диаграммы, а  так называемые одноча-
стично-приводимые диаграммы. Это такие диа-
граммы, которые можно разделить одним разре-
занием какой-либо внутренней линии. В качестве
примера на рис. 1 верхняя диаграмма является од-
ночастично-неприводимой, а нижняя – одноча-
стично-приводимой.

4. СУПЕРСИММЕТРИЧНАЯ “D-АЛГЕБРА”
Видно, что конкретное выражение для диа-

граммы Фейнмана будет содержать какое-то ко-
личество суперпространственных дельта-функ-
ций , на которые действуют суперсимметрич-
ные ковариантные производные, при этом все
выражение будет интегрироваться по суперпро-
странству. Типичное выражение имеет вид:
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(4.1)

При этом, в соответствии с [45], можно опреде-
лить следующий алгоритм работы с этим выраже-
нием:

1. Производим “интегрирование по частям”. Ис-
пользуя (2.5), можно переносить внешнюю -про-
изводную с любого элемента на другой, относя-
щийся к той же точке. Таким образом, можно очи-
стить суперпространственную дельта-функцию от
производных и проинтегрировать ее в соответствии
с (3.9).

2. Также можно переставлять производные меж-
ду собой в соответствии с правилами суперсиммет-
ричной “D-алгебры” в четырех измерениях:

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
Эти тождества помогают уменьшить количество
действующих производных.

3. Если в выражении есть несколько одинако-
вых суперпространственных дельта-функций, то
следует применять следующие тождества:

(4.10)

(4.11)
В результате этих действий можно снять большую
часть интегрирований и убрать суперпростран-
ственные дельта-функции, могут остаться ковари-
антные производные, действующие на внешние су-
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перполя. Также останется некоторое количество
следов гамма-матриц, которые раскрываются стан-
дартными способами. После этого выражения
приобретают вид обычных импульсных интегра-
лов.

5. АЛГОРИТМ, РЕАЛИЗУЕМЫЙ 
ПРОГРАММОЙ

Кратко опишем алгоритм работы программы.
Мы вычисляем вклад в эффективное действие
(3.12). Для этого можно использовать (3.5), если
исключить из него все одночастично-приводи-
мые и несвязные диаграммы, а также добавить
члены взаимодействия с внешними суперполями.
В соответствии с вышесказанным программа
действует следующим образом.

1. В формуле (3.5) разлагается экспонента с
вершинами взаимодействия до нужного порядка
теории возмущений. При этом предварительно в
нее добавляются вклады, где производные по ис-
точникам всеми возможными способами заменя-
ются на внешние суперполя.

2. Далее во всех получившихся вкладах мы пы-
таемся спарить производные по источникам в со-
ответствии с пропагаторами теории, как, напри-
мер, в формуле (3.6). Если в итоге это не удается,
то вариант отбрасывается, если получилось – со-
здается новое выражение, в котором производ-
ные по источникам сгруппированы парами.

3. Проверяем получившиеся графы на одноча-
стичную приводимость. Для этого используем
функцию, которая убирает по очереди каждый из
пропагаторов, после чего проверяет связность.
После каждой проверки либо убираем граф, либо
оставляем.

4. На этом этапе переходим в импульсное
представление, генерируем список петлевых им-
пульсов исходя из порядка разложения. Петлевые
импульсы являются базисными импульсами, че-
рез линейную комбинацию которых выражаются
остальные импульсы внутренних линий диаграм-
мы. Каждый петлевой импульс кодируется про-
стым числом. Далее каждому пропагатору при-
сваиваем импульс, исходя из закона сохранения в
вершинах диаграммы, и заменяем спаренные
производные по источникам на конкретное вы-
ражение для пропагатора, которое содержит опе-
ратор, действующий на суперпространственную
дельта-функцию (также он может содержать им-
пульсы и константы). После этого каждый граф
также проверяется на соблюдение закона сохра-
нения в каждой точке, если что-то сгенерирова-
лось не так, программа выдает ошибку.

5. Теперь выражения готовы для работы с -ал-
геброй. Каждое выражение обрабатывается от-
дельно. Мы рассматриваем каждый оператор и
выбираем тот, у которого меньше всего ковари-

D

Рис. 1. Одночастично-(не)приводимые диаграммы.
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антных производных, начинаем перебрасывать с
него интегрированием по частям все операторы,
пока полностью не очистим суперпространствен-
ную дельта-функцию, на которую он действует.
При этом получается множество новых выраже-
ний, каждое из которых мы затем также отдельно
обрабатываем. Когда суперпространственная
дельта-функция очищена, мы ищем такую же и,
если находим, то применяем правила (4.2)–(4.9),
чтобы уменьшить число производных, а затем
(4.10) и (4.11), чтобы устранить суперпростран-
ственную дельта-функцию. Если такой суперпро-
странственной дельта-функции нет, интегриро-
вание просто снимается. Действуем так, пока не
устраним все суперпространственные дельта-
функции. Затем, если внешние импульсы не рав-
ны нулю, проделываем то же самое для суперпо-
лей материи, учитывая их киральность.

6. Теперь мы имеем выражения с внешними
суперполями, импульсами и прочими структура-
ми, а также гамма-матрицами, дельта-символами
и матрицами зарядового сопряжения со спинор-
ными индексами. На этом шаге мы сворачиваем
все индексы с дельта-символов и матриц зарядо-
вого сопряжения, а затем берем след гамма мат-
риц. Вообще в наших обозначениях это не совсем
чистый след , в нем также есть , что может
приводить к структурам, содержащим антисим-
метричный тензор , но он всегда будет свора-
чиваться с петлевыми импульсами и, следова-
тельно, не будет давать вклад, вплоть до пятито-
чечных функций Грина, которые мы пока не
рассматриваем3. Нужно отметить, что в отличии
от вычислений в d-мерии [46], мы работаем в че-
тырех измерениях и поэтому все стандартные со-
отношения для -матриц справедливы в нашем
случае.

7. После этого мы получаем вклады в виде
квадратов и скалярных произведений импульсов.
При этом импульс задается не строкой, а числом.
Это сделано для удобства работы с ним, можно
применять стандартные алгоритмы нахождения
наибольшего общего делителя и пр. Каждый им-
пульс задается простым числом, а сумма их про-
изведением, таким образом каждое число одно-
значно задает сумму. Например: у нас есть им-
пульс ,  и . Припишем  – число 2,  – число 3,

 – число 5. Тогда, например,  будет 6, а
 – 30. Как правило, при построении диа-

грамм всем линиям можно приписать именно
сумму импульсов. Если в какой-то момент это бу-
дет не так, то, например, квадрат можно предста-
вить . При этом про-
ще работать с полными квадратами, выделяя их

3 Подробнее об алгебре -матриц можно прочитать напри-
мер в [43].

μγ γ5

μνλδe

γ

γ

k l q k l
q +k l

+ +k l q

− − + + +2 2 2 2( ) = ( ) 2 2k l k l k l

из общего выражения. В качестве примера рас-
смотрим следующее выражение:

(5.1)

В обозначениях программы это произведения
импульса 30 ( ) и 10 ( ). Сначала ищем
наибольший общий делитель, он равен 10 ( ),
а затем частное каждого с НОД (в данном случае
это 3(l) и 1(0)) как произведение с каждым из дру-
гих сомножителей (10 ( ) и 30 ( ) соот-
ветственно). Если наибольший общий делитель 1,
то раскладываем в полные квадрат стандартным
образом (как во второй части (5.1)). В конце для
каждого отдельного графа пытаемся привести по-
добные.

8. На последнем этапе мы пытаемся привести
подобные между разными графами. При этом так-
же используем некоторые возможные замены пе-
ременных, поскольку все итоговые выражения
предполагаются проинтегрированными по петле-
вым импульсам. Реализованы замены такого типа:

(5.2)
а также все возможные перестановки импульсов:

(5.3)
При этом действуем следующим образом. Пробу-
ем совершить все возможные замены этих двух
классов, при этом каждой замене ставим в соот-
ветствие некий вес (который представляет сумму
значений всех импульсов) и выбираем такую за-
мену, у которой вес наименьший. В общем случае
этот минимум не единственный, но в большин-
стве ситуаций это так. Потом проводим прямое
сравнение всех выражений и приводим подоб-
ные, это достаточно сильно упрощает выражение.

Следует также сделать несколько общих заме-
чаний. Почти на всех этапах проводится приведе-
ние подобных в текущих на тот момент структу-
рах. Обычно это делается прямым почленным
сравнением выражения. На первом этапе, где
происходит спаривание производных по источ-
никам, приведение подобных производится пу-
тем перестановки точек и дальнейшего сравне-
ния, пока не перебраны все перестановки. Это
ускоряет работу программы на порядки. Также на
этапе генерации и непосредственной обработки
каждого графа программа разделяется на потоки
с помощью библиотеки OpenMP [47].

6. ПРИМЕРЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ
Опишем примеры использования программы.

Будем рассматривать  суперсимметричную
электродинамику [45, 48, 49] c -суперполями
материи различных типов (которые в дальней-

μ μ
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шем будем называть ароматами) регуляризован-
ную высшими производными [50–53]. Регуляри-
зация проводится в четырех измерениях. Дей-
ствие исходной теории имеет вид:

(6.1)

где  – голая константа связи,  – калибровоч-
ное суперполе,  –  киральных суперполей
материи. Для того, чтобы регуляризовать теорию,
необходимо добавить в действие регуляризаци-

онную функцию , на которую накладыва-

ются следующие условия:

(6.2)

Тогда регуляризованное действие теории примет
вид:

(6.3)

Также необходимо добавить член, фиксирующий
калибровку:

(6.4)

тут функция  удовлетворяет таким же усло-

виям (6.2) как и функция . Для регуляриза-

ции в однопетлевом приближении нужно добавить
также детерминанты Паули–Вилларса [54]. Они
могут быть представлены в виде континуальных
интегралов по соответствующим киральным су-
перполям  и :

(6.5)

где действие для суперполей Паули-Вилларса
определяется выражением:

(6.6)

где  – масса суперполей Паули–Вилларса.
Итоговое выражения для действия имеет вид:

 −
α α α α

α

θ +

+ θ φ φ + φ φ





4 2
2
0

4 4 2 2

=1

1= Re
4

1 **( ),
4

f

a
a

N
V V

S d xd W W
e

d xd e e

0e V
αφ fN

 ∂
 Λ 

2

2R

∞ ∞(0) = 1, ( ) =R R

 −
α α α α

α

 ∂θ + Λ 

+ θ φ φ + φ φ





2
4 2

2 2
0

4 4 2 2

=1

1= Re
4

1 **( )
4

a
a

N f
V V

S d xd W R W
e

d xd e e

( )− θ ∂ Λ
ξ 

4 4 2 2 2 2
gf 2

0 0

1= / ,
32

S d xd D VK D V
e

 ∂
 Λ 

2

2K

 ∂
 Λ 

2

2R

Φ Φ
− Φ Φ 1(det( , )) = exp( ),PVPV M D D iS

−− θ Φ Φ + Φ Φ

+ θ ΦΦ +




 



4 4 2 2

4 2

1= ( * * )
4
1 ( . .),
2

V V
PVS d xd e e

d xd M c c

Λ=M a

(6.7)

Производящий функционал может быть записан
в следующей форме:

(6.8)

где  – источники. Исходя из этого можно
получить, что пропагаторы в такой теории для
обычных суперполей и суперполей Паули–Вил-
ларса (массивных) имеют вид:

(6.9)

Пропагатор же калибровочного суперполя выгля-
дит следующим образом:

(6.10)

Вершины в данном случае могут быть легко по-
строены прямым разложением действия теории.

Регулятор  далее в примере будет называться K4.

При этом индексы ароматов опустим, в програм-
ме пропорциональность вклада Nf определяется
числом замкнутых петель материи.

Программа на данный момент представляет
собой консольное приложение, данные считыва-
ются из текстового файла. На вход программы не-
обходимо отправить:

1. Тип вычисления. То есть какой именно
вклад в эффективное действие мы считаем.

2. Различные опции, например пометка, что
мы работаем с суперсимметричной квантовой
электродинамикой с Nf-ароматами.

3. Порядок разложения и число петель.
4. Список пропагаторов и вершин теории.
Рассмотрим пример входного файла для вы-

числения в одной петле в калибровке Фейнмана
(это означает, что  и K = R в (6.10)).
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Type:
F#_1^1{-1}*F_1^1{1}
Option:
SQED
Nf^0
Loops:
1
Order:
2
Propagators:
V_1^1{1}*V_2^1{1}
2*i*e^0*I{1^-2}*K4{1}*d_{1}{12}
F#_1^1{1}*F_2^1{1}
-1/4*i*e^0*I{1^-2}*D_1(D#_2(d_{1}{12}))
Vertexes:
1/2*i*e*F#_1^1{6}*V_1^1{-3}*F_1_1{-2}
В нашем примере мы рассматриваем вклад в эф-
фективное действие с внешними двумя суперпо-
лями материями, при этом рассматривается слу-
чай нулевых внешних импульсов. Мы рассматри-
ваем теорию с Nf ароматами и вычисляем только
вклады, в которых нет Nf .

Теперь приведем вид вывода для этого примера:
Файл считан корректно
Идет генерация 1-петлевых диаграмм
Завершено100%
Диаграммы созданы
Идет расстановка импульсов…
Генерация диаграмм завершена
Генерация диаграмм заняла 0.027 сек
Идет вычисление диаграмм…
0
-1/8*e^2*F#_1^1{-1}*F_2_2{1}*d_{-2}{12}*
D_2(D#_1(d_{2}{12}))*K4{2}*I{2^-2}*I{2^-2}
Вычисление диаграмм завершено
Вычисление диаграмм заняло 0.018 сек
Идет приведение подобных…
Приведение подобных завершено
Результат:
-1/2*e^2*F#_1^1{-1}*F_1_2{1}*K4{2}*I{2^-4}
Общее время работы 0.052 сек
Каждый шаг в принципе поясняется, в процессе
генерации выводится процент от сделанного на
данный момент. Затем выводится время, которое
потребовалось для генерации. Когда идет вычис-
ление диаграмм, то для каждой диаграммы выво-

дится ее номер (начиная с 0) и выражение для нее.
В конце выводится результат. В данном случае
это выражение переводится на аналитический
язык следующим образом:

(6.11)

Вообще, все вводные выражения предполагаются
проинтегрированными по полному суперпро-
странству, а выводные по  и по всем петлевым
импульсам. Внешние импульсы в данном случае
положены равными нулю, но если это не так, то
интегрирование предполагается и по ним. По-
скольку связь эффективного действия с двухто-
чечной функцией Грина выражается формулой:

(6.12)

то вклад в функцию Грина (в которой внешний
импульс положен равным нулю) имеет вид:

(6.13)

Этот результат согласуется с результатами статьи
[55]. Кроме того, он соответствует формуле (57)
из статьи [56], в которой . Кроме того стоит
отметить, что программа выводит выражение в
виде евклидовых интегралов, если все входные
выражения также писать в виде евклидовых им-
пульсов. Изменение меры в результате поворота
Вика и прочие преобразования программа делает
автоматически.

7. ТЕХНИЧЕСКАЯ ИНФОРМАЦИЯ 
И ВРЕМЯ РАБОТЫ

Программа использовалась для вычислений
вплоть до трех петель. С результатами трехпетлево-
го вычисления можно ознакомиться в статье [57].

В конце приведем время, которое заняли раз-
личные вычисления данной программой. Вычис-
ления проводились на следующей конфигурации:

Операционная система: Windows 10 x64
Процессор: AMD Ryzen 5 1600 Six-Core Processor

3.20 GHz
Оперативная память: 8 Гб
Компилятор: GNU GCC Compiler
Опции компиляции: -march=native, -O3

Условно разделим их на три части в зависимости
от степени числа ароматов. При этом поскольку
эта степень определяется числом замкнутых пе-
тель материи, то некоторые вклады существуют

α α− θ φ θ φ θ
π
4

4
4 4

1 1*(0, ) (0, )
2 (2 ) k

d k d
R k

θ4d

  ( )

α α
α

α α

Γ θ φ − θ φ θ +
π

+ φ − θ φ θ α Λ


4

(2) 4
4

=1

0

1 *( ( , ) ( , )
4 (2 )

*( , ) ( , )) , / ,

fN
d q d q q

q q G q



Δ −
π
4

2
0=0 4 4

1= 2
(2 )q

K

d KG e
K R

ξ0 = 1



76

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 2  2023

ШИРОКОВ

только в определенном порядке. Кроме того, бу-
дем рассматривать также случаи минимальной
( ) и неминимальной ( ) калибровок, а
также отсутствие или наличие массивных супер-
полей в теории . Время работы приведено в
табл. 1, 2, 3. При этом нужно отметить, что эти
вычисления проводились в минимально допусти-
мой для каждого случая теории, это означает, что
при рассмотрении, например, случая ( ) рас-
сматривались вершины, в которых число внеш-
них линий калибровочного суперполя не превыша-
ет число петель, диаграммы, в которых это не так,
равны нулю в такой калибровке в соответствии с
(4.10). Это немного уменьшало время работы.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Была создана программа для генерации и вы-

числения суперпространственной части диа-
грамм Фейнмана для двухточечных функций
Грина суперсимметричной электродинамики.
Она была проверена на вычислениях в одной и
двух петлях и использована для вычисления в
трех петлях, в том числе в неминимальной калиб-
ровке ( ). Время работы в большинстве вы-
числений оказалось приемлемым (как правило –

ξ0 = 1 ξ ≠0 1

m

ξ0 = 1

ξ ≠0 1

не больше нескольких минут), что дает возмож-
ность в дальнейшем модернизировать ее для вы-
числений в более интересных теориях, таких как
суперсимметричная теория Янга–Миллса.
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Таблица 1. Время работы, вклад 

1 петля 2 петли 3 петли

0.052 сек 0.14 сек 2.6 сек
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