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Аннотация: Рассмотрены особенности процесса эксфолиации графита  

в стержневой барабанной мельнице и установлено, что между мелющими стерж-

нями и внутренней поверхностью барабана образуется зазор из измельчаемых 

частиц, причем величина данного зазора в процессе эксфолиации уменьшается. 

Предложен механизм процесса эксфолиации, в соответствии с которым расслое-

ние частиц происходит после их прохождение через данный зазор. Исходный по-

рошок графита представлен как совокупность фракций с одинаковыми диапазо-

нами размеров частиц. Для моделирования процесса использован математический 

аппарат случайных марковских процессов, дискретных в пространстве и времени. 

Приведен пример использования модели при определении гранулометрического 

состава в процессе эксфолиации. 

 

 
 

Введение 
 

Графен благодаря своим уникальным свойствам все шире используется  

в различных отраслях промышленности. В англоязычной литературе часто ис-

пользуются термины few-layer graphene (малослойный графен) и multilayer 

graphene (многослойный графен). В соответствии с ГОСТ ISO/TS 80004-4–2016 [1] 

указанные термины можно объединить одним – нанопластины графита. Нанопла-

стина – нанообъект, линейные размеры которого по одному измерению находятся 

в нанодиапазоне, а размеры по двум другим измерениям значительно больше [2]. 

Основные способы производства графена – механический метод эксфолиации [3], 

отгонка жидкой фазы [4]; окислительно-восстановительный метод [5]; химиче-

ское осаждение из газовой фазы [6]. Такое разнообразие технологий объясняется 

тем, что в зависимости от применения нанопластин, к ним предъявляются опре-

деленные требования по размерам, числу графеновых слоев, электропроводности 

и т.д. Например, при модифицировании бетона необходимы нанопластины, состо-

ящие из пяти-семи графеновых слоев, а при модифицировании пластичных сма-

зок используются нанопластины, содержащие 20 – 25 графеновых слоев.  

При создании электронных устройств в основном используется одно- или двух-

слойный графен с минимальным числом дефектов. 2D-графен является фунда-

ментальным элементом всех других аллотропов углерода, включая 0-мерные  

(0D) фуллерены, 1-мерные (1D) углеродные нанотрубки (УНТ) и трехмерный  

(3D) графит. Все эти аллотропы можно получить, модифицируя графен [7]. Кроме 

того, графен легкий, твердый, прочный и демонстрирует исключительные  
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электро- и теплопроводности, но при этом самый тонкий и прочный среди нано-

материалов. 

Несмотря на то что УНТ и графен почти одинаковы по своим свойствам, 

УНТ имеют некоторые существенные недостатки с точки зрения токсичности  

и стоимости производства. Если УНТ долгое время используются в медицине, они 

могут вызвать гибель клеток человеческого тела и вызвать окислительный стресс, 

злокачественную трансформацию, разрушение ДНК, воспаление легких, рубцева-

ние кожи и других органов [8]. Кроме того, разработка и синтез УНТ с другими 

органическими и неорганическими веществами являются трудоемкими процесса-

ми. В отличие от УНТ, графен не содержит металлических примесей, что делает 

его более биосовместимым материалом, чем УНТ [9]. Более того, графен можно 

синтезировать из графита, который дешевле, чем сырье (источники углерода, та-

кие как метан) УНТ. 

Нанопластины графита широко используются при модифицировании поли-

мерных композитных материалов. Эти композиты используются при создании 

сенсоров и биосенсеров [10], суперконденсаторов [11], систем для доставки ле-

карств [12]. 

Как отмечалось выше, разработано много способов получения нанопластин 

графита, каждый из которых имеет свои преимущества и недостатки. Одним из 

наиболее перспективных является способ получения нанопластин графита жид-

кофазной сдвиговой эксфолиацией графита. Это объясняется тем, что данный 

способ экологически безопасен, прост и легко масштабируется для промышлен-

ного применения. Одна из технологических схем промышленного производства 

нанопластин графита и модифицирования пластичных смазок рассмотрена в ра-

боте [13]. Часть данной схемы может быть использована для производства нано-

пластин, имеющих определенный диапазон размеров, для модифицирования 

функциональных и конструкционных материалов в целях улучшения их эксплуа-

тационных характеристик. В этом случае схема содержит три основных узла:  

механоактивацию и частичную эксфолиацию графита в стержневой барабанной 

мельнице; окончательную эксфолиацию в каскаде роторных аппаратов с подвиж-

ными лопастями; классификацию нанопластин по размерам. Для расчета основ-

ных параметров указанных узлов необходимо иметь математические модели реа-

лизуемых в них процессов. Поскольку эффективность окончательной эксфолиа-

ции графита в роторных аппаратах значительно зависит от размеров нанопластин 

после обработки в стержневой барабанной мельнице, прежде всего, необходимо 

разработать математическую модель данного процесса. 

 

Объект моделирования 
 

Объект моделирования – процесс жидкофазной сдвиговой эксфолиации ча-

стиц графита в стержневой барабанной мельнице [14]. Рабочий орган мельницы 

состоит из нечетного числа барабанов, расположенных соосно. Барабаны соеди-

нены между собой и вращаются приводом с одинаковой угловой скоростью.  

Порошок кристаллического графита и диспергирующей жидкости в определен-

ном соотношении дозаторами подается во внутренний барабан. При вращении 

барабанов частицы графита смешиваются с диспергирующей жидкостью, рассла-

иваются, и обработанная смесь через узел выгрузки выходит из мельницы. Внут-

ри каждого барабана расположены стержни, соединенные между собой гибкими 

связями. Стержни постоянно скользят по внутренним поверхностям барабанов, и 

из частицы, которая попадает в зону контакта стержней с барабаном,  

за счет возникающих в ней касательных напряжений образуются две частицы,  

то есть реализуется процесс эксфолиации.   
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Моделирование процесса 
 

Ранее предложен механизм процесса расслоения одной частицы на две [15],  

в котором предполагалась равная вероятность расслоения одной частицы графита, 

содержащей N слоев, на две с числом графеновых слоев от 1 до N – 1. Результаты 

экспериментальных исследований показали, что под стержнями всегда находятся 

частицы, которые образуют зазор Δ между стержнями и внутренней поверхно-

стью вращающегося барабана. Данный факт вносит существенные изменения 

в механизм процесса расслоения [15], поскольку часть частиц, толщина которых 

меньше величины зазора Δ, в процессе эксфолиации не участвует. Таким образом, 

в результате эксфолиации из частицы с толщиной h образуются две частицы  

с толщинами Δ и h – Δ. Установлено также, что в процессе эксфолиации величина 

указанного зазора уменьшается, по всей видимости, в результате снижения  

средней толщины частиц. Для моделирования процесса в работе [15] использо-

вался математический аппарат случайных марковских процессов, дискретных  

в пространстве и времени. Учитывая, что число графеновых слоев в частицах 

графита составляет несколько тысяч, размерность вектора состояния системы,  

а, следовательно, и размерность матрицы переходных вероятностей были огром-

ны, что затрудняло расчеты по данной модели. Результаты экспериментальных 

исследований показали, что окончательная эксфолиация в роторных аппаратах  

с подвижными лопастями наиболее интенсивно реализуется, когда толщина ча-

стиц в исходной суспензии менее 100 нм. Исходя из этого предлагается новый 

механизм эксфолиации графита в стержневой мельнице при следующих допуще-

ниях: гранулометрический состав исходного материала, поступающего в стерж-

невую мельницу, состоит из фракций, каждая из которых содержит частицы  

с толщиной, кратной 100 нм; зазор Δ между стержнями и внутренней поверхно-

стью барабана зависит от гранулометрического состава суспензии в текущий мо-

мент; в результате расслоения одной частицы с толщиной hi образуются две ча-

стицы с толщинами Δ и hi – Δ. Схема механизма эксфолиации показана на рис. 1. 

Реализацию предлагаемой модели рассмотрим на примере системы, состоя-

щей из 10 фракций. Для формирования вектора начального состояния использо-

вался следующий прием. Сделано предположение, что исходное распределение 

частиц по числу графеновых слоев подчиняется нормальному распределению,  

то есть математически описывается функцией плотности нормального распреде-

ления 
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Рис. 1. Схема механизма эксфолиации:  

1 – обечайка барабана; 2 – стержень; 3 – исходная частица; 4 , 5 – часть частицы,  

которая соответственно прошла  и не прошла через зазор 
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Интервал дисперсности от 0 до xmax = 4000 слоев разбивался на n = 10 фрак-

ций с диапазоном чисел слоев во фракции h = 400 ([0…400], [400…800], …, 

[3600…4000]). Среднее значение из каждой фракции 200, 600, …, 3800 подстав-

лялось в функцию плотности нормального распределения с параметрами:  среднее 

значение числа слоев  = 3200 и среднеквадратическое отклонение  = 200.  

Полученное значение f (x) умножалось на величину интервала h. Таким образом, 

получалась доля частиц заданной фракции в соответствии с принятым нормаль-

ным распределением. Вектор начального состояния системы имеет вид 

 

S[0] = [0 0 0 0 0 0,008863696822 0,4839414488 0,4983311578 0,008863696822 0].  (2) 
 

Обычно систему представляют в виде цепи Маркова, которая состоит из яче-

ек. Для рассматриваемого примера цепь Маркова показана на рис. 2. Частицы со 

средней толщиной находятся в девяти ячейках. Предположим, что зазор между 

стержнем и обечайкой барабана равен средней толщине частиц, находящихся  

в ячейке 8. Частицы, которые находятся в ячейках с первой по восьмую, не будут 

участвовать в процессе эксфолиации, поэтому для них элементы матрицы пере-

ходных вероятностей р(i, i) = 1, а остальные элементы равны нулю. Из каждой 

частицы ячейки 9, образуются две частицы, одна из которых перейдет в ячейку 8, 

а вторая в ячейку 1. Частицы из ячейки 10 переходят в ячейки 2 и 8. 

Состояние системы S[1] после первого перехода находится в результате пе-

ремножения вектора начального состояния S[0] на матрицу переходных состоя-

ний Р[1], которая представлена выражением (3): 
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S[1] = [0,7243185433e
–3

  0,1010107900e
–3

  0  0  0  0,8863696822e
–2

  0,7367135467 
 

0,2491655789  0,4431848411e
–2

  0].                               (4) 

 

 
 

Рис. 2. Цепь Маркова и схема переходов частиц из ячеек в ячейки 

р(10,8) 

р(9,8) 

р(9,1) 
р(10,2) 
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Рассмотрим более подробно определение элементов матрицы р(i, j), то есть  

вероятностей перехода из ячейки i в ячейку j, в обобщенном виде. По вектору со-

стояния определяем номер элемента iср, в котором находятся частицы, имеющие 

среднюю толщину hср для всех частиц. В рассматриваемом примере среднюю 

толщину имеют частицы в ячейке номер 9. Одним из варьируемых элементов 

предлагаемой модели является величина зазора Δ между стержнем и внутренней 

поверхностью барабана. Поскольку максимальное число частиц имеет толщину 

hср, логично предположить, что величина зазора равна hср или немного меньше 

данной величины. Предположим, что зазор равен hср = 100 нм, таким образом,  

в нашем случае – это ячейка номер 8. Поскольку толщина частиц в ячейках 1, …, 8 

меньше или равна величине зазора, то эти частицы не будут участвовать в про-

цессе эксфолиации и для них вероятности р(i, i) равны 1. Вторым варьируемым 

элементом предлагаемой модели является вероятность рэ неучастия остальных 

частиц в процессе эксфолиации. Численное значение данной величины определя-

ется при идентификации параметров модели. Частицы со средней толщиной, рав-

ной зазору, находятся в ячейке с номером iz. В результате эксфолиации частицы 

из ячейки c номером i > iz образуются две частицы, одна из которых переходит  

в ячейку с номером iz, а вторая – в ячейку i – iz. Суммарная вероятность перехода  

в данные ячейки будет равна единице 

р(i, iz) + р(i, i – iz) + рэ = 1.                                           (5) 
 

В работе [14] установлено, что форму наночастицы графита можно предста-

вить в виде трехосного эллипсоида с длиной а, шириной b и толщиной h. Между 

этими параметрами имеется взаимосвязь, то есть в первом приближении числен-

ные значения а и b можно выразить через h с некоторым коэффициентом k. Объем 

частицы V равен 

3
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Очевидно, что вероятности р(i, iz) и р(i, i – iz) соотносятся как массы или объемы 

частиц, которые участвуют в переходах. Учитывая данные обстоятельства, в об-

щем случае можно составить следующее равенство: 
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После подстановки (7) в (6) и преобразований получим: 
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p(i, iz) = 1 – pэ – p(i, i – iz).                                         (9) 
 

Отдельно необходимо рассмотреть случай, когда i = miz, где m – целое число 

больше 1, поскольку в этом случае часть частиц с вероятностью рэ останется  

в ячейке i, а все остальные частицы с вероятностью р(i, iz) = 1 – pэ перейдут  

в ячейку c номером z. 
В результате эксфолиации части частиц графита, распределение частиц по 

ячейкам изменилось и ячейка, в которой содержатся частицы среднего размера, 
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сместилась влево. Состояние системы определяется следующими рекурентными 

соотношениями: 
 

).()1()(
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)2()1()2(

)1()0()1(

kkk P

P

P


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                                               (10) 

 

где S(j) – вектор состояния системы после перехода j; P – матрица переходных 

вероятностей; k – номер перехода, на котором заканчивается процесс. 

После каждого шага (перехода) определяется номер ячейки, в которой нахо-

дятся частицы со средней толщиной, и назначается зазор, то есть определяется 

номер ячейки iz. Далее рассчитываются элементы матрицы переходных вероятно-

стей (3). 

На рисунке 3 показаны гистограммы распределения частиц по ячейкам  

в процессе эксфолиации. Для наглядности и простоты анализа гистограмм и рабо-

ты модели взято n = 10 фракций. Интервал распределения исходных частиц  

0…4000 нм, размер каждой фракции h = 400 нм. Исходное распределение по 

фракциям соответствует параметрам плотности нормального распределения 

μ = 3200 нм, σ = 200 нм. Исходный зазор соответствует номеру фракции 8, где 

размеры частиц находятся в диапазоне 2800…3200 нм, а вероятность неучастия 

частиц в процессе эксфолиации р(е) = 0,5. Расчет по модели прекращается, когда 

более 60 % массы частиц оказывается в первой фракции, то есть  имеют размер от 

0 до 400 нм. 
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Рис. 3. Гистограммы распределения частиц по ячейкам в процессе эксфолиации  

после циклов обработки (начало): 

а – 1 
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Рис. 3. Продолжение: б – 3;  в – 6 
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Рис. 3. Окончание: г – 9; д – 13 

 

Из диаграмм видно, что средняя толщина частиц уменьшается и гистограмма 

смещается влево.  

г) 

д) 
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Численный эксперимент 
 

Перед идентификацией варьируемых параметров математической модели 
целесообразно провести численный эксперимент в целях выяснения влияния каж-
дого из параметров на кинетику процесса эксфолиации. В предлагаемой модели 
варьируемыми являются следующие параметры: неучастие частиц в процессе 
эксфолиации р(е); время одного перехода Δτ, с; исходное распределение частиц  
в суспензии по размерам μ и σ; исходный зазор между стержнями и внутренней 
поверхностью барабана, как доля от среднего размера частиц. Проводить числен-
ный эксперимент по влиянию времени одного перехода не имеет смысла, по-
скольку совершенно очевидно, чем меньше время одного перехода, тем меньше 
время процесса эксфолиации. 

В первой серии численных экспериментов исследовали влияние р(е) на кине-
тику процесса и использовали следующие данные: интервал распределения ис-
ходных частиц 0…4000 нм; исходное распределение по фракциям соответствует 
параметрам плотности нормального распределения μ = 3000, σ = 200; зазор соот-
ветствует номеру фракции 30, где среднее распределения f [30] = 2900…3000 нм. 
На рисунке 4 показана зависимость числа переходов k, которые необходимо со-
вершить для того, чтобы более 60 % массы частиц оказались в первой фракции,  
то есть  имели размер от 0 до 100 нм. 

Из графика видно, что при возрастании pe увеличивается время процесса 

эксфолиации и особенно сильно это заметно при повышении pe более 0,8.  

Учитывая данный результат, экспериментально установлено, что максимальной 
участие в процессе эксфолиации обеспечивается при толщине слоя обрабатывае-
мой суспензии, не превышающей 5 мм. 

Во второй серии численных экспериментов исследовалось влияние вели-
чины зазора между стержнями и внутренней поверхностью барабана. Для нагляд-

ности, зазор определяли номером фракции fn, которая его образует. На рисунке  5 

показаны зависимости числа переходов до окончания процесса от номер фракции, 

соответствующей начальному зазору fn. На графиках видно, что минимальное 

время эксфолиации наблюдается в том случае, когда зазор составляет примерно 
половину максимальной толщины исходных частиц.  

 

 
 

Рис. 4. Зависимость переходов от вероятности неучастия частиц  

в процессе эксфолиации pe 
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Рис. 5. Зависимости числа переходов k до окончания процесса  

от  номера фракции, соответствующей начальному зазору fn 

 

В третьей серии численных экспериментов исследовалось влияние исход-

ного распределения частиц по размерам на продолжительность процесса эксфо-

лиации. На рисунке 6 показаны зависимости продолжительности процесса эксфо-

лиации k от среднего размера частиц в исходной суспензии μ. Из графиков видно,  
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Рис. 6. Зависимость продолжительности процесса эксфолиации  

от начального распределения частиц по размерам μ 

 

что с увеличением среднего размера частиц, время процесса увеличивается.  

Данный факт говорит о том, что для приготовления исходной суспензии необхо-

димо использовать графит с минимальным размером частиц. 

Предлагаемую математическую модель можно использовать на разных ста-

диях процесса. Например, сравнение результатов предварительных эксперимен-

тов с расчетами показали, что предлагаемая модель может быть использована для 

описания процесса эксфолиации в стержневой барабанной мельнице непрерывно-

го принципа действия.  

Представление исходного материала, поступающего в стержневую мельни-

цу, в виде совокупности фракций, каждая из которых содержит число графеновых 

слоев, кратное 100, позволило сократить время идентификации параметров и объ-

ем расчетов по модели более чем в два раза. 
 

Заключение 
 

Предложен новый механизм эксфолиации порошка графита в стержневой 

барабанной мельнице. Представление гранулометрического состава порошка  

в виде совокупности фракций с фиксированными диапазонами изменения толщи-

ны частиц позволит значительно сократить время идентификации параметров мо-

дели,  время расчета конечного состояния системы и даст возможность рассчиты-

вать параметры последующих операций обработки и использования нанопластин 

графита для создания новых функциональных и конструкционных материалов. 

В результате проведения численных экспериментов по разработанной модели 

установлено влияние отдельных параметров на интенсивность процесса эксфоли-

ации в стержневой барабанной мельнице.  
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Mathematical Model of the Graphite Exfoliation Process in Bar Drum Mill 
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Abstract: The features of the process of graphite exfoliation in a rod drum mill 

are considered and it is established that a gap of crushed particles is formed between the 

grinding rods and the inner surface of the drum, and the size of this gap decreases 

during the exfoliation process. A mechanism for the exfoliation process has been 

proposed, according to which the separation of particles occurs after they pass through a 

given gap. The original graphite powder is presented as a set of fractions with the same 

particle size ranges. To model the process, the mathematical apparatus of random 

Markov processes, discrete in space and time, was used. An example of using the model 

to determine the particle size distribution during the exfoliation process is given. 
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Mathematisches Modell des Peeling-Prozesses von Grafit  
in der Stabtrommelmühle 

 

Zusammenfassung: Die Merkmale des Graphit-Peeling-Prozesses in einer 
Stabtrommelmühle sind betrachtet und es ist festgestellt, dass sich zwischen den Mahlstäben 
und der Innenfläche der Trommel ein Spalt aus zerkleinerten Partikeln bildet und die Größe 
dieses Spalts während des Peeling-Prozesses abnimmt. Es ist ein Mechanismus für den 
Peeling-Prozess vorgeschlagen, bei dem die Trennung der Partikel erfolgt, nachdem sie 
diesen Spalt passiert haben. Das ursprüngliche Graphitpulver ist als eine Reihe von 
Fraktionen mit denselben Partikelgrößenbereichen dargestellt. Zur Modellierung des 
Prozesses ist der mathematische Apparat der räumlich und zeitlich diskreten zufälligen 
Markov-Prozesse verwendet. Es ist ein Beispiel für die Verwendung des Modells zur 
Bestimmung der Partikelgrößenverteilung während des Peeling-Prozesses gegeben. 

 

 

Modèle mathématique du processus d'exfoliation du graphite  
dans le moulin à tambour à tige 

 

Résumé: Sont examinées les caractéristiques du processus d'exfoliation du graphite 
dans le moulin à tambour à tige. Est établi qu'un espace entre les tiges de broyage et la 
surface interne du tambour est formé à partir des particules broyées, et la valeur de cet 
espace diminue lors du processus d'exfoliation. Est proposé le mécanisme du processus 
d'exfoliation, selon lequel la stratification des particules se produit après leur passage à 
travers cet espace. La poudre de graphite brute est représentée comme une collection de 
fractions avec des plages de tailles des particules identiques. Pour modéliser le processus, 
est utilisé un appareil mathématique de processus aléatoires de Markov, discrets dans 
l'espace et le temps. Est donné un exemple d'utilisation du modèle lors de la détermination 
de la composition granulométrique dans le processus d'exfoliation. 
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