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Методом Монте-Карло рассчитаны зависимости кинетических и транспортных коэффициентов
электронов в неоне в диапазоне значений приведенной напряженности поля E/N от 15 до 1500 Тд.
Рассчитанные зависимости сравниваются с результатами, полученными решением кинетического
уравнения в приближении Лоренца. Показано, что данное приближение нарушается в сильных
электрических полях, что приводит к заметным отличиям в значениях транспортных коэффициен-
тов, рассчитанных с использованием обеих методов. С целью верификации расчетов выполнено
сравнение с имеющимися в литературе данными измерений. Также показано, что диффузионно-
дрейфовое приближение плохо описывает пространственно-временную эволюцию концентрации
электронов в неоне в полях больших ≈500 Тд.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В задачах по численному моделированию газо-

вого разряда необходимо рассчитывать кинетику
электронов в самосогласованном электрическом
поле. Наиболее полное решение возможно в тер-
минах уравнения Больцмана, которое в общем
случае представляет собой интегро-дифференци-
альное уравнение для функции распределения
электронов (ФРЭ) в шестимерном фазовом про-
странстве . Для решения уравнения Больц-
мана в общем случае требуются вычислительные
ресурсы, намного превышающие возможности
современных персональных компьютеров. По
этой причине описание развития газовых разря-
дов ведется в терминах уравнений для моментов
ФРЭ [1]. Так, эволюция концентрации электро-
нов ne в пространстве и во времени описывается
уравнением непрерывности

(1)

где  – поток электронов, Re – источник или
сток электронов. Обычно поток электронов ап-
проксимируется диффузионно-дрейфовым урав-
нением

(2)

где E – вектор напряженности электрического
поля, ne – концентрация электронов, μe и De – ко-
эффициенты подвижности и диффузии электро-
нов. В общем случае коэффициент диффузии
электронов является тензором, и в отсутствии
магнитного поля имеет два компонента: продоль-
ный DL и поперечный DT относительно вектора E.

Источник или сток электронов Re в уравне-
нии (1) определяется реакциями, протекающими
в плазме. В случае неона это реакции ударной
ионизации атомов электронами и рекомбинации
положительных ионов с электронами:

(3)

здесь N – концентрация атомов, kion – коэффици-
ент ионизации, kpe – коэффициент рекомбина-
ции, np – концентрация положительных атомар-
ных или молекулярных ионов (в неоне молеку-
лярные ионы могут образовываться в процессе

). Здесь мы не будем
конкретизировать тип процесса рекомбинации
(диссоциативная рекомбинация, тройная реком-
бинация, фоторекомбинация) поскольку далее
этот процесс рассматриваться не будет. Отметим
лишь, что константы различных процессов ре-
комбинации зависят от температуры электронов.
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В отсутствии рекомбинации для решения си-
стемы уравнений (1)–(2) необходимо знание
транспортных коэффициентов μe и De и скорости
ионизации kion, которые являются интегралами
ФРЭ. Чаще всего при моделировании газовых
разрядов используется приближение локального
поля, в рамках которого полагается, что коэффи-
циенты μe, De и kion являются функциями локаль-
ной приведенной напряженности поля E/N:

(4)

Данные зависимости могут быть рассчитаны
теоретически методом Монте-Карло (МК), либо
с помощью уравнения Больцмана, или измерены
экспериментально. Однако применение в урав-
нениях (1)–(2) экспериментальных зависимостей
сталкивается с трудностями. Так, в эксперимен-
тах невозможно прямо получить некоторые вели-
чины. Вместо частоты ионизации (kionN) измеря-
ется первый коэффициент Таунсенда αion т.е. ко-
личество электронов рождаемых на единице
длины, а вместо коэффициентов продольной DL и
поперечной диффузии DT измеряются отноше-
ния DL/μe и DT/μe. Также значения дрейфовой
скорости электронов, полученные в разных типах
экспериментов: time-of-flight (TOF), steady-state
Townsend (SST), pulsed Townsend (PT), могут су-
щественно отличаться друг от друга [2]. Есте-
ственно возникает вопрос о том, какие экспери-
ментальные данные можно использовать в урав-
нениях (1)–(2). Кроме того, в работе [3] показано,
что для гелия имеющиеся экспериментальные
данные в области больших значений E/N содер-
жат значительную ошибку, обусловленную тем,
что в экспериментах в сильных полях не достига-
ется равновесия ансамбля электронов с полем.
Поскольку неон часто используется в различных
газоразрядных устройствах, а в области больших
значений E/N, экспериментальные данные могут
содержать заметную ошибку, то возникает необ-
ходимость верификации экспериментальных
значений транспортных и кинетических коэффи-
циентов электронов в неоне.

Поскольку в [3] было установлено, что в гелии
диффузионно-дрейфовое приближение для кон-
центрации электронов становится непримени-
мым в полях больших ≈150–200 Тд, то целесооб-
разно определить область применимости данного
приближения и для неона. Также с целью вери-
фикации нашей МК-модели рассчитаны значе-
ния дрейфовой скорости, первого коэффициента
Таунсенда и отношений DL/μe и DT/μe для экспе-
риментальных условий и выполнено сравнение с
имеющимися в литературе данными измерений.

Расчеты транспортных и кинетических коэф-
фициентов электронов в неоне выполнялись и
ранее. Например, в работе [4] были выполнены

μ = μ =
=

( / ), ( / ),
( / ).

e e e e

ion ion
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расчеты по программе BOLSIG+ с различными
наборами сечений. Эта программа часто исполь-
зуется для расчетов транспортных и кинетиче-
ских коэффициентов электронов в различных га-
зах, в ней решается кинетическое уравнение
Больцмана в рамках двучленного приближения
для ФРЭ (приближение Лоренца) [5]. Как извест-
но в сильных электрических полях двучленное
приближение нарушается [6], поэтому целесооб-
разно сравнить результаты наших расчетов с рас-
четами BOLSIG+.

Целью данной работы является расчет мето-
дом МК-значений дрейфовой скорости, частоты
ионизации, коэффициентов продольной и попе-
речной диффузии лавины электронов в неоне,
которые непосредственно можно использовать в
уравнениях (1)–(2).

2. ПАРАМЕТРЫ ЛАВИНЫ ЭЛЕКТРОНОВ
Подробный алгоритм программы расчета

транспорта электронов в электрическом поле на
основе метода Монте-Карло (МК) изложен в [7].
Здесь мы приведем лишь данные для сечений вза-
имодействия электронов с атомами неона. Всего
учитываются 11 процессов взаимодействия элек-
тронов с атомами, которые перечислены в таб-
лице 1. Интегральное и дифференциальное сече-
ния упругого рассеяния в области энергий элек-
трона меньших 50 эВ взяты из [8]; для области
50 эВ–20 кэВ сечения рассчитаны по программе
ELSEPA [9]. Полное сечение ионизации в обла-
сти энергий электрона меньших 40 эВ взято из
[10], в диапазоне 40−1000 эВ из [11], в области
1−20 кэВ использованы данные [12]. Интеграль-
ные сечения возбуждения взяты из базы данных
Biagi v7.1 [13]. Интегральные сечения различных
процессов, использованные в нашей модели,
приведены на рис. 1. Внизу на этом рисунке пока-
зано сравнение полного сечения рассеяния, по-
лученного путем суммирования всех сечений, ис-
пользованных в нашей модели, с рекомендуемы-
ми значениями из книги [14].

Дифференциальное сечение ионизации было
рассчитано по нерелятивистской BED-модели
Кима и Рада [15]. В области энергий электрона
меньших 50 эВ дважды дифференциальные сече-
ния ионизации по углу вылета и энергии электро-
на взяты из [16]. В области больших энергий сече-
ния рассчитаны по формулам первого Борнов-
ского приближения, так же как это было сделано
для гелия [7], путем масштабирования сечений,
рассчитанных для атома водорода (по формуле
(13) из [17]), при этом использовались следующие
параметры: число электронов на оболочке 2p
n = 6, средняя кинетическая энергия электронов
на оболочке 2p U = 116.02 эВ [15]. Кроме того, в
нашей модели полагалось, что в процессе возбуж-
дения электронных уровней атомов, электроны
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рассеиваются точно также как в процессе упруго-
го рассеяния. Поскольку, полное сечение воз-
буждения гораздо меньше сечений упругого рас-

сеяния и ионизации (как можно видеть на рис. 1),
то данное упрощение не будет влиять на результа-
ты расчетов.

Расчеты параметров лавины электронов в не-
оне по методу МК были выполнены в той же по-
становке, что и для гелия [3]. В начальный мо-
мент времени t = 0 в точке  в однород-
ном электрическом поле  задавался
изотропный моноэнергетический источник, со-
держащий 1000 электронов с энергией ε0 = 1 эВ.
Концентрация атомов неона полагалась равной
числу Лошмидта NL, и атомы считались непо-
движными (температура газа равна нулю). Чис-
ленное моделирование велось до момента време-
ни trun, когда число электронов достигало значе-
ния ≈3 × 106, данное число достаточно, чтобы за
время моделирования достигалось равновесие
ансамбля электронов с полем, т.е. функция рас-
пределения электронов по энергиям становилась
стационарной. В табл. 2 приведены рассчитанные
зависимости средней энергии электронов ,
дрейфовой скорости υd, коэффициентов диф-
фузии DTNL и DLNL и ионизации kion от приве-
денной напряженности поля в диапазоне от 15 до
1500 Тд. Формулы для расчета данных величин
приведены в [3].

На рис. 2 показана функция распределения
электронов по энергиям (ФРЭЭ) в широком диа-
пазоне значений E/N. Для сравнения на данном
рисунке также приведено распределение Макс-
велла со значением средней энергии электронов
из МК-расчетов. Отметим интересную особен-
ность, что если в случае гелия рассчитанное энер-
гетическое распределение электронов в области
E/N ≤ 150 Тд очень близко к распределению
Максвелла [3], то в случае неона в области E/N ≤

=r (0,0,0)
−E r = e( ) zE

ε

Таблица 1. Элементарные процессы с участием электронов в неоне

Тип столкновения Реакция Пороговая энергия, эВ

Упругое рассеяние 0
Возбуждение электронных уровней 16.618

16.67

16.715

16.857

18.381

18.965

19.663

20.033

20.2
Ионизация 21.56

→e + Ne e + Ne

→ 5e + Ne e + Ne* (1 )s

→ 4e + Ne e + Ne* (1 )s

→ 3e + Ne e + Ne* (1 )s

→ 2e + Ne e + Ne* (1 )s

→ 10e + Ne e + Ne* (2 )p

→ 1e + Ne e + Ne* (2 )p

→e + Ne e + Ne* (2 )s

→ +e + Ne e + Ne* (3 3 )d s

→e + Ne e + Ne* (3 )p
+→e + Ne e + e + Ne

Рис. 1. Интегральные сечения упругого рассеяния,
возбуждения и ионизации (сверху), полное сечение
рассеяния (снизу).
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≤ 250 Тд распределение Максвелла не достаточно
точно описывает расчетные данные в этой обла-
сти. При E/N = 500 Тд, наблюдается хорошее со-
гласие, но в области больших значений E/N рас-
пределение Максвелла снова не согласуется с
расчетными данными.

Как говорилось во Введении, в случае гелия
диффузионно-дрейфовое приближение для рас-
чета концентрации электронов становилось не-
применимым в полях больших ≈150−200 Тд. Это
было связано с появлением большого числа быст-
рых электронов, энергия которых заметно выше
среднего значения. При этом эти быстрые элек-
троны опережали основную массу электронов в
лавине. В результате угловое распределение элек-
тронов становилось существенно анизотропным,
и таким образом нарушалось приближение Ло-
ренца, − двучленное разложение функции рас-
пределения электронов (ФРЭ) по углам. На рис. 3

для момента времени trun приведено угловое рас-
пределение электронов, а также распределение
линейной концентрации электронов вдоль оси
симметрии лавины, которое для удобства пред-
ставления поделено на число электронов в мо-
мент времени trun. Пространственное распределе-
ние электронов сравнивается с распределением,
полученным из решения диффузионно-дрейфо-
вых уравнений (ДДУ) (1)–(2) [3], с коэффициен-
тами, полученными в МК-расчетах.

Как можно видеть на рис. 3 в неоне диффузи-
онно-дрейфовое приближение применимо
вплоть до E/N = 500 Тд, хотя при этом значении
угловое распределение электронов уже заметно
анизотропно. В области больших полей уже на-
блюдаются заметные отличия между решением
ДДУ- и МК-расчетами: здесь мы видим, что по-
является большое число быстрых электронов, ко-
торые опережают основную массу электронов, и

Рис. 2. Энергетическое распределение электронов.
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Рис. 3. Пространственное распределение электронов вдоль оси симметрии лавины (слева), угловое распределение
(справа) в момент времени trun.
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пространственное распределение становится не-
симметричным и вытянутым вдоль направления
действия электрической силы.

Выполним теперь сравнение полученных на-
ми данных с результатами расчетов по программе
BOLSIG+ [5]. Расчеты по этой программе были
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выполнены с тем же набором сечений, который
использовался в нашей МК-модели с той лишь
поправкой, что в программе BOLSIG+ вместо
полного сечения упругого рассеяния использова-
лось транспортное сечение. Также отметим, что
расчеты по BOLSIG+ выполнены с использова-
нием опции “gradient expansion with PT”, которая
позволяет вычислять два типа дрейфовой скоро-
сти (подвижности) электронов “flux” и “bulk”.
Разница между ними заключается в том, что тип
дрейфовой скорости электронов “flux” это рав-
новесная средняя скорость ансамбля электронов,
а “bulk” это равновесная скорость центра масс ла-

вины электронов [18]. В отсутствии ионизации
значения данных величин будут совпадать. Отме-
тим, что в табл. 2 приведены значения скорости
центра масс лавины электронов [3]. На рис. 4 в
диапазоне E/N = 15–1000 Тд приведены зависи-
мости средней энергии, подвижности и дрейфо-
вой скорости электронов, а также коэффициента
ионизации, рассчитанные методом МК и по про-
грамме BOLSIG+. Как можно видеть, в области
E/N < 150 Тд значения подвижности “bulk” элек-
тронов, полученные по обеим методикам, близки
между собой, относительная разница здесь не
превышает 10%, но с ростом E/N разница увели-

Таблица 2. Рассчитанные параметры лавины электронов в неоне

E/N, Тд , эВ υd, км/с DLNL, 1025 1/(м с) DTNL, 1025 1/(м с) kion, м3/с

15 8.07 60.2 2.0 2.6 1.64 × 10–18

20 8.49 78.1 2.0 2.6 4.89 × 10–18

25 8.89 95.5 2.0 2.6 1.05 × 10–17

30 9.26 113 2.0 2.6 1.85 × 10–17

40 9.96 145 2.1 2.7 4.17 × 10–17

50 10.6 176 2.0 2.6 7.39 × 10–17

60 11.2 207 2.1 2.7 1.16 × 10–16

70 11.8 236 2.1 2.7 1.65 × 10–16

80 12.4 264 2.2 2.7 2.24 × 10–16

90 12.9 292 2.2 2.7 2.89 × 10–16

100 13.4 318 2.3 2.7 3.61 × 10–16

125 14.7 386 2.3 2.7 5.78 × 10–16

150 15.9 448 2.4 2.8 8.26 × 10–16

200 18.2 573 2.7 2.8 1.42 × 10–15

250 20.5 704 3.2 2.9 2.15 × 10–15

300 22.9 833 3.7 3.1 2.95 × 10–15

350 25.3 968 4.5 3.2 3.84 × 10–15

400 27.8 1102 5.2 3.6 4.77 × 10–15

500 33.5 1387 7.4 4.0 6.80 × 10–15

600 40.2 1729 12.5 5.2 8.91 × 10–15

700 48.2 2062 17.6 6.3 1.11 × 10–14

800 57.9 2356 23.3 7.7 1.31 × 10–14

900 69.0 2639 27.9 8.9 1.50 × 10–14

1000 81.9 2910 31.4 9.7 1.68 × 10–14

1100 95.9 3192 36.0 11.0 1.86 × 10–14

1200 111.3 3404 39.1 11.5 2.02 × 10–14

1300 128.1 3632 42.1 12.4 2.17 × 10–14

1400 146.2 3896 46.3 13.3 2.31 × 10–14

1500 165.7 4087 51.0 13.7 2.43 × 10–14

ε
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чивается, достигая почти 60% при E/N = 1000 Тд.
Значения средней энергии электронов, рассчи-
танные методом МК, заметно превышают значе-
ния, полученные с помощью BOLSIG+, начиная
с E/N ≈ 500 Тд, и эта разница также увеличивается
с ростом E/N, достигая примерно 50% при E/N =
= 1000 Тд. Эта связано с тем, что как говорилось
выше, при больших значениях E/N нарушается
приближение Лоренца. Отметим также, что отно-
сительная разница в значениях коэффициента
ионизации, вычисленных по обеим методикам,
не превышает 25%.

3. СРАВНЕНИЕ 
С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

К сожалению, в отличие от гелия, для неона
экспериментальные данные по транспортным
коэффициентам электронов в области средних и
больших значений E/N крайне скудны. Имеются
измерения [19] дрейфовой скорости электронов и
отношения DL/μe в диапазоне значений приве-
денной напряженности E/N от 1.4 до 339 Тд, вы-
полненные методом TOF, а также измерение [20]
отношения DT/μe в области 1.41 < E/N < 5650 так-
же в рамках эксперимента TOF. Что касается из-
мерений первого коэффициента Таунсенда αion в
неоне, то здесь имеется достаточное количество

экспериментальных данных [21–24], в том числе
и в области больших значений E/N.

Для сравнения с экспериментальными данны-
ми были рассчитаны величина первого коэф-
фициента Таунсенда αion и дрейфовой скорости
υSST для условий эксперимента “steady-state
Townsend” (SST), а также дрейфовая скорость
υTOF и отношения DL/μe и DT/μe для условий экс-
перимента “time-of-flight” (TOF). Расчеты прово-
дились в той же постановке, что и для гелия [3],
формулы для расчета величин αion, υSST, υTOF,
DL/μe и DT/μe приведены в той же работе. Значе-
ния рассчитанных коэффициентов приведены в
табл.3.

На рис. 5 рассчитанная зависимость коэффи-
циента Таунсенда сравнивается с эксперимен-
тальными данными [21–24]. Рассчитанные зна-
чения αion очень хорошо согласуются с данными
всех измерений в области относительно неболь-
ших значений E/N, в отличие от гелия, для кото-
рого в области малых полей экспериментальные
значения αion заметно превосходили теоретиче-
ские [3], что, скорее всего, связано с влиянием ре-
акций Пеннинга, − если энергия возбуждения
атома гелия превышает энергию ионизации ато-
марной или молекулярной примеси A, то могут
протекать реакции  с+ −+ → + +He* HeA A e

Рис. 4. Сравнение расчетов по МК-модели и по программе BOLSIG+.
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ионизацией примеси. В области средних и боль-
ших E/N рассчитанные значения коэффициента
Таунсенда хорошо согласуются с данными [22] во
всем исследованном диапазоне значений E/N, и с
данными [21] в области E/N < 600 Тд, но при
больших E/N экспериментальные значения из
[21] заметно превосходят рассчитанные значения.
Подобный результат был получен и для гелия [3].
Это расхождение можно объяснить тем, что в
эксперименте [21] в области полей E/P >
> 100 В/(см · торр) (288 Тд) не достигалось равно-
весие электронов с полем.

На рис. 6 сравниваются рассчитанные и изме-
ренные зависимости дрейфовой скорости и ко-
эффициентов DL/μe и DT/μe. Теоретические зна-
чения υTOF очень хорошо согласуются с измерен-
ными в работе [19] в диапазоне 15 ≤ E/N < 200 Тд,
но в области больших полей экспериментальные
значения заметно превышают теоретические, и
относительная разница составляет примерно
10%, что превышает заявленную в [19] точность
измерений 5%. Подобное поведение наблюдается
и для отношения DL/μe. В области E/N ≥ 200 Тд
экспериментальные значения превышают теоре-
тические, и относительная разница также больше

заявленной точности измерений 15%. Отметим,
что для гелия наблюдалось хорошее согласие рас-
четных и экспериментальных данных во всем
исследованном в эксперименте [19] диапазоне
значений E/N. Поскольку для неона (кроме
единственной работы [19]) отсутствуют экспери-
ментальные данные для величин υTOF и DL/μe, то
мы не можем ответить на вопрос о причинах на-
блюдаемого расхождения расчетных и экспери-
ментальных значений в области E/N ≥ 200 Тд: во-
прос о том, связано ли это с погрешностью экспе-

Рис. 5. Первый коэффициент Таунсенда αion/N в об-
ласти больших полей (сверху) и в области малых по-
лей (снизу).
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римента, которая выше заявленной в [19], или
обусловлено недостатками представленной здесь
теоретической модели, остается открытым.

На рис. 6 также видно, что расчетные значения
DT/μe хорошо согласуются с данными [20] в обла-
сти E/N < 850 Тд, но в более сильных полях теоре-
тические значения заметно превосходят экспери-
ментальные и качественное поведение кривых
отличается. Это связано с тем, что в эксперимен-
те не достигалось равновесия электронов с полем
в области больших значений E/N, о чем авторы

[20] упоминают в своей статье. Отметим, что экс-
периментальные данные [20] приведены в книге
[14] в качестве рекомендованных значений DT/μe
в диапазоне 1.41 < E/N < 5650 без каких-либо за-
мечаний о том, что в области сильных полей эти
экспериментальные данные могут быть недосто-
верны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Методом Монте-Карло вычислены зависимо-

сти от приведенной напряженности поля E/N в
диапазоне от 15 до 1500 Тд средней энергии элек-
тронов, дрейфовой скорости электронов, частоты
ионизации, а также коэффициентов продольной
и поперечной диффузии, которые рекомендуют-
ся для использования в расчетах эволюции кон-
центрации электронов путем решения диффузи-
онно-дрейфового уравнения. Выполнено сравне-
ние коэффициентов, рассчитанных методом
Монте-Карло (МК), и из решения кинетического
уравнения Больцмана по программе BOLSIG+.
Показано, что основное отличие в поведении за-
висимостей, рассчитанных по обеим методикам,
связано с неприменимостью в области больших
значений E/N используемого в BOLSIG+ дву-
членного приближения для угловой части ФРЭ.
Отмечена также ограниченность применимости
диффузионно-дрейфового приближения к расче-
ту пространственно временной эволюции элек-
тронов в сильных электрических полях, где при
очень высоких значениях E/N необходимо учи-
тывать появление большого число быстрых элек-
тронов.

С целью верификации модели МК вычислены
значения дрейфовой скорости υTOF, отношений
DT/μe и DL/μe, а также коэффициента ионизации
Таунсенда αion/N, которые сравнивались с данны-
ми измерений. Рассчитанные значения коэффи-
циента Таунсенда согласуются с эксперименталь-
ными данными во всем исследованном диапазоне
значений E/N. Рассчитанные значения дрей-
фовой скорости и отношения DL/μe в области
E/N < 200 Тд хорошо согласуются с данными из-
мерений [19], но в области больших значений E/N
относительная разница между расчетными и из-
меренными значениями немного превышает за-
явленную в [19] экспериментальную погреш-
ность. Расчетные значения величины DT/μe в
области E/N < 850 Тд хорошо согласуются с экс-
периментальными данными [20], но заметно пре-
вышают их в более сильных полях, скорее всего, в
связи с нарушением равновесия ансамбля элек-
тронов с полем.
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