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В плоских токовых слоях (фольгах или лайнерах), тонких по сравнению с их скин-слоем, может раз-
виваться неустойчивость, связанная с тем, что параллельные токи на разных участках этих слоев
притягиваются, что будет вызывать сжатие этих участков и разбиение токового слоя на нити. В ра-
боте исследуется нелинейное развитие тиринг-неустойчивости для одномерной постановки задачи,
когда все основные величины (поверхностные плотности тока и массы, скорость и нормальная к
плоскости слоя компонента магнитного поля) зависят только от координаты, перпендикулярной
вектору плотности тока. Получена система одномерных уравнений, описывающая динамику маг-
нитного поля и движение вещества в токовых слоях, и разработана численная методика решения
одномерных задач магнитной гидродинамики, основанная на лагранжевой дискретизации массы.
Показано, что при рассмотрении тиринг-неустойчивости малые возмущения токов, скоростей и
плотности массы растут в соответствии с полученными ранее инкрементами роста малых возмуще-
ний, а затем, когда возмущения перестают быть малыми, наступает нелинейная стадия роста. В этой
стадии возмущения поверхностной плотности тока j и поверхностной плотности массы μ за ко-
нечное время неограниченно возрастают (по-видимому, по степенным законам ,

,  – момент времени, в который эти величины обращаются в бесконечность), однако
ширина пиков плотности тока и массы стремится к нулю так, что полный ток и полная масса, вовле-
ченные в пики плотности тока и поверхностной плотности массы, уменьшаются, стремясь к нулю.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Тиринг(tearing)-неустойчивость – это не-

устойчивость, которая вызывается притяжением
параллельных токов в плоских токовых слоях [1].
Она связана с наличием конечного сопротивле-
ния у токовых слоев или лайнеров, поэтому при
возмущениях может появляться магнитное поле,
перпендикулярное поверхности этих слоев. Тогда
параллельные токи на разных участках слоя будут
притягиваться, что будет вызывать стягивание
этих участков и разбиение слоя на отдельные то-
ковые шнуры (филаментация, разрывание слоя,
тиринг).

Эта неустойчивость, наряду с рэлей-тейлоров-
ской (РТ) неустойчивостью, может существенно
сказываться на имплозии лайнеров, препятствуя
достижению высоких плотностей энергии, осо-
бенно для тонких резистивных лайнеров, в част-
ности проволочных лайнерных сборок [2–8].

МГД-устойчивость имплозии цилиндрических
проволочных сборок с учетом магнитной РТ- и
тиринг-неустойчивостей изучалась в линейном
приближении в ряде работ [9–12].

В работе [12] развитие малых возмущений в
тонком резистивном лайнере или токовом слое
было рассмотрено с учетом распределения маг-
нитного поля и растекания токов, а также движе-
ния вещества. Было получено, что для любых
длин волн в ускоряемом лайнере возникает не-
устойчивость, причем инкремент этой неустой-
чивости оказывается порядка  (g – ускорение
лайнера) для любых волновых чисел и направле-
ний волнового вектора. Учет сопротивления лай-
нера несколько увеличивает инкременты, а ми-
нимальные инкременты соответствуют случаю
идеально проводящего лайнера. Максимально
возможные инкременты равны  и соответ-
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ствуют возмущениям, волновой вектор которых
направлен вдоль тока, или возмущениям, волно-
вой вектор которых направлен вдоль магнитного
поля, что соответствует тиринг-неустойчивости.
Однако для лайнеров, ускоряющихся магнитным
давлением, действующим на одну их поверх-
ность, магнитная РТ- и тиринг-неустойчивости
оказываются смешанными и развиваются одно-
временно. Для изучения тиринг-неустойчивости
в чистом виде удобнее рассматривать токовый
слой, находящийся первоначально в равновесии,
когда магнитные поля с обеих сторон слоя равны.
В этом случае линейный анализ [12] показывает,
что неустойчивость имеет место для любых длин
волн, причем инкремент этой неустойчивости
растет с ростом волнового числа k. Для коротко-
волновых возмущений (больших волновых чисел
k или большого сопротивления слоя) инкремент
неустойчивости токового слоя становится ~
(если g определять, как для лайнера, через по-
верхностную плотность тока и поверхностную
плотность слоя), т.е. порядка инкремента не-
устойчивости лайнера в этом же пределе, так как
физика явления, обусловленная притяжением
параллельных токов, в обоих случаях одинакова и
дает инкременты порядка инкрементов РТ-не-
устойчивости. Сама же РТ-неустойчивость, игра-
ющая важную роль для лайнеров, не сказывается
на неустойчивости плоского токового слоя.

Представляет интерес рассмотрение развития
тиринг-неустойчивости в нелинейном случае для
качественного (а иногда и количественного) по-
нимания того, что будет происходить после экс-
поненциального роста возмущений, когда в игру
вступят нелинейные эффекты. При учете нели-
нейных эффектов важно понять, как будет проис-
ходить концентрация и шнурование тока на фи-
нальной стадии. Для понимания качественных
особенностей нелинейного развития тиринг-не-
устойчивости можно рассмотреть упрощенную
постановку задачи – одномерную задачу с мо-
дельным описанием проводимости. Понимание
физики тиринг-неустойчивости должно помочь в
выяснении роли этой неустойчивости в лайнер-
ной имплозии. Кроме того, методика, описываю-
щая динамику магнитного поля и движения ве-
щества, может быть полезна для анализа экспери-
ментов с плоскими проводниками (см.,
например, [13]), а также для учета поправок на ко-
нечную ширину флаеров в экспериментах по изу-
чению ударных адиабат и изэнтроп материалов
(см., например, [14–17]).

Следует отметить, что существует обширная
литература, посвященная изучению тиринг-не-
устойчивости (разрывной неустойчивости) с при-
ложениями для стационарных конфигураций
магнитного поля и космической плазмы, в том
числе магнитосферы, см., например, [18–21]. Эти

kg

исследования зачастую относятся к изучению
развития неустойчивости в малоплотной плазме
и потому для них важную роль играют кинетиче-
ские явления и процессы внутри самого слоя, а
также явления и масштабы, соответствующие
конкретным экспериментам и наблюдениям.
Есть важное отличие рассматриваемой нами за-
дачи от задачи о классической тиринг-моде. В на-
шей задаче предполагается, что токовый слой
(плазменная оболочка или лайнер) находится в
вакууме, тогда как при рассмотрении классиче-
ской тиринг-моды этот слой находится в плазме.
При этом окружающая плазма препятствует пе-
рестройке магнитной топологии и необходим
учет не только сопротивления и плотности слоя,
но и сопротивления и массы окружающей плаз-
мы. Отсутствие окружающей плазмы (или ее ма-
лая плотность или малая проводимость) позволя-
ет упростить задачу и для тонкого слоя свести ее к
одномерной. Мы будем использовать МГД-под-
ход, считая слой бесконечно тонким и не интере-
суясь его структурой. При этом задача содержит
только два размерных параметра: отношение маг-
нитного давления к поверхностной плотности
слоя (размерность ускорения) и поверхностная
проводимость слоя (размерность скорости), по-
этому результаты будут обладать большой общно-
стью и, при использовании соотношений по-
добия, могут быть применимы к различным
МГД-задачам.

Результатом нашей нелинейной задачи явля-
ется филаментация токов, нарастающая неогра-
ниченно за конечное время. Надо сказать, что
филаментация токов возможна также за счет дру-
гих, отличных от тиринг-моды, механизмов. В ка-
честве одного из примеров можно привести зада-
чи о так называемой электротепловой неустойчи-
вости [22, 23], когда для возрастающей с ростом
температуры проводимости (как для классиче-
ской  зависимости плазменной проводимо-
сти) ток перебрасывается в зоны с повышенной
температурой, что приводит к увеличению там
джоулева тепловыделения, дальнейшему росту
температуры и филаментации тока. В качестве
другого примера можно указать образование во-
локнистой структуры токовой оболочки в разря-
дах в газе на начальной стадии Z-пинча [24] из-за
неустойчивости процессов ионизации первона-
чально холодного газа. При этом волокнистая
структура токовой оболочки может в Z-пинче со-
храняться и на более поздних стадиях [25], вплоть
до фокусировки. На этих поздних стадиях при
больших токах тиринг-неустойчивость может уже
существенно сказываться на волокнистой струк-
туре токовой оболочки.

3/2T
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2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим плоский и бесконечно тонкий то-
ковый слой, ось y направим перпендикулярно его
плоскости (рис. 1а). Поверхностную плотность
тока в нем j (ниже для краткости поверхностную
плотность тока будем называть плотностью тока)
будем считать зависящей от x и направленной
вдоль z: . Будем рассматривать одно-
мерную задачу, считая, что все величины в слое
зависят только от x (рис. 1б).

Определим магнитное поле на поверхности,
т.е. при y = 0. По закону Био–Савара плотность
тока и создаваемое им магнитное поле связаны
соотношением

(1)

Из (1) видно, что поскольку при y = 0 вектор r
будет лежать в плоскости , то вектор B будет
перпендикулярен этой плоскости: B = B(x)ey. Ве-
личина B равна

(2)

Применим к (2) преобразование Гильберта,
как это сделано в [26], и выразим плотность тока
через интеграл от магнитного поля

(3)

(мы включили в  для общности постоянный
член , который не дает нормальной компонен-
ты магнитного поля). Таким образом, в рассмат-
риваемой одномерной задаче для определения
полей и токов можно не обращаться к уравнени-
ям в перпендикулярном слою направлении y, а
использовать уравнения (2) и (3), связывающие
токи и поля, заданные на самом слое y-компо-
нента магнитного поля вызывает лоренцеву силу,
толкающую вещество в x-направлении. Обозна-
чим  – скорость точки слоя, ρ и Δ –
плотность и толщину слоя (поверхностная плот-
ность слоя при этом равна ). Уравнение
движения

( )= zj xj e
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μ = ×1d
dt c
v j B

(  – субстанциональная производ-

ная) в рассматриваемой задаче запишется в виде

(4)

Уравнение движения (4) не содержит слагаемого
с градиентом давления, хотя газокинетическое
давление внутри слоя определяется магнитным

давлением  и по порядку величины равно
ему. Однако, если оценить силу, вызванную гра-
диентом давления и вносящую вклад в правую
часть уравнения (4), то можно увидеть, что она

 (L – характерные рас-

сматриваемые масштабы, напомним, что j – по-
верхностная плотность тока, ) и про-
порциональна толщине слоя. Поскольку мы счи-
таем малой толщину слоя, вкладом градиента
давления в уравнение движения можно прене-
бречь.

Наличие скорости  будет приводить к пере-
распределению вещества слоя и изменению его
поверхностной плотности. Ее величина будет
определяться уравнением непрерывности

∂= + ∇
∂

( )d
dt t

v

μ = −1 .d jB
dt c
v

π2/8B

∂ ∂ π ΔΔ Δ
∂ ∂
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v

∇ =⋅μ + μ 0,d
dt

v

Рис. 1. Геометрия задачи: плоский токовый слой в от-
сутствие возмущений (а), развитие тиринг-неустой-
чивости (б).
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которое в нашем одномерном случае принимает
вид

(5)

Закон Ома с учетом вклада в электрическое
поле члена  имеет вид

(σ – проводимость материала слоя, величина 
является поверхностной проводимостью слоя), и
в нашем случае он записывается в виде

(6)

Из (6) и уравнения Максвелла

которое в нашей задаче запишется как

получаем

(7)

Используя (5), перепишем (7) в виде

(8)

Если предположить, что плотность слоя про-
порциональна его проводимости, например,
плотность слоя и проводимость постоянны, то
уравнение (8) можно переписать в виде

(9)

Система уравнений (3), (4), (5) и (9) определя-
ет нелинейное развитие тиринг-неустойчивости
токового слоя.

В качестве исходного равновесия системы
предположим, что невозмущенные магнитные
поля с обеих сторон слоя равны по модулю

и имеют противоположные направления. Невоз-
мущенная поверхностная плотность тока в слое

 постоянна по пространству. Слой пред-
полагается бесконечно тонким, структурой слоя в
этом приближении мы не интересуемся. По-
скольку магнитные давления с обеих сторон слоя
равны, система в начальный момент времени на-
ходится в динамическом равновесии. Правая
часть уравнения (9) обращается в нуль и магнит-
ное поле остается постоянным.
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∂
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2B j
c

( ) = 0j x j

Для полноты рассмотрим линейный предел
системы уравнений (3), (4), (5) и (9). Индексом 0
будем обозначать невозмущенные величины, а
индексом 1 – возмущения. Введем обозначения

(g имеет размерность ускорения и характеризует
силовое действие магнитного поля, а u0 имеет
размерность скорости и характеризует скорость
растекания возмущений магнитного поля [12]) и
линеаризуем рассматриваемую систему:

(10)

Рассмотрим гармонические возмущения, за-
висящие от x пропорционально . В этом
случае все величины будут зависеть от координа-
ты x и времени как , поэтому из (10)
получаем

(11)

Из системы (11) получается дисперсионное со-
отношение для нахождения инкрементов γ [12]

Это уравнение всегда имеет один корень γ1, соот-
ветствующий неустойчивости ( ), причем
при больших k (когда токи успевают растекаться в
соответствии с перераспределением массы)

.
В нелинейной задаче мы исследовали развитие

неустойчивости для периодической по координа-
те x системы. При этом, если даже вначале возму-
щения были гармоническими ~ , со вре-
менем их развитие приведет к отличию от гармо-
нических, но они останутся периодическими.
Поэтому будем считать, что возмущения всех ве-
личин, в том числе и плотности тока , пери-

π
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одические с периодом a. В периодической задаче
можно перейти от интегрирования по бесконеч-
ной прямой в (3) к интегрированию по конечно-
му отрезку, просуммировав вклады всех периодов
[27]. Тогда уравнение (3) можно переписать как

(12)

где , ϕ(ζ) = 1 − (ψ(1 + ζ) − ψ(1 − ζ))ζ =
= πζctgπζ , а ψ – пси-функция Эйлера. Вид функ-
ции  показан на рис. 2.

Решение нашей нелинейной задачи будет за-
висеть от безразмерного времени , без-
размерной координаты  и одного безраз-

мерного параметра , характеризующего
силу токовой концентрации. Динамику развития
неустойчивости мы будем описывать с помощью
безразмерной плотности тока ,
безразмерного магнитного поля , без-
размерной плотности слоя  и без-
размерной скорости .

Система уравнений (4), (5), (9) и (12) в безраз-
мерном виде запишется следующим образом:

(13)

Перепишем систему уравнений (13), введя пе-
ременную Лагранжа

и магнитный поток

В этом случае

Поскольку второе уравнение (13) было использо-
вано при выводе третьего уравнения этой систе-

−

ϕ ζ= + + ζ ζ
ζπ 

1/2

0 2
1/2

( )( ) ( ) ,
2

cj x j B x a d

ζ = −( ' )/x x a

( )ϕ ζ
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0/g ga u
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0 1/ 1j j j j
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−
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τ ∂ξ
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 ϕ ζξ = + ξ + ζ ζ
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v

ξ

= μ ξ ξ 
0

( ') 'm d

Φ = ξ .d Bd

= μ ξ ξ( ) .dm d

мы, то его можно больше не учитывать, и в
лагранжевых координатах (13) примет вид

(14)

В качестве начальных условий для исследуе-
мой задачи мы выбрали следующие: в начальный
момент времени токовый слой имеет постоянную
поверхностную плотность , плотность
тока в нем равна , начальная ско-
рость равна нулю .

В безразмерных переменных начальные усло-
вия мы будем считать следующими: возмущения
начальной плотности тока

(15)

а начальные возмущения плотности и скорости
.

3. МЕТОДИКА РАСЧЕТА

Перейдем от эйлеровой сетки с узлами 
(i = 0, 1, …, N) к лагранжевой с узлами

ζ=
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Φ = − τ
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τ
μ = ξ
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Рис. 2. График функции .
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(материальная точка с координатой  в момент
времени  имеет пространственную коорди-
нату ). Масса i-й ячейки будет равна

, где . Магнитный поток
в ячейке  будет равен

Последнее уравнение в (14) перепишется как

(16)

а уравнение для скорости i-й ячейки так

(17)

Перепишем четвертое уравнение в (14)

и проинтегрируем его по i-й ячейке

(18)

Таким образом, от системы уравнений (14) мы
перешли к системе уравнений (16)–(18) для дис-
кретной системы переменных в лагранжевой си-
стеме координат.

Чтобы узнать, как развиваются возмущения в
токовом слое, мы задавали на отрезке ξ =

im
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 возмущения магнитного потока,
соответствующие начальной плотности тока (15)
с амплитудой , а затем решали систему (16)–
(18). Величина  выступала в качестве параметра.

Счетная сетка по координате ξ в момент вре-
мени τ = 0 была равномерной с числом шагов N =
100. В начале временного шага (в момент времени
τl) из уравнения (16) находилась плотность тока

, соответствующая текущему распределению
магнитного потока . Затем узлы сетки переме-
щались в соответствии с (17). После этого из (18)
по явной схеме вычислялось распределение маг-
нитного потока в момент времени .
Шаг по времени  был постоянным в каждом
отдельном расчете и определялся значением па-
раметра . Для  величина  была равна
Δτ = 0.001, для  и  задавалось Δτ =
= 0.0001, а для  – Δτ = 0.00001. Масса каж-
дой ячейки  оставалась постоянной и равной

. Амплитуда начальных возмущений
плотности тока была равна .

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
В качестве примера эволюции плотности тока

на рис. 3 приведены значения плотности тока 
на различные моменты времени для значения па-
раметра .

Из рис. 3 видно, что амплитуда возмущений
тока сначала уменьшается, а затем начинает воз-
растать. Форма возмущений долгое время остает-
ся почти неизменной, хотя постепенно величина

[ ]= −0.5;0.5

(0)
1 1j !

g

ξ( )ij
ΔΦi

+τ = τ + Δτ1l l
Δτ

g = 0.01g Δτ
= 0.1g = 1g

= 10g
Δ  im

Δ = 1/im N
=(0)

1 0.01j


1j

= 0.1g

Рис. 3. Плотность тока  для . У функции, отмеченной стрелочкой, значения отложены по правой оси.
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Рис. 4. Величины , ,  и  для  при  (а),  при  (б). У функций, отмеченных стре-
лочкой (  или ), значения отложены по правой оси.
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 становится несколько больше величины
, а нули функции  смещаются к

точке . При достаточно больших временах
искажение формы становится заметным, плот-
ность тока при  резко возрастает. Плотность
тока в точке  к некоторому моменту времени

 (моменту образования сингулярности) стре-
мится к бесконечности (см. также рис. 4, на кото-
ром показаны величины , ,  и  неза-
долго до момента времени ). Аналогичные ре-
зультаты были получены в расчетах с другими .

Таким образом, развитие тиринг-неустойчи-
вости за конечное время приводит к образованию
сингулярности, где плотности тока и массы обра-

ξ =
1( 0)j

ξ = ±
1( 0.5)j ξ1( )j

ξ = 0

ξ = 0
ξ = 0

τs

ξ1( )j μ1 ξ( )B ξ( )v

τs
g

щаются в бесконечность. Если сравнить развитие
тиринг-неустойчивости тонкого слоя с развитием
периодических возмущений РТ-неустойчивости
тонкой оболочки [28], то можно отметить, что для
тонкой оболочки развитие РТ-неустойчивости
также приводит за конечное время к потере ана-
литичности решения, однако для РТ-неустойчи-
вости в некоторый момент времени происходит
лишь излом формы оболочки, а для тиринг-не-
устойчивости в некоторый момент времени ха-
рактерные величины обращаются в некоторой
точке в бесконечность.

Обращаем внимание, что для наших решений,
хотя мы свели задачу к одномерной, фактически
конфигурация магнитных полей является дву-
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мерной и образует магнитные “острова”. Для ил-
люстрации на рис. 5 показана конфигурация маг-
нитных силовых линий, соответствующая рас-
пределению тока в задаче с  в момент
времени  (см. рис. 3).

На рис. 6 показано магнитное поле  для
 на различные моменты времени. Видно,

что на больших временах начальная синусоида
искажается, и координаты точек с максимальны-
ми значениями  смещаются к , сама же ве-
личина магнитного поля также стремится к бес-
конечности при приближении к моменту време-
ни .

На рис. 7 представлена скорость  для
 на различные моменты времени. Видно,

что вещество движется к точке  с обеих сто-

= 0.1g
τ = 7.6

B
= 0.1g

B ξ = 0

τs

ξ( )v

= 0.1g
ξ = 0

рон, причем скорость движения со временем воз-
растает. Координаты, в которых величина 
достигает максимума, находятся заметно дальше
от , чем аналогичные координаты для .

На рис. 8 представлена величина , характе-
ризующая отклонение поверхностной плотности
от начальной, для  на различные моменты
времени. Видно, что на больших временах эта ве-
личина напоминает по форме плотность тока  и
также стремится к бесконечности в точке 
при приближении к моменту времени . Расче-
ты, проведенные для разных значений , показы-
вают, что при малых  формы  и  почти сов-
падают (см. рис. 4), а с ростом  пик плотности
тока становится несколько шире, чем пик .

ξ( )v

ξ = 0 ξ( )B
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
1j
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Рис. 5. Конфигурация магнитных силовых линий, соответствующая распределению тока в задаче с  в момент
времени .
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Рис. 6. Магнитное поле  для  на различные моменты времени. У функции, отмеченной стрелочкой, значе-
ния отложены по правой оси.
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В [12] было показано, что на линейной стадии
возмущения в тиринг-слое растут со временем
как

(19)

где безразмерные инкременты неустойчивости
 являются корнями кубического урав-

нения

γ γ γ

γ τ γ τ γ τ

= + + ≡
≡ + + π ξ  

 1 2 3

1 2 3

1 1 2 3

1 2 3

( )exp( )

( )exp(2 ),

t t tj C e C e C e ikx

C e C e C e i

γ = γ 0/a u

(20)

В (20)  – безразмерное волновое число ;
в нашем случае  и, значит, . В
частности, для  инкременты равны

γ + γ − =   3 2 2 32 2 0.kg k g

k = 2
0 /k ku g

= π2 /k a = π 2 /k g
 1k @

γ = ± π −

γ = − π +

  
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14 .
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g

Рис. 7. Скорость  для  на различные моменты времени. У функции, отмеченной стрелочкой, значения от-
ложены по правой оси.
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Используя начальные условия

легко составить систему уравнений для коэффи-
циентов  и найти их.

На рис. 9 приведены зависимости от времени
плотности тока  для значений параметра

 и , полученные в расчетах и вычис-

τ = = πξ
τ = = μ τ = =




(0)
1 1( 0) cos(2 ),

( 0) 0, ( 0) 1,
j j

v

1 2 3, ,C C C

ξ =
1( 0)j

= 0.1g = 10g

ленные по формуле (19). Также на этом рисунке
представлены величины

и

где  – координата, в которой 
(величина, характеризующая ширину токового

ξ

−ξ

= ξ ξ 
10

10

1( )pJ j d

ξ

−ξ

= μ ξ ξ 
10
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1( ) ,pM d

ξ10 ξ = ξ = 
1 10 1( ) 0.1 ( 0)j j

Рис. 9. Зависимость плотности тока  от времени, полученная в расчетах (1), 2 – эта же величина, вычисленная
по формуле (19), 3 – , 4 – , для значений параметра :  (а),  (б).
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пика).  и  – интегралы от возмущений
плотности тока и поверхностной плотности око-
ло максимума плотности тока.

Из рис. 9 видно, что амплитуда возмущений
вначале падает по закону  (при малых τ ос-
новной вклад в (19) вносит это слагаемое), а затем
возрастает, поскольку в тиринг-неустойчивости
всегда есть положительный инкремент . Расче-
ты с различными  показывают, что, как и следо-
вало ожидать, при малых  начальное падение
амплитуды гораздо сильнее, чем при больших , а
зависимость  от времени согласуется с
(19) несколько дольше.

Когда возмущения плотности тока 
становятся порядка 1, скорость роста возмуще-
ний превышает экспоненциальную, и плотность
тока уходит в бесконечность за конечное время.
Время, за которое возмущения плотности тока
вырастают до бесконечности, примерно пропор-
ционально . В табл. 1 представлены  – вре-
мя наступления сингулярности,  – время, в ко-
торое отклонение  от (19) превысило 10%,
и  – величина  в момент времени  для
различных . Из табл. 1 видно, что возмущения
плотности тока становятся нелинейными (на 10%
превышают значения, вычисленные по форму-
ле (19)), начиная с величины, примерно равной

~ 0.04.

Зависимости  и  на стадии роста воз-
мущений возрастают экспоненциально заметно
дольше, чем , а затем начинают умень-
шаться незадолго до разрушения слоя. Макси-

τ( )pJ τ( )pM

γ τ 3
1 ~j e

γ1
g

g
g

ξ =
1( 0)j

ξ =
1( 0)j

1/ g τs

τ10

ξ =
1( 0)j

10j ξ =
1( 0)j τ10

g

10j

τ( )pJ τ( )pM

ξ =
1( 0)j

мальная амплитуда возмущений  вблизи
 ведет себя степенным образом:  (τs –

– τ)−α, .

На рис. 10 представлена характеристика шири-
ны пика плотности тока, , в зависимости от ве-
личины  для нескольких значений

. На временах  ширина пика 
стремится к нулю довольно быстро, по крайней
мере, по линейному закону.

На рис. 11 представлены величины  и  в
зависимости от  для нескольких значений .
Видно, что незадолго до разрушения слоя после
прекращения экспоненциального роста, пока-
занного на рис. 9, зависимости  и  убывают

до нуля по закону , . Таким обра-
зом, и ток, и вещество концентрируются вблизи
точки , но со временем в пике концентриру-
ется все меньшая масса и ток.

На рис. 12 представлено отношение  в
зависимости от величины  для нескольких зна-
чений .

ξ =
1( 0)j

τs ξ =
1( 0) ~j

α −~ 0.6 0.7

ξ10

τ = τ − τ τ( )r s s

g τ < 0.005r ξ τ10( )r

pJ pM
τr g

pJ pM
βτ~ r β = −0.3 0.4

ξ = 0

/p pM J
τr

g

Таблица 1. Величины ,  и  для различных 

0.01 34.284 23.86 0.0394
0.1 9.689 6.524 0.0467
1 2.8173 1.788 0.0487

10 0.8788 0.515 0.0441

τs τ10 10j g

g τs τ10 10j

Рис. 10. Зависимость  от величины .
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Рисунок 12 показывает, что для малых  отно-
шение  остается примерно равным 1, а для

 и  это отношение возрастает при
. Это объясняется тем, что для малых 

движение более медленное и ток успевает расте-
каться по массе, а при больших  только часть тока
успевает переброситься в район сингулярности.

5. ОЦЕНКИ ПОВЕДЕНИЯ ВЕЛИЧИН 
ВБЛИЗИ СИНГУЛЯРНОЙ 
КОНЦЕНТРАЦИИ ТОКА

Рассмотрим возможное поведение величин
при , , исходя из системы уравнений

g
/p pM J

= 10g = 1g
τ → 0r g

g

τ → 0r ξ → 0

(3)–(5), (9), причем в уравнении (5) считалось,
что , а величиной  в уравнении (3) прене-
брегалось. Будем предполагать, что концентра-
ция плотности тока со временем в этой области
происходит по закону

(21)

(в этих оценках, поскольку речь идет об основных
зависимостях, мы не будем делать различия меж-
ду безразмерными и размерными величинами,
обозначая их буквами без тильды, а для размерно-
го времени под  будем подразумевать ,

σΔ μ~ 0j

−ατ~ rj

τr τ = −r st t

Рис. 11. и  в зависимости от величины .
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где  – момент времени образования сингуляр-
ности). Из уравнения (3) следует, что

(22)
а из уравнения непрерывности (5)

(23)
Согласно рис. 12 ток может немного не успе-

вать за концентрацией массы. Для оценки кон-
центрации тока и массы будем теперь использо-
вать уравнение (9), которое дает

(24)
что с учетом уравнения движения (4) и связи (22)
дает

(25)

и, в результате, с учетом (23), получим .
Будем считать, что концентрация плотности мас-
сы со временем при приближении к сингулярно-
сти происходит по закону

где , т.е. 0.5. Тогда из (25) и (23) получа-
ем, что

(26)

При этом имеем некоторое несоответствие рис. 9,
на котором , и рис. 10, где ширина пи-
ка плотности ведет себя при малых  ближе к ли-
нейному закону . Это несоответствие, веро-
ятно, связано с неточностями расчетов при малых

, поскольку очень трудно проводить расчеты в
малой области, где необходимо добиваться хоро-
шего разрешения, да еще в условиях неустойчи-
вости. Для интегральных же тока и массы ,

 получаем в соответствии с (21), (24), (26),
что они убывают при приближении к сингуляр-
ности как , Mp ~ τr. Сравнивая эти степе-
ни со степенями, полученными в численных рас-
четах (рис. 11), также представляется, что числен-
ные расчеты завышают α и занижают степень
убывания .

В реальных физических системах возрастание
концентрации тока и массы не будет происходить
неограниченно и прекратится из-за наличия ряда
факторов и явлений, не учитываемых в нашей
модели. На самом деле, начиная с каких-то мо-
ментов времени необходимо будет учитывать, что
слой не является тонким, учитывать неодномер-
ность задачи, давление вещества и т.д. Однако в
некоторых задачах полученное в работе возраста-
ние концентрации тока и массы может до опреде-
ленного момента времени реализоваться.

st

~ ,B j

τ~ .rx v

μ τ~ / ,r х

− ατ τ
μ

2
2~ ~r

r
j xv

α = 0.5

−γμ τ~ ,r

γ > α γ >

γ +γτ τ1~ , ~ .r rxv

−α ≈ 0.6 0.7
τr

τ~ rx

τr

τ( )pJ
τ( )pM

+γτ0.5~p rJ

τ( )rx

Обратим внимание на одну особенность кон-
центрации тока и массы вблизи точек сингуляр-
ности при тиринг-неустойчивости. Поскольку
масса вблизи этих точек концентрируется быст-
рее чем ток, ( ), джоулево тепловыделение на
единицу массы должно в этой модели вблизи этих
точек уменьшаться, т.е. в местах концентрации
вещество должно быть более холодным. Поэтому,
например, вряд ли можно объяснить свечение,
наблюдаемое в работе [13] в середине фольги,
концентрацией тока и массы в результате нели-
нейного развития тиринг-неустойчивости.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получена система одномерных уравнений,
описывающая динамику магнитного поля и дви-
жение вещества в плоских тонких токовых слоях,
с учетом нелинейного взаимодействия токов. Эта
система может быть применена для анализа экс-
периментов с плоскими проводниками при рас-
смотрении явлений, происходящих вдоль шири-
ны проводников (токовых листов, фольг и флае-
ров конечной ширины).

Разработана численная методика для решения
одномерных (вдоль ширины слоев или фольг) за-
дач магнитной гидродинамики, основанная на
лагранжевой дискретизации массы вдоль этой
ширины. Эта методика используется для изу-
чения нелинейного развития тиринг-неустой-
чивости.

Показано, что при рассмотрении тиринг-не-
устойчивости, начиная с малых возмущений, воз-
мущения токов, скоростей и плотности массы
растут в соответствии с полученными ранее ин-
крементами роста малых возмущений, пока воз-
мущения токов не достигают примерно 4% от на-
чальной плотности тока токового слоя. Далее
благодаря нелинейному взаимодействию токов
возмущения поверхностной плотности тока и по-
верхностной плотности массы за конечное время
неограниченно возрастают. Полученные в расче-
тах зависимости от времени для неограниченного
роста поверхностной плотности тока можно опи-
сать зависимостью , где , а  –
момент времени обращения плотности тока и
плотности массы в бесконечность (момент вре-
мени образования сингулярности). В расчетах
получено , однако теоретические
оценки дают меньшее значение этой величины

. Возможно, в расчетах из-за неточностей
не удается приблизиться к точному значению .
В расчетах получено также, что ширина пиков
плотности тока и массы стремится к нулю при

 так, что полные ток  и масса , вовле-
ченные в эти пики, также стремятся к нулю. Тео-
ретические оценки для ,  и  дают

γ > α

−ατ~ rj τ −~r st t st

α −~ 0.6 0.7

α = 0.5
α

τ → 0r pJ pM

τ( )rx τ( )pJ τ( )pM
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более быстрое стремление к нулю по сравнению с
расчетами, что можно также связать с неточно-
стями численных расчетов при малых  и малых
массах. Тем не менее в рамках принятых в работе
приближений качественное поведение тиринг-
неустойчивости с неограниченным ростом по-
верхностной плотности тока и поверхностной
плотности массы представляется надежно уста-
новленным.

Следует заметить, что исторически [1, 10] не-
устойчивость тонкого токового слоя в вакууме
получила название тиринг (разрывная). Наше
рассмотрение показывает, что фактически разви-
тие неустойчивости в этой конфигурации не при-
водит к каким-либо разрывам, а приводит к обра-
зованию токовых шнуров (филаментации), куда
стягивается и вещество. Поэтому может быть луч-
ше называть эту неустойчивость филаментацией
токового слоя.
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