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Собран и испытан макет системы дистанционного мониторинга накопления изотопов водорода в стен-
ках токамака Глобус-М2. Измерения проводились при помощи лазерной диагностики LIA-QMS (лазерно-
индуцированная абляция с регистрацией методом квадрупольной масс-спектрометрии). Получены данные
о содержании изотопов водорода в осаждениях, полученных путем экспозиции вольфрамовых коллекто-
ров в объеме токамака Глобус-М. После апробации в лабораторных условиях диагностика реализована на
установке Глобус-М2. Проведены in-situ измерения содержания изотопов водорода в графитовой облицовке
дивертора токамака. Подтверждена возможность совмещения диагностики LIA-QMS с диагностикой LIBS
(лазерно-индуцированная эмиссионная спектроскопия) для получения информации о составе аблируемого
материала. Кроме того, методом LIBS получено изотопное соотношение дейтерий/протий при измерениях
в установке Глобус-М2.

Ключевые слова: лазерно-индуцированная абляция, лазерно-индуцированная десорбция, первая стенка, сфе-
рический токамак, диагностика накопления трития
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1. ВВЕДЕНИЕ

В современных установках магнитного удержания
высокотемпературной плазмы существенный захват
изотопов водорода происходит в процессе горения
плазмы, на что указывает измерение газового балан-
са в разрядной камере. Исследование образцов об-
лицовки первой стенки, извлеченных из установок,
показывает, что одним из основных механизмов по-
терь газа является захват изотопов водорода в поверх-
ностных слоях, осаждаемых на стенках вакуумной
камеры [1]. Применительно к будущим токамакам-
реакторам, превышение лимита накопления топлива,
прежде всего радиоактивного трития, недопустимо с
точки зрения безопасности работы и обслуживания,
что требует постоянного мониторинга его содержания
на поверхностях первой стенки [2]. В работе [1] бы-
ло показано, что накопление в углеродных осаждени-
ях может на порядок превышать захват в Be осажде-
ниях и на 2 порядка в вольфрамовых. В работе [3] по-
казано, что даже после процедуры удаления трития из
первой стенки, путем нагрева до 250℃, часть накоп-
ленного топлива остается, и для ИТЭР за рабочее вре-
мя ∼107 с содержание трития может достигнуть кри-
тической отметки в 1 кг [4, 5]. В реакторах следующего

поколения этот вопрос является одним из ключевых
из-за длительного времени горения плазмы и высо-
ких плазменных, радиационных и тепловых нагрузок
на конструкционные элементы. Таким образом, необ-
ходима методика эффективного контроля за накопле-
нием изотопов водорода, позволяющая осуществлять
прямое измерение концентрации изотопов в осажде-
ниях на первой стенке, для возможности оценки без-
опасной работы токамака. При разработке такой ме-
тодики, необходимо учитывать:

– сложный химический состав осаждений, включа-
ющий: материалы первой стенки, материалы возоб-
новляемых покрытий (B, Li и С) и накопленные эле-
менты рабочего газа (He, H/D/T и т. д.);

– меняющиеся нагрузки на обращенные к плазме
элементы (ОПЭ) термоядерных установок;

– специфику размещения диагностического обору-
дования вне вакуумного объема токамака-реактора.

В настоящее время основными методами определе-
ния доли изотопов водорода, поглощенных в стенке
токамака-реактора, являются оценка дефицита тер-
моядерного топлива и лабораторные исследования
образцов-коллекторов, экспонировавшихся на пер-
вой стенке токамака. Последний может быть более
точным, но при этом имеет ряд существенных недо-
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статков. Эти измерения становятся все более и бо-
лее сложными при использовании тайлов, которые
в процессе плазменных разрядов были активирова-
ны тритием и загрязнены токсичными продуктами
эрозии, такими как Be. Для преодоления этих про-
блем предлагается использовать лазерные методы ди-
агностики изотопов водорода, которые дают возмож-
ность in situ исследований взаимодействия плазмы
с первой стенкой реактора [5].

В лазерных методах дистанционного измерения на-
копления изотопов водорода принципиально исполь-
зуются импульсные лазеры для уменьшения глубины
проникновения тепла и минимизации воздействия на
узлы крепления защитной облицовки. Методы можно
разделить на 2 группы: основанные на лазерной де-
сорбции и лазерной абляции. Импульсное лазерное
воздействие с показателем тепловой нагрузки менее
104 Дж · см–2 · с–0.5 приводит к разогреву поверхно-
сти и дегазации поверхностных и перепыленных сло-
ев. С ростом плотности энергии лазерного излучения
происходит переход в режим абляции материала стен-
ки. Вместе с материалами стенки в вакуумный объем
токамака инжектируется и растворенный газ. После
дегазации или абляции материала стенки состав га-
зовой смеси в объеме может регистрироваться мето-
дами масс-спектрометрии (LID-QMS и LIA-QMS), и
оптической спектроскопии изотопов водорода в кра-
евой плазме, или специально организованном раз-
ряде (LIDS и LIAS). Кроме того, в случае лазер-
ной абляции возможна регистрация состава испа-
ренной смеси методом эмиссионной спектроскопии
лазерного факела (LIBS) [7].

Метод LID-QMS, как наиболее простой в реали-
зации и интерпретации, считается основным канди-
датом в качестве диагностики накопления водоро-
да в ИТЭР. Главным ограничением этого метода яв-
ляется невозможность однозначно определить точ-
ный объем, с которого происходит десорбция водоро-
да, из-за неизвестных теплофизических свойств мате-
риала и неравномерного распределения температур-
ных полей в области воздействия лазерного излуче-
ния. В случае цельнометаллической стенки большая
часть изотопов водорода накапливается в осаждени-
ях с толщиной, не превышающей десятков микромет-
ров [8]. Путем подбора параметров лазерного импуль-
са можно добиться равномерного прогрева осажден-
ного слоя и его полной дегазации. В случае если тол-
щина осаждений составляет сотни микрометров, или
при имплантации в объем стенки с неизвестной глу-
биной залегания, данный метод ограничивается коли-
чественным анализом верхних слоев, при этом слож-
но получить информацию о концентрации изотопов
водорода в глубине объема.

В данной работе представлена апробация метода
измерения накопления водорода, основанного на ла-
зерной абляции LIA-QMS. Применение этого метода
совместно с методом LIBS описано в [9]. В отличие от

лазерной десорбции, данная комбинация методов да-
ет возможность построить профиль залегания изото-
пов водорода по всей глубине за счет послойного уда-
ления переосаждений при многократных проходах ла-
зерного луча по интересующей области.

Статья состоит из двух частей. В первой описа-
ны этапы макетирования такого комплекса в лабо-
раторных условиях, и подтверждается возможность
проведения количественного анализа с использова-
нием вольфрамовых макетов облицовки, экспониро-
вавшейся в установке Глобус-М2. Во второй — опи-
сывается апробация на токамаке Глобус-М2 для про-
ведения измерений содержания изотопов водорода в
элементах графитовой облицовки.

2. МАКЕТИРОВАНИЕ ДИАГНОСТИКИ
LIA-QMS В ЛАБОРАТОРНЫХ УСЛОВИЯХ

2.1. Экспериментальная методика

Для отработки режимов лазерно-индуцированной
абляции был создан макет оптической схемы диагно-
стики, приведенный на рис. 1. Макет включает в себя
импульсный Nd:YAG лазер с длиной волны 1064 нм,
длительностью импульса 12 нс, энергией в импульсе
450 мДж и частотой следования импульсов 10 Гц, по-
стоянный твердотельный лазер с диодной накачкой,
мощностью 200 мВт и длиной волны 532 нм, поворот-
ное и сканирующее зеркала системы ввода лазерного
излучения. В представленной конфигурации в схеме
ввода лазерного излучения имеется аттенюатор, поз-
воляющий варьировать плотность энергии излучения
на поверхности образца в диапазоне 1–150 Дж/см2, не
изменяя размер пятна фокусировки. Лабораторный
макет воспроизводил геометрию и характерные раз-
меры схемы, которую планировалось установить на
токамаке Глобус-М2.

Система регистрации остаточных газов была реали-
зована на основе квадрупольного масс-спектрометра
(QMS) Extorr XT-300M, который оснащен вторичным
электронным умножителем. В описываемом макете
QMS имеет собственную дифференциальную откачку
вакуумным постом Pfeiffer HiCube 80 Eco и присоеди-
няется к общему вакуумному объему через апертуру
диаметром 1 мм, для обеспечения давления в объеме
QMS в пределах 10–3 Па во время лазерных импуль-
сов. Для получения абсолютных показаний потоков
сигнал QMS калибровался по сигналу дейтериевой те-
чи с уровнем потока 1 · 106 Па · м3/с. Для 2-й и 3-й
массы использовались те же значения калибровки.

Для макетирования вакуумного объема токама-
ка Глобус-М2 была использована вакуумная камера,
объемом ∼70 л. Данная вакуумная камера имеет дву-
ступенчатую вакуумную откачку, состоящую из тур-
бомолекулярного насоса (ТМН) Leybold Turbovac 90i
и спирального насоса Geowell CWSP300. Базовое дав-
ление в вакуумном объеме контролировалось при по-
мощи комбинированного вакуумного датчика (Пира-
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Рис. 1. Принципиальная схема оптической системы лазерной диагностики содержания водорода в конструкционных мате-
риалах первой стенки токамака.

ни/холодный катод) Edwards WRG-S и после 12 часов
откачки составляло 8 · 10–5 Па. Предельный вакуум,
достижимый в данной камере, составляет ∼ 5 · 105 Па.

Сканирование поверхности стенки токамака и об-
разца во время макетирования осуществлялось при
помощи автоматизированной поворотной подвижки
с зеркалом, обеспечивающей развертку по 2-м на-
правлениям. Необходимость сканирования обуслов-
лена неопределенностью профиля лазерного пятна и,
соответственно формы кратера на исследуемой по-
верхности. Очевидно, что в отсутствие данных о фор-
ме кратера для обеспечения количественных измере-
ний необходимо, чтобы размер анализируемой обла-
сти был значительно больше площади лазерного пят-
на. Управление углом поворота подвижки произво-
дилось посредством шаговых двигателей, контроль за
которыми осуществлялся с помощью управляющей
платы Arduino UNO. Управляющая программа позво-
ляла выполнять сканирование площадей прямоуголь-
ной формы, задавать размеры сканируемой области,
шаг развертки и задержку между шагами. Задержка за-
давалась равной периоду импульсного излучения ла-
зера. Чтобы соседние точки заведомо перекрывались,
шаг сканирования был выбран равным радиусу лазер-
ного пятна. На рис. 2 приведен профиль лазерного
пятна на поверхности образца при плотности энергии
порядка 15 Дж/см2. Диаметр лазерного пятна на по-
верхности составлял ∼1 мм.

Параметры сканирования исследуемых образ-
цов защитной плитки Глобус-М2 лазерным лучом
приведены в табл. 1.

Таблица 1. Параметры сканирования мишени лазерным лу-
чом в экспериментах по лазерной абляции

Шаг сканирования, мм 0.5

Время нахождения в точке, с 0.1

Область сканирования, мм2 10× 10 и 5× 5

Количество проходов, шт 10

2.2. Образцы

Для исследования изотопного состава методом
LIA-QMS были выбраны три вольфрамовые плитки
токамака Глобус-М из двух областей дивертора, на
которые приходятся наибольшие потоки переосажде-
ний: образцы 3.1 и 3.2, располагавшиеся в одном ряду,
и образец 5. Нумерация образцов соответствует нуме-
рации, в схемах, приведенных в работах [10, 11]. Ис-
следуемые плитки были извлечены после разных кам-
паний на Глобус-М2. Толщины осаждений составля-
ли 300–600 нм (образцы 3.1 и 3.2) и 5–6 мкм (обра-
зец 5). В составе осаждений обнаруживались соедине-
ния бора и углерода, дейтерий, а также примеси ме-
таллов: Ti, Cr, Fe, Ni и Cu [10]. Измерения толщи-
ны проводились методом сканирующей электронной
микроскопии по окончании экспериментов по лазер-
ной абляции на областях, не затронутых в исследова-
нии. Предполагается, что осаждения на исследуемых
вольфрамовых образцах имеют тот же состав, что и
осаждения на стенке Глобус-М2, и, следовательно, ре-
зультаты макетирования применимы к эксперимен-
там внутри вакуумного объема токамака.
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Рис. 2. Карта распределения интенсивности лазерного пятна на образце при нормальном падении луча (а); сечение профиля
лазерного пятна на образце по оси X (б).

2.3. Измерение содержания изотопов водорода
в вольфрамовых макетах облицовки дивертора

Глобус-М2 методом LIA-QMS

На образце 3.1 с толщиной осаждений порядка
500 нм исследовалось влияние выбранной плотности
энергии LIA-QMS на количество дейтерия, зареги-
стрированного квадрупольным масс-спектрометром.
Сравнение проводилось для 3 плотностей энергии:
5, 10 и 15 Дж/см2.

В эксперименте отслеживался QMS сигнал 2-й, 3-й
и 4-й масс. На рис. 3 представлены временные зависи-
мости потока дейтерия, вычисленные из сигнала 4-й
массы, при плотности энергии 5 Дж/см2 (черная кри-
вая), 10 Дж/см2 (красная кривая) и 15 Дж/см2 (синяя
кривая). Время одного прохода площади 10 × 10 мм2

составляло 40 с. После первого прохода на всех трех
зависимостях наблюдается резкий спад потока дей-
терия: на 2 порядка для плотностей энергии 10 и
15 Дж/см2, и в 10 раз для 5 Дж/см2. Последующие пи-
ки десорбции связаны с погрешностью системы ска-
нирования, которая может выводить лазерное пятно
за рамки исходно заданной области, т. е. на незатро-
нутые лазерной абляцией области переосаждения, что
и приводит к появлению данных пиков. Однако их
вклад в интегральное количество потока составляет
менее 10%, в сравнении с первым проходом. Плот-
ность энергии напрямую влияет на количество абли-
руемого материала и, судя по всему, в случае 5 Дж/см2

на поверхности после первого прохода остается тон-
кий слой переосаждений, который во время второго
прохода уже полностью удаляется. Для 10 и 15 Дж/см2

весь осажденный слой ∼ 500 нм удаляется за первый
проход. Интегральная поверхностная плотность ато-
мов дейтерия для трех плотностей энергии составляет

– 5 Дж/см–2—1.6 · 1017 см–2;
– 10 Дж/см2—2.4 · 1017 см–2;

Рис. 3. Зависимость потока атомов дейтерия из образца 3.1,
вычисленная из сигнала Extorr XT-300M для 4-й массы.

– 15 Дж/см2—3.7 · 1017 см–2.
Согласно данным термодесорбционной спектро-

скопии (TDS) данного образца облицовки содержа-
ние атомов дейтерия составляет 2.9 ± 0.7 · 1017 см–2.
Результаты LIA-QMS в целом хорошо согласуются
с результатами TDS. Отклонения от среднего зна-
чения при плотностях энергий 5 и 15 Дж/см2 наи-
более вероятно связаны, с неоднородной толщиной
осаждений на образце, размер которого составлял
∼ 10 × 10 см. Для образца 3.2 при фиксированной
плотности энергии абляции 10 Дж/см2 поверхностная
плотность атомов дейтерия, измеренная в трех точках,
лежащих на диагонали, составила 4.8 · 1017; 4.0 · 1017 и
5.8 · 1017 см–2, что косвенно говорит о различной тол-
щине осаждений, либо отличающимися условиями
захвата дейтерия в разных частях плитки и его различ-
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ной концентрации. Из вышесказанного можно сде-
лать вывод, что вариации регистрируемого сигнала в
диапазоне плотностей энергии 5–15 Дж/см2 не пре-
вышают экспериментальную неопределенность, обу-
словленную неоднородностью захвата дейтерия по
площади исследуемых образцов, и можно выбирать
плотность энергии исходя из удобства реализации
профилирования осаждений.

Для демонстрации возможности профилирования
содержания изотопов водорода по толщине методом
LIA-QMS, было проведено исследование образца 5 с
толщиной осаждений порядка 5–6 мкм. Плотность
энергии в данной серии экспериментов составляла
10 Дж/см2. На рис. 4 представлены потоки атомов
водорода и дейтерия, вычисленные из данных QMS
при многократном сканировании мишени. Длитель-
ность одного прохода по площади 5 × 5 мм2 состав-
ляла 10 с. Из рисунка видно, что наибольший по-
ток водорода наблюдается при первом сканировании.
После чего до 4-го сканирования наблюдается посте-
пенное/ступенчатое снижение уровня потока атомов
водорода. В случае же атомов дейтерия наблюдаются
аналогичные тенденции. Однако стоит заметить, что в
случае атомов дейтерия нет явно выраженного повы-
шенного потока при первом сканировании, что может
свидетельствовать об изотопном замещении атомами
водорода атомов дейтерия в приповерхностных сло-
ях. При 4-м сканировании наблюдается резкий спад
потоков газов, что по всей видимости свидетельствует
о полном или практически полном удалении углево-
дородных осаждений в данной области. Природа пи-
ков на 5, 6 и 8-м проходах, аналогична описанным вы-
ше, что связано с несовершенством системы скани-
рования, которая может выводить лазерное пятно за
рамки исходно заданной области, т. е. на незатрону-

Рис. 4. Зависимость потока атомов водорода и дейтерия из
образца 5, вычисленная из 2, 3 и 4-й масс. Цифрами вверху
указан порядковый номер прохода лазерным лучом.

тые лазерной абляцией области переосаждений, что и
приводит к появлению данных пиков. Как и в случае
выше, десорбция газов не приводит к значительному
искажению интегрального количества атомов дейте-
рия, и, конкретно в данном случае, составляет 14%.
Данную погрешность можно минимизировать увели-
чением области сканирования и усовершенствовани-
ем самой системы сканирования. Данный образец ис-
следовался в трех областях, максимально удаленных
друг от друга, временные зависимости 2, 3 и 4-й масс
для всех областей аналогичны приведенным на рис. 4.

Результаты измерений поверхностной плотности
атомов дейтерия для образца 5 вместе с данными LIA-
QMS и TDS для образцов 3.1 и 3.2 приведены в табл. 2.

Как видно из таблицы, содержание дейтерия рас-
тет приблизительно линейно с толщиной осаждений,
что косвенно подтверждает корректность выводов о
применимости метода LIA-QMS для измерения со-
держания изотопов водорода в толстых углеводород-
ных осаждениях. В работе [12] показано, что в режиме
лазерной десорбции выход дейтерия из графитовых
плиток на 80% происходит в виде молекул D2 и HD,
остальные 20% выделяются в виде летучих углеводо-
родов СxHyDz. В приведенных выше экспериментах
не проводилось прямого сравнения количества вы-
хода молекулярного дейтерия и дейтерия в различ-
ных соединениях с углеродом. Однако, можно сде-
лать вывод, что измерения содержания дейтерия ме-
тодом LIA-QMS с учетом лишь вклада D2 и HD по-
казывают неплохое совпадение с результатами TDS.
Пространственная неоднородность содержания дей-
терия по площади исследуемых плиток (до 50%) вно-
сит неопределенность в результаты измерений, что не
позволяет объективно оценить точность метода, а дает
только оценку ошибки сверху. Чтобы получить более
точную оценку, необходимы эксперименты на образ-
цах осаждений с лучшей пространственной однород-
ностью по толщине.

3. РЕАЛИЗАЦИЯ ЛАЗЕРНЫХ ДИАГНОСТИК
СОДЕРЖАНИЯ ИЗОТОПОВ ВОДОРОДА

НА УСТАНОВКЕ ГЛОБУС-М2

3.1. Экспериментальная методика

Схема диагностики накопления водорода, реализо-
ванная на установке Глобус-М2, показана на рис. 5.

В дополнение к диагностике LIA-QMS на установке
Глобус-М2 была смонтирована схема сбора излучения
лазерного факела, что позволило оценить возмож-
ность комбинации методов LIAQMS и LIBS для ис-
следования содержания изотопов водорода в первой
стенке. В представленной схеме излучение зондирую-
щего лазера доводилось из диагностической комнаты
до токамака при помощи системы зеркал и периско-
пических устройств (не показаны на схеме). Далее фо-
кусировка и развертка лазерного луча осуществлялась
аналогично описанной выше схеме, использованной
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Таблица 2. Поверхностная плотность атомов дейтерия в образцах 3.1, 3.2, 5, измеренная методами LIA-QMS и TDS

3.1. Толщина
осаждений ∼ 0.5 мкм

3.2. Толщина
осаждений ∼ 0.5 мкм

5. Толщина
осаждений 5–6 мкм

LIA-QMS 5 Дж/см2 1.6 · 1017 см–2 — —

LIA-QMS 10 Дж/см2 2.4 · 1017 см–2 4.8 · 1017 см–2 2.6 · 1018 см–2

LIA-QMS 10 Дж/см2 2.4 · 1017 см–2 4.0 · 1017 см–2 2.5 · 1018 см–2

LIA-QMS 10 Дж/см2 2.4 · 1017 см–2 5.8 · 1017 см–2 2.4 · 1018 см–2

LIA-QMS 15 Дж/см2 3.7 · 1017 см–2 — —

TDS 2.9 · 1017 см–2 — —

Рис. 5. Схема ввода лазерного излучения и сбора света диагностики содержания водорода в стенках токамака Глобус-М2.

при лабораторном макетировании. В эксперименте на
токамаке использовался Nd:YAG лазер с длительно-
стью импульса равной 3 нс и максимальной энергией
в импульсе до 2 Дж. Оценить плотность энергии ла-
зерного излучения на поверхности облицовки во вре-
мя эксперимента не представлялось возможным, од-
нако по измерениям глубины кратера постфактум был
сделан вывод о том, что показатель тепловой нагруз-
ки (Дж · см–2 · с–0.5) был заметно выше, чем в лабора-
торных экспериментах. Ось системы сбора света бы-
ла совмещена с осью системы ввода лазерного излуче-
ния за счет монтажа элементов обеих систем на общем
оптическом рельсе, что позволило держать лазерный
луч в центре области наблюдения в ходе сканирования
дивертора. Трехобъективная оптическая система сбо-
ра света передавала излучение лазерного факела на то-
рец волокна оптического спектрометра. Для регистра-
ции эмиссионного спектра лазерной искры в данной
системе использовался дифракционный спектрометр
SPT-DDHR-4 [13] с большой дисперсией и высокой
пропускной способностью.

Для ввода лазерного излучения в вакуумную камеру
токамака использовался верхний патрубок диаметром

80 мм, на который было установлено сапфировое ок-
но, оснащенное защитной шторкой.

Регистрация остаточных газов осуществлялась при
помощи квадрупольного масс-спектрометра Pfeiffer
PrismaPlus QMG220 (с анализатором QMA220), уста-
новленного в откачной системе непосредственно пе-
ред ТМН. Данный QMS имеет предел обнаружения
по парциальному давлению 1.5 · 10–10 Па, и скорость
измерения одной массы от 20 мс до 60 с, т. е. реги-
страция одного спектра (до 50 а. е. м.) осуществляется
от 1 до 300 с.

Перед началом измерения была проведена калиб-
ровка показаний масс-спектрометра для водорода и
гелия. В ходе процедуры калибровки в объем установ-
ки Глобус-М2 напускался газ, после чего напуск газа
перекрывался и проводилась одновременная запись
динамики давления в камере и амплитуды соответ-
ствующих линий в масс-спектре. При давлениях вы-
ше, чем 5 · 10–4 Па, когда полное давление в каме-
ре незначительно отличается от парциального давле-
ния водорода, наблюдается близкая к линейной зави-
симость ионного тока от давления с коэффициентом
пропорциональности ∼ 3 · 105 Па/А. В дальнейших
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экспериментах мы использовали данный калибровоч-
ный коэффициент для расчета давления водорода и
дейтерия в камере Глобус-М2.

3.2. Измерение содержания изотопов водорода
в графитовой облицовке дивертора Глобус-М2

методом LIA-QMS

После завершения калибровки была проведена се-
рия экспериментов по облучению облицовки токама-
ка Глобус-М2 с целью записи эмиссионных спектров
излучения лазерной искры и масс-спектров десорби-
рованных газов. Базовое давление в вакуумной камере
токамака поддерживалось на уровне 4 · 10–4 Па. Ла-
зерное излучение фокусировалось внутри объема то-
камака на графитовую диверторную плитку в области
пересечения с правой ветвью сепаратрисы, которое
соответствует положениям образцов 3.1 и 3.2, иссле-
дуемым в предыдущем пункте. Всего было произведе-
но 8 лазерных экспозиций, две из которых были те-
стовыми, а шесть заключались в сканировании лазер-
ным лучом поверхности плитки. Как показали пред-
варительные эксперименты, время накопления при
записи масс-спектра нежелательно делать менее, чем
200 мс на диапазон в 1 а. е. м. Для того, чтобы огра-
ничить длительность записи одного спектра време-
нем 1–2 с, было принято решение разбить весь инте-
ресующий нас диапазон на несколько меньших. По-
этому, в течение первых 3-х сканирующих экспози-
ций масс-спектр записывался в 3-х диапазонах масс:
1–5, 11–16 и 23–31 а. е. м. Затем выбирались линии,
которые демонстрировали наибольший рост при ла-
зерном облучении и в ходе следующих 3 экспозиций
были записаны кинетики соответствующих линий. На
рис. 6 показаны кинетики отдельных линий, соответ-
ствующих 1–4 массам и две последовательные записи
масс-спектра в диапазонах 1–5 а. е. м, сделанные до

начала и во время лазерного сканирования диверто-
ра установки Глобус-М2. Как видно из рис. 6, облуче-
ние лазером приводит к дегазации облицовки, кото-
рая может быть надежно зарегистрирована методами
масс-спектрометрии. Следует отметить, что одновре-
менно с ростом интенсивности линий, соответствую-
щих 1–4 массам, в спектре наблюдался рост сигналов
от кислорода, азота, воды и различных соединений уг-
лерода. Как следствие, скачок полного давления бо-
лее чем на порядок превышал амплитуду импульсов
парциальных давлений изотопов водорода в камере.

Из рис. 6 можно сделать вывод о количестве изото-
пов водорода, содержащегося в поверхностных сло-
ях облицовки. Используя полученный выше калиб-
ровочный коэффициент, парциальное давление водо-
рода в камере во время экспозиции можно оценить,
как (IH2 +IHD/2) · 3 · 105 ∼ 4 · 10–6 Па, а парциаль-
ное давление дейтерия как (ID2 +IHD/2) · 3 · 105 ∼
∼ 1.6 · 10–6 Па. Принимая скорость откачки равной
S ∼ 1 м3/с, стационарные потоки со стенки равны
P · S/(k · T) ∼ 1015 H2/c и 4 · 1014 D2/c. Как следует из
рис. 7, один проход сканирования занимал ∼50 c, и
за это время экспонировалась площадь ∼1 см2. Таким
образом, на основании проведенных измерений мож-
но сделать вывод о количественном содержании изо-
топов водорода в поверхностных слоях облицовки ди-
вертора Глобус М2:∼1017 Н/см2 и 4 · 1016 D/см2. Полу-
ченное соотношение протия и дейтерия в поверхност-
ном слое скорее всего связано с проведением проце-
дуры боронизации стенки. Эта процедура в Глобус-М2
проводится в тлеющем разряде гелия в присутствии
паров карборана (C2B10H12).

Для получения информации о глубине залегания
топлива в приповерхностной области был прове-
ден цикл экспозиций, в котором одна и та же пло-
щадка сканировалась последовательно несколько раз.

Рис. 6. Две последовательные записи масс-спектра в диапазонах 1–5 а. е. м., сделанные до начала (черная линия) и во время
(красная линия) лазерного сканирования облицовки дивертора установки Глобус-М2 (а), кинетики линий, соответствую-
щих массам 1–4 (H, H2, HD, D2) (б).
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Рис. 7. Кинетики линий, соответствующих массам 1–4 (H, H2, HD, D2) записанные в ходе многократного сканирования
облицовки дивертора установки Глобус-М2 (а); облицовка дивертора после лазерного сканирования (б). Область 1 — глу-
бина 80–90 мкм, 2 — 110–140 мкм, 3 — 60–70 мкм.

Результат такого многократного сканирования, пока-
зан на рис. 7а. Как видно из рисунка, после перво-
го прохода, амплитуды линий, соответствующих изо-
топам водорода, резко уменьшаются, однако некото-
рое количество топлива наблюдается и в более глу-
боких слоях. При этом неясно, оказывает ли какое-
либо влияние на горение плазменного разряда топ-
ливо, запасенное в глубине взаимодействующих с
плазмой элементов. Очевидно, данный вопрос тре-
бует дальнейшего исследования как в лабораторных
условиях, так и на токамаке. Внешний вид плит-
ки после лазерной экспозиции показан на рис. 7б.
Измерения глубины следа лазерного сканирования
позволили оценить полную толщину слоя, удален-
ного за 10 проходов, как ∼100 мкм. Следователь-
но, приведенные выше оценки, сделанные для пер-
вого прохода лазерного сканирования облицовки,
дают информацию о залегании изотопов водорода
в верхнем слое толщиной ∼10 мкм.

3.3. Измерение изотопного соотношения
дейтерий/протий методом LIBS

На рис. 8 приведены фотографии лазерной искры
во время первого и второго проходов лазерного ска-
нирования облицовки дивертора Глобус-М2.

Из рис. 8 видно, что в начале экспозиции лазер-
ный факел имеет два цвета — синий и красный. По
всей вероятности, синий цвет соответствует свечению
азота (391, 423 и 470 нм), так как в масс-спектрах
интенсивность линии молекулы азота является до-
минирующей. Свечение углерода лежит в глубоком
УФ-диапазоне (менее 200 нм). Красный цвет соответ-
ствует свечению водородных линий (656 нм). Приме-
чательно, что визуально лазерный факел имеет тен-
денцию к раздвоению, однако авторы предполагают,

Рис. 8. Фотография лазерной искры во время первого (а),
второго проходов лазерного сканирования облицовки ди-
вертора Глобус-М2 (б).

что данный эффект связан с тем, что синяя часть фа-
кела имеет более высокую интенсивность, и красная
часть факела на ее фоне становится незаметной. По-
сле первого прохода сканирования исследуемой об-
ласти красная часть факела практически полностью
исчезает, что подтверждает сделанные выше выводы
о том, что за первый проход происходит преимуще-
ственное удаление водородосодержащих пленок с по-
верхности тайла. Следует также отметить, что после
первого прохода сканирования исследуемой области
факел становится значительно меньше.

В данной работе спектроскопия лазерного факела
использовалась совместно с метом LIA-QMS для из-
мерения относительной интенсивности линий дейте-
рия и протия. Во время лазерной экспозиции эмис-
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Рис. 9. Спектр свечения лазерной искры по время первого
прохода лазерного сканирования, давление 5 · 10–4 Па.

сионный спектр факела в спектральном диапазоне
655.8–656.8 нм регистрировался при помощи спек-
трометра SPT-DDHR-4. Спектр, записанный во вре-
мя первого прохода сканирования, приведен на рис. 9.
На спектре хорошо видно Бальмер-альфа (Hα и Dα)
линии от двух изотопов водорода — протия (H) и
дейтерия (D). Из соотношения интенсивности ли-
ний можно предположить, что отношение концен-
траций дейтерия и протия в искре составляет око-
ло 1:3, что близко к оценкам, полученным метода-
ми масс-спектрометрии ∼1 : 2.5. Данный факт под-
тверждает корректность измерений, проведенных ме-
тодом LIA-QMS. В частности, можно ответить на
вопрос о соотношении вкладов D2 и 4He в интен-
сивность линии, соответствующей массе 4 в масс-
спектре. Поскольку стенка установки Глобус-М2 регу-
лярно проходит процедуру кондиционирования в тле-
ющем гелиевом разряде, такой результат не является
очевидным. В нашем случае, исходя из данных LIBS,
можно сделать вывод о доминирующем вкладе D2 в
интенсивность линии 4-й массы.

После начала второго сканирования Бальмер-
альфа линии изотопов водорода полностью пропада-
ли из спектра, что подтверждает, что большая часть
изотопов водорода, содержащихся в приповерхност-
ных слоях, удаляется во время первого прохода.

Оценки атомной концентрации дейтерия на глу-
бине более 10 мкм (после первого прохода лазерно-
го сканирования) дают величину ∼10–2 ат%, что су-
щественно меньше атомной концентрации дейтерия
в осаждениях, измеренной в [10] на плитке из то-
го же ряда – 4 ат%. Полученная нами концентрация
∼10–2 ат% гораздо ближе к величине 2 · 10–3 ат%, при-
веденной в работе [10] для растворенного D2 в объеме
графитовой облицовки. В наших экспериментах ин-
тегральная поверхностная плотность атомов дейтерия
составила ∼ 4 · 1016 D/см2, где превалирующий вклад

оказывает первый проход. Данный результат пример-
но на порядок меньше содержания – 5.6 · 1017 D/см2,
приведенного в той же работе [10] в осаждениях с тол-
щиной 2.6 мкм. Следовательно, естественным будет
предположить, что в описанных выше эксперимен-
тах на Глобус-М2 толщина осаждений была заметно
меньше (сотни нм). За первый проход все осажде-
ния были удалены вместе со слоем объемного мате-
риала, что и дало несколько более высокий уровень
сигнала по сравнению с дальнейшими проходами
сканирования, когда мы распыляли исключительно
объемный материал.

В представленных экспериментах оптическая спек-
троскопия использовалась только для регистрации
спектра эмиссии протия и дейтерия. В то же время ме-
тод LIBS позволяет получать информацию и о составе
распыленного слоя, а при должной калибровке быть
независимым инструментом количественного анали-
за содержания изотопов водорода в стенке. Для этого
необходимо одновременно реализовать запись в ши-
роком спектральном диапазоне, обеспечить высокое
разрешение и светосилу в области свечения Hα и Dα.
Как вариант, предлагается использовать 2 спектраль-
ных канала с перекрестной калибровкой. Контроли-
руя одновременно элементный состав распыляемого
вещества и содержание в нем изотопов водорода, мы
сможем разделять водород, со-осажденный вместе с
продуктами эрозии и содержащийся в объеме стенки,
получать дополнительную информацию о механизмах
накопления топлива в зависимости от сценария раз-
рядов, проведения процедур боронизации или конди-
ционирования.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены первые результаты разра-
ботки и апробации системы лазерной диагности-
ки содержания изотопов водорода в первой стенке
токамак-реакторов. Макетирование в лабораторных
условиях подтвердило применимость системы для из-
мерения содержания изотопов водорода во взаимо-
действующих с плазмой элементах токамаков. Систе-
ма была смонтирована на установке Глобус-М2 и по-
лучены первые экспериментальные данные о накоп-
лении изотопов водорода в облицовке дивертора уста-
новки. Сравнение изотопного содержания по соот-
ношению интенсивности Hα/Dα, полученного двумя
методами: LIBS и LIA-QMS позволила подтвердить
корректность проведенных измерений.

Дальнейшее развитие методов включает в себя от-
работку методики LIBS для многоэлементного коли-
чественного анализа в предположении больцманов-
ской заселенности возбужденных уровней и не требу-
ющего использования калибровочных кривых. Аль-
тернативой может служить метод регистрации, осно-
ванный на спектроскопии во внешнем разряде, на-
пример, в Пеннинговской ячейке. Кроме того, при-
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менение метода абляции для исследования осажде-
ний неизвестной толщины предполагает наличие об-
ратной связи, отслеживающей основные химические
элементы первой стенки в лазерном факеле. Наличие
подобной системы на базе многоэлементного LIBS
позволит избежать повреждения первой стенки.

Точность и чувствительность разработанного мето-
да сильно зависят от материала первой стенки и объе-
ма вакуумной камеры токамака. В ходе исследований
наблюдалась и десорбция водорода из объема первой
стенки, которая тоже может вносить заметный вклад
в формирование сигнала масс-спектрометра. К сожа-
лению, попытка выделения водорода из объема со-
пряжена с нарушением целостности первой стенки.
Для повышения точности определения концентрации
изотопов водорода необходимо определять глубину и
форму лазерного кратера. Для этого предполагается
усилить методику интерферометрией. Реализация ка-
либровки масс-спектрометра возможна несколькими
способами, которые могут быть легко интегрированы
в текущую вакуумную систему токамака. В последую-
щих исследованиях на токамаке Глобус-М2 планиру-
ется использовать калиброванную течь с потоком дей-
терия∼104 Па ·м3/с, что позволит провести более точ-
ный количественный анализ изотопов водорода.
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HYDROGEN ISOTOPES IN THE GLOBUS-M2 TOKAMAK WALL
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Mock-up of the system for remote monitoring of the accumulation of hydrogen isotopes in the walls of the
Globus-M2 tokamak was assembled and tested. The measurements were performed using the LIA-QMS
laser diagnostics (laser-induced ablation with registration using quadrupole mass-spectrometry). The data
were obtained on the content of hydrogen isotopes in deposits appearing after exposing tungsten collectors to
the loads in the volume of the Globus M tokamak. After testing the diagnostics under laboratory conditions,
it was mounted at the Globus-M2 facility. In-situ measurements of the content of hydrogen isotopes in
the graphite tiles of the tokamak divertor were performed. The possibility of combining the LIA-QMS
diagnostics with the LIBS (laser-induced emission spectroscopy) diagnostics has been confirmed, in order
to obtain information on the composition of the ablated material. In addition, the LIBS method was used
for obtaining the deuterium/protium isotopic ratio during measurements in the Globus-M2 facility.

Keywords: laser-induced ablation, laser-induced desorption, first wall, spherical tokamak, tritium
accumulation Diagnostics
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1. ВВЕДЕНИЕ

Электронный циклотронный резонансный нагрев
(ЭЦРН) широко применяется в современных торо-
идальных установках магнитного удержания плаз-
мы. Считается, что этот метод локального (в окрест-
ности ЭЦ-резонанса) нагрева электронов и генера-
ции безындукционных токов позволяет эффективно
контролировать развитие неоклассической тиринг-
неустойчивости и рост магнитных островов, и плани-
руется в токамаке ITER в сценарии нагрева на фунда-
ментальной ЭЦ-гармонике обыкновенной волны [1].
Обсуждается использование ЭЦР-нагрева и в токама-
ке DЕМО - термоядерной установке следующего по-
коления [2]. В настоящее время также исследуется эф-
фективность ЭЦР-нагрева на второй гармонике ре-
зонанса с использованием пучков СВЧ-волн обык-
новенной поляризации [3–6]. Современные генера-
торы – гиротроны, которые обеспечивают возбужде-
ние мощных волновых СВЧ-пучков, имеют выход-
ную мощность излучения до 1 МВт. В настоящее вре-
мя идет разработка гиротронов с выходной мощно-
стью до 5 МВт [7]. По этой причине исследование всех
аспектов поведения столь мощных пучков СВЧ-волн
в высокотемпературной плазме является актуальной
задачей. Представляет интерес анализ возможности
возбуждения нежелательных нелинейных эффектов,
которые могут сопровождать распространение вол-
новых СВЧ-пучков и, в конечном итоге, значитель-

но ухудшать локальность дополнительного нагрева
электронов. Одним из таких нелинейных эффектов
является параметрическая распадная неустойчивость
(ПРН) СВЧ-волны. Эффективность этого нелиней-
ного явления во многом определяется эффективно-
стью нелинейной связи волны накачки и дочерних
волн, возбуждаемых в результате распада. Коэффици-
ент нелинейной связи адекватно описывается функ-
цией отклика плазмы второго порядка по амплиту-
дам взаимодействующих волн, а именно, билинейной
восприимчивостью или проводимостью плазмы.

Впервые выражения для функции отклика замаг-
ниченной плазмы были получены в рамках гидро-
динамической модели [8]. Однако, хотя гидродина-
мическое приближение и позволяет получить выра-
жение для нелинейной проводимости и/или воспри-
имчивости в явном виде, оно справедливо только в
случае взаимодействия длинноволновых колебаний
(быстрых волн), для которых эффект пространствен-
ной дисперсии плазмы пренебрежимо мал. Для ана-
лиза параметрического распада СВЧ-волны, приво-
дящего к возбуждению дочерних волн, при описании
которых (или одной из которых) необходимо учиты-
вать пространственную дисперсию плазмы, гидроди-
намическое приближение становится некорректным.
В рамках кинетического подхода в замкнутой непер-
турбативной форме параметрическое воздействие из-
лучения большой мощности на плазму было рассмот-
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рено в монографии [9]. Ключевым предположением,
позволившим в этой работе продвинуться аналити-
чески, было полное пренебрежение пространствен-
ной структурой параметрически неустойчивой волны,
что является лишь одним из предельных случаев и
при многих сценариях нелинейного взаимодействия
не является адекватным. Позднее, общие выражения
для многокомпонентных тензоров диэлектрической
проницаемости были получены в монографии [10] в
кинетическом приближении в рамках пертурбатив-
ной процедуры теории возмущений, т.е. в результа-
те разложения функции распределения частиц по ам-
плитудам взаимодействующих волн. В общем случае
эти выражения в силу характера траектории невозму-
щенной заряженной частицы в присутствии внешне-
го магнитного поля, могут быть получены только в
форме многократных интегралов по поперечным ско-
ростям и по фазам ларморовского вращения части-
цы в поле соответствующей волны. В случае конкрет-
ного нелинейного взаимодействия при заданных на-
правлениях распространения нелинейно связанных
волн и их векторах поляризации, общие интеграль-
ные выражения могут быть значительно упрощены и
приведены к удобному для анализа виду. Таким об-
разом, каждый сценарий многоволнового взаимодей-
ствия, не рассмотренный ранее, является отдельной
нерешенной задачей. В качестве примера можно при-
вести выражения для билинейной восприимчивости
высокотемпературной замагниченной плазмы, кото-
рые описывают как взаимодействие трех продольных
волн, так и распад необыкновенной волны на две про-
дольные волны, полученные в компактном виде в ра-
ботах [11, 12] и [13] соответственно.

Один из наиболее вероятных сценариев распада
СВЧ-волны обыкновенной поляризации на частоте
фундаментальной ЭЦ-гармоники, при котором воз-
буждаются продольная верхнегибридная (ВГ) вол-
на и продольная нижнегибридная (НГ) волна, ос-
новываясь на подходе, развитом в монографии [10],
был рассмотрен ранее в работе [14]. В случае рас-
пада обыкновенной СВЧ-волны на частоте второй
ЭЦ-гармоники наиболее вероятно возбуждение до-
черней продольной верхнегибридной волны и элек-
тромагнитной обыкновенной волны с частотой, близ-
кой фундаментальной гармонике ЭЦ-резонанса. По-
скольку в высокотемпературной плазме токамака
пренебрежение пространственной дисперсией при
описании ВГ-волны не является корректным, в дан-
ной работе этот сценарий трехволнового взаимо-
действия рассмотрен в кинетическом приближении.
В итоге, мы впервые получим интегральное представ-
ление для нелинейной плотности заряда в замагни-
ченной плазме, которая описывает это нелинейное
явление. Окончательные выражения для коэффици-
ентов связи получены в удобном для численного ана-
лиза виде. Их можно использовать для описания па-
раметрических распадных неустойчивостей обыкно-

венной волны, приводящих к возбуждению продоль-
ных колебаний и электромагнитной волны в высоко-
температурной термоядерной, космической и астро-
физической плазме.

2. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ,
УЧАСТВУЮЩИЕ В НЕЛИНЕЙНОМ

ВЗАИМОДЕЙСТВИИ

В традиционной постановке ЭЦРН-экспериментов
пучки греющего излучения вводятся в плазму почти
поперек внешнего магнитного поля. Для улучшения
локализации энерговыделения СВЧ-волн в плазме
предпринимаются дополнительные усилия, такие как
использование фокусирующих зеркал и широких пуч-
ков, чтобы обеспечить квазиоптический характер их
распространения без значительного изменения фор-
мы волнового фронта. Это позволяет считать, что их
продольный коэффициент преломления мал

𝑛𝑧0 =
𝑐

ω0
(k0 · b) ≪ 1, (1)

где ω0 — частота ЭЦ-волны, b = e𝑧 — единичный
вектор вдоль внешнего магнитного поля, k0 — волно-
вой вектор. В силу конечной величины (1), электриче-
ское поле обыкновенной волны может иметь не толь-
ко продольную, но и поперечные компоненты. Одна-
ко, как показано в монографии [15], величина попе-
речных компонент поля в силу условия имеет малость
порядка ∝ 𝑛𝑧0 по сравнению с величиной продоль-
ной компоненты. Согласно обычной геометрии ввода
пучка накачки в плазму со стороны слабого магнитно-
го поля, параметрический распад возможен и, к тому
же, обладает минимальным порогом в области плазмы
далеко за пределами ее ЭЦ-слоя, размер которого

𝑙𝐸𝐶𝑅 ≈ max
(︀
𝑛‖β𝑒, β

2
𝑒

)︀
𝑅0,

где β𝑒 = υ𝑡𝑒/𝑐, υ𝑡𝑒 =
√︀
2𝑇𝑒/𝑚𝑒 — электронная

тепловая скорость, 𝑇𝑒,𝑚𝑒 — электронная температу-
ра и масса электрона, 𝑅0 — большой радиус установ-
ки. Согласно выводам монографий [15] (см. форму-
лы (20), (21)) и [16] (см. формулу (5.3.3.1)) при квази-
поперечном распространении при распаде вне ЭЦ-
слоя накачки и дочерних волн размером 𝑙𝐸𝐶𝑅 влияни-
ем релятивизма на поляризацию, распространение и
затухание обыкновенной волны накачки можно пре-
небречь. Кроме того, в области распада, размеры ко-
торой много меньше характерных масштабов измене-
ния параметров фоновой плазмы, мы можем исполь-
зовать модель однородной среды, пренебрегая изме-
нением параметров волны в этой области.

Итак, рассмотрим обыкновенную волну на частоте,
соответствующей второй ЭЦ-гармонике, которая рас-
пространяется в однородной плазме поперек к внеш-
нему магнитному полю, направленному вдоль коор-
динаты e𝑧. Электрическое и магнитное поле этой вол-
ны в приближении Вентцеля—Крамерса—Бриллюэна
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(ВКБ) можно представить в следующем виде

E0 = e𝑧
𝐴0

2
exp (𝑖𝑘0𝑥− 𝑖ω0𝑡) + 𝑐.𝑐.,

B0 = −e𝑦
2
𝑛0𝐴0 exp (𝑖𝑘0𝑥− 𝑖ω0𝑡) + 𝑐.𝑐.,

(2)

где 𝑛0 = 𝑐𝑘0/ω0 =
√︀
η (ω0) — поперечная компонента

коэффициента преломления, η = 1 − ω2
𝑝𝑒/ω

2
0 — про-

дольная компонента высокочастотного, т.е. без учета
ионного вклада, тензора диэлектрической проницае-
мости холодной плазмы, ω𝑝𝑒 =

√︀
4π𝑛̄𝑒2/𝑚𝑒 — элек-

тронная плазменная частота; 𝑛̄ — фоновая плотность
плазмы.

Поскольку с физической точки зрения распад вол-
ны накачки в плазме приводит к появлению имен-
но тех дочерних волн, которые испытывают наи-
меньшие потери из-за затухания, т.е. распространя-
ются квази-поперечно, рассмотрим распространяю-
щуюся поперек магнитного поля дочернюю обыкно-
венную волну, поле которой в приближении Вентце-
ля—Крамерса—Бриллюэна (ВКБ) имеет вид:

E1 = e𝑧
𝐴1

2
exp (𝑖𝑘1𝑥+ 𝑖ω1𝑡) + 𝑐.𝑐.,

B1 = e𝑦𝑛1
𝐴1

2
exp (𝑖𝑘1𝑥+ 𝑖ω1𝑡) + 𝑐.𝑐.

(3)

Вторая дочерняя волна соответствует верхним ги-
бридным (ВГ) колебаниям. Ее потенциал может быть
представлен в следующем виде:

ϕ2 =
𝐶2

2
exp (𝑖𝑞2𝑥− 𝑖ω2𝑡) + 𝑐.𝑐., (4)

где 𝑞2 является решением дисперсионного уравнения
для ВГ-волны

𝐷𝑈𝐻 (𝑞2,ω2) = 𝑞22 + χ𝑒 (𝑞2,ω2) +
ω2
2

𝑐2
𝑔(ω2)

2
= 0. (5)

В выражении (5) использованы следующие обозна-
чения: 𝑔 = ω𝑐/ω2 ·ω2

𝑝𝑒

(︀
ω2
2 − ω2

𝑐

)︀
— поперечная недиа-

гональная компонента тензора диэлектрической про-
ницаемости холодной плазмы, χ𝑒 — электронная вос-
приимчивость, которая в плазме с максвелловской
функцией распределения частиц имеет вид [16]

χ𝑒 (𝑞2,ω2) =
2ω2

𝑝𝑒

υ2𝑡𝑒

(︃
1−

∞∑︁
𝑝=−∞

ω2

ω2 − 𝑝ω𝑐
×

× exp

(︂
−𝑞22υ

2
𝑡𝑒

2ω2
𝑐

)︂
𝐼𝑝

(︂
𝑞22υ

2
𝑡𝑒

2ω2
𝑐

)︂)︃
,

(6)

где 𝐼𝑗 — модифицированная функция Бесселя пер-
вого рода. Последний член в уравнении (5) учиты-
вает наличие малой электромагнитной компоненты
у ВГ-волны. В выражениях (2), (3), (4) частоты и вол-
новые вектора удовлетворяют распадным резонанс-
ным условиям

𝑞2 = 𝑘0 + 𝑘1, ω0 = ω2 + ω1. (7)

Отметим, что в дисперсионном уравнении (5) с
учетом условия (1) мы пренебрегаем вкладом, свя-
занным с продольной пространственной дисперсией
ВГ-волны.

Рассмотрим уравнение Власова для бесстолкнови-
тельной однородной замагниченной плазмы, которое
описывает функцию распределения электронов [16](︃

𝜕

𝜕𝑡
+ υ𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
− |𝑒|

𝑚𝑒
(𝐸𝑖 + 𝑒𝑖𝑗𝑘υ𝑗𝐵𝑘/𝑐)

𝜕

𝜕υ𝑖
−

−ω𝑐𝑒𝑖𝑗𝑧υ𝑗
𝜕

𝜕υ𝑖

)︃
𝑓𝑒 = 0,

(8)

где 𝑒𝑖𝑗𝑧 — полностью антисимметричный единичный
тензор и E =

∑︀
𝑖=0÷2 E𝑖. Будем искать решение урав-

нения (8), используя процедуру теории возмущений

𝑓 = 𝑓𝑀 + 𝑓 (1) + 𝑓 (2) + . . . , (9)

где 𝑓𝑀 — максвелловская функция распределения c
температурой 𝑇𝑒, 𝑓 (1), 𝑓 (2) — поправки к равновесной
функции распределения первого и второго порядка по
амплитуде взаимодействующих волн. Подставим раз-
ложение в уравнение и, выделяя члены первого по-
рядка, получим уравнения для линейных поправок к
функции распределения на частотах обыкновенных
волн(︂

−𝑖α𝑠 + 𝑖λ𝑠ξ⊥ cos θ+
𝜕

𝜕θ

)︂
𝑓 (1)
𝑠 = − 𝑛̄ |𝑒| υ𝑡𝑒𝐴𝑠

2ω𝑐𝑇𝑒
ξ𝑧𝑓𝑀 ,

(10)
где 𝑠 = 0, 1, α0 = ω0/ω𝑐, α1 = −ω1/ω𝑐, λ0 = 𝑘0υ𝑡𝑒/ω𝑐,
λ1 = 𝑘1υ𝑡𝑒/ω𝑐, ξ⊥ = υ⊥/υ𝑡𝑒, ξ𝑧 = υ𝑧/υ𝑡𝑒 и θ азимуталь-
ный угол цилиндрической системы координат в про-
странстве скоростей. Используя метод вариации про-
извольной постоянной, мы получим функцию Грина
уравнения в следующем виде:

𝐺θ𝑠 [. . .] = exp (𝑖α𝑠θ− 𝑖σ𝑠ξ𝑧θ− 𝑖λ𝑠ξ⊥ sin (θ))×

×
θ∫︁

−∞

𝑑τ exp (𝑖λ𝑠ξ⊥ sin (τ) + 𝑖σ𝑠ξ𝑧τ− 𝑖α𝑠τ) [. . .].
(11)

Линейные поправки к равновесной функции рас-
пределения на частоте ω𝑠 равны

𝑓 (1)
𝑠 = 𝑖

𝑛̄ |𝑒|
ω𝑐𝑚𝑒υ𝑡𝑒

ξ𝑧𝐴𝑠𝑓𝑀×

×
∞∑︁

𝑝=−∞

exp (𝑖𝑝θ− 𝑖λ𝑠ξ⊥ sin (θ))

𝑝− α𝑠
𝐽𝑝 (λ𝑠ξ⊥), 𝑠 = 0, 1.

(12)
Отметим, что линейные поправки к равновесной

функции распределения зависят от азимутального
угла вращения электрона в однородном магнитном
поле.
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Билинейная поправка к равновесной функции рас-
пределения на частоте второй дочерней волны явля-
ется решением уравнения(︂

−𝑖α2 + 𝑖λ2ξ⊥ cos θ+
𝜕

𝜕θ

)︂
𝑓
(2)
2 =

|𝑒|
2𝑚eω𝑐

×

×

(︃
𝐴0

(︂(︁
1− υ𝑥

𝑐
𝑛0

)︁ 𝜕

𝜕υ𝑧
+ 𝑛0

υ𝑧

𝑐

𝜕

𝜕υ𝑥

)︂
𝑓
(1)
1 +

+𝐴1

(︂(︁
1 +
υ𝑥

𝑐
𝑛1

)︁ 𝜕

𝜕υ𝑧
− 𝑛1

υ𝑧

𝑐

𝜕

𝜕υ𝑥

)︂
𝑓
(1)
0

)︃
,

(13)

где α2 = ω2/ω𝑐, λ2 = 𝑞2υ⊥/ω𝑐. Используя функцию
Грина (11), мы получим решение уравнения (13) в ин-
тегральном виде

𝑓
(2)
2 =

|𝑒|
2𝑚𝑒ω𝑐

𝐺θ2

[︃
𝐴0

(︃(︂
1− υ𝑥 (τ)

𝑐
𝑛0

)︂
𝜕

𝜕υ𝑧
+

+𝑛0
υ𝑧

𝑐

𝜕

𝜕υ𝑥 (τ)

)︃
𝑓
(1)
1 (τ) + . . .

]︃
.

(14)

Выражение в квадратных скобках в выражении (14),
на которое действует интегральный оператор (11),
зависит от переменной интегрирования τ. Отметим,
что компоненты скорости υ𝑥 (τ), зависящие от пе-
ременной интегрирования τ, связаны с компонента-
ми скорости υ𝑥,𝑦 (θ), зависящими от текущего значе-
ния азимутального угла θ, преобразованием поворота,
а именно:

υ𝑥 (τ) = υ𝑥 (θ) cos (τ− θ)− υ𝑦 (θ) sin (τ− θ) ,
υ𝑦 (τ) = υ𝑥 (θ) sin (τ− θ) + υ𝑦 (θ) cos (τ− θ) .

Далее, умножим выражение (14) на заряд электро-
на — |𝑒|. Выполним интегрирование по скоростям, что
позволяет получить нелинейную плотность заряда на
частоте ВГ-волны ρ (ω2) = ρ

(2)
2 /2 exp (−𝑖ω2𝑡) + 𝑐.𝑐.:

ρ
(2)
2 = −|𝑒|2υ3𝑡𝑒

𝑚𝑒ω𝑐

∞∫︁
0

ξ⊥𝑑ξ⊥

∞∫︁
−∞

𝑑ξ𝑧×

×
2π∫︁
0

𝑑θ exp (𝑖α2θ− 𝑖λ2ξ⊥ sin (θ))×

×
θ∫︁

−∞

𝑑τ exp (−𝑖α2τ)𝐹 (τ),

(15)

где периодическая функция 𝐹 (τ) имеет вид

𝐹 (τ) = exp (𝑖λ2ξ⊥ sin (τ))

[︃
𝐴0

(︃(︂
1− υ𝑥 (τ)

𝑐
𝑛0

)︂
𝜕

𝜕υ𝑧
+

+𝑛0
υ𝑧

𝑐

𝜕

𝜕υ𝑥 (τ)

)︃
𝑓
(1)
1 (τ) +𝐴1

(︃(︂
1 +
υ𝑥 (τ)

𝑐
𝑛1

)︂
𝜕

𝜕υ𝑧
−

−𝑛1
υ𝑧

𝑐

𝜕

𝜕υ𝑥 (τ)

)︃
𝑓
(1)
0 (τ)

]︃
.

Воспользовавшись периодичностью 𝐹 (τ), разло-
жим ее в ряд Фурье

𝐹 (𝑡) =
∑︁
𝑝

𝐹𝑝 exp (𝑖𝑝τ) , (16)

где

𝐹𝑝 =
1

2π

2π∫︁
0

𝑑𝑡 exp (𝑖λ2ξ⊥ sin (𝑡)− 𝑖𝑝𝑡)×

×

(︃
𝐴0

(︂(︂
1− υ𝑥 (𝑡)

𝑐
𝑛0

)︂
𝜕

𝜕υ𝑧
+ 𝑛0

υ𝑧

𝑐

𝜕

𝜕υ𝑥 (𝑡)

)︂
𝑓
(1)
1 (𝑡)+

+𝐴1

(︂(︂
1 +
υ𝑥 (𝑡)

𝑐
𝑛1

)︂
𝜕

𝜕υ𝑧
− 𝑛1

υ𝑧

𝑐

𝜕

𝜕υ𝑥 (𝑡)

)︂
𝑓
(1)
0 (𝑡)

)︃
Используя представление (16) в выражении (15),

мы, выполнив в последнем интегрирование по ча-
стям, в результате получим

ρ
(2)
2 = −

ω2
𝑝𝑒

ω2
𝑐

𝑞2
8π

𝐴0𝐴1

𝐵̄

∞∫︁
0

𝑑ξ⊥ξ⊥ exp
(︀
−ξ2⊥

)︀
×

×
2π∫︁
0

𝑑θ exp (𝑖α2θ− 𝑖λ2ξ⊥ sin (θ))

θ∫︁
−∞

𝑑𝑡 exp (−𝑖α2𝑡)×

× sin (θ− 𝑡)

(︃
𝑛0

∞∑︁
𝑙=−∞

exp (𝑖𝑙𝑡+ 𝑖λ0ξ⊥ sin (𝑡))

𝑙 − α1
𝐽𝑙 (λ1ξ⊥)−

−𝑛1

∞∑︁
𝑝=−∞

exp (𝑖𝑝𝑡+ 𝑖λ1ξ⊥ sin (𝑡))

𝑝− α0
𝐽𝑝 (λ0ξ⊥)

)︃
. (17)

Проинтегрировав последовательно по переменным
𝑡 и θ, окончательно получим

ρ
(2)
2 =

ω2
𝑝𝑒

ω2
𝑐

𝑞2𝐴0𝐴1

4π𝐵̄

∞∑︁
𝑝,𝑙=−∞

∞∫︁
0

(︃
𝑛0

𝑝− α1
𝐽𝑝 (λ1ξ⊥)×

×
(︁
𝐽+
𝑙 (λ0ξ⊥) 𝐽

−
𝑝+𝑙 (λ2ξ⊥) + 𝐽−

𝑙 (λ0ξ⊥) 𝐽
+
𝑝+𝑙 (λ2ξ⊥)

)︁
−

− 𝑛1

𝑝− α0
𝐽𝑝 (λ0ξ⊥)

(︁
𝐽+
𝑙 (λ1ξ⊥) 𝐽

−
𝑝+𝑙 (λ2ξ⊥)+

+𝐽−
𝑙 (λ1ξ⊥) 𝐽

+
𝑝+𝑙 (λ2ξ⊥)

)︁)︃ exp
(︀
−ξ2⊥

)︀
(𝑝+ 𝑙 − α2)

ξ⊥𝑑ξ⊥,

(18)
где 𝐽+

𝑝 (λ) = 𝑝𝐽𝑝 (λ) /λ, 𝐽−
𝑝 (λ) = 𝐽 ′

𝑝 (λ). Выраже-
ние (18) – это сумма однократных хорошо сходящихся
интегралов. Его численный расчет в зависимости от
мощности компьютера и использованной схемы ин-
тегрирования занимает от одной до нескольких ми-
нут, что делает полученное представление нелиней-
ной плотности заряда удобным для использования.

Далее, найдем асимптотическое представление (18)
в пределе длинноволновых взаимодействующих волн

ρ
(2)
𝑒 = −𝑞22

ω2
𝑝𝑒ω𝑐𝑐

ω0ω1 (ω2
2 − ω2

𝑐)

𝐴0𝐴1

8π𝐵̄
(1−𝑂 (δ)) , (19)
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где

δ∝max

(
β2en

2
x2

ω1

ω1−ωc
, β2en

2
x0

ω0

ω0−4ωc
, β2en

2
x2

ω2

ω2−ωc

)
.

Член нулевого порядка в этом выражении совпадает с
выражением, полученным в гидродинамическом при-
ближении (см. Приложение).

Для оценки влияния поперечных компонент поля
электромагнитных волн, появляющихся из-за малого,
но конечного значения продольного волнового чис-
ла при квази-поперечном распространении дочерних
волн, приведем без вывода выражение для нелиней-
ной плотности заряда в замагниченной плазме при
распаде поперечно распространяющейся О2-волны.
Пренебрегая поперечной пространственной диспер-
сией λ0,1 → 0и учитывая малое, но конечное значение
продольного волнового вектора у дочерних волн kz,
получим

ρ(2)e = −q22
ω2
peωcc

ω0ω1 (ω2
2 − ω2

c)

A0A1

8πB̄

(
1− n2

z

)
, (20)

где nz = ckz/ω1. Таким образом, если иметь в ви-
ду эксперименты на стеллараторе Wendelstein 7-X,
где имеется система нагрева на второй гармонике
О-моды на частоте 140 GHz [6], при попереч-
ном распространении пучка накачки поправка к
нелинейной плотности заряда, связанная с квази-
поперечным распространением дочерних волн,
меньше процента n2

z ∝ 10−3.
Для оценки влияния электронной температуры

плазмы на величину нелинейной плотности заряда
приведем расчет этого выражения при типичных па-
раметрах плазмы и системы ЭЦРН, когда данный ре-
жим параметрического распада может наблюдаться.
В качестве примера взят стелларатор Wendelstein 7-X,
где обсуждаются эксперименты по дополнительно-
му нагреву на второй гармонике О-моды на ча-
стоте 140 GHz [6]. Рассмотрим случай поперечно-
го распространения дочерних волн. На рис. 1 изоб-
ражена зависимость отношения нелинейной плот-
ности заряда к ее гидродинамическому приближе-
нию (А.4) от электронной температуры при плотно-
сти n̄ = 1.2× 1014 см−3 для двух значений магнитного
поля 2 и 2.5 Т.

Частота дочерней электромагнитной волны
100 GHz, характерная электронная температу-
ра, достигаемая в экспериментах по ЭЦРН на
Wendelstein 7-X, составляет 5–10 кeV. Видно, что в
рассмотренном диапазоне параметров (см. сплош-
ную линию для магнитного поля 2 Т, пунктирую
линию для магнитного поля 2.5 Т для температуры
в диапазоне Te ∝ 5 ÷ 10 keV) отличие кинетическо-
го выражения от гидродинамического составляет
5–35% в зависимости от температуры электронов.
Эти значения значительно превосходят значение по-
правки, связанной с наклонным распространением,
полученное выше.

Рис. 1. Зависимость отношения нелинейной плотности за-
ряда (18) к ее гидродинамическому приближению (19) от
электронной температуры при поперечном распростране-
нии дочерних волн и параметрах плазмы, характерных для
стелларатора Wendelstein 7-X [6]. Сплошная кривая соответ-
ствует значению магнитного поля 2 Т, пунктирная – 2.5 Т.

3. ВЫВОДЫ

Впервые в явном виде получено выражение для
нелинейной плотности заряда в замагниченной плаз-
ме в кинетическом приближении, которое описывает
нелинейное взаимодействие двух СВЧ-волн обыкно-
венной поляризации с частотой, лежащей в диапазоне
между второй и фундаментальной ЭЦ-гармониками,
соответственно, с продольными верхнегибридными
колебаниями. В предельном случае длинноволновых
дочерних колебаний полученное выражение воспро-
изводит выражения, выведенные в рамках гидроди-
намического приближения (А.4). Результаты работы
востребованы при анализе нелинейных эффектов при
ЭЦРН-нагреве при распространении обыкновенной
волны на периферии плазмы.

Возможность возбуждения параметрической рас-
падной неустойчивости обыкновенной волны с часто-
той близкой ко второй ЭЦ-гармонике, может быть
изучена в модельном эксперименте в газовом разря-
де. Ранее на линейной установке «Гранит» было пока-
зано, что необыкновенная волна является параметри-
чески неустойчивой, и в результате распада может эф-
фективно отдавать свою мощность дочерним волнам,
испытывая сильное аномальное затухание [17]. Ре-
зультаты, полученные в настоящей статье, могут ока-
заться полезны при планировании и интерпретации
подобных экспериментов, где будет анализироваться
поведение обыкновенных СВЧ-волн.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Осцилляторная скорость электронов в полях обык-
новенных волн и определяются из уравнений движе-
ния

𝑢
(1)
0𝑧 = −𝑖

|𝑒|
2𝑚𝑒

𝐴0

ω0
; 𝑢

(1)
1𝑧 = 𝑖

|𝑒|
2𝑚𝑒

𝐴1

ω1
. (А.1)

Осцилляторная скорость электронов, появляющая-
ся в результате биений двух обыкновенных волн из-за
силы Лоренца определяется из системы уравнений(︂
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Решая неоднородные уравнения (А.2), получим
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Из уравнения непрерывности найдем амплитуду
плотности заряда ρ(2)𝑒 = ρ

(2)
2 /2 exp (𝑖𝑞2𝑥− 𝑖ω2𝑡) + 𝑐.𝑐.
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ELECTROMAGNETIC WAVES WITH ORDINARY POLARIZATION
AND A LONGITUDINAL UPPER HYBRID WAVE

IN A HIGH-TEMPERATURE PLASMA
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The kinetic approximation was used to obtain an expression for the bilinear component of the nonlinear
charge density, which is used to describe the parametric decay of a microwave with ordinary polarization
whose frequency corresponds to the second harmonic of the electron cyclotron resonance. As a result of the
decay, an upper hybrid wave and a lower hybrid wave are excited.

Keywords: microwaves, electron cyclotron resonance heating of magnetized plasma, parametric decay
instability, upper hybrid and lower hybrid waves
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Создан и опробован метод определения абсолютного значения концентрации плазмы в источниках, созда-
ющих плазму электронным пучком в сильном магнитном поле. Представлены результаты измерений кон-
центрации плазмы в источнике трубчатой плазмы, используемом в исследованиях по плазменной реляти-
вистской СВЧ-электронике. Показано, что в момент включения плазменного мазера, концентрация плазмы
составляла величины (3 ± 0.3) × 1012 см–3 для тока разряда в источнике 5 А, (5.5 ± 0.6) × 1012 см–3 для тока
разряда 9 А и (9.5 ± 1) × 1012 см–3 для тока разряда 20 А. Сравнение с проведенными ранее зондовыми изме-
рениями, а также с численными расчетами, сделанными с помощью кода КАРАТ, показало хорошее согласие
результатов СВЧ-измерений с численными расчетами, при этом погрешность измерений не превышала 15%.
Зондовые измерения дают значительно большее отклонение от результатов СВЧ-измерений, что связанно с
наличием сильного магнитного поля в плазменном источнике.

Ключевые слова: трубчатая плазма, магнитное поле, СВЧ-измерения, ленгмюровский зонд, концентрация
плазмы, запредельный волновод, плазменный мазер
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1. ВВЕДЕНИЕ

Плазменный мазер — это мощный источник
СВЧ-излучения, который работает на основе че-
ренковского взаимодействия релятивистского элек-
тронного пучка с распространяющимися в плазме
медленными волнами. В этом его главное отличие от
вакуумных ламп бегущей волны, в которых использу-
ются пространственно-периодические замедляющие
структуры, например, гофрированный волновод.
Наличие плазмы, как замедляющей структуры,
дает возможность перестройки средней частоты
излучения путем изменения концентрации плазмы.
Поэтому знание параметров плазмы важно для по-
нимания процессов, происходящих в плазменных
мазерах, а также и для совершенствования их работы
как генераторов мощного СВЧ-излучения. К сожале-
нию, традиционные методы диагностики плазмы —
зондовые измерения, оптическая интерферометрия,
микроволновая диагностика, не работают в условиях
присутствия в системе релятивистского электронного
пучка, интенсивного света от взрывоэмиссионного
катода и мощного СВЧ-излучения. Поэтому остаются
два пути — либо косвенная оценка концентрации
плазмы путем сравнения спектров излучения плаз-
менного мазера с численными моделями [1–3], либо
измерение параметров плазмы традиционными ме-

тодами в отсутствии релятивистского электронного
пучка и связанных с ним мешающих факторов. Дан-
ная работа следует в русле второго пути и является
продолжением работы [4].

В работе [4] были проведены зондовые измерения
параметров плазмы в источнике трубчатой плазмы,
который применяется в исследованиях по плазмен-
ной релятивистской СВЧ-электронике. Они позво-
лили определить температуру электронов, независи-
мость концентрации плазмы от длины плазменного
столба и линейную зависимость между током разря-
да и зондовым током, что позволяет контролировать
относительное изменение концентрации плазмы в те-
чение эксперимента. Абсолютное значение концен-
трации плазмы носило оценочный характер, так как
плазма находится в сильном магнитном поле, кото-
рое не учитывается в стандартной теории Ленгмюра.
Целью данной работы является определение абсолют-
ного значения концентрации плазмы СВЧ-методом в
источнике трубчатой плазмы для плазменного мазера.

2. СХЕМА ЭКСПЕРИМЕНТА

Схема установки показана на рис. 1. Плазма созда-
ется в цилиндрическом волноводе 1 диаметром 60 мм
при давлении воздуха 8.6 × 10–2 Па (6.5 × 10–4 Торр),
который помещен внутрь соленоида 2, создающего
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Рис. 1. Схема установки. 1 – волновод, 2 – соленоид, 3 – термокатод, 4 – электрод-держатель, 5 – подвижный коллектор, 6 –
трубчатая плазма, 7 – зонд, 8 – излучающий рупор, 9 – приемный рупор, 10 – запредельный волновод, 11 – детектор СВЧ.

аксиальное магнитное поле 1 Тл. Кольцевой термока-
тод 3 изготовлен из листового вольфрама толщиной
0.5 мм. В момент запуска на катод подается импульс-
ный ток накала, длительностью 2 с, нагревающий его
до температуры около 3000 К. После этого на термока-
тод 3 подается прямоугольный отрицательный отно-
сительно волновода 1 импульс напряжения амплиту-
дой 500 В и длительностью 160 мкс. В результате тер-
моэлектронной эмиссии образуется трубчатый элек-
тронный пучок, распространяющийся вдоль линий
индукции магнитного поля как вправо, к внутреннему
электроду 4, так и влево, к коллектору 5, электрически
соединенному с волноводом 1. Этот электронный пу-
чок, распространяясь в разреженном газе (в экспери-
менте использовался воздух) ионизирует его и созда-
ет трубчатую плазму 6 с внутренним и внешним диа-
метрами 35 мм и 39 мм соответственно. Концентра-
ция создаваемой плазмы, может меняться от импуль-
са к импульсу путем изменения температуры термока-
тода 3, которая, в свою очередь, определяется током
накала. Длина столба плазмы составляла около 20 см.
Полный ток, идущий через плазму между термокато-
дом 3 и волноводом 1, мы называем током разряда.

Справа от коллектора 5 на расстоянии 15 мм от
него по диаметру волновода установлен одиночный
зонд 7 из нихромовой проволоки диаметром 0.18 мм.
Ток зонда выводится из вакуумной части наружу и че-
рез резистор 1 Ом замыкается на землю. Сигнал с ре-
зистора через фильтр низкой частоты (ФНЧ) пода-
ется на один канал осциллографа. Непосредственно
за излучающим рупором 8 находится приемный ру-
пор 9 такого же диаметра переходящий в стандартный
прямоугольный волновод 23 × 10 мм2. Далее по вол-
новодному тракту ставится один из шести запредель-
ных волноводов 10, данные которых представлены в
табл. 1. Волноводный тракт заканчивается детектор-

Таблица 1. Характеристики используемых запредельных
волноводов: № – номер волновода; f0 – линейная СВЧ-
частота отсечки; np – концентрация плазмы, для которой
плазменная частота равна частоте отсечки.

№ f0, ГГц np, 1012 см–3

1 6.5 0.55

2 7.9 0.8

3 10 1.3

4 12 1.9

5 15.8 3.2

6 18.8 4.6

ной головкой 11, сигнал с которой поступает на дру-
гой канал того же осциллографа.

3. ИДЕЯ МЕТОДА

Плазма в эксперименте создается электронным
пучком в два этапа [5]. Сначала концентрация плазмы
растет только за счет ударной ионизации молекул газа
электронами пучка. После достижения критической
концентрации плазмы (около 108 см–3 в нашем слу-
чае) возникает плазменно-пучковый разряд, и проис-
ходит дополнительная ионизация СВЧ-полями. При
этом, согласно расчету, СВЧ-поля в основном сосре-
доточены внутри плазменной трубки, поэтому иони-
зации фонового газа полями вне плазмы не происхо-
дит и не приводит к уширению трубчатой плазмы. На
рис. 2 представлена дисперсионная характеристика
плазменного волновода в предположении бесконеч-
но сильного магнитного поля и постоянства концен-
трации плазмы внутри плазменной трубки. Показа-
на азимутально симметричная мода и две азимуталь-
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Рис. 2. Дисперсионная характеристика плазменного вол-
новода в предположении бесконечно сильного магнитно-
го поля. Быстрые моды не показаны. 1 — азимутально сим-
метричная мода медленной плазменной волны, 2, 3 — ази-
мутально несимметричные моды, 4 — линия электронного
пучка, создающего плазму.

но несимметричные моды волн в волноводной систе-
ме с трубчатой плазмой. Реальное распределение кон-
центрации плазмы внутри плазменной трубки изме-
рялось в [8], где было показано, что распределение
близко к прямоугольному поперек плазменной труб-
ки и, с точностью до азимутальных колебаний, посто-
янно по длине. Плазменно-пучковый разряд возника-
ет в результате черенковского взаимодействия элек-
тронного пучка с медленными плазменными волна-
ми волновода при условии равенства фазовых скоро-
стей. На рис. 2 это точки, соответствующие волновым
числам k1, k2, k3. Им соответствуют частоты возни-
кающих СВЧ-полей ω1, ω2, ω3 соответственно. Ази-
мутально несимметричных мод может быть много, но
важно то, что частоты их возбуждения меньше часто-
ты возбужденияω1 азимутально симметричной моды.
Кроме того, частотаω1 очень близка к плазменной ча-
стоте ωp. Оценки показывают, что в наших условиях
относительное отклонение частот (ω1 −ωp)/ωp равно
0.03% для концентрации плазмы 1012 см–3, и 0.003%
для концентрации плазмы 1013 см–3.

Таким образом, спектр СВЧ-излучения в системе
с плазмой имеет резкую верхнюю границу, равную
ω1 ≈ ωp. Измеряя верхнюю границу спектра мы опре-
деляем плазменную частоту ωp и, по ней концентра-
цию плазмы np по формуле:

np =
ε0mω

2
p

e2
,

где ε0 — электрическая постоянная, m и e — масса и
заряд электрона.

4. МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

В эксперименте измерялся сигнал с ленгмюровско-
го зонда и сигнал с СВЧ-детектора. Типичные осцил-
лограммы сигналов представлены на рис. 3. В момент

Рис. 3. Осциллограмма сигналов с зонда 1 и с СВЧ-детек-
тора 2. Запредельный волновод — 10 ГГц, ток разряда — 5 А.

подачи импульса отрицательного напряжения на тер-
мокатод (20-я мкс на рис. 3) начинает создаваться
плазма и появляется зондовый ток. При нулевом сме-
щении на зонде он находится в режиме электронно-
го насыщения [4], и сигнал с него пропорционален
средней по сечению плазменной трубки концентра-
ции плазмы. После достижения критической концен-
трации плазмы возникают СВЧ-поля, и часть их че-
рез рупоры 8, 9 попадают на вход запредельного вол-
новода 10 (рис. 1). При малой концентрации плазмы
все излучаемые из плазмы частоты лежат ниже по-
лосы пропускания запредельного волновода, и сиг-
нал с СВЧ-детектора 11 (рис. 1) отсутствует. Как толь-
ко концентрация плазмы достигает такого значения,
при котором верхняя частота спектра начинает по-
падать в полосу пропускания запредельного волново-
да, появляется сигнал с СВЧ-детектора. Измеряя мо-
мент времени, при котором возникает сигнал с СВЧ-
детектора, и зная частоту отсечки запредельного вол-
новода, мы определяем концентрацию плазмы в дан-
ный момент времени в предположении ее постоян-
ства внутри плазменной трубки. На рис. 3, например,
сигнал с СВЧ-детектора появляется на 31-й мкс. Это
значит, что в этот момент времени линейная плаз-
менная частота (f0 = ωp/2π) равна частоте отсечки
f0 = 10 ГГц запредельного волновода и, следователь-
но, концентрация плазмы равна

np =
ε0m(2πf0)

2

e2
= 1.3× 1012 см−3.

Ток на зонд при этом равен 68 мА. Таким обра-
зом, по данной точке подбирается масштаб для пе-
ресчета всей осциллограммы в значения концентра-
ции плазмы. Для оценки точности получаемых ре-
зультатов были проведены измерения времени нача-
ла СВЧ-импульса и тока на зонд в этот момент вре-

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ том 50 № 6 2024



650 ПОНОМАРЕВ, УЛЬЯНОВ

Таблица 2. Время начала СВЧ-импульса и величина тока на
зонд в этот момент времени для шести разных импульсов в
одинаковых условиях. Запредельный волновод 10 ГГц, ток
разряда 5 А.

№ импульса Время, мкс Ток на зонд, мА

1 30.6 76

2 31.4 86

3 31.0 78

4 31.2 70

5 31.0 68

6 31.2 76

мени для шести разных импульсов работы плазмен-
ного источника в одинаковых условиях. Результаты
представлены в табл. 2.

Из данных табл. 2 следует, что относительный раз-
брос времени начала СВЧ-импульса составляет ±3%,
а разброс тока на зонд в этот момент времени ±8%.
Считая эти величины независимыми, мы получаем,
что точность наших измерений составляет ±9%.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА И
ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 4, 5 и 6 приведены результаты измерений
для трех токов разряда 5, 9 и 20 А. Данные токи разря-
да были выбраны для соответствия параметрам экспе-
римента в [1]. Каждый из этих рисунков представляет
собой осциллограмму сигнала с зонда в режиме элек-
тронного насыщения (левая вертикальная шкала) и
величины концентрации плазмы (правая вертикаль-
ная шкала) для конкретных моментов времени, опре-
деленных по методике, описанной выше. При этом
масштаб правой шкалы подбирается таким образом,
чтобы получилось наилучшее соответствие между то-

Рис. 4. Зависимость от времени тока на зонд в режиме элек-
тронного насыщения (левая вертикальная шкала) и величи-
ны концентрации плазмы (правая вертикальная шкала). Ток
разряда — 5 А.

Рис. 5. То же, что и рис. 4. Ток разряда 9 А.

Рис. 6. То же, что и рис. 4. Ток разряда 20 А.

ком на зонд и измеренными значениями концентра-
ции плазмы. После этого зависимость зондового то-
ка на рис. 4–6 считается калиброванной, то есть она
показывает значение концентрации плазмы в любой
момент времени.

Для экспериментов по генерации мощного СВЧ-
излучения [1, 6, 7] особенно важно знание концентра-
ции плазмы на 60-й мкс, так как именно в этот момент
времени включается плазменный релятивистский ге-
нератор. Из рис. 4–6 следует, что на 60-й микросекун-
де концентрация плазмы равна 3 × 1012 см–3 для то-
ка разряда 5 А, 5.5 × 1012 см–3 для тока разряда 9 А и
9.5 × 1012 см–3 для тока разряда 20 А.

Возникает вопрос, почему бы не измерить кон-
центрацию плазмы этим методом непосредственно
на 60-й мкс. Проблема в том, что сигнал с СВЧ-
детектора резко уменьшается с увеличением частоты
СВЧ-излучения из плазмы и, соответственно, кон-
центрации плазмы. Например, на рис. 5 точка, соот-
ветствующая концентрации плазмы 1.3 × 1012 см–3

получена из СВЧ-сигнала амплитудой 250 мВ;
точка, соответствующая концентрации плазмы
1.9 × 1012 см–3, получена из СВЧ-сигнала амплитудой
15 мВ, а точка, соответствующая концентрации плаз-
мы 3.2 × 1012 см–3, получена из СВЧ-сигнала ампли-

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ том 50 № 6 2024



СВЧ-МЕТОД ИЗМЕРЕНИЯ КОНЦЕНТРАЦИИ ТРУБЧАТОЙ ПЛАЗМЫ 651

Рис. 7. Зависимость концентрации плазмы, определенной
разными методами от тока разряда: 1 – по зондовым изме-
рениям ионного тока, 2 – расчет кодом КАРАТ, 3 – по зон-
довым измерениям электронного тока. Взято из [4]. Ромби-
ки – измерения из данной работы.

тудой 0.5 мВ, что является нашим пределом точности
измерения СВЧ-сигнала.

На рис. 7 представлено сравнение результатов из-
мерения концентрации плазмы, полученных в дан-
ной работе, с результатами работы [4], в которой кон-
центрация плазмы оценивалась с помощью зондов
Ленгмюра, а также рассчитывалась с помощью кода
КАРАТ. Методика зондовых измерений и численного
расчета подробно описана в [4]. Рисунок 7 демонстри-
рует, что результаты измерения концентрации плазмы
СВЧ-методом наиболее близко соответствуют чис-
ленным расчетам, сделанным в коде КАРАТ. Зондо-
вые измерения дают отклонение от правильных ре-
зультатов, причем если для измерений по ионному то-
ку погрешность не превышает 50%, то для измерений
по электронному току погрешность равна 300–400%.
Как обсуждалось в [4], это связано с наличием силь-
ного магнитного поля в рассматриваемом плазмен-
ном источнике.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены результаты СВЧ-измерений
концентрации трубчатой плазмы в источнике, ис-
пользуемом в плазменных мазерах [1, 6, 7]. Резуль-
таты измерений сопоставлены с током разряда в
источнике. Показано, что на 60-й мкс, в момент

включения плазменного мазера, концентрация плаз-
мы равна (3 ± 0.3) × 1012 см–3 для тока разряда
5 А, (5.5 ± 0.6) × 1012 см–3 для тока разряда 9 А и
(9.5 ± 1) × 1012 см–3 для тока разряда 20 А. Также уста-
новлено, что концентрация плазмы растет практиче-
ски пропорционально росту тока разряда, что позво-
ляет оценивать ее по значению тока разряда, измеря-
емому в процессе эксперимента.

Сравнение с проведенными ранее зондовыми изме-
рениями, а также численными расчетами плазменно-
го мазера [1], сделанными с помощью кода КАРАТ,
показало хорошее согласие (погрешность менее 15%)
результатов СВЧ-измерений с численными расчета-
ми. Зондовые измерения дают бoльшее отклонение от
результатов СВЧ-измерений, связанное с наличием
сильного магнитного поля в плазменном источнике.

Авторы выражают благодарность П. С. Стрелко-
ву и И. Е. Иванову за многочисленные полезные
обсуждения.
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MICROWAVE METHOD OF TUBULAR PLASMA DENSITY
MEASUREMENT FOR RELATIVISTIC MICROWAVE OSCILLATOR

A. V. Ponomareva,* and D. K. Ul’yanova,**

a Prokhorov General Physics Institute, Russian Academy of Sciences, Moscow, 119991 Russia
*e-mail: aponomarev68@gmail.com

**e-mail: ulyanov@fpl.gpi.ru

The method for determining the absolute plasma density in sources that create plasma in the strong
magnetic field using the electron beam has been developed and tested. The results of plasma density
measurements in the source of tubular plasma used in research on plasma relativistic microwave electronics
are presented. It was shown that at time of switching-on plasma maser, for discharge currents of 5, 9,
and 20 A, the plasma densities were (3 A 0.3) A ∼ 1012, (5.5 A 0.6) A ∼ 1012, and (9.5 A 1) A ∼
∼ 1012 cm–3, respectively. Comparison with the probe measurements previously performed, as well as with
the numerical calculations made using the KARAT code, showed good agreement between the results of
microwave measurements and numerical calculations, while the measurement error did not exceed 15%.
The results of probe measurements much stronger deviate from the results of microwave measurements,
which is associated with the presence of the strong magnetic field in the plasma source.

Keywords: tubular plasma, magnetic field, microwave measurements, Langmuir probe, plasma density,
below cutoff waveguide, plasma maser
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Описаны аппаратура и метод измерения скорости потока плазмы квазистационарного сильноточного плаз-
менного ускорителя (КСПУ) на основе высокоскоростной спектроскопии доплеровского сдвига. Дискрети-
зация измерений по времени может достигать 100 кГц, что позволяет подробно исследовать процессы дли-
тельностью порядка 1 мс и более. Продемонстрировано согласие значений скорости потока, полученных ме-
тодом спектроскопии доплеровского сдвига и времяпролетным методом. Представлены результаты измере-
ний, показывающие, что скорости плазменного потока КСПУ лежат в диапазоне 30–160 км/с в зависимости
от энерговклада в разряд и состава рабочего газа.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время в АО «ГНЦ РФ ТРИНИТИ»
ведется разработка прототипа электроракетного дви-
гателя (ЭРД) с повышенными параметрами тяги и
удельного импульса на основе квазистационарно-
го сильноточного плазменного ускорителя (КСПУ).
Установка и методы исследования интегральных ха-
рактеристик разряда и потока плазмы представлены
в работе [1]. Для определения скорости плазменно-
го потока очевидное решение — применение спек-
троскопии доплеровского сдвига. Типичные парамет-
ры эксперимента — использование легких плазмо-
образующих газов (водород, гелий), скорость пото-
ка ∼ 100 км/с, температура до 2 эВ, концентрация
от 3 · 1014 до 1016 см–3, мгновенная мощность разряда
от 3 МВт, длительность разрядного импульса ∼ 1 мс.
В указанных условиях возможно проводить спек-
троскопические исследования с применением про-
мышленно изготавливаемого оборудования. Харак-
терные примеры определения направленной скоро-
сти для водорода и гелия можно найти в работах [2–5].
Особенностью условий представленного исследова-
ния является необходимость высокоскоростной съем-
ки при кадровой регистрации спектров для отслежи-
вания изменений скорости во время разряда, что от-
личает технику эксперимента от известных методов с
короткой экспозицией одиночного кадра с примене-
нием электронно-оптического преобразователя или

регистрацией быстрых процессов с применением ка-
мер с щелевой разверткой [5, 6].

Ключевая характеристика ЭРД — скорость выбра-
сываемого потока, поэтому при разработке нового
объекта техники желательно применять несколько
независимых методов ее определения. В представлен-
ных экспериментах используется дублирующая диа-
гностика скорости на базе времяпролетной методики,
которая дает надежные результаты при наличии хоро-
шо выделяемых движущихся объектов, например, от-
дельных сгустков или фронта распространения плаз-
мы [7, 8]. В работе [9] описывается определение ско-
рости плазмы КСПУ времяпролетным методом при
регистрации движения ярких участков плазменного
потока по схеме с временной разверткой щели, ориен-
тированной вдоль направления потока. В работе [10]
показано, что в плазменном потоке КСПУ области
яркого свечения соответствуют участкам потока с по-
вышенной концентрацией плазмы и сохраняются на
расстояниях свыше 1 м от среза электродов ускорите-
ля. Движение таких сгустков плазмы можно отслежи-
вать как посредством осциллографической регистра-
ции излучения потока, так и методом хордовой интер-
ферометрии электронной концентрации.

Настоящая работа посвящена реализации техники
определения скорости плазменного потока методом
спектроскопии доплеровского сдвига, позволяющей
отслеживать изменения скорости в ходе разряда дли-
тельностью ∼ 1 мс. Проводится сравнение результа-
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Рис. 1. Общая схема эксперимента.

тов с данными, получаемыми времяпролетной мето-
дикой, и исследуется скорость потока для водорода,
дейтерия и гелия при различном уровне вклада мощ-
ности в разряд.

2. ТЕХНИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Регистрация линий свечения частиц плазменного
потока при наблюдении вдоль направления движения
позволяет определять скорость частиц по доплеров-
скому сдвигу регистрируемых линий. При наблюде-
нии набегающего потока линия будет смещаться в ко-
ротковолновую область, а для убегающего — в длин-
новолновую. Схема эксперимента (рис. 1) подразуме-
вает регистрацию излучения навстречу, вслед потоку
и перпендикулярно потоку. В таком случае, относи-
тельный сдвиг линий имеет большую величину и луч-
ше различим, что повышает точность измерений. При
наблюдении под углами α1 и α2 суммарное смещение
линий ∆λ определяется выражением

∆λ = λ0
u

c
(cosα1 − cosα2) ,

где λ0 — исходная длина волны, c — скорость света,
u — скорость движения частиц в потоке.

Регистрация спектральных линий реализована на
основе монохроматора-спектрографа М522i, постро-
енного по оптимизированной схеме Черни–Тернера
с компенсацией аберрации астигматизма. Основ-
ные характеристики прибора: фокусное расстояние
522 мм, относительное отверстие 1/6.7, использу-
емая дифракционная решетка 2400 штрихов/мм в
первом порядке дифракции, ширина инструменталь-
ного контура 0.03 нм при ширине щели 15 мкм.
Обратная линейная дисперсия для ряда длин волн
приведена в табл. 1.

Излучение собиралось коллиматорами FA-2 из
кварца с диаметром окна 15 мм, расположенны-
ми внутри вакуумного объема, и вводилось в опто-
волоконные кабели. Переход оптоволокна из ваку-
ума в атмосферу осуществлялся через вакуумные
оптоволоконные вводы VFT-400-SR. Далее излуче-
ние на щель спектрометра заводилось посредством
волоконной сборки BFL44HS01, которая собирает
четыре оптоволокна диаметром 400 мкм в линию
длиной 1.73 мм. Максимально возможно задейство-
вать четыре направления наблюдения, как прави-

Таблица 1. Обратная линейная дисперсия для ряда длин волн

Длина волны, нм

486 577 588 594 633 658

Обратная линейная дисперсия, нм/мм 0.564 0.476 0.464 0.458 0.410 0.376

Обратная линейная дисперсия, пм/пикс. 7.614 6.426 6.264 6.183 5.535 5.076

Диапазон в полном кадре, нм 15.6 13.2 12.8 12.7 11.3 10.4
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ло это два навстречу потоку и по одному вслед
и перпендикулярно потоку.

Размещение коллиматоров непосредственно в ва-
куумной камере вблизи оси распространения плаз-
менного потока позволяет обеспечить максималь-
но острый угол наблюдения, увеличивая разрешаю-
щую способность метода. Большинство эксперимен-
тов проведены в вакуумной камере диаметром 400
мм и диаметром анода ускорителя 125 мм, часть экс-
периментов проведена в существенно большей ваку-
умной камере диаметром 1.5 м при диаметре анода
ускорителя 470 мм, во всех случаях общая длина ва-
куумной камеры для распространения пучка превы-
шала 6 м. На практике вслед потоку удается реали-
зовать наблюдение с углом α1 близким 45°. Для на-
блюдения навстречу потоку нет существенных гео-
метрических ограничений, но использование малых
углов приводит к быстрой деградации или загрязне-
нию защитного стекла коллиматора плазменным по-
током. Экспериментально обычно реализовывались
углы α2 близкие к 140° и в ряде случаев 165°. Ха-
рактерная величина сдвига длины волны в диапазоне
560–660 нм при наблюдении потока под углом 45° для
скоростей 20–200 км/с лежит в диапазоне 37–440 пм
(6–88 пикселов).

Регистрация спектров осуществлялась при помощи
высокоскоростной видеокамеры Phantom 2640. Ос-
новные характеристики камеры: матрица 2048 × 1920
пикселов, размер пиксела 13.5 мкм, разрядность
12 бит, глобальный затвор, минимальная экспозиция
1 мкс, максимальная скорость съемки может состав-
лять от 6600 до 300000 кадров в секунду в зависимости
от выбранного размера кадра и режима работы матри-
цы. Квантовая эффективность находится в диапазоне
55–60% для излучения с длинами волн 480–650 нм.

Размер кадра может конфигурироваться исходя из
размеров минимального блока матрицы, составляю-
щего 128 × 8 пикселов. При сборе излучения от че-
тырех оптоволокон требуемая высота кадра составля-
ет не менее 144 пикселов, минимальная высота для
регистрации двух оптоволокон — 72 пиксела. Мини-
мальная требуемая ширина кадра 256 пикселов, что
при граничной рабочей длине волны для применяе-
мой решетки в 675 нм дает покрытие кадром диапа-
зона 1.28 нм, достаточное для регистрации доплеров-
ского сдвига на скорости до 200 км/с. Максимальная
частота регистрации составляет 120 000 кадров/с для
этих параметров, что дает около 120 отсчетов скоро-
сти на протяжении импульса.

Ключевой момент в построении системы реги-
страции — стыковка камеры с выходным портом
монохроматора-спектрографа. Основная задача —
расположить матрицу в плоскости изображения спек-
трального прибора и добиться одинакового положе-
ния спектральных линий для всех оптоволокон. До-
плеровский сдвиг определяется на основе положе-
ния центра спектральной линии для каждого кана-

Рис. 2. Изображение с камеры при настройке по желто-
му дублету ртути, линия 576.96 нм лежит справа, а линия
579.07 нм — слева. Цифрами указаны полосы наблюдения.

ла наблюдения. Проверка обратной линейной дис-
персии и точности выравнивания матрицы проведе-
на при регистрации желтого дублета ртути, источ-
ник излучения — ртутная лампа высокого давления.
Участок изображения с камеры приведен на рис. 2,
по осям отложены пикселы, длина волны возрастает
справа налево (линия 576.96 нм лежит правее, а линия
579.07 нм — левее). Расстояние между линиями 330
пикселов, характерная высота полосы, соответствую-
щей каждому световоду, составляет 30 пикселов. Экс-
периментально наблюдаемое расстояние между ли-
ниями полностью соответствует указанной обратной
линейной дисперсии.

Дальнейшая обработка заключалась в усреднении
спектров для каждой полосы по 17 центральным пик-
селам. Результаты построения профилей для полос 1
и 4 приведены на рис. 3. Для всех пиков была про-
ведена аппроксимация распределением Фойгта, дав-
шая практически идентичные результаты — ширина
по Лоренцу 0.14 нм, ширина по Гауссу 0.07 нм, по-
грешность определения центра не более 0.5 пм. На
основании разницы между положениями центров ли-

Рис. 3. Профили линий желтого дублета ртути для полос 1 и
4 с рис. 2.
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ний для разных полос, составившей менее 1 пм, мож-
но утверждать, что камера установлена с максимально
возможной точностью — до одного пиксела.

В эксперименте точность определения доплеров-
ского смещения фактически будет определяться точ-
ностью определения центра наблюдаемой линии. По
приведенным данным можно сказать, что для узких
линий с шириной на полувысоте до 0.1 нм точность
определения центра по профилю линии находится на
уровне 1 пм, что соответствует погрешности опреде-
ления скорости до 1 км/с. При определении центра
по положению максимума точность составит 1 пиксел
(5–7 пм в зависимости от длины волны), что соответ-
ствует погрешности определения скорости до 5 км/с.
С увеличением ширины регистрируемых линий по-
грешность будет возрастать. Для линий с шириной на
полувысоте от 0.2 нм точность определения центра по
положению максимума не превышает 4 пикселов, что
соответствует погрешности определения скорости до
15 км/с. Для решения задачи по определению скоро-
сти плазменного потока на уровне 100 км/с точности в
5 км/с вполне достаточно, что достигается даже про-
стым способом определения максимума относитель-
но узкой линии.

Эффективность сбора излучения влияет на интен-
сивность регистрируемой линии. Узким местом для
сбора излучения на данный момент является узел сты-
ковки оптоволокна с входной щелью монохроматора-
спектрографа — апертуры не согласованы и диаметр
волокна существенно превышает ширину щели, что
приводит к существенным потерям света. В случае
нехватки света может снижаться точность определе-
ния центра линии, для компенсации чего потребует-
ся увеличить время накопления кадра. На практике в
широком диапазоне экспериментальных условий си-
стема регистрации успешно работала с временами на-
копления 1–10 мкс. Недостаток освещенности прояв-
ляется в области энерговклада в разряд ниже 40 кДж,
которая также характеризуется низкими скоростями
потока и не актуальна для текущих задач установки.
В перспективе повышение эффективности сбора из-
лучения может расширить экспериментальные воз-
можности в части работы с минимальной экспозици-
ей, уменьшения области сбора излучения, исследова-
ния динамики слабых линий в спектре.

3. ИЗМЕРЕНИЕ СКОРОСТИ ПЛАЗМЕННОГО
ПОТОКА

Эксперименты проводились с водородом, дейте-
рием и гелием в качестве плазмообразующего га-
за. В случае водорода спектр содержит линии серии
Бальмера, из которых наиболее предпочтительна Hα.
Линия Hβ подвержена интенсивному штарковскому
уширению (характерные значения полуширины око-
ло 2 нм), следующие линии серии имеют низкую ин-
тенсивность. Однако в ходе экспериментов было об-

наружено, что профиль линии Hα имеет составной
характер — кроме сдвинутой по доплеру части, со-
ответствующей движению плазменного потока, су-
ществует существенная не сдвинутая часть, обуслов-
ленная свечением окружающего поток неподвижно-
го газа. Пуски разряда проводились при остаточном
давлении (1–3) · 10–4 мбар, что должно гарантиро-
вать отсутствие фона в области распространения по-
тока. Наблюдаемое свечение неподвижного газа, ви-
димо, вызвано эффектами предварительного запол-
нения вакуумного объема напускаемым газом до фор-
мирования плазменного потока и поступления га-
за в область разряда со стенок вакуумной камеры.
По этой причине для измерения скорости потоков
водородной или дейтериевой плазмы было решено
использовать маркерную примесь.

В качестве маркерной примеси был использован ге-
лий (добавлялся в количестве 10%), поскольку бли-
зок по массе к водороду и уже задействуется в экс-
перименте как рабочий газ. Для определения ско-
рости как в указанной смеси газов, так и в чистом
гелии, выбрана линия He I 587.56 нм, которая де-
монстрирует достаточно высокую интенсивность, и
в ее окрестностях отсутствуют другие яркие линии
спектра. Ширина на полувысоте составляет порядка
0.1 нм, что позволяет применять для определения ско-
рости программный код [11] на основе поиска поло-
жения максимума линии, который в автоматическом
режиме обрабатывает всю регистрируемую в пуске
ускорителя серию кадров.

Переход к работе с маркерной линией He I 587.56 нм
кардинально улучшил наблюдаемую картину по срав-
нению с линией Hα, позволив проводить экспери-
менты с автоматической обработкой спектров. Одна-
ко проблема с составным характером профиля линии
не была устранена полностью — в ряде случаев также
наблюдалось свечение покоящегося газа совместно со
свечением потока, что иллюстрирует рис. 4. На рисун-
ке изображены фрагменты кадров с камеры, размер
фрагмента 298 × 158 пикселов, длина волны возрас-
тает справа налево, красной линией отмечено поло-
жение центра несмещенной линии.

Полностью устранить явление свечения неподвиж-
ного газа при определении скорости потока удалось
путем перехода к большой вакуумной камере с диа-
метром 1.5 м и применением модифицированной си-
стемы напуска газа в ускоритель, исключающей из-
лишнее натекание в камеру до запуска разряда. В та-
ких условиях линия Hα становится пригодной для ди-
агностики. Также удобными для диагностики оказы-
ваются линии примесей, поступающих в плазменный
поток с электродов ускорителя. В экспериментах на-
блюдались линии меди (материал электродов) и уг-
лерода (загрязнения, переосаждающиеся на электро-
дах в результате плазменного воздействия на элемен-
ты внутри вакуумной камеры). Преимуществом ли-
ний примеси является меньшая ширина, обычно не
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Рис. 4. Иллюстрация смещения линии He I 587.56 нм, вертикальная красная линия — центр без смещения, длина волны
возрастает справа налево. Верхняя полоса — наблюдение вслед потоку, нижняя полоса слева — навстречу потоку, нижняя
полоса справа — перпендикулярно потоку.

превышающая 0.09 нм, когда ширина Hα может до-
стигать 0.16 нм. Пример регистрации линии примеси
углерода приведен на рис. 5.

На вставке участок кадра с камеры отображен отра-
женным относительно вертикальной оси, чтобы дли-
на волны возрастала слева направо, как это приведено
для профилей линий. Задействованы все четыре на-
правления наблюдения: 1 — перпендикулярно потоку,
2 — навстречу потоку (41°), 3 — навстречу потоку (15°),
4 — вслед потоку (46°).

В качестве дополнительного способа определения
скорости потока плазмы была использована время-
пролетная методика, базирующаяся на подходе, изло-
женном в работе [9]. В настоящей работе регистри-
ровалось полное излучение потока в видимом диапа-
зоне, собираемое по двум хордам, пересекающим по-
ток плазмы на расстоянии 50 мм друг от друга вдоль
распространения потока. Собираемое излучение с по-
мощью ФЭУ преобразуется в электрические сигналы,

Рис. 5. Пример свечения и спектра примеси C II для четы-
рех направлений наблюдения: 1 — перпендикулярно потоку,
2 — навстречу потоку, 3 — навстречу потоку, 4 — вслед по-
току.

регистрируемые осциллографом. На каждом сигнале
отчетливо прослеживаются характерные пики, соот-
ветствующие движению сгустков в потоке [10]. Ско-
рость потока плазмы вычисляется по задержке между
сигналами на двух осциллограммах (времени пролета
плазмы между двумя сечениями). Иллюстрация опре-
деления задержки приведена на рис. 6.

Сопоставление кривых скорости движения плаз-
менного потока, полученных двумя разными спосо-
бами, показывает близкий результат (рис. 7). Вид-
но непостоянство скорости на протяжении разря-
да, объясняющееся непостоянством вкладываемой
мощности в разряд и величиной мгновенного рас-
хода газа. Можно отметить тенденцию к завыше-
нию скорости, определяемой времяпролетным мето-
дом, что объясняется отслеживанием именно обла-
стей повышенной яркости — они соответствуют ло-
кальным увеличениям мощности разряда и скорости
потока. Также можно отметить, что этот метод пе-
рестает давать результаты в окончании разряда, по-
скольку со спадом мощности излучение потока те-
ряет упорядоченность, и отслеживание движения от-
дельных сгустков становится невозможным. К пре-
имуществам времяпролетного метода можно отнести
техническую простоту реализации.

Использование собранного диагностического ком-
плекса позволило зарегистрировать поведение скоро-
сти плазменного потока КСПУ на протяжении разря-
да для водорода, дейтерия и гелия при варьировании
вкладываемой в разряд энергии. Сводные зависимо-
сти скорости потока и тока разряда от времени при-
ведены на рис. 8. Указанные на графиках напряжения
для пусков соответствуют запасенной в конденсатор-
ной батарее энергии: 1.5 кВ — 110 кДж (для дейтерия
1.6 кВ — 120 кДж), 2 кВ — 190 кДж, 3 кВ — 430 кДж.
Для КСПУ, в котором ускорение плазмы осуществ-
ляется силой Ампера, определяющую роль играет ток
разряда. Хорошо видно, что при одинаковой энергии
в батарее, максимальный ток достигается для водо-
рода и снижается при увеличении атомарной массы
рабочего газа, также снижается и полная вложенная
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Рис. 6. Иллюстрация определения задержки для вычисле-
ния скорости потока время пролетным методом.

Рис. 7. Сопоставление результатов измерения скорости по-
тока разными методами.

в разряд энергия. В соответствии с поведением тока,
максимальные скорости наблюдаются для водорода и
также снижаются при увеличении атомарной массы
рабочего газа. Это в целом ожидаемый результат, соот-
ветствующий базовым представлениям плазмодина-
мики.

Существенная возможность, которую представля-
ет высокоскоростная спектроскопия доплеровского
сдвига — это отслеживание во времени изменений
скорости потока. Видно, что скорость потока воз-
растает в средней части разряда (1–1.5 мс) в момен-
ты роста тока при подключении секций конденсатор-
ных батарей. Фиксируется быстрый спад скорости в
завершающей стадии разряда, превышающий дина-
мику снижения тока. Выявлен значительный скачок
скорости потока в начальной стадии разряда. Этот эф-
фект хорошо заметен для водорода, слабо проявляется

для дейтерия и наиболее выражен для гелиевой плаз-
мы. Наиболее вероятно, что такое поведение вызва-
но несогласованностью скоростей нарастания для то-
ка разряда и концентрации газа на входе в ускоритель.

На рис. 9 приведены значения средней скорости по-
тока плазмы для разных рабочих газов в зависимости
от вложенной в разряд энергии. Очевидно, что при со-
хранении общей массы ускоряемого вещества и росте
скорости, отображаемая зависимость должна прибли-
жаться к корневой. В случае близких энергий разряда
в диапазоне 30–100 кДж скорости потока оказывают-
ся близкими для различных газов, но в целом тенден-
ция к понижению скорости с ростом атомной массы
продолжает прослеживаться.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе продемонстрирована техника
определения скорости плазменного потока методом
спектроскопии доплеровского сдвига. Аппарат-
ная комбинация монохроматора-спектрографа с
компенсацией аберрации астигматизма, фокусным
расстоянием 522 мм, дифракционной решеткой
2400 штрихов/мм (М522i) и высокоскоростной ка-
меры с размером пиксела 13.5 мкм, максимальной
скоростью съемки 300000 кадров в секунду (Phantom
2640) позволяет регистрировать скорость с точно-
стью до 5 км/с при определении сдвига линии по
максимуму и с точностью до 1 км/с при определе-
нии сдвига линии по анализу профиля для узких
линий с полушириной до 0.1 нм. При использовании
достаточно интенсивных линий возможна работа с
минимальной экспозицией 1 мкс и максимальной
скоростью съемки.

Экспериментально показано, что для плазменного
потока КСПУ возможно исследовать особенности по-
ведения скорости на протяжении разряда длительно-
стью ∼ 1 мс и их взаимосвязь с крупномасштабными
(от 10 мкс) изменениями тока. Описанная диагности-
ка может служить действенным инструментом в ра-
ботах по оптимизации формы токового импульса и
его синхронизации с напуском газа в целях разработ-
ки прототипа электроракетного двигателя. Показано,
что времяпролетная методика дает близкий результат
и также может применяться в разработке ЭРД.

Приведены результаты экспериментального иссле-
дования скорости потока для водорода, дейтерия и
гелия в зависимости от вложенной в разряд энер-
гии. Максимальное значение скорости 145 км/с до-
стигнуто при работе на водороде, скорость, близкая
к 100 км/с достигается и для дейтерия. Это обусловле-
но, в первую очередь, более высоким вкладом энергии
из конденсаторной батареи в разряд при работе на во-
дороде. Скорости потока оказываются близкими для
различных газов в случае сравнимых энергий разря-
да, но отмечается тенденция к понижению скорости с
ростом атомной массы.
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Рис. 8. Скорости потока и разрядные токи для водорода, дейтерия и гелия при варьировании вкладываемой в разряд
энергии.
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Рис. 9. Скорость потока плазмы в зависимости от вложен-
ной в разряд энергии для разных плазмообразующих газов.
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DETERMINATION OF PLASMA FLOW VELOCITY WITH TIME
RESOLUTION BASED ON THE DOPPLER EFFECT

A. D. Yaroshevskayaa,*, K. M. Gutorova, V. L. Podkovyrova, and Yu. I. Litvinenkoa

aState Research Center of Russian Federation Troitsk Institute for Innovation and Fusion Research,
Troitsk, Moscow, 108840 Russia
*e-mail: YaroschAD@triniti.ru

The equipment and method for measuring the plasma flow velocity of a quasi-stationary high-current
plasma accelerator (QSPA) based on high-speed Doppler shift spectroscopy are described. Time sampling
of measurements can reach 100 kHz, which makes it possible to study in detail processes lasting about 1 ms
or more. The correspondence between the flow velocity values obtained by Doppler shift spectroscopy and
the time-of-flight method has been demonstrated. The results of measurements are presented, showing that
the velocities of the QSPA plasma flow lie in the range of 30–160 km/s, depending on the energy input into
the discharge and the composition of the working gas.

Keywords: plasma velocity, Doppler effect, QSPA, ERT

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ том 50 № 6 2024



ФИЗИКА ПЛАЗМЫ, 2024, том 50, № 6, с. 662–682

ДИНАМИКА ПЛАЗМЫ

УДК 533.9

МОЩНЫЙ ИСТОЧНИК МЯГКОГО РЕНТГЕНОВСКОГО
ИЗЛУЧЕНИЯ НА ОСНОВЕ Z-ПИНЧА ВЛОЖЕННЫХ СБОРОК

ДЛЯ ЭКСПЕРИМЕНТОВ ПО ФИЗИКЕ ВЫСОКОЙ
ПЛОТНОСТИ ЭНЕРГИИ

C 2024 г. К. Н. Митрофановa,*, А. Н. Грицукa, В. В. Александровa, А. В. Браницкийa,
Е. В. Грабовскийa, И. Н. Фроловa, В. В. Рыжаковa

aГНЦ РФ «Троицкий институт инновационных и термоядерных исследований», Москва, Троицк, Россия
*e-mail: mitrofan@triniti.ru

Поступила в редакцию 29.03.2024 г.
После доработки 19.04.2024 г.

Принята к публикации 24.04.2024 г.

Представлены результаты работ по созданию мощного источника мягкого рентгеновского излучения (МРИ,
ℎν > 100 эВ) на основе Z-пинча компактных вложенных сборок. Одно из применений такого источника из-
лучения возможно для радиационной абляции мишеней из различных веществ в экспериментах по физике
высокой плотности энергии и экстремального состояния вещества, активно проводимых в настоящее время
в мире. На мощной электрофизической установке Ангара-5-1 при уровне разрядного тока до 3.5 МА прове-
дены эксперименты по сжатию плазмы двухкаскадных вложенных сборок смешанного состава с различным
отношением радиусов каскадов. Внешний каскад состоял из волокон вещества с малым атомным номером
(полипропилен), внутренний каскад — из вещества с высоким атомным номером (вольфрам). Было показа-
но, что в случае вложенных сборок данной конструкции возможно получить существенное (в ∼1.4 раз) по-
вышение пиковой мощности МРИ по сравнению с одиночными W-сборками с теми же параметрами, что и
у W-сборки во внутреннем каскаде. При этом спектральные данные, полученные при помощи спектрографа
скользящего падения с «плоским полем», демонстрируют существенное уменьшение доли ионов вольфрама
в отставшей плазме вокруг пинча вложенных сборок. Путем оптимизации линейной массы внешнего кас-
када и его радиуса получены мощные и короткие импульсы МРИ амплитудой ∼10 ТВт, энергией ∼130 кДж
и длительностью ∼ 4–5 нс. Это позволило увеличить падающую плотность мощности и флюенс на мишень
вплоть до 1.55 ТВт/см2 и 17 кДж/см2, соответственно, в экспериментах по экстремальному состоянию веще-
ства, проводимых в настоящее время на установке.

Ключевые слова: имплозия многопроволочной сборки, вложенные проволочные сборки, магнитное поле, тон-
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для исследований в области инерциального термо-
ядерного синтеза (ИТС) [1–5], физики высокой плот-
ности энергии (ФВПЭ) и экстремального состояния
вещества (ЭСВ) [6–8] необходимо применение мощ-
ных источников излучения. Особую важность при та-
ких исследованиях имеет интервал энергий фотонов
50–300 эВ в области т.н. вакуумного экстремально-
го ультрафиолета (ЭУФ). Основополагающие экспе-
рименты по ФПВЭ требуют создания макроскопиче-
ских количеств вещества, которое однородно нагрето
до экстремальных условий. На установке Ангара-5-1
проводятся исследования спектральной зависимости
коэффициентов пропускания в ЭУФ-диапазоне го-
рячей плазмы различных веществ (Al, Sn, In, Bi, Au
и др.), полученной при объемном нагреве рентгенов-
скими лучами Z-пинча мишеней из различных ве-
ществ площадью более 1 см2 [9–14]. При выполнении

этих работ была создана платформа по исследованию
спектральных свойств высокотемпературной плазмы
и разработана оригинальная схема одновременного
облучения мощным потоком рентгеновских фотонов
Z-пинча двух образцов тонкой мишени из исследу-
емого вещества, которая обеспечивает равномерное
пространственное распределение энергии и мощно-
сти облучения при плотности на мишени (т.н. энер-
гетической или лучистой экспозиции) в диапазоне
3–7 кДж/см2 и 0.3–0.6 ТВт/см2, и позволяет в од-
ном выстреле определять спектральный коэффици-
ент пропускания плазмы мишени с учетом ее соб-
ственного излучения, а также динамику разлета плаз-
мы мишени на фронтальной и тыльной сторонах. Ука-
занные потоки излучения пинча позволяют нагреть
плазму мишени до 40–45 эВ при плотности ∼1 мг/см3

[13, 14]. Для повышения температуры плазмы требу-
ются более высокие плотности потоков излучения на
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мишени. Это можно сделать, увеличивая мощность и
энергию импульса излучения пинча, а также умень-
шая расстояние от пинча до мишени.

Целью экспериментов, результаты которых пред-
ставлены в этой работе, являлось дальнейшее разви-
тие идеи создания мощного источника ЭУФ-излуче-
ния на основе Z-пинча вложенных сборок смешан-
ного состава [15–17] для повышения энергетического
вклада в мишень с помощью создания мощного ис-
точника излучения из более компактной (меньшего
размера) проволочной сборки для применения его в
будущих экспериментах по ЭСВ.

2. ПОСТАНОВКА ЭКСПЕРИМЕНТА

На установке Ангара-5-1 при уровне разрядного то-
ка до 3.5 МА проведена серия из ∼30 выстрелов по
сжатию плазмы двухкаскадных вложенных сборок и
одиночных W-сборок с параметрами, идентичными
внутреннему каскаду вложенных сборок (см. табл. 1).
Установка Ангара-5-1 [18] представляет собой гене-
ратор сверхвысокой электрической мощности, состо-
ящий из восьми включенных параллельно модулей.
Длительность формируемого каждым модулем им-
пульса напряжения на полувысоте составляет 90 нс.
Измеренная на радиусе 5 см от оси нагрузки ампли-
туда импульса тока на согласованной нагрузке состав-
ляла∼5 МА (τ = 100–120 нс), а измеренная на радиусе

6 см от оси амплитуда напряжения — 0.5÷0.7 МВ.

Конструкция вложенных сборок смешанного со-
става состояла из двух каскадов (см. рис. 1а): внеш-
ний каскад представлял собой волоконную сборку ра-
диусом 𝑟𝑜𝑢𝑡 = 6 мм, состоящую из различного коли-
чества полипропиленовых (PP) 8 мкм волокон, внут-
ренний каскад - проволочная сборка из 40 вольфрамо-
вых (W) 6 мкм проволок линейной массы 220 мкг/см.
В некоторых случаях W-сборка состояла из 80 прово-
лок линейной массы 440 мкг/см. Радиус 𝑟𝑖𝑛 внутрен-
него каскада вложенных сборок в этой серии экспери-
ментов имел следующие значения 3 мм и 4 мм. Опти-
мизация рентгеновского излучения Z-пинча вложен-
ных сборок с различным отношением радиусов каска-
дов 𝑟𝑖𝑛/𝑟𝑜𝑢𝑡 проводилась путем изменения линейной
массы внешнего каскада 𝑚𝑜𝑢𝑡 в широком диапазоне
значений от ∼3 до ∼25 мкг/см. Проведены сравни-
тельные эксперименты по генерации импульса МРИ
по сжатию плазмы одиночных W-сборок с теми же
параметрами (количество проволок, радиус сборки и
ее масса), что и у W-сборки во внутреннем каскаде
(PP-W) вложенных сборок.

Типичные временные зависимости полного то-
ка 𝐼𝑡(𝑡), протекающего через нагрузку, показаны на
рис. 1б. Из представленных кривых видно, что ампли-
туда тока лежит в диапазоне от 3.2 до 3.5 МА для дан-
ной серии экспериментов с вложенными сборками.

Таблица 1. Параметры вложенных сборок

Выстрел
Параметры

Примечание
внешнего каскада* внутреннего каскада 𝑟𝑖𝑛/𝑟𝑜𝑢𝑡

7096, 7098 8 PP-волокон ∅8 мкм, ∼3.2 мкг/см

40 W 6 мкм проволок,
220 мкг/см, 𝑟𝑖𝑛 = 3 мм

0.5

7093, 7094, 7095 12 PP-волокон ∅8 мкм, ∼4.8 мкг/см

7090, 7091, 7102 24 PP-волокон ∅8 мкм, ∼9.8 мкг/см поиск параметров
вложенных сборок
вблизи
максимальных
выходов МРИ

7100, 7101

60 PP-волокон ∅8 мкм, ∼24.6 мкг/см
7137

80 W 6 мкм проволок,
440 мкг/см, 𝑟𝑖𝑛 = 3 мм

7092, 7097, 7104 —
40 W 6 мкм проволок,
220 мкг/см, 𝑟𝑖𝑛 = 3 мм —

одиночная сборка
для сравнения

7161, 7162 8 PP-волокон ∅8 мкм, ∼3.2 мкг/см

40 W 6 мкм проволок,
220 мкг/см, 𝑟𝑖𝑛 = 4 мм

0.67

7150, 7152, 7153 12 PP-волокон ∅8 мкм, ∼4.8 мкг/см

7143, 7144, 7147 24 PP-волокон ∅8 мкм, ∼9.8 мкг/см поиск параметров
вложенных сборок
вблизи
максимальных
выходов МРИ

7139, 7140, 7142

60 PP-волокон ∅8 мкм, ∼24.6 мкг/см
7142

80 W 6 мкм проволок,
440 мкг/см, 𝑟𝑖𝑛 = 4 мм

7138, 7159, 7160 —
40 W 6 мкм проволок,
220 мкг/см, 𝑟𝑖𝑛 = 4 мм —

одиночная сборка
для сравнения

Примечание: 𝑟𝑜𝑢𝑡 = 6 мм – радиус внешнего каскада; ℎ = 16 мм – высота сборок; * — линейная масса 8 мкм PP-волокон
может отличаться из-за немного различающейся плотности пластика в зависимости от партии изготовления. Серым цветом
выделены ячейки с параметрами одиночной цилиндрической W-сборки.
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Рис. 1. Общий вид взаимного расположения вложенных сборок смешанного состава в межэлектродном зазоре установки
Ангара-5-1 и облучаемой мишени (а) и типичные для представленной серии экспериментов временные зависимости пол-
ного тока It(t), протекающего через нагрузку (б).

Для решения поставленных задач в эксперимен-
тах были использованы следующие диагностические
методики: датчики излучения (вакуумные рентгенов-
ские диоды (ВРД) и термопарный калориметр типа
ВЧД-3), многокадровая рентгеновская камера СХР6
(10 кадров, 1 нс, hν > 70 эВ или λ < 180 A) и квази-
плоскопольный дифракционный ВУФ-спектрограф
скользящего падения (QFF-VUV) с пространствен-
ным и временным разрешением (3 кадра, 1.5 нс,
λ/∆λ ∼ 200). Пространственное разрешение спектро-
графа в радиальном направлении (перпендикулярно
оси пинча) составляло для энергии фотонов более
100 эВ порядка 300 мкм. В обычных спектрографах
скользящего падения входная щель устанавливается
на круге Роуланда, а плоскость детектора пересекает-
ся в одной точке плоскости Роуланда [19], в результате
чего фокусировка происходит на одной длине волны,
что приводит к ухудшению, за счет размывания изоб-
ражения спектральных линий, спектрального разре-
шения на остальных длинах волн. Одним из способов
решения данной проблемы является использование
спектрографа скользящего падения с «плоским по-
лем» (ССПП), в котором входная щель смещена отно-
сительно круга Роуланда [20]. Основными проблема-
ми, препятствующими достоверному качественному
и количественному восстановлению исходных рент-
геновских спектров Z-пинча в области энергий кван-
тов сотни эВ, являются наложение сигналов от раз-
ных порядков дифракции и сложный вид аппаратной
функции прибора. Виртуальная модель рентгенов-
ского спектрографа скользящего падения, разрабо-
танная в работе [21, 22], позволила выполнить подоб-
ный расчет полномасштабной виртуальной Монте-
Карло модели ССПП, позволяющего минимизиро-
вать дефокусировку изображения спектральных ли-
ний в плоскости регистрации. В разработанной вир-
туальной модели спектрографа производится расчет
распределения интенсивности излучения в различ-
ные порядки дифракции при взаимодействии с ди-

фракционной решеткой. При этом учитывается фор-
ма профиля штриха, материал и структура покрытия
дифракционной решетки. Проведен расчет аппарат-
ной функции спектрографа с «плоским полем» и най-
дено ее аналитическое приближение. С использова-
нием полученной аппаратной функции спектрогра-
фа и итеративной методики было выполнено восста-
новление входного рентгеновского спектра излуче-
ния плазмы Z-пинча.

ВРД за разными фильтрами и термопарным ка-
лориметром ВЧД-3 регистрировался импульс мягко-
го рентгеновского излучения в спектральном диа-
пазоне от 20 эВ вплоть до 1–2 кэВ на рассто-
янии ∼3.5 м от пинча в радиальном направле-
нии. По сигналам ВРД рассчитывалась мощность
излучения в указанном диапазоне энергий квантов
[23]. Погрешность измерения импульсов электромаг-
нитной энергии термопарным калориметром ВЧД-3
не превышала ∼15% [24].

Динамика сжатия плазмы вложенных и одиноч-
ных сборок регистрировалась по лазерным теневым
изображениям. Трехкадровое теневое зондирование
плазмы (с экспозицией кадра ∼100 пс) осуществля-
лось световым пучком на второй гармонике часто-
ты Nd:YAG-лазера (λ = 532 нм) в радиальном на-
правлении с регистрацией двумерных изображений
на цифровые фотоаппараты. Пространственное раз-
решение лазерной диагностики по объекту было не
хуже 50–100 мкм. Также диагностический комплекс
[25] установки Ангара-5-1 включал в себя электротех-
нические методы (датчики тока и напряжения): 8-ми
петельный датчик производной полного тока и ин-
дуктивный делитель напряжения [26]. Места измере-
ния напряжения и тока приблизительно соответству-
ют месту объединения токов отдельных модулей уста-
новки Ангара-5-1. Данные одновременного монито-
ринга профилей полного тока и напряжения вблизи
нагрузки приблизительно в одной точке по радиусу
позволили вычислять и исследовать временные про-
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фили индуктивности лайнера на стадии финального
сжатия плазмы в предположении малости сопротив-
ления плазмы на данной стадии процесса.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Пространственно-временные характеристики
динамики сжатия плазмы вложенных сборок

смешанного состава с различным отношением
радиусов каскадов

В экспериментах, выполненных на данном эта-
пе исследований, использовались (PP-W) вложенные
сборки с различным отношением радиусов каскадов
𝑟𝑖𝑛/𝑟𝑜𝑢𝑡 = 0.5 и 0.67 у которых внешним каскадом бы-
ла волоконная сборка радиусом 𝑟𝑜𝑢𝑡 = 6 мм. В дан-
ном случае радиус внешнего каскада вложенных сбо-
рок был меньше, чем в наших предыдущих экспери-
ментах (𝑟𝑜𝑢𝑡 = 10 мм, [15, 17]). Это было необходимо
для оптимизации параметров импульса рентгеновско-
го излучения в зависимости от массы внешнего каска-
да 𝑚𝑜𝑢𝑡 и отношения радиусов каскадов 𝑟𝑖𝑛/𝑟𝑜𝑢𝑡. Лай-
неры с малым внешним радиусом используются в экс-
периментах на установке Ангара51 по радиационной
абляции мишеней различных веществ [12, 13] по про-
грамме исследований по физике высокой плотности
энергии, когда требуется как можно ближе распола-
гать мишень к источнику излучения в радиальном на-
правлении на расстояниях менее 10 мм.

Ниже, на рис. 2–8 представлены результаты экс-
периментов с (PP-W) вложенными сборками у ко-
торых линейная масса внешнего каскада менялась в
диапазоне от ∼3 мкг/см до ∼25 мкг/см за счет из-
менения количества 8 мкм волокон 𝑁𝑜𝑢𝑡 от 8 до 60.
На данных рисунках в части (а) показаны временные
зависимости производной полного тока 𝑑𝐼𝑡/𝑑𝑡 (кри-
вая 1), напряжения 𝑈 (кривая 2) и импульса мощ-
ности МРИ 𝑃𝑆𝑋𝑅 (кривая 3) в наиболее представи-
тельном по энергии излучения спектральном диапа-
зоне ℎν > 100 эВ. Там же могут быть показаны неко-
торые моменты времени: 𝑇 𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑙 , 𝑇 𝑖𝑛
𝑝𝑙 — времена окон-

чания плазмообразования на внешнем и внутреннем
каскадах, 𝑇𝑓 – время финального сжатия плазмы, со-
ответствующее моменту пика мощности МРИ. Мо-
мент времени 𝑇 𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑙 определяет начало процесса пере-
ключения тока внешнего каскада на внутренний кас-
кад, а момент времени 𝑇 𝑖𝑛

𝑝𝑙 указывает на начало фи-
нальной стадии сжатия плазмы W-сборки во внутрен-
нем каскаде вложенных сборок. На этой стадии про-
цесса (𝑡 > 𝑇 𝑖𝑛

𝑝𝑙 ) происходит быстрое сжатие плазмы
с током к оси, которое сопровождается увеличением
индуктивности разрядного контура. При этом нару-
шается подобие между формами производной полно-
го тока и напряжения 𝑈 ≈ 𝐿 ·𝑑𝐼/𝑑𝑡 (см. кривые 1 и 2),
наблюдавшегося на стадии процесса плазмообразова-
ния PP-волокон внешнего и W-проволок внутренне-
го каскадов. Чем сильнее наблюдается расхождение
кривых 1 и 2, тем эффективнее разрядный ток вме-

сте с плазмой проникает в приосевую область вложен-
ных сборок, создавая условия для диссипации элек-
тромагнитной энергии цепи плазмой Z-пинча и по-
лучения высоких выходов рентгеновского излучения.
Более подробно определение данных времен из элек-
тротехнических измерений тока, напряжения и ин-
дуктивности разряда, связанных с динамикой плазмы
в многопроволочных сборках различных конструк-
ций, представлено в работах [26–29]. Рядом с осцил-
лограммами на рисунках показаны моменты времени
регистрации кадровых рентгеновских (СХР6) и лазер-
ных теневых (LAS) изображений, представленных в
части рисунков (б) или (в).

Вложенные сборки с отношением радиусов каскадов
𝑟𝑖𝑛/𝑟𝑜𝑢𝑡 = 0.5 (∅𝑖𝑛/∅𝑜𝑢𝑡 = 6 мм/12 мм). С увели-
чением количества 𝑁𝑜𝑢𝑡 с 8 до 60, что соответствова-
ло увеличению линейной массы волокон во внешнем
каскаде с ∼3 мкг/см до ∼25 мкг/см, по электротехни-
ческим измерениям производной тока 𝑑𝐼/𝑑𝑡 и напря-
жения𝑈 (см. кривые 1 и 2 на рис. 2а–5а) были опреде-
лены времена окончания плазмообразования и нача-
ла сжатия плазмы внешнего и внутреннего каскадов.
Время окончания плазмообразования и начала сжа-
тия плазмы волокон внешнего каскада 𝑇 𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑙 увеличи-
валось с увеличением массы их массы с 49 нс до 58 нс.
Следует заметить, что параметры внутреннего каска-
да в большинстве выстрелов практически не менялись
(40 W проволок, массой 220 мкг/см) и, поэтому, время
𝑇 𝑖𝑛
𝑝𝑙 было постоянным и лежало в диапазоне 66–70 нс.

В выстрелах с увеличенной массой внутреннего кас-
када (80 W проволок, массой 440 мкг/см) время𝑇 𝑖𝑛

𝑝𝑙 со-
ставляло бóльшую величину — около 80 нс. Согласо-
вание времен 𝑇 𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑙 и 𝑇 𝑖𝑛
𝑝𝑙 , является необходимым усло-

вием синхронного сжатия плазмы внешнего и внут-
реннего каскадов для получения мощных импульсов
МРИ малой длительности.

Как следует из рис. 2–5, при увеличении мас-
сы PP-сборки во внешнем каскаде с ∼3 мкг/см до
∼25 мкг/см наблюдается рост пиковой мощности
МРИ с∼6 ТВт до 10 ТВт. Увеличение W-сборки в 2 ра-
за массы во внутреннем каскаде не приводит к по-
вышению пиковой мощности МРИ (см. рис. 5а). Это
связано с компактностью сжатия плазмы к моменту
𝑇𝑓 пиковой мощности МРИ (см. кривые 3). Действи-
тельно, на рентгеновских и лазерных кадровых изоб-
ражениях видно, что в оптимальных по пиковой мощ-
ности излучения экспериментах, радиальный размер
пинча составляет ∼0.4–0.5 мм и ∼0.5–0.6 мм, соот-
ветственно (см. рис. 3б, в). При этом вокруг пинча
практически отсутствует отставшая плазма, способ-
ная шунтировать часть разрядного тока пинча. Это
является следствием устойчивого сжатия плазмы W-
сборки. На рентгеновский кадрах рис. 2б и 5б на-
блюдается сжатие плазмы внутреннего каскада без
видимых неустойчивостей типа магнитной Релей-
Тейлоровской неустойчивости, характерной для сжа-
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Рис. 2. Результаты эксперимента № 7098 с вложенными сборками: внешний каскад — сборка из 8 полипропиленовых
8.0 мкм волокон, погонной массы 3.2 мкг/см. Радиус сборки — 6 мм, высота — 16 мм; внутренний каскад — сборка из
40 вольфрамовых 6 мкм проволок, погонной массы 220 мкг/см. Радиус сборки — 3 мм, высота — 16 мм: а) — временные
зависимости: 1 — производной полного тока; 2 — напряжения; 3, 4 — импульса мощности МРИ в разных спектральных
диапазонах соответственно (hν > 100 эВ) в абс. ед. и (hν > 20 эВ) в отн. ед.; T out

pl , T in
pl — времена окончания плазмо-

образования на внешнем и внутреннем каскадах; Tf – время финального сжатия плазмы; б) — рентгеновские кадровые
изображения (негатив) имплозии вложенной сборки, синхронизованные с представленными на рис. (а) кривыми, где вре-
мена регистрации кадров t1–t10 указаны вертикальными стрелками (↓СХР6). Анод – вверху, катод – внизу; в) — кадровые
изображения (позитив) плазмы вложенных сборок, полученные при помощи теневого лазерного зондирования в различ-
ные моменты времени. Времена кадров t∗1–t∗3 указаны вертикальными стрелками ( LAS) на рис. (а). Анод – вверху, катод –
внизу.
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Рис. 3. Результаты эксперимента № 7090 с вложенными сборками: внешний каскад — сборка из 24 полипропиленовых
8.0 мкм волокон, погонной массы 9.8 мкг/см. Радиус сборки — 6 мм, высота — 16 мм; внутренний каскад — сборка из 40
вольфрамовых 6 мкм проволок, погонной массы 220 мкг/см. Радиус сборки — 3 мм, высота — 16 мм: а) — временные зави-
симости: 1 — производной полного тока; 2 — напряжения; 3, 4 — импульса мощности МРИ в разных спектральных диапа-
зонах соответственно (ℎν > 100 эВ) в абс. ед. и (ℎν > 20 эВ) в отн. ед.; 𝑇 𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑙 , 𝑇 𝑖𝑛
𝑝𝑙 — времена окончания плазмообразования

на внешнем и внутреннем каскадах; 𝑇𝑓 – время финального сжатия плазмы; б) — рентгеновские кадровые изображения
(негатив) имплозии вложенной сборки, синхронизованные с представленными на рис. (а) кривыми, где времена регистра-
ции кадров 𝑡1–𝑡10 указаны вертикальными стрелками (↓СХР6). Анод – вверху, катод – внизу; в) — кадровые изображения
(позитив) плазмы вложенных сборок, полученные при помощи теневого лазерного зондирования в различные моменты
времени. Времена кадров 𝑡*1–𝑡*3 указаны вертикальными стрелками ( LAS) на рис. (а). Анод – вверху, катод – внизу.
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Рис. 4. Результаты эксперимента № 7101 с вложенными сборками: внешний каскад — сборка из 60 полипропиленовых
8.0 мкм волокон, погонной массы 24.6 мкг/см. Радиус сборки — 6 мм, высота — 16 мм; внутренний каскад — сборка из
40 вольфрамовых 6 мкм проволок, погонной массы 220 мкг/см. Радиус сборки — 3 мм, высота — 16 мм: а) — временные
зависимости: 1 — производной полного тока; 2 — напряжения; 3, 4 — импульса мощности МРИ в разных спектральных диа-
пазонах соответственно (ℎν > 100 эВ) в абс. ед. и (ℎν > 20 эВ) в отн. ед.; 𝑇 𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑙 , 𝑇 𝑖𝑛
𝑝𝑙 — времена окончания плазмообразования

на внешнем и внутреннем каскадах; 𝑇𝑓 – время финального сжатия плазмы; б) — кадровые изображения (позитив) плазмы
вложенных сборок, полученные при помощи теневого лазерного зондирования в различные моменты времени. Времена
кадров 𝑡*1–𝑡*3 указаны вертикальными стрелками ( LAS) на рис. (а). Анод – вверху, катод – внизу.

тия одиночных W-сборок. Воздействие плазменных
потоков с волокон внешнего каскада приводит к
уменьшению в несколько раз инкремента неустойчи-
вости сжимающейся вольфрамовой плазмы внутрен-
него каскада (см. работу [30] и рис. 24 и 25 в рабо-
те [29]). В выстрелах с неоптимальной массой внеш-
него каскада (PP-W) вложенных сборок радиальный
размер пинча был больше и составлял ∼ 0.6 мм по
рентгеновским изображениям (см. рис. 2б) и ∼ 0.7 мм
по лазерным теневым изображениям (см. рис. 2в и 4в).
В случае с увеличенной массой W-сборки во внутрен-
нем каскаде, радиальный размер пинча был еще боль-
ше ∼ 0.6–0.7 мм и ∼ 0.8 мм (см. рис. 5б, в, соответ-
ственно). В целом, подобная тенденция наблюдалась
в наших прошлых экспериментах [15] с вложенными
сборками смешанного состава с тем же отношением
радиусов 𝑟𝑖𝑛/𝑟𝑜𝑢𝑡 = 0.5 (10 мм/20 мм), но с большим
радиусом внешнего каскада — 𝑟𝑜𝑢𝑡 = 10 мм.

Вложенные сборки с отношением радиусов каскадов
𝑟𝑖𝑛/𝑟𝑜𝑢𝑡 = 0.67 (∅𝑖𝑛/∅𝑜𝑢𝑡 = 8 мм/12 мм). В данном
разделе на рис. 6–9 представлены результаты экспе-
риментов с вложенными сборками с увеличенным ра-

диусом внутреннего каскада (W-сборки) 𝑟𝑖𝑛 = 4 мм.
Отношение радиусов каскадов в этом случае было
∼ 0.67. Данная серия экспериментов была сделана для
сравнения с имплозией обычных одиночных воль-
фрамовых сборок, стандартно применяемых на уста-
новке Ангара-5-1. В целом, наблюдается та же тен-
денция роста пиковой мощности МРИ при измене-
нии линейной массы PP-сборки во внешнем каска-
де, компактность сжатия пинча и устойчивость сжа-
тия плазмы внутреннего каскада. При этом в случае
увеличения в 2 раза массы W-проволок во внутрен-
нем каскаде с 220 мкг/см до 440 мкг/см практически
не приводит к повышению пиковой мощности МРИ
(см. рис. 9а). Максимальный уровень пиковой мощ-
ности МРИ, достигнутый в этой серии выстрелов, со-
ставил около 10.4 ТВт.

Более подробно зависимости параметров импульса
МРИ от параметров внешней сборки (𝑚𝑖𝑛, 𝑟𝑖𝑛/𝑟𝑜𝑢𝑡)
обсуждаются ниже, в разделе «Зависимости парамет-
ров импульса МРИ от массы внешнего каскада».
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Рис. 5. Результаты эксперимента № 7137 с вложенными сборками: внешний каскад — сборка из 60 полипропиленовых
8.0 мкм волокон, погонной массы 24.6 мкг/см. Радиус сборки — 6 мм, высота — 16 мм; внутренний каскад — сборка из
80 вольфрамовых 6 мкм проволок, погонной массы 440 мкг/см. Радиус сборки — 3 мм, высота — 16 мм: а) — временные
зависимости: 1 — производной полного тока; 2 — напряжения; 3, 4 — импульса мощности МРИ в разных спектральных
диапазонах соответственно (ℎν > 100 эВ) в абс. ед. и (ℎν > 20 эВ) в отн. ед.; 𝑇 𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑙 , 𝑇 𝑖𝑛
𝑝𝑙 — времена окончания плазмо-

образования на внешнем и внутреннем каскадах; 𝑇𝑓 – время финального сжатия плазмы; б) — рентгеновские кадровые
изображения (негатив) имплозии вложенной сборки, синхронизованные с представленными на рис. (а) кривыми, где вре-
мена регистрации кадров 𝑡1–𝑡10 указаны вертикальными стрелками (↓СХР6). Анод – вверху, катод – внизу; в) - кадровые
изображения (позитив) плазмы вложенных сборок, полученные при помощи теневого лазерного зондирования в различ-
ные моменты времени. Времена кадров 𝑡*1–𝑡*3 указаны вертикальными стрелками ( LAS) на рис. (а). Анод – вверху, катод –
внизу.
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Рис. 6. Результаты эксперимента № 7162 с вложенными сборками: внешний каскад — сборка из 8 полипропиленовых
8.0 мкм волокон, погонной массы 3.2 мкг/см. Радиус сборки — 6 мм, высота — 16 мм; внутренний каскад — сборка из
40 вольфрамовых 6 мкм проволок, погонной массы 220 мкг/см. Радиус сборки — 4 мм, высота — 16 мм: а) — временные
зависимости: 1 — производной полного тока; 2 — напряжения; 3, 4 — импульса мощности МРИ в разных спектральных
диапазонах соответственно (hν > 100 эВ) в абс. ед. и (hν > 20 эВ) в отн. ед.; T out

pl , T in
pl — времена окончания плазмо-

образования на внешнем и внутреннем каскадах; Tf – время финального сжатия плазмы; б) — рентгеновские кадровые
изображения (негатив) имплозии вложенной сборки, синхронизованные с представленными на рис. (а) кривыми, где вре-
мена регистрации кадров t1–t10 указаны вертикальными стрелками (↓СХР6). Анод – вверху, катод – внизу; в) — кадровые
изображения (позитив) плазмы вложенных сборок, полученные при помощи теневого лазерного зондирования в различ-
ные моменты времени. Времена кадров t∗1–t∗3 указаны вертикальными стрелками ( LAS) на рис. (а). Анод – вверху, катод –
внизу.
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Рис. 7. Результаты эксперимента № 7143 с вложенными сборками: внешний каскад — сборка из 24 полипропиленовых
8.0 мкм волокон, погонной массы 9.8 мкг/см. Радиус сборки — 6 мм, высота — 16 мм; внутренний каскад — сборка из 40
вольфрамовых 6 мкм проволок, погонной массы 220 мкг/см. Радиус сборки — 4 мм, высота — 16 мм: а) — временные зави-
симости: 1 — производной полного тока; 2 — напряжения; 3, 4 — импульса мощности МРИ в разных спектральных диапа-
зонах соответственно (ℎν > 100 эВ) в абс. ед. и (ℎν > 20 эВ) в отн. ед.; 𝑇 𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑙 , 𝑇 𝑖𝑛
𝑝𝑙 — времена окончания плазмообразования

на внешнем и внутреннем каскадах; 𝑇𝑓 – время финального сжатия плазмы; б) — рентгеновские кадровые изображения
(негатив) имплозии вложенной сборки, синхронизованные с представленными на рис. (а) кривыми, где времена регистра-
ции кадров 𝑡1–𝑡10 указаны вертикальными стрелками (↓СХР6). Анод – вверху, катод – внизу; в) — кадровые изображения
(позитив) плазмы вложенных сборок, полученные при помощи теневого лазерного зондирования в различные моменты
времени. Времена кадров 𝑡*1–𝑡*3 указаны вертикальными стрелками ( LAS) на рис. (а). Анод – вверху, катод – внизу.
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Рис. 8. Результаты эксперимента № 7139 с вложенными сборками: внешний каскад — сборка из 60 полипропиленовых
8.0 мкм волокон, погонной массы 24.6 мкг/см. Радиус сборки — 6 мм, высота — 16 мм; внутренний каскад — сборка из
40 вольфрамовых 6 мкм проволок, погонной массы 220 мкг/см. Радиус сборки — 4 мм, высота — 16 мм: а) — временные
зависимости: 1 — производной полного тока; 2 — напряжения; 3, 4 — импульса мощности МРИ в разных спектральных
диапазонах соответственно (hν > 100 эВ) в абс. ед. и (hν > 20 эВ) в отн. ед.; T out

pl , T in
pl — времена окончания плазмо-

образования на внешнем и внутреннем каскадах; Tf – время финального сжатия плазмы; б) – рентгеновские кадровые
изображения (негатив) имплозии вложенной сборки, синхронизованные с представленными на рис. (а) кривыми, где вре-
мена регистрации кадров t1–t10 указаны вертикальными стрелками (↓СХР6). Анод – вверху, катод – внизу; в) - кадровые
изображения (позитив) плазмы вложенных сборок, полученные при помощи теневого лазерного зондирования в различ-
ные моменты времени. Времена кадров t∗1–t∗3 указаны вертикальными стрелками ( LAS) на рис. (а). Анод – вверху, катод –
внизу.
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Рис. 9. Результаты эксперимента № 7142 с вложенными сборками: внешний каскад - сборка из 60 полипропиленовых
8.0 мкм волокон, погонной массы 24.6 мкг/см. Радиус сборки — 6 мм, высота — 16 мм; внутренний каскад — сборка из
80 вольфрамовых 6 мкм проволок, погонной массы 440 мкг/см. Радиус сборки — 4 мм, высота — 16 мм: а) — временные
зависимости: 1 — производной полного тока; 2 — напряжения; 3, 4 — импульса мощности МРИ в разных спектральных
диапазонах соответственно (ℎν > 100 эВ) в абс. ед. и (ℎν > 20 эВ) в отн. ед.; 𝑇 𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑙 , 𝑇 𝑖𝑛
𝑝𝑙 — времена окончания плазмо-

образования на внешнем и внутреннем каскадах; 𝑇𝑓 – время финального сжатия плазмы; б) — рентгеновские кадровые
изображения (негатив) имплозии вложенной сборки, синхронизованные с представленными на рис. (а) кривыми, где вре-
мена регистрации кадров 𝑡1–𝑡10 указаны вертикальными стрелками (↓СХР6). Анод – вверху, катод – внизу; в) — кадровые
изображения (позитив) плазмы вложенных сборок, полученные при помощи теневого лазерного зондирования в различ-
ные моменты времени. Времена кадров 𝑡*1–𝑡*3 указаны вертикальными стрелками ( LAS) на рис. (а). Анод – вверху, катод –
внизу.
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Одиночные вольфрамовые сборки радиусами 3
мм и 4 мм. Далее, рассмотрим результаты срав-
нительных экспериментов (см. рис. 10 и 11) с
одиночными W-сборками с параметрами, идентич-
ными параметрам внутреннего каскада в (PP-W)
вложенных сборках.

По кадровым изображениям сжатия плазмы
W-сборок определен радиальный размер пинча в
момент пиковой мощности МРИ. Диаметр пинча
составил 0.6–0.8 мм по рентгеновским изображениям
(см. рис. 10б и 11б) и ∼1.2 мм по лазерным теневым
изображениям (см. 11в). При этом, что на лазерных,
что на рентгеновских изображениях хорошо видно
развитие магнитной Релей-Тейлоровской неустой-

чивости сжимающейся вольфрамовой плазмы и,
как следствие этого, наличие отставшей и излу-
чающей плазмы вокруг пинча. В приведенных на
рис. 10а и 11а выстрелах пиковая мощность рентге-
новского излучения составила меньшую величину
5.3 ТВт и 6.6 ТВт, соответственно, по сравнению с
выстрелами с вложенными сборками.

Сравнение спектральных данных излучения Z-пинча
вложенных и одиночных сборок. Спектральные изме-
рения показали, что в оптимальных режимах сжа-
тия плазмы вложенных проволочно-волоконных сбо-
рок (PP-W) наблюдается увеличение вклада энергии
рентгеновского излучения в спектральном диапазоне
λ ∈ (30, 40) A в излучение пинча по сравнению

Рис. 10. Результаты эксперимента № 7097 с одиночной сборкой из 40 W 6 мкм проволок, линейной массы 220 мкг/см. Ра-
диус сборки — 3 мм, высота — 16 мм: а) — временные зависимости: 1 — производной полного тока; 2 — напряжения; 3, 4 —
импульса мощности МРИ в разных спектральных диапазонах соответственно (hν > 100 эВ) в абс. ед. и (hν > 20 эВ) в отн.
ед.; Tpl – время окончания плазмообразования; Tf – время финального сжатия плазмы; б) — рентгеновские кадровые изоб-
ражения (негатив) имплозии вложенной сборки, синхронизованные с представленными на рис. (а) кривыми, где времена
регистрации кадров t1–t10 указаны вертикальными стрелками (↓СХР6). Анод – вверху, катод – внизу. Анод – вверху, ка-
тод – внизу.
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Рис. 11. Результаты эксперимента № 7138 с одиночной сборкой из 40 W 6 мкм проволок, линейной массы 220 мкг/см. Ра-
диус сборки — 4 мм, высота — 16 мм: а) — временные зависимости: 1 — производной полного тока; 2 — напряжения; 3, 4 —
импульса мощности МРИ в разных спектральных диапазонах соответственно (hν > 100 эВ) в абс. ед. и (hν > 20 эВ) в отн.
ед.; Tpl – время окончания плазмообразования; Tf – время финального сжатия плазмы; б) — рентгеновские кадровые изоб-
ражения (негатив) имплозии вложенной сборки, синхронизованные с представленными на рис. (а) кривыми, где времена
регистрации кадров t1–t10 указаны вертикальными стрелками (↓СХР6). Анод – вверху, катод – внизу; в) — кадровые изоб-
ражения (позитив) плазмы сборок, полученные при помощи теневого лазерного зондирования в различные моменты вре-
мени. Времена кадров t∗1–t∗3 указаны вертикальными стрелками ( LAS) на рис. (а). Анод – вверху, катод – внизу.
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Рис. 12. Временные профили мощности излучения в вы-
стрелах с вложенной волоконно-проволочной сборкой (вы-
стрел № 7101, кривая 1) и одиночной сборкой (выстрел
№ 7104, кривая 2).

с одиночными W-сборками со схожими параметра-
ми [15–17]. При этом отставшая плазма волоконной
сборки внешнего каскада успевает сжаться в приосе-
вую область до начала импульса МРИ, что скорее
всего, свидетельствует об уменьшении влияния от-
ставшей плазмы на эффективность транспортиров-
ки разрядного тока в приосевую область вложен-
ных сборок. Для сопоставления спектральных дан-
ных излучения Z-пинчей одиночных и вложенных
проволочно-волоконных сборок, и влияния отстав-
шей массы плазмы пинча проведено сравнение спек-
тров МРИ Z-пинча с радиальным пространственным
и временным разрешением в выстрелах № 7101 и
№ 7104 (см. табл. 1).

В случае вложенной проволочно-волоконной
сборки импульс мощности МРИ имеет меньшую
полуширину на полувысоте и бóльшую амплитуду
(см. рис. 12). Эксперименты показывают [31], что
спектр излучения многопроволочной вольфрамовой
сборки является суперпозицией двух источников:
компактного высокотемпературного пинча и т.н.
«гало», отставшей плазмы, существенно большего
поперечного размера, спектр излучения которого
существенно мягче. Большой эффективный размер
излучателя можно объяснить тем, что излучение сжа-
того компактного пинча переизлучается на отставшей
плазме вольфрама, расположенной вне центральной
части пинча [32]. На рис. 13 представлены спектры
излучения Z-пинча в выстреле № 7101 на разных
расстояниях от оси сборок, зарегистрированные в
момент максимума излучения (tp − tmax = 0).

На рис. 14 представлены спектры излучения Z-
пинча одиночной W-сборки в выстреле № 7104 на раз-
ных расстояниях от оси, также полученные в момент
максимума излучения.

Рис. 13. Спектры излучения, полученные в выстреле № 7101
на различных радиусах r от оси пинча, время регистрации
спектра tp − tmax = 0 нс: кривые 1 – на r = 0.00± 0.45 мм,
2 – на r = 0.9 ± 0.25 мм, 3 – на r = 1.6 ± 0.25 мм, 4 – на
r = 2.29± 0.25 мм, 5 – на r = 2.78± 0.25 мм.

Рис. 14. Спектры излучения, полученные в выстреле № 7104
на различных радиусах r от оси пинча, время регистрации
спектра tp − tmax = 0 нс: кривые 1 – на r = 0.01± 0.45 мм,
2 – на r = 0.95 ± 0.25 мм, 3 – на r = 1.53 ± 0.25 мм, 4 – на
r = 2.05± 0.25 мм, 5 – на r = 2.59± 0.25 мм.

Из рис. 13 и 14 видно, что спектральная плотность
мощности (ISXR) падает по мере увеличения рас-
стояния от оси пинча, а основной источник излуче-
ния – центральная приосевая часть пинча диамет-
ром ∼1 мм, причем спектральная плотность мощно-
сти излучения пинча одиночной сборки меньше, чем
в случае (PP-W) вложенных сборок, спектр которых
смещен в более коротковолновый диапазон. На спек-
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Рис. 15. Зависимость диаметра излучающей области пинча
(DSXR) от длины волны λ для одиночной и вложенных сбо-
рок (выстрелы № 7101 и № 7104), время регистрации спек-
тра tp − tmax = 0 нс (относительно пика МРИ).

трах излучения пинчей одиночных и вложенных сбо-
рок (см. рис. 13 и 14), выделяются полосы излуче-
ния ионов вольфрама в районе 38 A и 52 A, которые
определяются массивами неразрешаемых переходов
(UTA) в ионах с открытыми 4f- и 4d- подоболочка-
ми [33, 34], которые становятся особенно заметны в
спектрах излучения отставшей массы на расстоянии
1–3 мм от оси пинча (см. кривые 2–5 на рис. 13 и 14).

На рис. 15 показана зависимость диаметра излучаю-
щей области пинча DSXR от длины волны λ для вло-
женной и одиночной сборок, полученная при оциф-
ровке изображения спектра перпендикулярно линии
дисперсии при различных длинах волн [32]. Диаметр
излучаемой области на выбранной длине волны опре-
деляется как ширина пика на полувысоте интенсив-
ности спектра.

Диаметр излучающей области составляет пример-
но одинаковую величину 0.7–1.1 мм для обоих типов
сборок, а измеренная величина излучающей области
согласуется с данными кадрового рентгеновского ре-
гистратора СХР6. На рис. 16 представлены спектры
излучения отставшей плазмы одиночных и вложен-
ных (РР-W) сборок на расстоянии r = 1.9 мм от оси

пинча в разные моменты времени относительно пи-
ка импульса мощности МРИ. При сравнении спек-
тров излучения отставшей плазмы пинчей одиночных
и вложенных (РР-W) сборок (см. рис. 16), можно за-
метить, что в обоих случаях полосы излучения ионов
вольфрама в районе 38 A и 52 A [33, 34] становятся
особенно заметны в момент пика импульса МРИ (см.
кривые 4 и 5 на рис. 16а и кривые 3 и 4 на рис. 16б).
Излучение центральной части вольфрамовой плазмы
пинча переизлучается на отставшей плазме вольфра-
ма [32], что регистрируется спектрографом с радиаль-
ным разрешением. На спектрах излучения отставшей
массы одиночных сборок полосы излучения ионов
вольфрама в области 38 A и 52 A более выражены по
сравнению со спектрами для вложенных (РР-W) сбо-
рок. Это связано с тем, что при имплозии вложен-
ных сборках на этом расстоянии от оси (r ∼ 1.9 мм)
в отставшей плазме меньше ионов вольфрама за счет
устойчивого сжатия W-сборки внутреннего каскада
вложенных сборок (см. напр. работы [29, 30]).

Зависимости параметров импульса МРИ от массы
внешнего каскада. По совокупности проведенных экс-
периментов по сжатию вложенных сборок смешан-
ного состава и одиночных сборок проанализирова-
ны зависимости основных параметров импульса МРИ
(пиковой мощности PSXR, энергии ESXR и длитель-
ности на полувысоте импульса FWHM ) от линейной
массы mout PP-волокон внешнего каскада. На рис. 17
слева представлены зависимости PSXR (mout), ESXR

(mout) и FWHM (mout) для вложенных сборок с отно-
шением радиусов каскадов rin/rout = 0.5 и отноше-
нием rin/rout = 0.67 — справа. Там же для сравнения
кружками (◦) представлены данные для одиночных
40W-сборок, у которых параметры были идентичны
параметрам W-сборок во внутреннем каскаде (PP-W)
вложенных сборок. Как следует из приведенных зави-
симостей, оптимальным диапазоном линейной массы
волоконной сборки во внешнем каскаде является сле-
дующий — ∼(10–25) мкг/см. Оптимальные парамет-
ры импульса МРИ, полученные в этой серии экспе-
риментов, представлены в табл. 2. Из табличных дан-
ных видно, что в случае вложенных сборок достига-
ется примерно в 1.4 бóльшая пиковая мощность по

Таблица 2. Параметры импульса МРИ

Отношения радиусов (диаметров) Оптимальные значения параметров импульса МРИ
Примечания

каскадов rin/rout (∅in/∅out) PSXR, ТВт ESXR, кДж FWHM, нс

0.5 (6 мм/12 мм) 9.2 ± 0.3 (9.2*) 104.6 ± 9.9 (133.9*) 4.4 ± 0.1 (5.5*) Nout = 40, 80

0.67 (8 мм/12 мм) 9.5 ± 1.3 (10.6*) 108.5 ± 4.9 (130.6*) 6.1 ± 2.3 (5.2*) Nout = 40, 80

- - - (6 мм/- - -) 6.5 ± 1.2 93.4 ± 9.5 12.1 ± 4.5 одиночные

- - - (8 мм/- - -) 6.8 ± 0.3 99.0 ± 1.0 13.9 ± 1.7 W-сборки

Примечание. Значения параметров со знаком (*) указаны для вложенных сборок, у которых во внутреннем каскаде исполь-
зовалась W-сборка с увеличенным числом 6 мкм проволок Nout = 80.
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Рис. 16. Спектры излучения пинча вложенных (а) и одиночных (б) сборок на некоторых расстояниях r от оси пинча при
различных временах регистрации tp− tmax относительно пика МРИ: а) — на r = 1.9±0.1 мм, кривые 1 – –13 нс, 2 – –8 нс,
3 – –5 нс, 4 – 0 нс, 5 – +5 нс, 6 – +11 нс; б) — на r = 1.9± 0.1 мм, кривые 1 – –12 нс, 2 – –5 нс, 3 – 0 нс, 4 – +2 нс.

сравнению с одиночными W-сборками с теми же па-
раметрами (40W 6 мкм проволок, 220 мкг/см), что и
W-сборка во внутреннем каскаде вложенных сборок.
При этом энергия рентгеновского излучения увели-
чивается незначительно, не более чем на 10%. Сле-
дует заметить, что увеличение количества проволок
во внутреннем каскаде в 2 раза — до Nout = 80
(440 мкг/см) практически не приводит к повышению
пиковой мощности, однако, происходит увеличение
энергии излучения на 20–30%.

Эксперименты на установке Ангара-5-1 по иссле-
дованию ЭСВ проводятся с проволочными нагрузка-
ми диаметром 10 мм из 60 W проволок ∅6 мкм, при
этом облучаемая мишень устанавливается в 11 мм от
пинча [12–14]. Средняя пиковая мощность импуль-
са излучения и стандартное отклонение для такой на-
грузки ( по последним 40 экспериментам) составляет
7.5 ± 0.9 ТВт, что соответствует плотности мощности
на нагрузке 0.49 ТВт/см2. Исследуемые в данной ра-
боте компактные нагрузки позволяют поместить ми-
шень ближе к оси, в ≈7 мм, что с учетом более высо-
кой пиковой мощности 9.5 ТВт дает втрое большую
плотность мощности на нагрузке 1.55 ТВт/см2. Наши
расчеты [13] показывают, что спектральные характе-
ристики плазмы заметно меняются при таком увели-
чении энергетического вклада в мишень.

ВЫВОДЫ

Выполнено сравнительное исследование токо-
вой имплозии 2-х каскадных вложенных сборок
смешанного состава (PP-W) и одиночной цилин-
дрической многопроволочной W-сборки, в которых

параметры внутреннего каскада вложенных сборок
из W-проволок идентичны параметрам одиночной
W-сборки. Исходя из сопоставления эксперимен-
тальных данных по токовому сжатию таких типов
сборок (с малым радиальным размером ∼3 мм и
4 мм), можно сделать следующие выводы:

1. Создан мощный источник мягкого рентгеновско-
го излучения ∼10 ТВт, энергией ∼100 кДж на осно-
ве Z-пинча вложенных сборок короткой длительно-
сти ∼5 нс для радиационной абляции мишеней раз-
личных веществ. Это позволяет увеличить падающую
плотность мощности и флюенс на мишень вплоть
до 1.55 ТВт/см2 и 17 кДж/см2, соответственно, пу-
тем уменьшения радиуса расположения мишени око-
ло источника излучения с 11 мм до 7 мм;

2. В случае вложенных сборок достигается пример-
но в 1.4 бóльшая пиковая мощность по сравнению
с одиночными W-сборками с теми же параметрами.
При этом энергия рентгеновского излучения увели-
чивается незначительно, не более чем на 10%;

3. Следует заметить, что увеличение количества
проволок во внутреннем каскаде в 2 раза — до
Nout = 80 (440 мкг/см) практически не приводит
к повышению пиковой мощности, однако, проис-
ходит увеличение энергии излучения на 20–30%
вплоть до ∼130 кДж;

4. На спектрах излучения отставшей массы одиноч-
ных сборок полосы излучения ионов вольфрама в об-
ласти 38 A и 52 A более выражены по сравнению со
спектрами для вложенных (РР-W) сборок. Это связа-
но с существенным уменьшением доли ионов воль-
фрама в отставшей плазме вокруг пинча вложенных
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Рис. 17. Зависимость параметров импульса мощности МРИ (PSXR, P>600, hν > 100 эВ и hν > 600 эВ — пиковой мощности,
ESXR,hν > 100 эВ — энергии и FWHM — ширины импульса на его полувысоте) от массыmout PP-волокон внешней сборки
(rout = 0.6 cм) для вложенных сборок смешанного состава (PP-W) с различным радиусом rin внутреннего каскада: а), в),
д), ж) — rin = 0.3 см; б), г), е), з) — rin = 0.4 см. – для Nin = 40 W-проволок линейной массы 220 мкг/см. Кружками (◦)
представлены данные для одиночных 40W-сборок.
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Рис. 17. Окончание. Зависимость параметров импульса мощности МРИ (PSXR, P>600, hν > 100 эВ и hν > 600 эВ — пиковой
мощности, ESXR, hν > 100 эВ — энергии и FWHM — ширины импульса на его полувысоте) от массы mout PP-волокон
внешней сборки (rout = 0.6 cм) для вложенных сборок смешанного состава (PP-W) с различным радиусом rin внутреннего
каскада: а), в), д), ж) — rin = 0.3 см; б), г), е), з) — rin = 0.4 см. – для Nin = 40 W-проволок линейной массы 220 мкг/см.
Кружками (◦) представлены данные для одиночных 40W-сборок.

сборок, что приводит к увеличению пиковой мощно-
сти излучения для таких нагрузок.
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POWERFUL SOURCE OF SOFT X-RAY RADIATION BASED
ON Z-PINCH OF NESTED ARRAYS FOR EXPERIMENTS

IN HIGH-ENERGY DENSITY PHYSICS

K. N. Mitrofanova,*, A. N. Gritsuka, V. V. Aleksandrova, A. V. Branitskya,
E. V. Grabovskia, I. N. Frolova, and V. V. Ryzhakova

aTroitsk Institute for Innovation and Fusion Research, Troitsk, Moscow, 142190 Russia
*e-mail: mitrofan@triniti.ru

The results of research on the creation of a powerful source of soft X-ray radiation (SXR,ℎν > 100 eV) based
on the Z-pinch of compact nested arrays are presented. One of the applications of such an SXR source can
be radiation ablation of targets made of various substances in experiments on high-energy density physics
and extreme states of matter, which are currently being actively carried out worldwide. Experiments are
carried out on plasma implosion of combined nested arrays with different ratios of array radii at a discharge
current level of up to 3.5 MA at the pulse power facility Angara-5-1. The outer array consisted of fibers of
a substance with a low atomic number (polypropylene) and the inner array consisted of a substance with a
high atomic number (tungsten). It is shown that in the case of nested arrays of this design, it is possible to
obtain a significant (∼1.4 times) increase in the peak SXR power compared to single W arrays with the same
parameters as the W array in the inner array. At the same time, spectral data obtained using a “flat field”
grazing incidence spectrograph demonstrate a significant decrease in the fraction of tungsten ions in the
trailing plasma around the pinch of nested arrays. By optimizing the linear mass of the outer array and its
radius, powerful and short SXR pulses with amplitude of ∼10 TW, energy of ∼130 kJ and duration of ∼ 4–5
ns are obtained. This made it possible to increase the incident power density and fluence on the target up
to 1.55 TW/cm2 and 17 kJ/cm2, respectively, in experiments on extreme states of matter currently being
carried out at the facility.

Keywords: implosion of multi-wire array, nested wire arrays, magnetic field, thin wires/fibers, trailing
plasma, Z-pinch, X-ray emission
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КРУПНОМАСШТАБНЫЕ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ
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Развита теория крупномасштабных течений во вращающейся астрофизической плазме в условиях нетриви-
альных свойств физической среды, которые не описываются классической гидродинамической теорией плаз-
мы. В качестве первого шага теория развивается в рамках модели нейтральной жидкости для описания аст-
рофизической плазмы, имея в виду последующее обобщение для учета магнитных эффектов. Такая модель
имеет самостоятельное значение для изучения турбулентного динамо в областях звездообразования в галак-
тиках, для изучения гидродинамических неустойчивостей в низкоионизованных дисках (poorly ionized), для
описания меридиональных течений ниже конвективных зон в маломассивных звездах и на Солнце, а также
для изучения осцилляций Солнца и звезд. Поэтому полученные результаты имеют более широкое приложе-
ние, например, для описания геофизических течений. Построение теории основано на двух ключевых идеях,
развитых в плазменной астрофизике: использование модели мелкой воды с крупномасштабной сжимаемо-
стью и использование модели двуслойной мелкой воды. В работе выведены уравнения двуслойной мелкой
воды с учетом вращения и влияния сферичности течения на вращение, в которых в верхнем слое учитывают-
ся эффекты крупномасштабной сжимаемости. Для вращающейся системы получены дисперсионные соот-
ношения для волн Пуанкаре в двуслойной мелкой воде с учетом крупномасштабной сжимаемости, при учете
влияния сферичности на вращение в высокочастотном пределе получены аналогичные дисперсионные со-
отношения для волн Пуанкаре, в низкочастотном пределе получено дисперсионное соотношение для волн
Россби. Показано, что дисперсионные соотношения для волн Пуанкаре с учетом сферичности течения име-
ют качественно иной вид, что приводит к трехволновым взаимодействиям волн Пуанкаре и взаимодействию
двух волн Пуанкаре с волной Россби, которых не наблюдается в однослойном течении сжимаемой жидкости.
Методом многомасштабных разложений исследованы все типы трехволновых взаимодействий для рассмат-
риваемых течений.

Ключевые слова: астрофизическая плазма, двуслойная мелкая вода, крупномасштабная сжимаемость, волны
Россби, волны Пуанкаре

DOI: 10.31857/S0367292124060062, EDN: PSQWBH

1. ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена развитию теории крупномас-
штабных течений во вращающейся астрофизической
плазме в условиях нетривиальных свойств физиче-
ской среды, которые не описываются классической
гидродинамической теорией плазмы. Как будет ука-
зано ниже, такие нетривиальные свойства существен-
ным образом определяют динамику и свойства широ-
кого класса астрофизических объектов.

Гидродинамические течения, например, волны и
турбулентность, широко распространены и решаю-
щим образом влияют на различные астрофизические
процессы, такие как образование звезд и планет, уско-
рение и перенос космических лучей, образование хо-
лодного газа в окологалактических средах, усиление
магнитных полей вследствие динамо, аккреция и маг-

нитное пересоединение. В последнее время актив-
но развиваются теоретические исследования в плаз-
менной астрофизике, изучающие общие свойства те-
чений, характерные для различных астрофизических
объектов [1–3]. Эти исследования выполнены в рам-
ках классической магнитной гидродинамики враща-
ющейся плазмы. Тем не менее в настоящее время име-
ются наблюдения новых астрофизических объектов
с беспрецедентной точностью и с беспрецедентным
размером выборки, что настоятельно требует новых
теоретический идей для понимания реалистичных те-
чений в астрофизической плазме в условиях нетриви-
альных характеристик астрофизической среды. В ка-
честве примера приведем проблемы, связанные с за-
рождением планет в астрофизических дисках [4, 5],
в которых одновременно сосуществуют как области,
содержащие планетезимали, так и области, свобод-
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ные от планетезималей. Отметим также пыльные об-
лака на Марсе [6, 7] и вызванные пыльными обла-
ками электрические явления как в планетных атмо-
сферах, так и в атмосфере Земли. Отметим также та-
кие важные объекты как компактные пылевые обла-
ка в межзвездной среде [8] а также пылевые обла-
ка в областях ионизованного водорода в межзвезд-
ной среде (известные как H II регионы) [9]. Ключе-
вая идея нашей работы — возможность описания та-
ких нетривиальных течений путем их описания мо-
делями с переменными термодинамическими свой-
ствами. Предлагаемая работа является исследовани-
ем течений космической и астрофизической плаз-
мы, не описываемых классической магнитной гидро-
динамикой. На самых больших масштабах плазмен-
ная среда испытывает воздействие гравитации и вра-
щения. Сформулированная цель предлагаемого ис-
следования сводится к изучению волновых процес-
сов, свойств турбулентности и зональных течений вне
рамок классической магнитной гидродинамики вра-
щающейся плазмы на пространственно-временных
масштабах, характерных для астрофизических объек-
тов. Работа направлена на решение фундаменталь-
ной проблемы описания и изучения многомасштаб-
ных течений астрофизической плазмы путем иссле-
дования общих свойств, характеризующих различные
объекты во Вселенной.

Предлагаемое исследование — это первый шаг в
развитии теории течений с переменными свойства-
ми среды, поэтому на данном этапе мы пренебрегаем
магнитными эффектами и ограничиваемся течения-
ми нейтральной вращающейся жидкости. Учет эф-
фектов магнитного поля будет осуществлен в отдель-
ной работе. Тем не менее, полученные в работе резуль-
таты, имеют непосредственное применение в астро-
физической плазме в ситуациях, в которых магнитное
поле не оказывает воздействие на кинематические те-
чения, как например в проблемах, связанных с турбу-
лентным динамо в областях звездообразования в га-
лактиках [10]. Один из механизмов образования маг-
нитных полей в областях звездообразования в галак-
тиках — вейбелевская неустойчивость [11]. Числен-
ным моделированием методом частиц в ячейках по-
казано, что в результате вейбелевской неустойчиво-
сти возникает турбулентность с включениями в виде
магнитных полей, которые усиливаются механизмом
динамо [12]. Аналогичная ситуация возникает в за-
дачах зарождения планет. Протопланетные диски яв-
ляются низкоионизованными (poorly ionized) и сла-
бо связаны с магнитными полями. Отсутствие маг-
нитогидродинамической турбулентности вызвало ин-
терес и инициировало вплеск работ по чисто гид-
ромеханическим механизмам в протопланетных дис-
ках [5]. Обнаружены три новых гидродинамических
неустойчивости: вертикальная сдвиговая неустойчи-
вость [13–15], конвективная неустойчивость и уси-
ление бароклинного вихря [16, 17], неустойчивость

самовоспроизводящихся вихрей в сдвиговом течении
(zombie vortex instability) [18–21]. Отметим также важ-
ные задачи плазменной астрофизики, связанные с ме-
ридиональными циркуляциями ниже конвективных
зон в маломассивных звездах и на Солнце. Такие тече-
ния играют важную роль в переносе углового момен-
та, а также вносят значительный вклад в перенос хи-
мических составляющих и магнитных полей в ради-
ационной зоне [22, 23]. Важную роль в астрофизике
играют пульсации звезд и Солнца — радиальные сфе-
рически симметричные пульсации при которых звез-
ды и Солнце периодически расширяются и сжима-
ются [24]. Отметим, что наблюдение пульсаций иг-
рает определяющую роль в обнаружении волн Росс-
би в экваториальной зоне Солнца [25]. Такие течения
не подвергаются воздействию магнитного поля. Заме-
тим также, что полученные в нашей работе результаты
имеют важные приложения, например, при изучении
крупномасштабных пыльных бурь в атмосферах Мар-
са и Земли [26]. Мы, конечно же, не претендуем на ис-
следование всех перечисленных объектов и сфокуси-
руемся на том, чтобы показать важную роль изучения
течений с переменными термодинамическими свой-
ствами в астрофизической плазме. Как будет показа-
но ниже, полученные в нашей работе результаты име-
ют достаточно широкий потенциал применимости к
проблемам геофизической гидродинамики.

Работа основана на двух ключевых идеях, развитых
в плазменной астрофизике. Первая идея заключается
в использовании приближения мелкой воды для сжи-
маемых течений [27–31]. Такое приближение хоро-
шо описывает астрофизические течения с крупномас-
штабной сжимаемостью, а также течения в планетных
атмосферах при наличии пыли. Вторая идея заклю-
чается в возможности использования модели много-
слойных течений мелкой воды для описания физиче-
ских процессов в течениях с переменными термоди-
намическими характеристиками [32, 33].

Несмотря на значительное количество работ, изу-
чающих плазменные объекты в астрофизике, влия-
ние вращения на сложные магнитогидродинамиче-
ские течения привлекло внимание специалистов со-
всем недавно. Существуют многочисленные работы
по теории и численному моделированию турбулент-
ного динамо в астрофизике, обзор которых мы не при-
водим поскольку изучение динамо остается вне ра-
мок нашей работы. Исследование фундаментальных
свойств турбулентности во вращающихся магнито-
гидродинамических течениях до настоящего времени
носит фрагментарный характер и относится в основ-
ном к изучению турбулентности в астрофизических
дисках (см. обзоры [34–36]), в солнечном тахоклине
и конвективной области Солнца (см. обзор [37]).
Исключение составляют несколько работ, изучаю-
щих свойства магнитогидродинамической турбулент-
ности простыми аналитическими методами с исполь-
зованием рядов Фурье для параметров подобия, ха-
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рактерных для земного ядра [38, 39]. В работах [40, 41]
о двумерной магнитогидродинамической турбулент-
ности плазмы на бета-плоскости исследуется крупно-
масштабная магнитогидродинамическая турбулент-
ность по аналогии с течениями в геофизической гид-
родинамике. Отметим важные работы [42–44], опи-
сывающие существенное отличие течений в астрофи-
зической плазме вследствие богатой и нетривиаль-
ной динамики из-за присутствия магнитных полей.
В частности, в [42] обнаружена нестационарность зо-
нальных течений вследствие возникновения магнит-
ных островов и их взаимодействия. В [43] исследо-
вана важная роль магнитных эффектов в зарождении
зональных течений во вращающейся плазме на бета-
плоскости. Показано, что именно магнитные эффек-
ты определяют динамику зональных течений, а так-
же и механизм их возникновения вследствие несамо-
подобного затухания турбулентности. Это существен-
но отличает магнитогидродинамическую турбулент-
ность от турбулентности в геофизической гидроди-
намике. Отсутствие большого количества работ в та-
кой актуальной для плазменной астрофизики области
вызвано прежде всего неподъемностью такой задачи
даже для современных суперкомпьютеров. Для про-
рыва в этом направлении мы будем использовать как
теоретические методы, так и новые идеи для анализа
результатов моделирования с использованием супер-
компьютерных вычислений.

Существенное отличие магнитогидродинамиче-
ских течений также имеет место при исследовании
крупномасштабных волновых процессов. Основным
методом исследования в этом случае является маг-
нитогидродинамическое приближение мелкой воды,
предложенное для исследования течений в солнеч-
ном тахоклине [45–47]. В работах [48–50] показано,
что в этом приближении для слоя плазмы во внешнем
вертикальном магнитном поле само магнитное поле
является принципиально трехкомпонентным, в то
время как поле скоростей является двухкомпонент-
ным. Несмотря на трехкомпонентность магнитного
поля, течения в магнитогидродинамическом при-
ближении мелкой воды остаются двумерными, что
ограничивает применимость развитой теории для
задачи о самовозбуждении магнитного поля в тонком
слое, поскольку для исследования таких течений
в галактических дисках и солнечном тахоклине
принципиальным является рассмотрение течений
на масштабах меньше толщины слоя. Для решения
таких задач используется приближение тонкого
слоя [51, 52]. Развитая теория обобщена на случай
стратифицированной плазмы в двухслойной модели
мелкой воды [33]. Определяющая роль трехкомпо-
нентности магнитного поля инициировала важные
исследования волн в магнитной гидродинамике
стратифицированной плазмы в приближении Бусси-
неска [53]. В работе [53] получены новые типы волн:
магнитные инерционно-гравитационные волны,

магнитострофические волны и магнитные волны
Россби. Принципиальный учет эффектов сжимае-
мости в плазменной астрофизике осуществляется с
использованием неупругого приближения (anelastic
approximation) [54–56]. Подробный обзор совре-
менного состояния теоретических исследований в
плазменной астрофизике приведен в [3].

Все перечисленные выше работы выполнены в
классическом приближении магнитной гидродина-
мики и естественным образом не включают прин-
ципиально важные эффекты, определяющие поведе-
ние вращающейся астрофизической плазмы, описы-
ваемое более сложными многожидкостными моделя-
ми астрофизических течений [57, 58] и многокомпо-
нентными моделями физики зарождения планет [5].
В работах по частично ионизованной вращающейся
плазме вращением заряженной компоненты прене-
брегают [57, 58], полагая, что заряженная компонен-
та лишь модифицирует вращающиеся течения ней-
трального газа. Тем не менее в астрофизических при-
ложениях именно вращение заряженной компоненты
может играть важную роль в крупномасштабных те-
чениях. В работах по изучению совместной эволюции
турбулентности и планетезималий [5] изучаются толь-
ко влияние турбулентности на эффекты взаимодей-
ствия частиц и их перенос, и не учитывают обратное
влияние частиц на турбулентность в диске. Это огра-
ничивает применимость теории к малым количествам
твердых частиц и работает только на начальном этапе
зарождения планет. Все перечисленные работы требу-
ют обоснования и получения новых исходных урав-
нений для развития теории волн и турбулентности, а
также адекватного численного моделирования в плаз-
менной астрофизике.

Изучению волн в крупномасштабных течениях по-
священо большое количество работ, так как именно
волновая динамика зачастую определяет крупномас-
штабный характер протекающих процессов. Во вра-
щающихся нейтральных и магнитогидродинамиче-
ских течениях рассматривают волны Пуанкаре [32, 46,
59] и волны Россби [60–63]. Несмотря на сложность
наблюдения таких волн в астрофизической плазме,
волны Россби недавно были обнаружены на Солнце
[25, 64]. Также активно исследуются механизмы влия-
нии волн Россби на солнечные сезоны [65–67] и кос-
мическую погоду [68, 69]. Учет сжимаемости в гид-
родинамических моделях вращающейся плазмы поз-
волит существенно расширить возможности теорети-
ческого описания конкретных наблюдений волновых
процессов в астрофизических течениях.

В работе предложена теория двуслойной мелкой во-
ды для течений с переменными термодинамически-
ми свойствами, основанные на использовании мо-
дели мелкой воды с крупномасштабной сжимаемо-
стью [27, 28, 31]. Показано, что течения двуслойной
мелкой воды с переменными термодинамическими
свойствами могут быть описаны только в случае, ко-
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гда нижний слой полагается несжимаемым. В разд. 2
обсуждается идея двуслойной мелкой воды и выве-
дены соответствующие уравнения для случая тече-
ний с переменными термодинамическими свойства-
ми. Развитая теория и полученные уравнения будут
обобщены на магнитный случай в отдельной рабо-
те. В разд. 3 подробно исследованы все типы линей-
ных волн в рамках развитой модели. Проведен ка-
чественный анализ дисперсионных соотношений с
целью выявления возможных трехволновых взаимо-
действий. Исследование линейных волн проведено
как при полном учете силы Кориолиса, так и в при-
ближении бета-плоскости для сферических течений.
Качественный анализ дисперсионных соотношений
впервые позволил предсказать трехволновые взаимо-
действия волн Пуанкаре в гидродинамике вращаю-
щихся течений. Такие эффекты могут играть важную
роль в планетных течениях и в астрофизической плаз-
ме. В разд. 4 методом многомасштабных разложений
исследованы трехволновые взаимодействия получен-
ных волн. Найдены коэффициенты взаимодействия в
нелинейных уравнениях. Некоторые начальные усло-
вия исследованы на предмет наличия неустойчиво-
стей.

2. УРАВНЕНИЯ ДВУСЛОЙНОЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ
ДЛЯ ТЕЧЕНИЙ С ПЕРЕМЕННЫМИ

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИМИ
ХАРАКТЕРИСТИКАМИ ПРИ НАЛИЧИИ

ВРАЩЕНИЯ

Важным принципиальным свойством течений в
астрофизической плазме является свойство сжимае-
мости, характеризующее большинство наблюдаемых
во Вселенной плазменных течений. Для описания
сжимаемых течений, как правило, необходимо ис-
пользовать полную трехмерную систему магнитогид-
родинамических уравнений, которая представляет со-
бой сложную задачу для теоретического рассмотрения
и численного моделирования. В работах [27–31] для
описания эффектов, возникающих из-за неоднород-
ности плотности, получена модель сжимаемого тече-
ния плазмы в приближении мелкой воды. Эта мо-
дель получается в результате усреднения по толщине
слоя полных уравнений движения Эйлера сжимае-
мой жидкости в поле силы тяжести. В этом прибли-
жении фильтруются звуковые волны и учитывается
крупномасштабная зависимость плотности от давле-
ния, описывающая эффекты статической сжимаемо-
сти [70]. Предложенная система выгодно отличается
от традиционных уравнений мелкой воды для несжи-
маемой жидкости. В классических уравнениях мелкой
воды высота и горизонтальная скорость столба жид-
кости полностью определяют его взаимодействие с
остальным объемом жидкости. В сжимаемых уравне-
ниях мелкой воды это взаимодействие определяется
не только горизонтальной скоростью и высотой, но и

средней плотностью столба жидкости, вследствие че-
го учет горизонтального импульса в уравнениях про-
исходит более точно. В работе [27] показано, что учет
сжимаемости в модели мелкой воды приводит к улуч-
шению предсказания скорости распространения га-
зового потока с примесью твердых частиц.

Другим способом исследования крупномасштаб-
ных сжимаемых течений является использование мо-
дели многослойной жидкости, в которой каждый слой
имеет свои гидродинамические параметры. Есте-
ственным первым шагом при этом становится иссле-
дование модели двуслойной жидкости в приближении
мелкой воды [32, 33]. Уравнения двуслойной мелкой
воды с учетом вращения в классическом случае ней-
тральной несжимаемой жидкости являются обобще-
нием уравнений мелкой воды, на случай тонкого вра-
щающегося слоя, разделенного на два слоя с посто-
янными, но различными плотностями. Вывод уравне-
ний двуслойной мелкой воды, как и вывод однослой-
ных уравнений, основан на методе усреднения по вы-
соте слоя. Такая модель в отличие от модели крупно-
масштабной сжимаемости позволяет учитывать боль-
шие изменения плотности жидкости и других гидро-
динамических параметров, однако наличие в моде-
ли двух (или нескольких) слоев с различными гидро-
динамическими параметрами усложняет модель. Та-
ким образом, для улучшения точности описания тон-
ких вращающихся гидродинамических течений в мо-
дели двуслойной жидкости, в данном разделе иссле-
дуется возможность включения эффектов крупномас-
штабной сжимаемости в уравнения для одного из сло-
ев двуслойной модели.

2.1. Исходные уравнения

В этом разделе мы получим уравнения мелкой во-
ды для течений со свободной границей на ровной по-
верхности в поле силы тяжести в двухслойной модели,
в которых каждый из слоев имеет различные термо-
динамические характеристики: нижний слой — вы-
соту ℎ и показатель адиабаты γ, верхний слой жид-
кости — высоту ℎ′ и показатель адиабаты γ′, обозна-
чим 𝐻 = ℎ+ ℎ′. Для верхнего слоя величина ℎ явля-
ется высотой подстилающей поверхности, а для ниж-
него слоя высота столба ℎ′ создает дополнительное
давление. Для исследования течений астрофизиче-
ской плазмы во вращающейся среде удобно перейти
в неинерциальную систему отсчета, вращающуюся с
угловой частотой Ω = 𝑓/2 [71]. Пусть 𝑣𝑥 и 𝑣𝑦 — ско-
рости жидкости в нижнем слое, 𝑢𝑥 и 𝑢𝑦 — скорости
жидкости в верхнем слое.

Ось 𝑍 системы координат направлена вдоль век-
тора силы тяжести в противоположном направлении,
ось 𝑋 направлена вдоль широты, ось 𝑌 соответствен-
но вдоль долготы.

Запишем исходную систему уравнений для нижне-
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го слоя с учетом вращения

𝜕ρ

𝜕𝑡
+∇(ρv) = 0, (1)

𝜕v

𝜕𝑡
+ (v∇)v = −∇𝑝

ρ
− 𝑓 [e𝑧 × v]− g, (2)

𝑝

ργ
= const, (3)

𝑝 =
1

µ
ρ𝑇. (4)

Запишем исходную систему уравнений для верхне-
го слоя сжимаемой жидкости с учетом вращения

𝜕ρ′

𝜕𝑡
+∇(ρ′u) = 0, (5)

𝜕u

𝜕𝑡
+ (u∇)u = −∇𝑝′

ρ′
− 𝑓 [e𝑧 × u]− g, (6)

𝑝′

ρ′γ
′ = const, (7)

𝑝′ =
1

µ
ρ
′𝑇 ′. (8)

Здесь (1), (5) — уравнения непрерывности, (2), (6) —
уравнения Эйлера с учетом вращения и силы тяже-
сти, (3), (7) — уравнения адиабаты идеального газа,
(4), (8) — уравнения Менделеева–Клапейрона. В си-
стемах (1)–(4) и (5)–(8) v = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧)

𝑇 и u =
= (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧)

𝑇 — крупномасштабные скорости, ρ,
ρ′ — плотности слоев, 𝑝, 𝑝′ — гидродинамические дав-
ления, g — ускорение свободного падения, 𝑓 — па-
раметр Кориолиса, γ, γ′ — показатели адиабаты, µ —
молярная масса, 𝑇 , 𝑇 ′ — температуры в энергетиче-
ский единицах в каждом слое соответственно. В си-
стемах уравнений (1)–(4) и (5)–(8) мы пренебрега-
ем влиянием центробежной силы [3, 33]. Таким об-
разом для характерных масштабов неоднородности в
рассматриваемых течениях должно выполнятся усло-
вие 𝑓2𝐿/𝑔 ≪ 1.

Для вывода уравнений в приближении двухслой-
ной мелкой воды сформулируем следующие гранич-
ные условия:

— условие равенства нулю нормальной составля-
ющей скорости 𝑣𝑛0 на подстилающей поверхности
нижнего слоя

𝑣𝑛0 = 𝑣𝑧|𝑧=0 = 0, (9)

— условия на нормальные составляющие скорости
в нижнем 𝑣𝑛ℎ и верхнем 𝑢𝑛ℎ слое на границе раздела
ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑦) и

— условие равенства давлений сверху и снизу гра-
ницы раздела

𝑣𝑛ℎ =

(︂
−𝑣𝑧|𝑧=ℎ + 𝑣𝑥|𝑧=ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 𝑣𝑦|𝑧=ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂
κ
−1
ℎ =

= −𝜕ℎ

𝜕𝑡
κ
−1
ℎ , (10)

𝑢𝑛ℎ =

(︂
𝑢𝑧|𝑧=ℎ − 𝑢𝑥|𝑧=ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝑢𝑦|𝑧=ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂
κ
−1
ℎ =

=
𝜕ℎ

𝜕𝑡
κ
−1
ℎ , (11)

𝑝|𝑧=ℎ = 𝑝′|𝑧=ℎ, (12)

где κℎ =

√︁
(1 + (𝜕ℎ/𝜕𝑥)

2
)(1 + (𝜕ℎ/𝜕𝑦)

2
). А также

условия на свободной границе 𝐻(𝑥, 𝑦):
— условие постоянства давления на свободной гра-

нице и
— условие на нормальную составляющую скорости

𝑢𝑛𝐻 в верхнем слое на свободной границе

𝑝′|𝑧=𝐻 = 𝑝𝐻 = const, (13)

𝑢𝑛𝐻 =

(︂
−𝑢𝑧|𝑧=𝐻 + 𝑢𝑥|𝑧=𝐻

𝜕𝐻

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦|𝑧=𝐻

𝜕𝐻

𝜕𝑦

)︂
κ
−1
𝐻 =

= −𝜕𝐻

𝜕𝑡
κ
−1
𝐻 , (14)

где κ𝐻 =

√︁
(1 + (𝜕𝐻/𝜕𝑥)

2
)(1 + (𝜕𝐻/𝜕𝑦)

2
).

2.2. Приближение мелкой воды для верхнего слоя

Из уравнения (8) получим выражение для плотно-
сти верхнего слоя на свободной границе

ρ
′|𝑧=𝐻 =

𝑝𝐻
𝑇𝐻µ

= ρ𝐻 . (15)

Здесь 𝑇𝐻 = 𝑇𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑡) — температура на верхней
границе верхнего слоя. Из предложения о гидростати-
ческом распределении давления и уравнения состоя-
ния газа получим выражения для давления и плотно-
сти

𝑝′(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝𝐻

(︂
1 +

𝐻 − 𝑧

𝐻ρ′

)︂γ
′/γ′−1

, (16)

ρ
′(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = ρ𝐻

(︂
1 +

𝐻 − 𝑧

𝐻ρ′

)︂1/γ′−1

, (17)

Здесь 𝐻ρ′ = γ
′

γ′−1
µ𝑇𝐻

𝑔 — характерная плотностная
высота верхнего сжимаемого слоя. Cделаем предпо-
ложение, что плотность у верхней границы верхнего
слоя ρ𝐻 постоянна вдоль всей границы слоя [27]. То-
гда, ввиду непрерывности давления вдоль вертикаль-
ной коородинаты, из уравнения состояния (8) следует,
что температура на верхней границе 𝑇𝐻 и характерная
высота сжимаемости 𝐻ρ′ также постоянны.

Проведем усреднение уравнений (5)–(8) по глубине
слоя ℎ′. Для этого воспользуемся правилом Лейбница

𝑎(𝑥)∫︁
𝑏(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑧)𝑑𝑧 =

𝜕

𝜕𝑥

𝑎(𝑥)∫︁
𝑏(𝑥)

𝑓(𝑥, 𝑧)𝑑𝑧−

−𝑓(𝑥, 𝑎(𝑥))
𝜕𝑎

𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑥, 𝑏(𝑥))

𝜕𝑏

𝜕𝑥
.

(18)
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При усреднении по верхнему слою уравнения
непрерывности (5) получим

𝜕

𝜕𝑡

𝐻∫︁
ℎ

ρ
′𝑑𝑧 +

𝜕

𝜕𝑥

𝐻∫︁
ℎ

ρ
′𝑢𝑥𝑑𝑧 +

𝜕

𝜕𝑦

𝐻∫︁
ℎ

ρ
′𝑢𝑦𝑑𝑧 = 0. (19)

При усреднении 𝑥- и 𝑦-составляющих уравнения
Эйлера (6) получим

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢𝑥𝑑𝑧 +

𝜕

𝜕𝑥

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢2

𝑥𝑑𝑧 +
𝜕

𝜕𝑦

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ2𝑢𝑥𝑢𝑦𝑑𝑧+

+

∫︁ 𝐻

ℎ

𝜕𝑝′

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = 𝑓

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢𝑦𝑑𝑧, (20)

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢𝑦𝑑𝑧 +

𝜕

𝜕𝑥

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢𝑥𝑢𝑦𝑑𝑧 +

𝜕

𝜕𝑦

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢2

𝑦𝑑𝑧+

+

∫︁ 𝐻

ℎ

𝜕𝑝′

𝜕𝑦
𝑑𝑧 = −𝑓

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑢𝑥𝑑𝑧. (21)

Введем средние по высоте верхнего слоя величины

ρ̄
′ =

1

ℎ′

∫︁ 𝐻

ℎ

ρ
′𝑑𝑧, (22)

𝑝′ =
1

ℎ′

∫︁ 𝐻

ℎ

𝑝′𝑑𝑧, (23)

𝑢̄𝑖 =
1

ℎ′

∫︁ 𝐻

ℎ

𝑢𝑖𝑑𝑧 𝑖 = 𝑥, 𝑦. (24)

Преобразуем слагаемое с давлением 𝑝′ в уравнениях
(20) и (21) ∫︁ 𝐻

ℎ

𝜕𝑝′

𝜕𝑥
𝑑𝑧 =

=

∫︁ 𝐻

ℎ

γ′

γ′ − 1

𝑝𝐻
𝐻ρ′

(︂
1 +

𝐻 − 𝑧

𝐻ρ′

)︂1/(γ′−1)
𝜕𝐻

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = (25)

= ρ̄
′𝑔ℎ′ 𝜕𝐻

𝜕𝑥
= ρ̄

′𝑔ℎ′ 𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ ρ̄

′𝑔ℎ′ 𝜕ℎ
′

𝜕𝑥
.

Подставим в выражения для средних величин (22)
и (23) функции ρ′ и 𝑝′ из (17) и (16)

ρ̄
′ =

1

ℎ′
𝑝𝐻
𝑔

[︃(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂γ
′/(γ′−1)

− 1

]︃
, (26)

𝑝′ =
𝐻ρ′

ℎ′
1

γ′/(γ′ − 1) + 1

𝑝𝐻
𝑔

[︃(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂γ
′/(γ′−1)+1

− 1

]︃
.

(27)

Величины 𝑝′, ρ′, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦 представим в виде суммы
средних значений и флуктуаций

𝑝′ = 𝑝′ + 𝑝′2, ρ
′
2 = ρ̄

′ + ρ̂
′,

𝑢𝑖 = 𝑢̄𝑖 + 𝑢̂𝑖, 𝑖 = 𝑥, 𝑦,
(28)

причем средние значения флуктуаций равны нулю.

Подставим средние значения в (19)–(21), прене-
брегая интегралами от флуктуаций получим систему
усредненных по высоте уравнений для верхнего слоя
жидкости, которая в векторном виде принимает сле-
дующий вид

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ′
ρ̄
′) +

𝜕

𝜕𝑥
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑥) +

𝜕

𝜕𝑦
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑦) = 0, (29)

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑥) +

𝜕

𝜕𝑥
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄2

𝑥) +
𝜕

𝜕𝑦
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑥𝑢̄𝑦)+

+ρ̄𝑔ℎ′ 𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ ρ̄

′𝑔ℎ′ 𝜕ℎ
′

𝜕𝑥
− 𝑓ℎ′

ρ̄
′𝑢̄𝑦 = 0,

(30)

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑦) +

𝜕

𝜕𝑦
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄2

𝑦) +
𝜕

𝜕𝑥
(ℎ′
ρ̄
′𝑢̄𝑥𝑢̄𝑦)+

+ρ̄𝑔ℎ′ 𝜕ℎ

𝜕𝑦
+ ρ̄

′𝑔ℎ′ 𝜕ℎ
′

𝜕𝑦
+ 𝑓ℎ′

ρ̄
′𝑢̄𝑥 = 0.

(31)

Преобразуем уравнения (29)–(31) для описания
верхнего сжимаемого слоя, введя новую перемен-
ную 𝑙, представляющую собой массу столба жидкости

𝑙 = ℎ′
ρ̄
′. (32)

Снимем индексы и знаки усреднения в системе
(29)–(31) для упрощения записи и получим незамкну-
тую систему, которая в векторном виде принимает
следующий вид:

𝜕𝑡𝑙 +∇ · (𝑙ū) = 0, (33)

𝜕𝑡u+ (u · ∇)u+ 𝑎2𝑔
∇𝑙

𝑙
+ 𝑔∇ℎ+ 𝑓e𝑧 × u = 0, (34)

где

𝑎2 =
𝑙

ρ𝐻

(︂
𝑙𝑔

𝑝𝐻
+ 1

)︂−1/γ

. (35)

Система не замкнута из-за наличия переменнойℎ—
высоты нижнего слоя. Далее получим уравнения для
описания нижнего слоя.

2.3. Приближение мелкой воды для нижнего слоя

Заметим, что граничные условия (12) для нижнего
слоя на границе двух слоев c учетом (16) принимают
вид

𝑝 = 𝑝𝐻

(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂γ
′/(γ′−1)

. (36)

Тогда получим выражение для давления в нижнем
слое

𝑝 = 𝑝𝐻

(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂γ
′/(γ′−1)(︂

1 +
ℎ− 𝑧

𝐻ρ

)︂γ/(γ−1)

. (37)

Здесь 𝐻ρ =
γ

γ−1
𝑝ℎ

ρ′ℎ𝑔
— характерная плотностная высо-

та нижнего слоя при учете крупномасштабной сжима-
емости, как и в уравнениях для верхнего слоя. Таким
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образом, после интегрирования уравнения для изме-
нения импульса в нижнем слое (2) слагаемое с давле-
нием примет следующий вид:

ℎ∫︁
0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = ρ̄𝑔ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝑝𝐻

𝐻ρ′

(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂1/(γ′−1)

×

×
(︂
1 +

ℎ

𝐻ρ

)︂γ/(γ−1)

ℎ
𝜕ℎ′

𝜕𝑥
+

𝑔

𝐻ρ′
ρ̄
𝜕ℎ′

𝜕𝑥
+

+ρ𝐻𝑔
𝐻ρ(γ− 1)

(2γ+ 1)

[︃(︂
1 +

ℎ

𝐻ρ

)︂(2γ+1)/(γ−1)

− 1

]︃
×

×
(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ′

)︂1/(γ′−1)
𝜕ℎ′

𝜕𝑥
.

(38)

Получившееся выражение сложным образом зави-
сит от высот слоев и их плотностей. Учет крупномас-
штабной сжимаемости в нижнем слое из-за нетри-
виального вклада слагаемого с давлением приводит
к выражениям, которые не поддаются простой пара-
метризации и использованию новой переменной, по-
добной переменной 𝑙 = ρ̄′ℎ′, введенной для верхне-
го слоя. Для того чтобы получить замкнутую гипер-
болическую систему, а также для дальнейшего ее ана-
лиза, естественно рассмотреть упрощенную модель
двуслойного течения, в котором нижний слой будет
иметь постоянную плотность. Слагаемое с давлением
в нижнем слое (38) при этом примет следующий вид:

ℎ∫︁
0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = ρ𝐻𝑔

(︂
1 +

ℎ′

𝐻ρ

)︂1/(γ−1)

ℎ
𝜕ℎ′

𝜕𝑥
+ ρ𝑔ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
. (39)

Выразим ℎ′ и 𝜕ℎ′/𝜕𝑥 через 𝑙

ℎ′ = 𝐻ρ′

[︃(︂
1 +

𝑙𝑔

𝑝ℎ

)︂(γ−1)/γ

− 1

]︃
, (40)

𝜕ℎ′

𝜕𝑥
=

𝑎2

𝑙

𝜕𝑙

𝜕𝑥
. (41)

Подставим (40) и (41) в (39) и получим выражение,
зависящее от ℎ и 𝑙,

ℎ∫︁
0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑑𝑧 = ρ𝑔ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 𝑔ℎ

𝜕𝑙

𝜕𝑥
. (42)

Получим теперь систему уравнений для течений
сжимаемой жидкости над несжимаемой. Уравнения
для верхнего сжимаемого слоя принимают следую-
щий вид:

𝜕𝑡𝑙 +∇ · (𝑙ū) = 0, (43)

𝜕𝑡u+ (u · ∇)u+ 𝑎2𝑔
∇𝑙

𝑙
+ 𝑔∇ℎ+ 𝑓e𝑧 × u = 0. (44)

Уравнения для нижнего несжимаемого слоя прини-
мают следующий вид:

𝜕𝑡ℎ+∇ · (ℎv̄) = 0, (45)

𝜕𝑡v + (v · ∇)v + 𝑔∇ℎ+ 𝑔
∇𝑙

ρ
+ 𝑓e𝑧 × v = 0. (46)

При 𝑙 → 0 система (43)–(46) переходит в клас-
сическую систему двуслойных уравнений мелкой во-
ды [59]. При ℎ = 0 система переходит в систему урав-
нений для однослойной сжимаемой мелкой воды [27].

3. ЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ В ТЕЧЕНИЯХ С
ПЕРЕМЕННЫМИ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИМИ

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

В данном разделе исследуются линейные волны в
двуслойной вращающейся жидкости с верхним сжи-
маемым слоем. Рассматриваются два приближения
для вращения — приближения 𝑓- и β-плоскостей.

3.1. Волны Пуанкаре для двухслойного течения
с верхним сжимаемым слоем на 𝑓-плоскости

Рассмотрим вращение на 𝑓-плоскости. Такое при-
ближение означает, что параметр Кориолиса счита-
ется постоянным 𝑓 = 𝑓0. Проведем линеаризацию
системы (43)–(46) около положения равновесия u0:
ℎ = ℎ0, 𝑙 = 𝑙0, 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 = 𝑣𝑥 = 𝑣𝑦 = 0. Тогда си-
стема уравнений для верхнего слоя (43)–(44) примет
вид:

𝜕𝑡𝑙 + 𝑙0∇ · ū = 0, (47)

𝜕𝑡u+ 𝑎20𝑔
∇𝑙

𝑙0
+ 𝑔∇ℎ+ 𝑓0e𝑧 × u = 0. (48)

Система уравнений для нижнего несжимаемого
слоя (45)–(46) примет следующий вид:

𝜕𝑡ℎ+ ℎ0∇ · v̄ = 0, (49)

𝜕𝑡v + 𝑔∇ℎ+ 𝑔
∇𝑙

ρ
+ 𝑓0e𝑧 × v = 0. (50)

Ищем решение линеаризованной системы в виде
плоских волн малой амплитуды û ≪ u0:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑙
𝑢𝑥

𝑢𝑦

ℎ
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑙̂
𝑢̂𝑥

𝑢̂𝑦

ℎ̂
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ exp(−𝑖ω𝑡+ 𝑖𝑘𝑥𝑥+ 𝑖𝑘𝑦𝑦), (51)

где ω— частота волны, k = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦)
𝑇 — волновой век-

тор. После подстановки решения в виде плоской вол-
ны (51) в линеаризованную систему (47)–(50) полу-
чим систему линейных однородных уравнений⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−ω 𝑙0𝑘𝑥 𝑙0𝑘𝑦 0 0 0
𝑎20𝑔𝑘𝑥 −𝑙0ω 𝑖𝑓0𝑙0 𝑙0𝑔𝑘𝑥 0 0
𝑎20𝑔𝑘𝑦 −𝑖𝑓0𝑙0 −𝑙0ω 𝑙0𝑔𝑘𝑦 0 0

0 0 0 −ω ℎ0𝑘𝑥 ℎ0𝑘𝑦
𝑔𝑘𝑥 0 0 ρ𝑔𝑘𝑥 −ωρ 𝑖𝑓0ρ
𝑔𝑘𝑦 0 0 ρ𝑔𝑘𝑦 −𝑖𝑓0ρ −ωρ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑙̂
𝑢̂𝑥

𝑢̂𝑦

ℎ̂
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠=0.

(52)
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Однородная система (52) имеет нетривиальное ре-
шение, когда определитель матрицы системы равен
нулю. Приравняв определитель матрицы к нулю, по-
лучим уравнение для нахождения дисперсионного со-
отношения:

ω
2(−𝑔2ℎ0𝑘

4(𝑙0 − 𝑎20ρ) + 𝑔(𝑎20 + ℎ0)𝑘
2
ρ(𝑓2

0 − ω
2)+

+ρ(𝑓2
0 − ω

2)2) = 0.
(53)

Уравнение (53) имеет относительно ω два нулевых ре-
шения и четыре решения вида

ω = ±

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷𝑓2
0 + 𝑘2

⎛⎜⎜⎝
𝑎20𝑔 + ℎ0𝑔

2
±

± 𝑔

2
√
ρ

√︁
4ℎ0𝑙0 + ρ(𝑎20 + ℎ0)

2

⎞⎟⎟⎠. (54)

Дисперсионное уравнение (54) описывает две вол-
ны Пуанкаре в двухслойном течении мелкой воды с
верхним сжимаемым слоем. На рис. 0 приведены про-
екции дисперсионных поверхностей двух волн Пуан-
каре. При ℎ0 = 0 выражение переходит в дисперсион-
ное уравнение для волны Пуанкаре в сжимаемой жид-
кости [31]

ω = ±
√︁

𝑓2
0 + 𝑎20𝑔𝑘

2, (55)

а при 𝑙 = 0 переходит в дисперсионное уравнение для
волны Пуанкаре в несжимаемой жидкости:

ω = ±
√︁
𝑓2
0 + ℎ0𝑔𝑘2. (56)

3.2. Волны на β-плоскости

Рассмотрим течение двухслойной жидкости на β-
плоскости. В таком приближении параметр Кориоли-
са 𝑓 слабо меняется при малых изменениях широты и
раскладывается в ряд

𝑓 = 2Ω sinΘ ≈ 2Ω sinΘ0+2Ω(Θ−Θ0) cosΘ0 ≈ 𝑓0+β𝑦,
(57)

гдеΩ— угловая скорость вращения,Θ— широта, 𝑓0 =
= 2Ω sinΘ0, β = 𝜕𝑓/𝜕𝑦, причем 𝑓0 ≫ β𝑦. При-
ближение β-плоскости, в отличие от приближения
𝑓-плоскости, сохраняет первый порядок малости в
разложении параметра Кориолиса [3, 33].

Система уравнений примет вид

𝜕𝑡𝑙 +∇ · (𝑙ū) = 0, (58)

𝜕𝑡u+ (u · ∇)u+ 𝑎2𝑔
∇𝑙

𝑙
+ 𝑔∇ℎ+ (𝑓 + β𝑦)e𝑧 × u = 0,

(59)

𝜕𝑡ℎ+∇ · (ℎv̄) = 0, (60)

𝜕𝑡v + (v · ∇)v + 𝑔∇ℎ+ 𝑔
∇𝑙

ρ
+ (𝑓 + β𝑦)e𝑧 × v = 0.

(61)

Продифференцируем 𝑥-компоненту в уравнениях
уравнения (59) и (61) по 𝑦, чтобы исключить 𝑦 из си-
стемы:

𝜕𝑙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑙𝑢𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑙𝑢𝑦)

𝜕𝑦
= 0, (62)

𝜕2𝑙𝑢𝑥

𝜕𝑡𝜕𝑦
+

𝜕2
(︀
𝑙𝑢2

𝑥

)︀
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2 (𝑙𝑢𝑥𝑢𝑦)

𝜕𝑦2
+ 𝑎2𝑔

𝜕2𝑙

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (63)

+𝑔
𝜕𝑎2

𝜕𝑦

𝜕𝑙

𝜕𝑥
+ 𝑙𝑔

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑔

𝜕𝑙

𝜕𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝑓0

𝜕𝑙𝑢𝑦

𝜕𝑦
− β𝑙𝑢𝑦 = 0,

𝜕𝑙𝑢𝑦

𝜕𝑡
+
𝜕 (𝑙𝑢𝑥𝑢𝑦)

𝜕𝑥
+
𝜕
(︀
𝑙𝑢2

𝑦

)︀
𝜕𝑦

+𝑎2𝑔
𝜕𝑙

𝜕𝑦
+𝑙𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+𝑓0𝑙𝑢𝑥=0,

(64)

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+

𝜕(ℎ𝑣𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕(ℎ𝑣𝑦)

𝜕𝑦
= 0, (65)

𝜕2ℎ𝑣𝑥
𝜕𝑡𝜕𝑦

+
𝜕2ℎ𝑣2𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2ℎ𝑣𝑥𝑣𝑦

𝜕𝑦2
+ 𝑔ℎ

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+

+
𝑔

ρ
ℎ

𝜕2𝑙

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝑔

ρ

𝜕ℎ

𝜕𝑦

𝜕𝑙

𝜕𝑥
− 𝑓0

ℎ𝑣𝑦
𝜕𝑦

− βℎ𝑣𝑦 = 0, (66)

𝜕ℎ𝑣𝑦
𝜕𝑡

+
𝜕ℎ𝑣𝑥𝑣𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕ℎ𝑣2𝑦
𝜕𝑦

+𝑔ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑦
+
𝑔

ρ
ℎ
𝜕𝑙

𝜕𝑦
+𝑓0ℎ𝑣𝑥=0. (67)

Проведем линеаризацию системы (62)–(67) около
положения равновесия u0: ℎ = ℎ0, 𝑙 = 𝑙0, 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 =
= 𝑣𝑥 = 𝑣𝑦 = 0:

𝜕𝑙

𝜕𝑡
+ 𝑙0

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑙0

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
= 0, (68)

𝑙0
𝜕2𝑢𝑥

𝜕𝑡𝜕𝑦
+ 𝑎20𝑔

𝜕2𝑙

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑙0𝑔

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝑓0𝑙0

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
− β𝑙0𝑢𝑦 = 0,

(69)

𝑙0
𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑡
+ 𝑎20𝑔

𝜕𝑙

𝜕𝑦
+ 𝑙0𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+ 𝑓0𝑙0𝑢𝑥 = 0, (70)

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ ℎ0

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑥

+ ℎ0
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑦

= 0, (71)

ℎ0
𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑡𝜕𝑦

+𝑔ℎ0
𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝑔

ρ
ℎ0

𝜕2𝑙

𝜕𝑥𝜕𝑦
−𝑓0ℎ0

𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑦

−βℎ0𝑣𝑦=0,

(72)

ℎ0
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑡

+ 𝑔ℎ0
𝜕ℎ

𝜕𝑦
+

𝑔

ρ
ℎ0

𝜕𝑙

𝜕𝑦
+ 𝑓0ℎ0𝑣𝑥 = 0. (73)

Ищем решение линеаризованной системы
(68)–(73) в виде плоских волн малой амплитуды
û ≪ u0⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑙
𝑢𝑥

𝑢𝑦

ℎ
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑙̂
𝑢̂𝑥

𝑢̂𝑦

ℎ̂
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ exp(−𝑖ω𝑡+ 𝑖𝑘𝑥𝑥+ 𝑖𝑘𝑦𝑦), (74)

где ω— частота волны, k = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦)
𝑇 — волновой век-

тор. После подстановки решения в виде плоской вол-
ны (74) в линеаризованную систему (68)–(73) полу-
чим систему линейных однородных уравнений.
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


−ω l0kx l0ky 0 0 0
a20gkxky −l0ωky if0l0ky + βl0 l0gkxky 0 0
a20gky −if0l0 −l0ω l0gky 0 0
0 0 0 −ω h0kx h0ky

gkxky 0 0 ρgkxky −ωkyρ if0ρky + ρβ
gky 0 0 ρgky −if0ρ −ωρ







l̂
ûx

ûy

ĥ
v̂x
v̂y




= 0. (75)

Приравняем детерминант матрицы к нулю и полу-
чим уравнение для нахождение дисперсионных соот-
ношений волн. Приравняем к нулю действительную и
мнимую части уравнения. Примем β2 = 0.

В высокочастотном пределе получим две волны Пу-
анкаре, с совпадающие с волнами на f-плоскости (54)

ω = ±

√√√√√√√f2
0 + k2




a20g + h0g

2
±

± g

2
√
ρ

√
4h0l0 + ρ(a20 + h0)

2


. (76)

В низкочастотном пределе получим волну Россби

ω =
−βkxg(a20 + h0)

2f2
0 + (a20 + h0)gk2

. (77)

График проекции дисперсионной поверхности на
ось kx волны Россби изображен на рис. 1. В отсут-
ствие сжимаемости дисперсионные соотношения (76)
и (77) переходят в дисперсионные соотношения для
слоя несжимаемой жидкости высотой H = a20 + h0.

Отметим отличия полученных волн в двуслойном
приближении от однослойного приближения сжи-
маемой жидкости [31]. В дисперсионном соотноше-
нии для волн Россби изменяется лишь гравитацион-
ный параметр: он представлен в виде суммы пара-
метров двух слоев a20 + h. Дисперсионные соотноше-
ния для волн Пуанкаре имеют качественно иной вид.
В однослойном приближении графики проекций дис-
персионных поверхностей имели асимптоты ±k

√
gh

Рис. 1. Проекции дисперсионных поверхностей двух волн
Пуанкаре в двуслойном приближении.

в несжимаемой жидкости и ±k
√

a20g в сжимаемой
жидкости, таким образом при анализе трехволновых
взаимодействий проекции этих волн не пересекались,
а значит волны не резонировали. В двуслойном при-
ближении решения получены в виде двух волн Пуан-
каре с различным асимптотическим поведением. Они
имеют два вида асимптот:

±k

√
a20g + h0g

2
+

g

2
√
ρ

√
4h0l0 + ρ(a20 + h)

2

и

±k

√
a20g + h0g

2
− g

2
√
ρ

√
4h0l0 + ρ(a20 + h)

2
.

3.3. Качественный анализ дисперсионных соотношений
для линейных волн в двуслойных течениях

Определим, для каких из полученных типов волн
возможны резонансные взаимодействия. Для того,
чтобы три волны испытывали взаимодействие, необ-
ходимо выполнение условия трехволнового синхро-
низма

k1 + k2 = k3, ω1(k1) + ω2(k2) = ω3(k3), (78)

где ki — волновые векторы взаимодействующих волн,
ωi(k) — дисперсионное соотношение соответствую-
щей волны.

Будем рассматривать условие резонанса, как пере-
сечение дисперсионных поверхностей [72]. Для дву-
мерного вектора k = (kx, ky), функция ω(k) задает
поверхность в трехмерном пространствеω, kx, ky. Рас-
смотрим две поверхности (рис. 2): S1, заданную урав-
нением ω = ω1(k) и S2, заданную уравнением ω =
= ω1(k1)+ω2(k−k1) = ω1(k1)+ω2(k2)— вторым сла-
гаемым условия синхронизма (78) в смещенной точ-
ке (k1,ω1(k1)). Если поверхности пересеклись, обо-
значим точку пересечения k3. Пересечение дисперси-
онных поверхностей S1 и S2 означает, что существует
вектор k3 = k1 + k2 и некоторая дисперсионная по-
верхность ω3(k), такая, что ω3(k3) = ω3(k1 + k2) =
= ω2(k2) + ω1(k1).

Рассмотрим только волны в системе на бета-
плоскости (58)–(61), так как линейные решения
на f-плоскости аналогичны решениям на бета-
плоскости в высокочастотном пределе.

Для системы на бета-плоскости были получены две
волны Пуанкаре с разной кривизной дисперсионных
поверхностей (76) и волна Россби (77).
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Рис. 2. Проекция дисперсионной поверхности волны Росс-
би на kx в двуслойном приближении.

Рис. 3. Пересечение дисперсионных поверхностей взаимо-
действующих волн.

Аналогично случаю однослойной жидкости волна
Пуанкаре и две волны Россби и три волны Россби ис-
пытывают трехволновые взаимодействия. На рис. 3
и 4 показано пересечение их дисперсионных поверх-
ностей в смещенной точке.

Особый интерес представляет взаимодействие трех
волн Пуанкаре и двух волн Пуанкаре с волной Росс-
би, которых не наблюдается в однослойном течении
сжимаемой жидкости [31]. На рис. 5 изображено пере-
сечение дисперсионных поверхностей двух волн Пу-
анкаре, значит они могут испытывать трехволновые
взаимодействия. Таким образом, учет сжимаемости в

Рис. 4. Условие трехволнового синхронизма для двух волн
Россби и волны Пуанкаре.

Рис. 5. Условие трехволнового синхронизма для трех волн
Россби.

двуслойной жидкости существенно влияет на резо-
нансы в нелинейных решениях.

4. СЛАБОНЕЛИНЕЙНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
ВОЛН В ДВУСЛОЙНЫХ ТЕЧЕНИЯХ МЕЛКОЙ

ВОДЫ С ПЕРЕМЕННЫМИ
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИМИ

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

В предыдущем разделе было показано, что для си-
стемы на f- и бета-плоскостях возможны трехволно-
вые взаимодействия всех типов найденных волн. По-
лучим сначала систему уравнений трехволновых вза-
имодействий на f-плоскости, затем систему уравне-
ний на бета-плоскости. Далее для исследования нели-
нейных эффектов будем использовать только систе-
му трехволновых уравнений в общем виде для обо-
их случаев, так как системы уравнений для медленно
меняющихся амплитуд волн на f-плоскости и бета-
плоскости будут различаться только коэффициента-
ми.
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4.1. Метод многих масштабов

Запишем полную систему уравнений на 𝑓-плоско-
сти

𝜕𝑙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑙𝑢𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑙𝑢𝑦)

𝜕𝑦
= 0, (79)

𝜕𝑙𝑢𝑥

𝜕𝑡
+

𝜕
(︀
𝑙𝑢2

𝑥

)︀
𝜕𝑥

+
𝜕 (𝑙𝑢𝑥𝑢𝑦)

𝜕𝑦
+

+𝑎2𝑔
𝜕𝑙

𝜕𝑥
+ 𝑙𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑥
− 𝑓0𝑙𝑢𝑦 = 0,

(80)

𝜕𝑙𝑢𝑦

𝜕𝑡
+

𝜕 (𝑙𝑢𝑥𝑢𝑦)

𝜕𝑥
+

𝜕
(︀
𝑙𝑢2

𝑦

)︀
𝜕𝑦

+

+𝑎2𝑔
𝜕𝑙

𝜕𝑦
+ 𝑙𝑔

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+ 𝑓0𝑙𝑢𝑥 = 0,

(81)

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+

𝜕(ℎ𝑣𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕(ℎ𝑣𝑦)

𝜕𝑦
= 0, (82)

𝜕ℎ𝑣𝑥
𝜕𝑡

+
𝜕ℎ𝑣2𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕ℎ𝑣𝑥𝑣𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑔ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+

𝑔

ρ
ℎ
𝜕𝑙

𝜕𝑥
− 𝑓0ℎ𝑣𝑦 = 0,

(83)

𝜕ℎ𝑣𝑦
𝜕𝑡

+
𝜕ℎ𝑣𝑥𝑣𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕ℎ𝑣2𝑦
𝜕𝑦

+ 𝑔ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑦
+

𝑔

ρ
ℎ
𝜕𝑙

𝜕𝑦
+ 𝑓0ℎ𝑣𝑥 = 0.

(84)

Для анализа трехволновых взаимодействий в си-
стеме воспользуемся методом многих масштабов [73].
Разложим переменные 𝑡, 𝑥 и 𝑦 на быстрые перемен-
ные 𝑇0, 𝑋0, 𝑌0 и медленные 𝑇1 = ε𝑇0, 𝑋1 = ε𝑋0,
𝑌1 = ε𝑌0. Перепишем операторы частных производ-
ных в соответствии со сделанной заменой:

𝜕

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑇0
+ ε

𝜕

𝜕𝑇1
, (85)

𝜕

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑋0
+ ε

𝜕

𝜕𝑋1
, (86)

𝜕

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑌0
+ ε

𝜕

𝜕𝑌1
. (87)

Решение системы (79)–(84) будем искать в виде
асимптотического ряда по степеням ε

u =
∞∑︁
𝑘=0

ε
𝑘uk = u0 + εu1 + ε

2u2 + . . . . (88)

Здесь u = (𝑙, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, ℎ, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦) — вектор-решение.
Приравняв слагаемые нулевого порядка по ε по-

лучим стационарное решение. Приравняв слагаемые
первого порядка по ε получим линейную систему
(43)–(46). Тогда u0 = (𝑙0, 0, 0, ℎ0, 0, 0) — стационарное
решение,u1 = û1 exp(−𝑖ω(𝑘𝑥, 𝑘𝑦)𝑡+𝑖𝑘𝑥𝑥+𝑖𝑘𝑦𝑦)— ли-
нейное решение, где ω(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) — найденные диспер-
сионные соотношения (54). u2 — квадратичная по-
правка.

Приравняем слагаемые с ε2, чтобы получить систе-
му уравнений на квадратичную поправку, 𝑅̂ — нели-
нейный оператор

𝐴u2 = 𝑆u1 + 𝑅̂(u1,u1). (89)

Здесь 𝐴 — линейный оператор, действующий на
квадратичную поправку, 𝑆 — линейный оператор,
действующий на линейную поправку,

𝐴u2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝑙2
𝜕𝑇0

+ 𝑙0
𝜕𝑢𝑥2

𝜕𝑋0
+ 𝑙0

𝜕𝑢𝑦2

𝜕𝑌0

𝑙0
𝜕𝑢𝑥2

𝜕𝑇0
+ 𝑎20𝑔

𝜕𝑙2
𝜕𝑇0

+ 𝑙0𝑔
𝜕ℎ2

𝜕𝑋0
− 𝑓0𝑙0𝑢𝑦2

𝑙0
𝜕𝑢𝑦2

𝜕𝑇0
+ 𝑎20𝑔

𝜕𝑙2
𝜕𝑌0

+ 𝑙0𝑔
𝜕ℎ2

𝜕𝑌0
+ 𝑓0𝑙0𝑢𝑥2

𝜕ℎ2

𝜕𝑇0
+ ℎ0

𝜕𝑣𝑥2

𝜕𝑋0
+ ℎ0

𝜕𝑣𝑦2

𝜕𝑌0

ℎ0
𝜕𝑣𝑥2

𝜕𝑇0
+ 𝑔ℎ0

𝜕ℎ2

𝜕𝑋0
+ 𝑔

ρ
ℎ0

𝜕𝑙2
𝜕𝑋0

− 𝑓0ℎ0𝑣𝑦2

ℎ0
𝜕𝑣𝑦2

𝜕𝑇0
+ 𝑔ℎ0

𝜕ℎ2

𝜕𝑌0
+ 𝑔

ρ
ℎ0

𝜕𝑙2
𝜕𝑌0

+ 𝑓0ℎ0𝑣𝑥2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (90)

𝑆u1 = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝑙1
𝜕𝑇1

+ 𝑙0
𝜕𝑢𝑥1

𝜕𝑋1
+ 𝑙0

𝜕𝑢𝑦1

𝜕𝑌1

𝑙0
𝜕𝑢𝑥1

𝜕𝑇1
+ 𝑎20𝑔

𝜕𝑙1
𝜕𝑋1

+ 𝑙0𝑔
𝜕ℎ1

𝜕𝑋1

𝑙0
𝜕𝑢𝑦1

𝜕𝑇1
+ 𝑎20𝑔

𝜕𝑙1
𝜕𝑌1

+ 𝑙0𝑔
𝜕ℎ1

𝜕𝑌1
𝜕ℎ1

𝜕𝑇1
+ ℎ0

𝜕𝑣𝑥1

𝜕𝑋1
+ ℎ0

𝜕𝑣𝑦1

𝜕𝑌1

ℎ0
𝜕𝑣𝑥1

𝜕𝑇1
+ 𝑔ℎ0

𝜕ℎ1

𝜕𝑋1
+ 𝑔

ρ
ℎ0

𝜕𝑙1
𝜕𝑋1

ℎ0
𝜕𝑣𝑦1

𝜕𝑇1
+ 𝑔ℎ0

𝜕ℎ1

𝜕𝑌1
+ 𝑔

ρ
ℎ0

𝜕𝑙1
𝜕𝑌1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (91)

𝑅̂(u1,u1) = −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕(𝑙1𝑢𝑥1)
𝜕𝑋0

+
𝜕(𝑙1𝑢𝑦1)

𝜕𝑌0

𝜕(𝑙1𝑢𝑥1)
𝜕𝑇0

+ 𝑙0
𝜕𝑢2

𝑥1

𝜕𝑋0
+ 𝑙0

𝜕(𝑢𝑥1𝑢𝑦1)
𝜕𝑌0

𝜕(𝑙1𝑢𝑦1)
𝜕𝑇0

+ 𝑙0
𝜕(𝑢𝑥1𝑢𝑦1)

𝜕𝑋0
+ 𝑙0

𝜕𝑢2
𝑦1

𝜕𝑌0
𝜕(ℎ1𝑣𝑥1)

𝜕𝑋0
+

𝜕(ℎ1𝑣𝑦1)
𝜕𝑌0

𝜕(ℎ1𝑣𝑥1)
𝜕𝑇0

+ ℎ0
𝜕𝑣2

𝑥1

𝜕𝑋0
+ ℎ0

𝜕(𝑣𝑥1𝑣𝑦1)
𝜕𝑌0

𝜕(ℎ1𝑣𝑦1)
𝜕𝑇0

+ ℎ0
𝜕(𝑣𝑥1𝑣𝑦1)

𝜕𝑋0
+ ℎ0

𝜕𝑣2
𝑦1

𝜕𝑌0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

𝑎20𝑔
𝑙1
𝐿

𝜕𝑙1
𝜕𝑋0

+ 𝑙1𝑔
𝜕ℎ1

𝜕𝑋0
− 𝑓0𝑙1𝑢𝑦1

𝑎20𝑔
𝑙1
𝐿

𝜕𝑙1
𝜕𝑌0

+ 𝑙1𝑔
𝜕ℎ1

𝜕𝑌0
+ 𝑓0𝑙1𝑢𝑥1

0

𝑔ℎ1
𝜕ℎ1

𝜕𝑋0
+ 𝑔

ρ
ℎ1

𝜕𝑙1
𝜕𝑋0

− 𝑓0ℎ1𝑣𝑦1
𝑔ℎ1

𝜕ℎ1

𝜕𝑌0
+ 𝑔

ρ
ℎ1

𝜕𝑙1
𝜕𝑌0

+ 𝑓0ℎ1𝑣𝑥1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (92)

Здесь
1

𝐿
=

1

𝑙0
− 𝑔

γ

1

𝑝+ 𝑙0𝑔

получается при разложении 𝑎2, заданного форму-
лой (35), в ряд по ε.

В правой части уравнения (89) содержатся слагае-
мые, полученные при решении линеаризованной си-
стемы (43)–(46). Они могут привести к линейному ро-
сту решения, что нарушит условие на малость поправ-
ки εu2 ≪ εu1 и нарушит сходимость ряда. Чтобы ис-
ключить влияние резонансных слагаемых, введем за-
висимость амплитуды волны от медленных перемен-
ных, а фазы волны — от быстрых

u1 = û1(𝑇1, 𝑋1, 𝑌1) exp(−𝑖ω𝑇0+ 𝑖𝑘𝑥𝑋0+ 𝑖𝑘𝑦𝑌0). (93)

Далее будем искать вторую поправку u2 в виде ли-
нейных волн. Получим систему

𝐴u2 = b, (94)
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где матрица𝐴 совпадает с матрицей линеаризованной
системы (52), b — вектор правых частей, который по-
лучается подстановкой первой поправки (93).

При выполнении дисперсионного соотношения
определитель матрицы 𝐴 будет равен нулю. Тогда
для определения совместности системы воспользуем-
ся теоремой Фредгольма. Система будет совместна то-
гда и только тогда, когда решение однородной сопря-
женной системы zT𝐴 = 0 будет ортогонально вектору
правой части 𝑏.

Найдем решение сопряженной однородной систе-
мы z

z𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρ(𝐵 −𝐴)𝐵
ρ(𝐵 −𝐴)𝐶
ρ(𝐵 −𝐴)𝐷
ρ𝑙0/ℎ0𝐴𝐵

𝑙0𝐴𝐶
𝑙0𝐴𝐷

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (95)

где

𝐴 = 𝑔ℎ0𝑘
2, 𝐵 = ω

2
𝑖 − 𝑓2

0 ,

𝐶 = ω𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝑓0𝑘𝑦, 𝐷 = 𝑖𝑓0𝑘𝑥 + ω𝑖𝑘𝑦.

В уравнении (95) каждый вектор z𝑖 соответствует
отдельному решению дисперсионного уравнения ω𝑖

(76) для течений на 𝑓-плоскости.
Аналогично случаю 𝑓-плоскости, найдем решения

однородной системы zT𝐴β = 0, сопряженной с систе-
мой 𝐴βu2 = b, где матрица 𝐴β совпадает с матрицей
линеаризованной системы (75) на бета-плоскости

z𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρℎ0(𝐵 −𝐴)𝐵
ρ(𝐵 −𝐴)𝐶
ρ(𝐵 −𝐴)𝐷
ρ𝑙0𝐴𝐵
𝑙0𝐴𝐶
𝑙0𝐴𝐷

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (96)

где

𝐴 = 𝑔ℎ0𝑘𝑥𝑘𝑦(ω𝑖𝑘
2 + β𝑘𝑥),

𝐵 = (ω2
𝑖 − 𝑓2

0 )ω𝑖𝑘𝑥𝑘𝑦 + 𝑖βω𝑖𝑓0𝑘𝑥,

𝐶 = ℎ0ω𝑖𝑘𝑥(ω𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝑓0𝑘𝑦),

𝐷 = ℎ0ω𝑖𝑘𝑥(𝑖𝑓0𝑘𝑥𝑘𝑦 + β𝑘𝑥 + ω𝑖𝑘
2
𝑦).

4.2. Уравнения трехволновых взаимодействий

Представим линейную часть решения в виде суммы
трех волн на 𝑓-плоскости, удовлетворяющих условию
трехволнового синхронизма (78)

u1 = φa(k1) exp(𝑖θ1) + ψa(k2) exp(𝑖θ2)+

+χa(k3) exp(𝑖θ3) + 𝑐.𝑐.
(97)

Здесь φ = φ(𝑇1, 𝑋1, 𝑌1), ψ = ψ(𝑇1, 𝑋1, 𝑌1), χ =
= χ(𝑇1, 𝑋1, 𝑌1) — амплитуды взаимодействующих
волн, θ𝑖 = −ω(ki)𝑇0 + 𝑘𝑥𝑋0 + 𝑘𝑦𝑌0 — фазы волн, a —

собственный вектор 𝐴. Так как для волновых взаимо-
действующих волн выполняется условие синхрониз-
ма (78), то θ3 = θ1 + θ3.

Чтобы получить три уравнения на амплитуды взаи-
модействующих волн на 𝑓-плоскости подставим сна-
чала (97) в правую часть уравнения (89). Выпишем
часть, пропорциональную exp(𝑖θ1)

𝑆u1 + 𝑅̂(u1,u1) =

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎1
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎2𝑙0
𝜕φ
𝜕𝑋1

+ 𝑎3𝑙0
𝜕φ
𝜕𝑌1

𝑎2𝑙0
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎1𝑎
2
0𝑔

𝜕φ
𝜕𝑋1

+ 𝑎4𝑙0𝑔
𝜕φ
𝜕𝑋1

𝑎3𝑙0
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎1𝑎
2
0𝑔

𝜕φ
𝜕𝑌1

+ 𝑎4𝑙0𝑔
𝜕φ
𝜕𝑌1

𝑎4
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎5ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑋1

+ 𝑎6ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑌1

𝑎5ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎3𝑔ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑋1

+ 𝑎1
𝑔
ρ
ℎ0

𝜕φ
𝜕𝑋1

𝑎6ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑇1

+ 𝑎4𝑔ℎ0
𝜕φ
𝜕𝑌1

+ 𝑎1
𝑔
ρ
ℎ0

𝜕φ
𝜕𝑌1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2𝑖𝑎1𝑎2𝑘𝑥1ψ

*
χ+ 2𝑖𝑎1𝑎3𝑘𝑦1ψ

*
χ

−2𝑖𝑎1𝑎2ω(k1)ψ
*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎

2
2𝑘𝑥1ψ

*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑦1ψ

*
χ

−2𝑖𝑎1𝑎3ω(k1)ψ
*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑥1ψ

*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎

2
3𝑘𝑦1ψ

*
χ

2𝑖𝑎4𝑎5𝑘𝑥1ψ
*
χ+ 2𝑖𝑎4𝑎6𝑘𝑦1ψ

*
χ

−2𝑖𝑎4𝑎5ω(k1)ψ
*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎

2
5𝑘𝑥1ψ

*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎5𝑎6𝑘𝑦1ψ

*
χ

−2𝑖𝑎4𝑎6ω(k1)ψ
*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎5𝑎6𝑘𝑥1ψ

*
χ+ 2𝑖𝑙0𝑎

2
6𝑘𝑦1ψ

*
χ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

2
𝑎2
0𝑔
𝐿 𝑎21𝑘𝑥1ψ

*χ− 𝑓0𝑎1𝑎3ψ
*χ

2
𝑎2
0𝑔
𝐿 𝑎21𝑘𝑦1ψ

*χ+ 𝑓0𝑎1𝑎2ψ
*χ

0
2𝑔𝑎24𝑘𝑥1ψ

*χ− 𝑓0𝑎4𝑎6ψ
*χ

2𝑔𝑎24𝑘𝑦1ψ
*χ+ 𝑓0𝑎4𝑎5ψ

*χ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (98)

Домножим получившееся выражение (98) на
вектор-решение сопряженной системы zT (95) слева
и получим уравнение для ϕ-амплитуды первой волны

𝑠1ϕ = 𝑓1ψ
*
χ. (99)

Здесь 𝑠1 — линейный дифференциальный оператор
по переменным 𝑇1, 𝑋1, 𝑌1, 𝑓1 — коэффициент, завися-
щий от волновых векторов взаимодействующих волн,

𝑠1 = 𝑟1
𝜕

𝜕𝑇1
+ 𝑝1

𝜕

𝜕𝑋1
+ 𝑞1

𝜕

𝜕𝑌1
, (100)

𝑟1 = 𝑎1𝑧1 + 𝑖𝑎2𝑧2𝑙0𝑘𝑦1 + 𝑎3𝑙0𝑧3+

+𝑎4𝑧4 + 𝑖𝑎5𝑧5 + 𝑎6𝑧6ℎ0,
(101)

𝑝1 = 𝑎2𝑧1𝑙0 + 𝑖𝑎1𝑧2𝑎
2
0𝑔𝑘𝑦1 + 𝑖𝑎4𝑧2𝑘𝑦1𝑙0𝑔+

+𝑎5𝑧5ℎ0 + 𝑖𝑎3𝑘𝑦1𝑔ℎ0 + 𝑖𝑎1𝑧5𝑘𝑦1
𝑔

ρ
,

(102)

𝑞1 = 𝑎3𝑧1𝑙0 − 𝑖𝑎2𝑧2𝑙0ω(k1) + 𝑖𝑎4𝑧2𝑘𝑦1𝑙0𝑔+

+𝑖𝑎4𝑘𝑥1𝑙0𝑔 − 𝑎3𝑧2𝑓0𝑙0 + 𝑖𝑎1𝑧2𝑎
2
0𝑔𝑘𝑥1 + 𝑎1𝑎

2
0𝑔𝑧3+

+𝑎4𝑧3𝑙0𝑔 + 𝑎6𝑧4ℎ0 − 𝑖𝑎5𝑧5ω(k1)ℎ0+

+𝑖𝑎4𝑧5𝑘𝑥1𝑔ℎ0 + 𝑖𝑎4𝑧5𝑘𝑥1
𝑔

ρ
ℎ0 − 𝑎6𝑧5𝑓0ℎ0+

+𝑎4𝑧6𝑔ℎ0 + 𝑎1𝑧6
𝑔

ρ
ℎ0. (103)

Запишем выражение для коэффициента 𝑓1 в правой
части (99)
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𝑓1 = 𝑓1(k1,k2,k3) = 𝑧1(2𝑖𝑎1𝑎2𝑘𝑥1 + 2𝑖𝑎1𝑎3𝑘𝑦1)+

+𝑧2(2𝑎1𝑎2𝑘𝑦1ω(k1)− 2𝑙0𝑎
2
2𝑘𝑥1𝑘𝑦1 − 2𝑙0𝑎

2
2𝑘

2
𝑦1+

+4
𝑎20𝑔

𝐿
𝑎21𝑘𝑥1𝑘𝑦1 + 2𝑎1𝑎4𝑘𝑥𝑘𝑦1 − 𝑖𝑓0𝑎1𝑎3𝑘𝑦1 − β𝑎1𝑎3)+

+𝑧3(−2𝑖𝑎1𝑎3ω(k1) + 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑥 + 2𝑖𝑙0𝑎
2
3𝑘𝑦1−

−2𝑖𝑎1𝑎3ω(k1) + 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑥 + 2𝑖𝑙0𝑎
2
3𝑘𝑦1)+

+𝑧4(2𝑖𝑎4𝑎5𝑘𝑥1 + 2𝑖𝑎4𝑎6𝑘𝑦1) + 𝑧5(2𝑎4𝑎5𝑘𝑦1ω(k1)−

−2𝑙0𝑎
2
4𝑘𝑥1𝑘𝑦1 − 2𝑙0𝑎

2
4𝑘

2
𝑦1 + 4𝑎21𝑘𝑥1𝑘𝑦1 + 2

𝑔

ρ
𝑎1𝑎4𝑘𝑥𝑘𝑦1−

−𝑖𝑓0𝑎4𝑎6𝑘𝑦1 − β𝑎4𝑎6) + 𝑧6(−2𝑖𝑎4𝑎6ω(k1)+

+2𝑖𝑙0𝑎5𝑎6𝑘𝑥 + 2𝑖𝑙0𝑎
2
6𝑘𝑦1 + 2𝑔𝑎24𝑘𝑦1 + 𝑓0𝑎4𝑎5). (104)

Аналогично получим уравнения для амплитуд ψ

и χ, выписав слагаемые, пропорциональные exp(𝑖θ2)
и exp(𝑖θ3) соответственно

𝑠2ψ = 𝑓2ϕ
*
χ, (105)

𝑠3ϕ = 𝑓3ϕψ. (106)

Здесь 𝑠2 и 𝑠3 — дифференциальные операторы, 𝑓2,
𝑓3 — коэффициенты, зависящие только от волновых
векторов взаимодействующих волн.

Операторы 𝑠2, 𝑠3 и коэффициенты 𝑓2, 𝑓3 получают-
ся заменой вектора k1 в формулах (100)–(109) на k2 и
k3 соответственно.

Таким образом, получена система дифференци-
альных уравнений для взаимодействующих амплитуд
трех волн (99), (105), (106) на 𝑓-плоскости. Эта си-
стема уравнений совместно с условием трехволново-
го синхронизма (78) полностью описывает нелиней-
ные взаимодействия трех волн Пуанкаре в двуслойной
мелкой воде на 𝑓-плоскости.

Аналогично случаю 𝑓-плоскости рассматривается
случай бета-плоскости. Для трех взаимодействующих
волн на бета плоскости коэффициенты 𝑟1, 𝑝1, 𝑞1, 𝑓1 в
уравнении (99) принимают следующий вид:

𝑟1 = 𝑎1𝑧1 + 𝑖𝑎2𝑧2𝑙0𝑘𝑦1 + 𝑎3𝑙0𝑧3+

+𝑎4𝑧4 + 𝑖𝑎5𝑧5 + 𝑎6𝑧6ℎ0,
(107)

𝑝1 = 𝑎2𝑧1𝑙0 + 𝑖𝑎1𝑧2𝑎
2
0𝑔𝑘𝑦1 + 𝑖𝑎4𝑧2𝑘𝑦1𝑙0𝑔+

+𝑎5𝑧5ℎ0 + 𝑖𝑎3𝑘𝑦1𝑔ℎ0 + 𝑖𝑎1𝑧5𝑘𝑦1
𝑔

ρ
,

(108)

𝑞1 = 𝑧1𝑎3𝑙0 − 𝑧2(𝑖𝑎2𝑙0ω(k1) + 𝑖𝑎4𝑘𝑦1𝑙0𝑔 + 𝑖𝑎4𝑘𝑥1𝑙0𝑔−
−𝑎3𝑓0𝑙0 + 𝑖𝑎1𝑎

2
0𝑔𝑘𝑥1) + 𝑧3(𝑎1𝑎

2
0𝑔 + 𝑎4𝑙0𝑔) + 𝑧4𝑎6ℎ0−

−𝑧5(𝑖𝑎5ω(k1)ℎ0 + 𝑖𝑎4𝑘𝑥1𝑔ℎ0 + 𝑖𝑎4𝑘𝑥1
𝑔

ρ
ℎ0 − 𝑎6𝑓0ℎ0)+

+𝑧6(𝑎4𝑔ℎ0 + 𝑎1
𝑔

ρ
ℎ0), (109)

𝑓1 = 𝑓1(k1,k2,k3) = 𝑧1(2𝑖𝑎1𝑎2𝑘𝑥1 + 2𝑖𝑎1𝑎3𝑘𝑦1)+

+𝑧2(2𝑎1𝑎2𝑘𝑦1ω(k1)− 2𝑙0𝑎
2
2𝑘𝑥1𝑘𝑦1 − 2𝑙0𝑎

2
2𝑘

2
𝑦1+

+4
𝑎20𝑔

𝐿
𝑎21𝑘𝑥1𝑘𝑦1 + 2𝑎1𝑎4𝑘𝑥𝑘𝑦1 − 𝑖𝑓0𝑎1𝑎3𝑘𝑦1)+

+𝑧3(−2𝑖𝑎1𝑎3ω(k1) + 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑥 + 2𝑖𝑙0𝑎
2
3𝑘𝑦1−

−2𝑖𝑎1𝑎3ω(k1) + 2𝑖𝑙0𝑎2𝑎3𝑘𝑥 + 2𝑖𝑙0𝑎
2
3𝑘𝑦1)+

+𝑧4(2𝑖𝑎4𝑎5𝑘𝑥1 + 2𝑖𝑎4𝑎6𝑘𝑦1) + 𝑧5(2𝑎4𝑎5𝑘𝑦1ω(k1)−

−2𝑙0𝑎
2
4𝑘𝑥1𝑘𝑦1 − 2𝑙0𝑎

2
4𝑘

2
𝑦1 + 4𝑎21𝑘𝑥1𝑘𝑦1 + 2

𝑔

ρ
𝑎1𝑎4𝑘𝑥𝑘𝑦1−

−𝑖𝑓0𝑎4𝑎6𝑘𝑦1) + 𝑧6(−2𝑖𝑎4𝑎6ω(k1) + 2𝑖𝑙0𝑎5𝑎6𝑘𝑥+

+2𝑖𝑙0𝑎
2
6𝑘𝑦1 + 2𝑔𝑎24𝑘𝑦1 + 𝑓0𝑎4𝑎5). (110)

Рассмотрим решение системы трехволновых взаи-
модействий в двух частных случаях — параметриче-
ского распада и параметрического усиления.

В случае распадной неустойчивости амплитуда од-
ной из взаимодействующих волн в начальный мо-
мент много больше амплитуды двух других, напри-
мер, ϕ≫ ψχ. В таком случае амплитуду волны с боль-
шей амплитудой можно считать постоянной: ϕ = ϕ0,
а влиянием волн малых амплитуд ψ и χ на нее прене-
бречь. Тогда система (99)–(106) примет вид

𝑠2ψ = 𝑓2ϕ
*
0χ, (111)

𝑠3 = 𝑓3ϕ0ψ. (112)

Решение линейной системы (111), (112) ищем в ви-
де (︂

ψ

χ

)︂
=

(︂
ψ′

χ′

)︂
𝑒Γ𝑇1 , (113)

Отсюда найдем инкремент неустойчивости

Γ =

√︃
|𝑓2𝑓3|
|𝑟2𝑟3|

|ϕ0| > 0. (114)

Таким образом, на 𝑓-плоскости может возникнуть
неустойчивость следующего вида: волна Пуанкаре с
амплитудой ϕ распадается на две волны Пуанкаре с
амплитудами ψ и ξ. Тогда как на бета-плоскости воз-
никают следующие виды распадных неустойчивостей:

1. волна Пуанкаре с амплитудой ϕ распадается на
две волны Пуанкаре с амплитудами ψ и ξ;

2. волна Пуанкаре с амплитудой ϕ распадается на
волну Пуанкаре и волну Россби с амплитудами ψ и ξ;

3. волна Пуанкаре с амплитудой ϕ распадается на
две волны Россби с амплитудами ψ и ξ;

4. волна Россби с амплитудой ϕ распадается на две
волны Россби с амплитудами ψ и ξ;

5. волна Россби с амплитудой ϕ распадается на
волну Пуанкаре и волну Россби с амплитудами ψ и ξ;

6. волна Россби с амплитудой ϕ распадается на две
волны Пуанкаре с амплитудами ψ и ξ.

Далее рассмотрим случай параметрического усиле-
ния, когда амплитуда одной из взаимодействующих
волн много меньше амплитуд двух других, то естьϕ≪
ψ, χ. Тогда можно считать амплитудыψи χпостоянны-
ми: ψ = ψ0, χ = χ0. Из системы (111), (112) получим
уравнение для амплитуды ϕ

𝑠1ϕ = 𝑓1ψ
*
0χ0. (115)
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Решение уравнения ищем в виде

ϕ = ϕ
′ + κ𝑇1. (116)

Подставив (116) в уравнение (115) получим выраже-
ние для скорости роста волны ϕ

κ =
|𝑓1|
|𝑟1|

|ψ*
0χ0|. (117)

Константы 𝑓1 и 𝑟1 определены в (110) и (107) соот-
ветственно.

На 𝑓-плоскости возможно усиление волны Пуанка-
ре с амплитудой ϕ двумя волнами Пуанкаре с ампли-
тудами ψ и χ. На бета-плоскости возможны следую-
щие случаи параметрического усиления:

1. Две волны Пуанкаре с амплитудами ψ и χ усили-
вают волну Пуанкаре с амплитудой ϕ;

2. Волна Пуанкаре и волна Россби с амплитудами ψ
и χ усиливают волну Пуанкаре с амплитудой ϕ;

3. Две волны Россби с амплитудамиψ и χ усиливают
волну Пуанкаре с амплитудой ϕ;

4. Две волны Пуанкаре с амплитудами ψ и χ усили-
вают волну Россби с амплитудой ϕ;

5. Волна Пуанкаре и волна Россби с амплитудами ψ
и χ усиливают волну Россби с амплитудой ϕ;

6. Две волны Россби с амплитудамиψ и χ усиливают
волну Россби с амплитудой ϕ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе развита теория крупномасштабных тече-
ний во вращающейся астрофизической плазме в усло-
виях нетривиальных свойств физической среды, ко-
торые не описываются классической гидродинами-
ческой теорией плазмы. Построение теории осно-
вано на двух ключевых идеях, развитых в плазмен-
ной астрофизике: использование модели мелкой во-
ды с крупномасштабной сжимаемостью и использо-
вание модели двуслойной мелкой воды. В приближе-
нии мелкой воды с учетом крупномасштабной сжима-
емости фильтруются звуковые волны и учитывается
крупномасштабная зависимость плотности от давле-
ния, описывающая эффекты статической сжимаемо-
сти. Предложенное приближение выгодно отличается
от традиционных уравнений мелкой воды для несжи-
маемой жидкости. В классических уравнениях мел-
кой воды высота и горизонтальная скорость столба
жидкости полностью определяют его взаимодействие
с остальным объемом жидкости. В сжимаемых урав-
нениях мелкой воды это взаимодействие определяет-
ся не только горизонтальной скоростью и высотой,
но и средней плотностью столба жидкости, вслед-
ствие чего учет горизонтального импульса в уравне-
ниях происходит более точно. Такое приближение хо-
рошо описывает астрофизические течения с крупно-
масштабной сжимаемостью, а также течения в пла-
нетных атмосферах при наличии пыли. Использо-
вание модели многослойных течений мелкой воды

для описания физических процессов в течениях с пе-
ременными термодинамическими характеристиками
позволяет учитывать большие изменения в плотно-
сти жидкости и других гидродинамических парамет-
ров. Уравнения двуслойной мелкой воды с учетом вра-
щения в классическом случае нейтральной несжимае-
мой жидкости являются обобщением уравнений мел-
кой воды, на случай тонкого вращающегося слоя, раз-
деленного на два слоя с постоянными, но различны-
ми плотностями. В работе выведены уравнения дву-
слойной мелкой воды с учетом вращения, в кото-
рых в верхнем слое учитываются эффекты крупномас-
штабной сжимаемости. Показано, что течения дву-
слойной мелкой воды с переменными термодинами-
ческими свойствами могут быть исследованы анали-
тически только в случае, когда нижний слой пола-
гается несжимаемым. Получены уравнения для вра-
щающихся сферических течений двуслойной жидко-
сти с учетом крупномасштабной сжимаемости в при-
ближении β-плоскости, в которых параметр Корио-
лиса принимается линейно меняющимся вдоль ши-
роты. Полученные уравнения в предельном случае од-
нослойного течения переходят в известные уравнения
сжимаемой мелкой воды при наличии вращения, а в
случае малости высоты слоя по сравнению с харак-
терной высотой 𝐻ρ, на которой проявляются эффек-
ты сжимаемости, уравнения переходят в систему дву-
слойной мелкой воды при наличии вращения.

Получены дисперсионные уравнения для волн Пу-
анкаре в двуслойном течении мелкой воды с верхним
сжимаемым слоем на 𝑓-плоскости. Это дисперсион-
ное соотношение в предельных случаях переходит в
известные дисперсионные соотношения для волн Пу-
анкаре в мелкой воде или в волны Пуанкаре в мелкой
воде при наличии крупномасштабной сжимаемости.
В приближении β-плоскости в высокочастотном пре-
деле получены дисперсионные соотношения для волн
Пуанкаре в двуслойной мелкой воде с учетом крупно-
масштабной сжимаемости в верхнем слое, аналогич-
ные волнам на 𝑓-плоскости. В низкочастотном пре-
деле получено дисперсионное соотношение для волн
Россби в двуслойном течении мелкой воды с верхним
сжимаемым слоем, которое переходит в предельных
случаях в известные дисперсионные выражения для
волн Россби в мелкой воде с учетом крупномасштаб-
ной сжимаемости.

В рамках развитой модели исследованы все типы
линейных волн и проведен качественный анализ дис-
персионных соотношений с целью выявления воз-
можных трехволновых взаимодействий. Исследова-
ние линейных волн проведено как на 𝑓-плоскости,
так и в приближении β-плоскости для сферических
течений. В дисперсионном соотношении для волн
Россби в отличии от волн в сжимаемой однослой-
ной мелкой воде изменяется гравитационный пара-
метр: он представлен в виде суммы параметров двух
слоев 𝑎20 + ℎ. Аналогично случаю однослойной жид-
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кости волна Пуанкаре и две волны Россби и три
волны Россби испытывают трехволновые взаимодей-
ствия. Показано также, что дисперсионные соотно-
шения для волн Пуанкаре имеют качественно иной
вид, что приводит к трехволновым взаимодействиям
волн Пуанкаре на 𝑓-плоскости, трехволновым взаи-
модействиям волн Пуанкаре на β-плоскости и вза-
имодействию двух волн Пуанкаре с волной Россби
на β-плоскости, которых не наблюдается в однослой-
ном течении сжимаемой жидкости. Таким образом,
учет сжимаемости в двуслойной жидкости существен-
но влияет на резонансы в нелинейных решениях. Вы-
явленные взаимодействия могут играть важную роль в
понимании многослойных течений в физике планет и
в астрофизической плазме при изучении конкретных
физических объектов.

Для всех взаимодействующих волн методом мно-
гомасштабных разложений найдены коэффициенты
взаимодействия. В частных случаях, когда начальные
амплитуды одних взаимодействующих волн много
больше амплитуд других, приведены решения, пред-
ставляющие себя экспоненциальный или линейный
рост волн малой амплитуды. Показано существование
распадных неустойчивостей с экспоненциальным ро-
стом волны малой амплитуды: волна Пуанкаре распа-
дается на две волны Пуанкаре, волна Пуанкаре распа-
дается на волну Пуанкаре и волну Россби, волна Пу-
анкаре распадается на две волны Россби, волна Росс-
би распадается на две волны Россби, волна Россби
распадается на волну Пуанкаре и волну Россби, вол-
на Россби распадается на две волны Пуанкаре. Пока-
зано, что в случае, когда амплитуды двух взаимодей-
ствующих волн много больше амплитуды третьей вол-
ны, амплитуда третьей волны растет линейно в сле-
дующих трехволновых конфигурациях: две волны Пу-
анкаре усиливают волну Пуанкаре, волна Пуанкаре и
волна Россби усиливают волну Пуанкаре, две волны
Россби усиливают волну Пуанкаре, две волны Пуан-
каре усиливают волну Россби, волна Пуанкаре и вол-
на Россби усиливают волну Россби, две волны Росс-
би усиливают волну Россби. Найдены выражение для
инкрементов неустойчивостей и для скоростей роста
взаимодействующих волн.

Суммируя, отметим, что главным результатом на-
шей работы являются новые уравнения для течений
с переменными характеристиками и развитие линей-
ной и слабонелинейной теории для таких уравнений.
Наше исследование основано на уравнениях мелкой
воды с учетом крупномасштабной сжимаемости. По-
лученные результаты фактически описывают те типы
течений, которые можно наблюдать при изучении ос-
цилляций Солнца и звезд, которые измеряются ме-
тодами гелио- и звездной сейсмологии. Именно для
интерпретации таких экспериментов важны модели
сжимаемых течений с переменными термодинамиче-
скими свойствами. Особо интересны в этом случае
наши модели на β-плоскости, как учитывающие сфе-

рическую геометрию таких течений. Отметим важное
обобщение полученных результатов на случай астро-
физических течений с твердыми частицами, посколь-
ку влияние твердых частиц также может быть описано
с помощью уравнений для сжимаемых течений с пе-
ременным уравнением состояния. Отметим два важ-
ных приложения найденных в работе волн Пуанкаре
и Россби в астрофизике. Первый пример относится к
описанию частиц в протопланетных дисках [74, 75].
В таких системах, как известно, также возможно при-
менение приближения мелкой воды [76, 77]. Поэтому
модель, описывающая области взаимодействия пла-
нетезималей с собственно диском, вполне работает
для таких систем. Волны Пуанкаре и Россби влияют
на процессы расширения областей, занимаемых пла-
нетезималями. В этом случае особую роль играют вол-
ны Пуанкаре и волны Россби в β-приближении, так
как они учитывают эффекты сферичности диска [78].
Волны Пуанкаре и волны Россби, найденные в на-
шей работе играют также определяющую роль в воз-
никновении Россби-неустойчивости в астрофизиче-
ских дисках [79, 80]. Вторым приложением найден-
ных в работе волновых решений является описание
течений в областях скопления пыли в межзвездном
газе [81]. Безусловно, для дальнейшего продвижения в
таких приложениях необходимо обобщение получен-
ных результатов на магнитные течения, что будет сде-
лано в последующих работах. Предсказанные в работе
резонансные взаимодействия позволяют точнее ин-
терпретировать результаты наблюдений, а также да-
ют возможность делать выводы о взаимном влиянии
крупномасштабных волн в таких течениях.
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LARGE-SCALE HYDRODYNAMIC FLOWS IN MEDIA WITH
VARIABLE THERMODYNAMIC CHARACTERISTICS

M. A. Yudenkovaa,b, D. A. Klimachkova, and A. S. Petrosyana,b,*

aSpace Research Institute, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
bMoscow Institute of Physics and Technology (State University), Dolgoprudnyi, Moscow region, Russia

*e-mail: apetrosy@iki.rssi.ru

A theory of large-scale flows in a rotating astrophysical plasma under conditions of non-trivial properties
of the physical medium, which are not described by the classical hydrodynamic theory of plasma, is
developed. As a first step, the theory is developed within a neutral fluid model to describe astrophysical
plasma, with a subsequent generalization in mind to take into account magnetic effects. Such a model
is of independent importance for studying turbulent dynamo in star-forming regions in galaxies and
hydrodynamic instabilities in poorly ionized disks, for describing meridional flows below convective zones
in lowmass stars and on the Sun, as well as for studying oscillations of the Sun and stars. Therefore, the results
obtained have a wider application, e.g., for describing geophysical currents. The theory is based on two key
ideas developed in plasma astrophysics: the use of a shallow water model with large-scale compressibility
and the use of a two-layer shallow water model. Equations for two-layer shallow water are derived taking
into account rotation and the effect of flow sphericity on rotation, in which the effects of large-scale
compressibility are taken into account in the upper layer. For a rotating system, dispersion relations are
obtained for Poincar. waves in two-layer shallow water, taking into account large-scale compressibility;
similar dispersion relations for Poincar. waves are obtained in the high-frequency limit taking into account
the effect of sphericity on rotation; in the low-frequency limit, a dispersion relation is obtained for Rossby
waves. It is shown that the dispersion relations for Poincar. waves, taking into account the sphericity of the
flow, have a qualitatively different form, which leads to three-wave interactions of Poincar. waves and the
interaction of two Poincar. waves with a Rossby wave, which are not observed in a single-layer flow of a
compressible fluid. All types of three-wave interactions for the flows under consideration are studied using
the method of multiscale expansions.

Keywords: astrophysical plasma, two-layer shallow water, large-scale compressibility, Rossby waves, Poincar.
Waves
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Изучается динамика излучения вакуумной искры с пиковым током ∼50 кА в диапазоне длин волн
λ = 5–40 нм. Регистрация излучения проводилась с помощью детекторов на микроканальных пластинах с
кадровым временным разрешением 20 нс. Благодаря примененной методике одновременной регистрации
пространственного распределения и спектрограмм излучения плазмы, выделены характерные стадии раз-
вития разряда. На начальном этапе развития разряда (200–300 нс) в регистрируемом диапазоне длин волн
наблюдается интенсивное излучение многозарядных ионов железа FeV–FeVIII, которое затем (300–400 нс)
исчезает и возобновляется после 400 нс. Обсуждается возможная роль возникновения убегающих электронов
в этом явлении. Обнаруженный режим разряда может быть использован при разработке источников излуче-
ния в экстремальном ультрафиолете.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Электрический разряд на сегодняшний день явля-
ется хорошо изученным объектом, имеющим много-
численные практические применения. С фазой пин-
чевания разрядной плазмы вакуумной искры с током
порядка 100 кА связано возникновение рентгеновско-
го излучения, которое детально изучено в экспери-
ментах и хорошо описано теоретически [1, 2]. Вос-
требованность источников излучения в экстремаль-
ном ультрафиолетовом (ЭУФ) диапазоне длин волн
(λ = 8–25 нм) связано с приложениями в нанолито-
графии [3], что делает актуальным более подробное
изучение излучения вакуумной искры в этом диапа-
зоне длин волн. Одна из трудностей эксперименталь-
ной работы с сильноточными искровыми разрядами
связана с низкой воспроизводимостью их простран-
ственной структуры и временной динамики. Реги-
страция излучения с помощью детекторов на микро-
канальных пластинах (МКП), обладающих простран-
ственным и временным разрешением, позволяет об-
наружить особенности динамики плазмы, которые
невозможно заметить при использовании усредняю-
щих методик (см., например [4]). В настоящей работе
представлены результаты, полученные при использо-

вании одновременной регистрации с помощью МКП
детекторов пространственной структуры и спектраль-
ного состава ЭУФ излучения плазмы разряда 50 – ки-
лоамперной вакуумной искры с кадровым временным
разрешением 20 нс. Обнаружено появление на пер-
вых 200–300 нс разряда ЭУФ излучения плазмы ма-
териала анода, которое гаснет и вновь появляется че-
рез∼100 нс на стадии разогрева и пинчевания плазмы.
Обсуждаются возможные механизмы явления.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

Общая схема эксперимента приведена на рис. 1.
Разрядный узел включает емкостный накопитель на
основе мало индуктивного конденсатора ИК 50-3
(электрическая емкость 𝐶0 = 3 мкФ, индуктивность
𝐿 = 40 нГн). Рабочее напряжение в настоящих экс-
периментах составляло величину 𝑈0 = 10 кВ. Пол-
ная конструктивная индуктивность 𝐿0, измеренная
по периоду колебаний тока (𝑇 = 3.3 мкс), составила
𝐿0 = 91 нГн. Активные потери в разрядном контуре,
определяющие наблюдаемое затухание колебаний то-
ка, соответствуют эффективному сопротивлению раз-
рядного контура 𝑅0 = 0.023 Ом. Разряд инициирует-
ся с помощью триггерного электрода, на который по-

701



702 АНЦИФЕРОВ и др.

Рис. 1. Схема эксперимента. 1 — анодный электрод, 2 – разрядная плазма, 3 – катодный электрод, 4 – изолятор, 5 – триг-
герный электрод, 6 – входная щель спектрометра, 7 – дифракционная решетка, 8 – МКП – детектор, 9 – диафрагма,
формирующая изображение камеры – обскуры, 10 – МКП детектор. Узел триггера: 11 – катод, 12 – изолятор, 13 – вакуум-
ное уплотнение, 14 — триггерный электрод.

дается импульс напряжения отрицательной полярно-
сти — 10 кВ (см. вставку рис. 1). Анодный электрод
имел диаметр 3 мм, расстояние анод – катод также
составляло величину 3 мм. Угол при вершине кону-
са анодного электрода — 90°, радиус закругления от
0.5 мм до 1 мм. Материал электродов – железо. Оста-
точное давление в разрядной камере — 10–2 Па. Раз-
рядный ток измерялся с помощью магнитного зонда,
кривая разрядного тока приведена на рис. 2. Отсчет
времени на кривой разрядного тока производился от
момента начала тока триггерного электрода.

В работе использован спектрометр скользящего па-
дения со смещенной щелью [5], позволяющий полу-
чать фокусировку спектра перпендикулярно лучу зре-
ния. Для этого спектральная щель сдвигается внутрь
окружности Роуланда, а плоскость регистрации раз-
мещается снаружи окружности Роуланда. Геометри-

Рис. 2. Кривая разрядного тока. Время отсчитывается от
момента начала триггерного импульса. Цифрами отмечены
временные границы четырех стадий разряда, обсуждаемые
ниже.

ческие параметры выбраны в соответствии с [5] сле-
дующим образом: радиус решетки R = 1 м, плот-
ность штрихов – 600 штр./мм, входной угол сколь-
жения – 6°, расстояние входная щель – решетка рав-
но 53 мм, расстояние решетка – плоскость регистра-
ции равно 420 мм. Полный рабочий диапазон длин
волн спектрометра 5–40 нм. Пространственное рас-
пределение плазмы разряда регистрировалось с по-
мощью камеры – обскуры. Диаметр формирующего
изображение отверстия 0.1 мм, геометрическое увели-
чение – 3. В спектрометре и камере обскуре исполь-
зованы детекторы на основе микроканальной пласти-
ны, на которые одновременно подается стробирую-
щий импульс. Время экспозиции детекторов – 20 нс.
Генератор стробирующих импульсов синхронизиро-
ван с триггерным импульсом разряда. Имелась воз-
можность плавной регулировки задержки стробирую-
щего импульса относительно начала разряда.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

В ходе эксперимента была получена серия изобра-
жений разрядного промежутка с соответствующими
спектрограммами в спектральной области 5–40 нм.
При этом варьировалось время задержки стробирую-
щего импульса на МКП детекторах относительно на-
чала разряда. Удалось выделить 4 стадии разряда с вос-
производящейся общей структурой светящейся плаз-
мы и характерным спектром излучения (обозначены
цифрами 1–4 на рис. 2). Временные границы стадий
не определены точно, в пограничных областях вре-
менных задержек можно наблюдать реализации обе-
их граничащих по времени стадий разряда. Границы
даются согласно минимальной и максимальной изме-
ренной задержке стробирующего импульса, которые
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определяют характерный для соответствующей ста-
дии вид изображения камеры – обскуры и спектра.
В ходе экспериментов и их анализа определены 4 ста-
дии искрового разряда.

• Стадия 1 (96–162 нс) – наблюдается свечение
вершины анода и формируется поток плазмы, об-
разующейся при испарении анода. Излучение в
наблюдаемом спектральном диапазоне не реги-
стрируется.

• Стадия 2 (176–322 нс) – плазма вещества анода
заполняет разрядный промежуток, однако еще не
закорачивает его. На нем остается разность по-
тенциалов в несколько кВ (см. ниже). При этом
в наблюдаемом диапазоне появляется излучение
многозарядных ионов железа.

• Стадия 3 (276–495 нс) – испаренное вещество
анода продолжает поступать в разрядный проме-
жуток, он закорачивается плазмой, излучение в
наблюдаемом диапазоне исчезает.

• Стадия 4 (485 + нс) – плазма в разрядном про-
межутке разогревается, начинается формирова-
ние плазменного столбика, в наблюдаемом спек-
тральном диапазоне снова регистрируется излу-
чение.

На рис. 3 приведены типичные результаты для
всех четырех стадий. Изображения камеры – обску-
ры даются вместе с соответствующей спектрограм-
мой. Идентификация спектральных линий согласно
данным [6] показана на спектрограммах рис. 4. Вид-
но, что на стадии 2 плазма содержит много зарядные
ионы атомов железа FeV–FeVIII, потенциалы иони-
зации которых лежат в пределах 77–151 эВ. В спек-
трах начала стадии 4 отсутствуют линии ионов FeVIII,
что говорит об эффективном охлаждении разрядной
плазмы на стадии 3 и последующем разогреве. Как уже
говорилось, стадия пинчевания плазмы разряда низ-
коиндуктивной вакуумной искры достаточно хорошо
изучена и не входит в рамки настоящей работы.

Были также проведены эксперименты, в которых на
конический электрод подавалось отрицательное на-
пряжение (полярность зарядного источника напря-
жения менялась на противоположную). В этом слу-
чае развитие разряда задерживается на ∼ 50 нс от-
носительно варианта с подачей положительного на-
пряжения на конический электрод (см. рис. 5). Спек-
тры многозарядных ионов железа появляются по-
сле 300 нс и не исчезают в процессе дальнейше-
го развития разряда (см. рис. 6). Отметим суще-
ственное отличие пространственного распределения
светящейся плазмы для двух вариантов полярности
зарядного напряжения: при положительной поляр-
ности на аноде на начальном этапе развития раз-
ряда плазма «прижимается» к анодному электроду

Рис. 3. На обскурограммах цифрами показаны положения
катода 1 и анода 2. Результаты соответствуют следующим за-
держкам стробирующего импульса МКП относительно мо-
мента начала триггерного импульса : а) – 138 нс, б) – 238 нс,
в) – 368 нс, г) – 568 нс.

(рис. 3а, б), при отрицательной полярности – к катод-
ному (рис. 6а, б). Ионный состав плазмы на время за-
держки строба 308 нс согласно спектрограмме рис. 6б
соответствует ионам FeV–FeVIII.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Рассмотрим детально основные явления, происхо-
дящие на начальном этапе развития разряда низкоин-
дуктивной вакуумной искры. До момента инициации
разряда к промежутку анод – катод приложено полное
напряжение основной емкости. Развитие электриче-
ского пробоя разрядного промежутка сопровождается
падением этого напряжения. Его временной ход мо-
жет быть найден из уравнения Кирхгофа

𝑈 (𝑡) = 𝑈0 −
1

𝐶0
∫ 𝑡0 𝐼 (𝑡′) 𝑑𝑡′ −𝑅0𝐼 (𝑡)− 𝐿0

𝑑𝐼 (𝑡)

𝑑𝑡
. (1)

Все величины, входящие в формулу, даны в начале
раздела «Эксперимент». Интеграл и производная тока
вычислялись численно по экспериментальной кри-
вой. Полученная временная зависимость напряжения
анод – катод приведена на рис. 7. Видно, что в течение
первых 300 нс (время, соответствующее стадиям 1 и 2)
к разрядному промежутку приложено напряжение по-
рядка нескольких кВ.
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Рис. 4. Идентификация спектральных линий на спектрограммах рис. 3. Задержки стробирующего импульса МКП относи-
тельно момента начала триггерного импульса: а) – 238 нс, б) – 568 нс.

Рис. 5. Начальный участок кривой разрядного тока для двух
вариантов знака напряжения на анодном электроде: 1 – на
аноде положительное напряжение относительно катода, 2 –
на аноде отрицательное напряжение, 3 – область моментов
времени, соответствующая появлению ЭУФ-спектров при
отрицательном напряжении на анодном электроде.

Уже в первых работах по вакуумной искре [7] от-
мечалось возникновение характеристического рент-
геновского излучения материала анода на начальной
фазе развития разряда, связанного с электронами,
ускоренными напряжением на разрядном промежут-
ке. Причиной возникновения этих электронов явля-
ется образование на катоде в триггерном разряде на-
чальной плазмы, способной эмитировать электроны.
В наших экспериментах заметное свечение в обла-
сти анода появляется при возникновении разрядно-
го тока порядка килоампера (стадия 1). ЭУФ-спектры
здесь не появляются и наиболее вероятно, что это све-
чение имеет упомянутую рентгеновскую природу, так
как МКП сохраняет чувствительность к квантам из-
лучения с энергией вплоть до 10 кэВ. Если ток на этой
стадии переносится ускоренными электронами, име-

Рис. 6. Результаты для случая отрицательной полярности на
коническом электроде: а) – задержка стробирующего им-
пульса 220 нс, б) – 308 нс.

ющими энергию порядка 10 кэВ, то объемный заряд
этих электронов должен быть скомпенсирован. В на-
шем случае расстояние анод – катод a = 3 мм, эффек-
тивная поверхность анода S∼10 мм2, что дает из фор-
мулы Чайлда максимальный ток, ограниченный объ-
емным зарядом [8]

I = 2.3 · 10−6V 3/2S/a2 ∼= 2A. (2)

Эта величина много меньше регистрируемого тока
(порядка 1 кА). Значит, для переноса наблюдаемого
тока требуется компенсация объемного заряда элек-
тронного пучка ионами с плотностью (в расчете на од-
нозарядные ионы) ni

∼= 1013 см–3. Ионизация оста-
точного газа в рабочей камере не может объяснить
возникновение такого количества ионов за время по-
рядка 100 нс, поэтому компенсация объемного заряда
происходит за счет ионов из триггерной плазмы.

Существенным моментом второй стадии разряда
является наличие на разрядном промежутке напря-
жения в несколько кВ (см. рис. 7). В это же время
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Рис. 7. Временная зависимость напряжения на разрядном
промежутке согласно соотношению (1).

разрядный ток составляет величину в несколько кА
(см. рис. 2), что соответствует активному сопротивле-
нию разрядной плазмы порядка 1 Ом. Диаметр плаз-
мы 3 мм и ее длина также около 3 мм дают величину
удельного сопротивления η = 3·10−3 Ом ·м. Эта вели-
чина через формулу Спитцера [9] может быть связана
с электронной температурой:

η = 5.2 · 10−5Z
ln Λ

T
3/2
e (эВ)

Ом · м. (3)

Из спектрального состава излучения плазмы
(см. рис. 4) видно, что средний заряд ионов лежит
в диапазоне Z = 6–10. Отсюда возникает оценка
электронной температуры Te ∼ 1 эВ. Но в плазме
с температурой 1 эВ не могут возникнуть L-ионы
железа, которые обладают потенциалом ионизации
порядка 100 эВ. Возможным механизмом, объясня-
ющим появление этих ионов, может быть явление
«убегания» электронов [10]. Оно возникает при
приложении к плазме электрического поля превыша-
ющего согласно [10] критическое значение

Ec =
4πe3ne lnΛ

Te
. (4)

На основании формулы (4) можно сделать вывод,
что реально приложенное к плазме электрическое по-
ле 104 В/см будет критическим, если электронная
плотность не превышает значение 1016 см–3. Вопрос
об электронной плотности в разрядах низкоиндуктив-
ной вакуумной искры рассмотрен в обзоре [2]. Так,
в микропинчах с диаметром порядка 10 микромет-
ров, возникающих в разрядах с максимальным током
150 кА, ее наблюдаемые значения доходят до 1023 см–3.
В разрядах с пиковым током 50 кА микропинчей не
наблюдается, в момент максимального сжатия мож-
но увидеть перетяжки с диаметром несколько сотен
микрометров [4]. Соответствующая им электронная

плотность — 1019÷1020 см–3. В нашем случае на вто-
рой стадии сжатие еще отсутствует, поэтому приве-
денное значение надо уменьшить на 2–3 порядка. Ес-
ли сюда добавить дополнительное поступление ве-
щества материала анода к моменту сжатия по срав-
нению с начальной стадией, то приведенная оцен-
ка говорит о возможности возникновения убегающих
электронов в нашем случае.

Соответственно исчезновение линий многозаряд-
ных ионов железа в ЭУФ-спектрах на 3 стадии
связывается с прекращением «убегания» электро-
нов вследствие падения разности потенциалов на
промежутке анод – катод после 300 нс (основное
падение напряжения происходит на конструктив-
ной индуктивности), а также вследствие возраста-
ния величины критического поля: из - за поступ-
ления испаренного вещества анода в плазму растет
ее плотность и падает температура. На стадии 4 на-
чинается обычный разогрев плазменного столбика
с дальнейшим пинчеванием.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены результаты диагностики
плазмы 50 – килоамперного разряда низкоиндук-
тивной вакуумной искры с помощью одновремен-
ной регистрации ЭУФ спектров и обскурограмм МКП
детекторами с временным разрешением 20 нс. Об-
наружено возникновение излучения ионов железа
Fe V–Fe VIII на временах 200–300 нс от момента пода-
чи триггерного импульса, которое прекращается по-
сле 300 нс и вновь возникает после 400 нс. Разряд-
ная плазма на временах 200–300 нс обладает сопро-
тивлением порядка 1 Ома и еще не закорачивает пол-
ностью промежуток анод - катод. Наблюдаемое явле-
ние может быть связано с появлением «убегающих»
электронов вследствие наличия напряжения на раз-
рядном промежутке вплоть до 300 нс от момента нача-
ла триггерного импульса. При подаче на конический
электрод отрицательного потенциала (изменении по-
лярности зарядного напряжения) явление мерцания
ЭУФ спектров исчезает.

Отмеченное явление может быть использовано
для создания источников ЭУФ излучения, имею-
щих практическое применение. Подавая на разряд-
ный промежуток высоковольтный импульс в течение

Рис. 8. Обскурограмма и ЭУФ-спектрограмма разряда в слу-
чае Sn анода, время задержки – 218 нс.
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300 нс (время, соответствующее 1 и 2 стадии) мож-
но существенно уменьшить уровень эрозии электро-
дов. В наших экспериментах в случае использования
анода из олова на 2 стадии разряда можно наблюдать
массив переходов в области 13.5 нм (см. рис. 8), кото-
рый находит применение в технологии ЭУФ-литогра-
фии [11]. В связи с этим представляется интересным
детальное численное моделирование развития плаз-
мы на начальной стадии развития разряда, которое
могло бы прояснить оптимальные условия для гене-
рации излучения в области 13.5 нм.

ФИНАНСИРОВАНИЕ

Работа выполнена в рамках проекта Госзадания
FFUU-2022-0005.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Короп Е.Д., Мейерович Б.Э., Сидельников Ю.В. //
УФН.1979. Т. 129. Вып.1. С. 87.

2. Koshelev K.N., Pereira N.R. // J. Appl. Phys. 1991.
V. 69(10). P. R21.

3. Banine, V.Y., Koshelev K.N., Swinkels P.M. // J. Phys.
D: Appl. Phys., 2011. V.44 (25). 253001. DOI:
10.1088/0022-3727/44/25/253001

4. Анциферов П.С., Дорохин Л.А. // Физика плазмы.
2022. T. 48. № 11. C. 1086.

5. Antsiferov P.S., Dorokhin L.A., Krainov P.V. // Rev.
Sci. Instr.2016. V. 87. 053106. doi: 10.1063/1.4945654

6. NIST Chemistry WebBook [Электронный ресурс].
URL: https://webbook.nist.gov/chemistry/

7. Lie T.N., Elton R.C. // Phys. Rev. A3. 1971. P. 865.

8. Форрестер А.Т. Интенсивные ионные пучки. М.:
Мир, 1992.

9. Ф. Чен Введение в физику плазмы. М. : Мир, 1987.

10. Dricer H. // Phys. Rev. 1958. V. 115. P.238.

11. Рябцев А.Н., Чурилов С.С. // УФН. 2009. Т. 139. № 3.
С. 305. doi: 10.3367/UFNr.0179.200903j.030

THE DYNAMICS OF XUV PLASMA EMISSION
IN A LOW-INDUCTANCE VACUUM SPARK AT THE INITIAL

STAGE OF DISCHARGE DEVELOPMENT

P. S. Antsiferova,*, L. V. Stepanova,b,**, and N. D. Matyukhina,c
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The emission dynamics of a vacuum spark with a peak current of ∼50 kA in the wavelength range of λ =
= 5–40 nm is analyzed. The radiation was detected by means of the microchannel-plate detectors with a
frame temporal resolution of 20 ns. The technique of simultaneous acquisition of the spatial distribution
and spectrograms of plasma emission allowed resolving characteristic stages of discharge development.
At the initial stage (200–300 ns), strong emission of multiply charged iron ions FeV–FeVIII is detected.
This emission disappears later (300–400 ns) and reappears again after 400 ns. The possible role of runaway
electrons in the described phenomenon is discussed. The found regime of the discharge can be used upon
development of the radiation sources in the extreme UV range.

Keywords: low inductance vacuum spark, extreme ultraviolet radiation, emission spectrum of multiply
charged ions

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ том 50 № 6 2024




