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Обсуждаются теоретические исследования волновых процессов во вращающейся астрофизической
плазме. Особое внимание уделено новым теоретическим моделям астрофизической плазмы, таким
как магнитогидродинамическое приближение мелкой воды и неупругое приближение наряду с ча-
сто применяемым приближением Буссинесска. Помимо традиционного приближения для силы
Кориолиса обсуждаются эффекты, вызванные ее нетрадиционным представлением, учитывающим
горизонтальную составляющую вращения. Подробно описаны линейные волны в такой плазме и
обсуждаются их дисперсионные характеристики. Приведен обзор неустойчивостей в астрофизиче-
ской плазме вследствие нелинейных эффектов.

Ключевые слова: магнитная гидродинамика, мелкая вода, приближение Буссинеска, неупругое при-
ближение, волны, нелинейные волны, параметрические неустойчивости
DOI: 10.31857/S0367292122601229, EDN: NAAFPE

1. ВВЕДЕНИЕ

Большинство наблюдаемых объектов во Все-
ленной находится в состоянии плазмы и подвер-
жены вращению. В последнее время активно
развиваются теоретические и численные иссле-
дования, направленные на решение фундамен-
тальной проблемы описания и изучения много-
масштабных течений плазмы путем исследования
общих свойств, характеризующих различные аст-
рофизические объекты.

Поведение различных звезд и планет описыва-
ется магнитной гидродинамикой тонких слоев
плазмы со свободной границей в поле силы тяже-
сти. Например, течения солнечного тахоклина
(тонкого слоя внутри Солнца, находящегося над
конвективной зоной) [1–3], динамика атмосфер
нейтронных звезд [4, 5], течения аккреционных
дисков нейтронных звезд [6, 7], экзопланеты с
магнитоактивными атмосферами, захваченные
приливами звезд [8–10]. Полная трехмерная
система магнитогидродинамических уравнений
вращающейся плазмы достаточно сложна как для
аналитического исследования, так и для числен-
ного моделирования. Поэтому для описания та-
ких течений астрофизической плазмы использу-
ется магнитогидродинамическое приближение
мелкой воды [2] и квазигеострофическое прибли-
жение в магнитной гидродинамике [11, 12]. На
самых больших масштабах плазменная среда ис-

пытывает воздействие гравитации и вращения.
Полная система уравнений магнитной гидроди-
намики вращающейся плазмы в поле силы тяже-
сти представляет собой практически неразреши-
мую проблему, как для аналитического исследо-
вания, так и для численного моделирования.
Поэтому актуальна разработка приближенных
моделей, описывающих течения астрофизиче-
ской плазмы на глобальных масштабах. Уравне-
ния магнитной гидродинамики вращающейся
плазмы в приближении мелкой воды являются
альтернативой магнитогидродинамическим урав-
нениям тяжелой жидкости со свободной гра-
ницей в случае, когда исследуется слой малой
толщины по отношению к характерному гори-
зонтальному линейному размеру задачи, и верти-
кальными ускорениями в слое можно прене-
бречь. Практически, речь идет о развитии идей
геофизической гидродинамики с учетом суще-
ственных отличий в поведении плазменных тече-
ний вследствие присутствия силы Лоренца и вли-
яния магнитных полей. Магнитогидродинами-
ческие уравнения мелкой воды получаются в
предположении гидростатичности распределе-
ния давлений и малости толщины слоя по отно-
шению к характерному горизонтальному линей-
ному размеру задачи из полной системы уравне-
ний магнитной гидродинамики несжимаемой
плазмы усреднением по высоте слоя [2, 13–18]. В
работе [2] получены магнитогидродинамические
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уравнения в приближении мелкой воды без учета
внешнего вертикального магнитного поля. В ра-
боте [4] полученные в [2] уравнения записаны пу-
тем введения эффектов внешнего поля в уравне-
ния для горизонтальных скоростей и для гори-
зонтальных магнитных полей. Тем не менее в
работе [4] оставался открытым вопрос о коррект-
ной формулировке условия бездивергентности
магнитного поля в приближении мелкой воды во
внешнем магнитном поле. Заметим, что предло-
женное в работе [2] условие бездивергентности не
удовлетворяется в модернизированной системе
магнитогидродинамических уравнений мелкой
воды во внешнем поле. Поэтому актуальной яв-
ляется задача развития последовательной теории
как для понимания структуры магнитного поля,
так и для постановки корректных начальных
условий при численном моделировании. Полу-
ченная система играет такую же важную роль в
космической и астрофизической плазме, как и
классические уравнения мелкой воды в гидроди-
намике нейтральной жидкости. Заметим, что
существенным отличием магнитогидродинами-
ческих уравнений вращающейся плазмы по срав-
нению с нейтральной жидкостью является при-
сутствие условия бездивергентности магнитного
поля, выполняющегося тождественно при зада-
нии корректных начальных условий.

Важным принципиальным свойством течений
в астрофизической плазме является свойство
сжимаемости, характеризующее большинство
наблюдаемых во Вселенной плазменных течений.
Для описания сжимаемых течений, как правило,
необходимо использовать полную трехмерную
систему магнитогидродинамических уравнений,
которая также представляет собой сложную зада-
чу для теоретического рассмотрения и численно-
го моделирования. В работах [19, 20] выведена си-
стема уравнений мелкой воды для нейтральной
жидкости с учетом крупномасштабной сжимае-
мости. Полученные в этих работах уравнения не
учитывают важнейшие для плазменных течений
свойства, такие как вращение и наличие магнит-
ного поля. Поэтому представляется важным
обобщить полученные в [19, 20] уравнения для
магнитогидродинамических течений, характер-
ных для астрофизической плазмы.

Гиперболичность магнитогидродинамических
уравнений мелкой воды определяет, наряду с
гладкими, наличие разрывных автомодельных
решений. Даже в случае, когда начальные усло-
вия являются гладкими, нелинейный характер
уравнений, наряду с их гиперболичностью, за ко-
нечное время может привести к разрывному
решению. В простейшем случае невращающейся
плазмы система магнитогидродинамических
уравнений допускает полное аналитическое ре-
шение в виде простых волн на ровной границе
[13] и на наклонной плоскости [14]. Точное явное

решение начальной задачи с кусочно-постоян-
ными начальными условиями, известной как за-
дача Римана [21, 22], для уравнений магнитной
гидродинамики в приближении мелкой воды на
ровной границе найдено в [13] и на наклонной
плоскости в [14]. Аналогично, для случая ней-
тральной жидкости в работах [19] (на ровной гра-
нице), [20] (на наклонной плоскости) найдены
решения системы уравнений мелкой воды с уче-
том крупномасштабной сжимаемости в отсут-
ствии вращения в виде простых волн, а также ре-
шена задача распада произвольного разрыва.
Учет крупномасштабной сжимаемости позволяет
описывать динамику столба плазмы в зависимо-
сти не только от высоты слоя и скорости, но и
средней плотности столба жидкости. Вследствие
этого учет горизонтального импульса в уравнени-
ях происходит более точно, по сравнению со слу-
чаем несжимаемой жидкости, что является пре-
имуществом при применении этих уравнений для
описания космических и астрофизических тече-
ний. Полученные в этих работах решения явля-
ются точными, сильно нелинейными, ключевы-
ми для разработки конечно-объемных численных
методов Годуновского типа [23, 24]. Учитывая
важность таких решений, представляется полез-
ным и интересным обобщить теорию, развитую в
[13, 14, 19, 20] для сжимаемых магнитогидродина-
мических течений в приближении мелкой воды.

Течения в плазменной астрофизике, так же
как течения в геофизике, как правило, являются
стратифицированными. Учет стратификации в
магнитогидродинамических моделях вращаю-
щейся плазмы важен для анализа множества аст-
рофизических объектов и явлений, например,
процессов в солнечном тахоклине [1–3, 25–27],
устойчиво-стратифицированных областей в нед-
рах звезд (излучающей зоны) [28] и планет (внеш-
ний жидкий слой ядра) [29], астрофизических
дисков [30], экзопланет [31], осцилляций враща-
ющихся звезд и Солнца [32–34], в частности ос-
цилляций R-моды [35–37]. Кроме того, учет стра-
тификации позволяет существенно расширить
возможности для интерпретации имеющихся
данных наблюдений крупномасштабных волн
Россби на Солнце [32, 33, 38–41]. Эффективной
моделью для описания непрерывно стратифици-
рованной плазмы является модель n слоев плазмы
различной плотности, наложенных друг на друга
[17, 42]. Приближение мелкой воды является од-
ним из основным магнитогидродинамических
приближений, используемых для изучения круп-
номасштабных процессов во вращающейся аст-
рофизической плазме.

Большое число работ посвящено изучению
волновых процессов в приближении мелкой воды
[3, 4, 12–14, 27, 33, 38, 43–56]. Когда рассматрива-
ют крупномасштабные течения при наличии вра-
щения в магнитогидродинамическом приближе-
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нии мелкой воды, выделяют волны магнито-Пу-
анкаре [4, 46, 49] и волны магнито-Россби [48].
Волны магнито-Пуанкаре возникают во вращаю-
щихся течениях под действием силы тяжести и
магнитного поля. Поскольку динамика волн
определяется вращением, магнитным полем и
гравитацией, также распространено название
магнитные инерционно-гравитационные волны.
Вследствие того, что название “волны магнито-
Пуанкаре” используется в основном в работах по
мелкой воде, а “магнитные инерционно-гравита-
ционные волны” встречается чаще в различных
приближениях и является более общим, мы будем
использовать здесь именно его. Наряду с магнит-
ными инерционно-гравитационными волнами
(волнами магнито-Пуанкаре) в магнитной гид-
родинамике вращающейся плазмы возникают
магнитострофические волны [4, 46, 49], восста-
навливающими силами которых являются сила
Кориолиса, сила Лоренца и сила гравитации.
Магнитные инерционно-гравитационные волны
являются аналогом магнитогравитационных
волн в плазме при наличии вращения. В работе
[46] показано, что условия синхронизма для маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн обеспечивают их трехволно-
вые взаимодействия, и развита слабонелинейная
теория. Показано наличие нелинейных взаимо-
действий двух магнитных инерционно-гравита-
ционных волн и одной магнитострофической
волны и двух магнитострофических волн и одной
магнитной инерционно-гравитационной волны.

Волны магнито-Россби – крупномасштабные
волны, возникающие вследствие неоднородно-
сти силы Кориолиса в зависимости от широты на
сфере, распространяющиеся вследствие сохране-
ния полной завихренности во вращающейся
плазме, по аналогии с нейтральной жидкостью
[53–55, 57, 58]. Волны магнито-Россби определя-
ют крупномасштабную динамику Солнца и звезд
[3, 25, 27, 59–63], динамику магнитоактивных ат-
мосфер экзопланет, захваченных приливами от
несущей звезды [8–10] и атмосфер нейтронных
звезд [5, 6, 64–66], течения в аккреционных дис-
ках нейтронных звезд [7]. Несмотря на сложность
наблюдения волн Россби в астрофизической
плазме, они недавно были обнаружены на Солн-
це [38, 39, 67]. Отметим также ряд исследований о
влиянии волн магнито-Россби на солнечные се-
зоны [33, 41, 68, 69] и космическую погоду [70,
71]. Кроме того, отметим работы с исследования-
ми, косвенно указывающими на существование
волн Россби на Солнце [72–76]. В работах [43, 48,
77] волны магнито-Россби исследованы в при-
ближении β-плоскости для силы Кориолиса.
Приближение -плоскости описывает вращаю-
щиеся сферические течения плазмы в локальной
декартовой системе координат. В этом случае па-
раметр Кориолиса слабо меняется при малых из-

β

менениях широты и раскладывается в ряд до
первого порядка по широте. Слабонелинейная
теория волн магнито-Россби в магнитогидроди-
намической модели однослойной мелкой воды
развита в [48], при наличии крупномасштабной
сжимаемости в [77]. В работе [43] развита линей-
ная и слабонелинейная теория волн магнито-
Россби во вращающейся стратифицированной
плазме в магнитогидродинамической двуслойной
модели мелкой воды. В работах [43, 48, 77] иссле-
дованы условия синхронизма и найдены нели-
нейные взаимодействия трех волн магнито-Росс-
би. Нелинейные взаимодействия волн магнито-
Россби связывают с длительностью солнечного
цикла. Нерегулярные переходы по амплитудам
волн напоминают наблюдаемые временные ряды
солнечной активности [63]. Приближение β-плос-
кости развито для упрощения теории сфериче-
ских волн Россби. Тем не менее заметим, что
представление силы Кориолиса в таком прибли-
жении содержит слагаемое, не зависящее от ши-
роты, которое обеспечивает существование маг-
нитных инерционно-гравитационных волн на
β-плоскости. Такие волны не исследовались в ра-
ботах [3, 4, 43, 48, 77], хотя их нелинейные взаи-
модействия могут быть важны для интерпретации
различных явлений в плазменной астрофизике.

Магнитогидродинамическая теория мелкой
воды является двумерной, что исключает не
только вертикальные компоненты скоростей и
магнитного поля, но и учет вертикального изме-
нения их горизонтальных составляющих. Таким
образом, не являясь трехмерной, магнитогидро-
динамическая система уравнений в приближении
мелкой воды не может полностью описывать
важный для астрофизики случай устойчиво и не-
прерывно стратифицированного слоя плазмы. В
работе [78] сделан существенный шаг вперед в
изучении трехмерных волновых процессов в
магнитогидродинамических течениях вращаю-
щейся стратифицированной плазмы, являющий-
ся принципиальным для реальных течений с
непрерывной стратификацией. Как хорошо из-
вестно, в геофизической гидродинамике страти-
фицированных вращающихся течений возника-
ют инерционно-гравитационные волны вслед-
ствие двух восстанавливающих механизмов –
вращения и стратификации. В случае магнитных
течений волновая картина гораздо богаче вслед-
ствие наличия дополнительной восстанавливаю-
щей силы, а именно силы Лоренца, наряду с си-
лой Кориолиса и силой плавучести [78]. Кроме
того, учет трехмерности позволяет детально ис-
следовать волновые процессы в магнитогидроди-
намике стратифицированной плазмы с учетом
горизонтальной составляющей силы Кориолиса,
что является особенно принципиальным при изу-
чении экваториальных течений. Отметим, что
волны Россби [32] обнаружены именно в эквато-
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риальной зоне Солнца. Для учета горизонтальной
составляющей вектора Кориолиса используются
приближения нестандартных f- и β-плоскостей
[55, 79]. Для изучения устойчиво-стратифициро-
ванных течений как нейтральной жидкости [79–
81], так и астрофизической плазмы [82–84] широ-
ко используется приближение Буссинеска. Отме-
тим, что приближение Буссинеска работает,
когда градиент плотности пропорционален толь-
ко градиенту температуры, и описывает несжима-
емые стратифицированные течения [54]. Вариа-
ции плотности и температуры в приближении
Буссинеска должны быть малыми. Таким обра-
зом, приближение Буссинеска правильно описы-
вает несжимаемую жидкость, но также учитывает
изменения плотности [85]. В [86] показано, что
уравнения магнитной гидродинамики в прибли-
жении Буссинеска представляют собой систему
уравнений несжимаемой плазмы с градиентом
температуры, близким к адиабатическому, и от-
фильтровывают быстрые (акустические) волно-
вые процессы. В [87] приближение Буссинеска
расширено за счет включения переменных маг-
нитных полей. В приближении Буссинеска для
нейтральной жидкости флуктуации давления не
учитываются в уравнении состояния. В магнит-
ных уравнениях Буссинеска флуктуации полного
давления (магнитного и теплового) по-прежнему
считаются небольшими.

Важным принципиальным отличием течений
астрофизической плазмы является свойство сжи-
маемости, характеризующее большинство на-
блюдаемых объектов в плазменной астрофизике.
Отметим, что первые экспериментальные наблю-
дения крупномасштабных течений астрофизиче-
ской плазмы выполнены на основе изучения маг-
нитных полей или методами астросейсмологии,
что естественным образом мотивирует развитие
магнитогидродинамической теории с учетом как
эффектов сжимаемости, так и эффектов магнит-
ных полей. Учет сжимаемости в магнитогидроди-
намических моделях вращающейся плазмы суще-
ственно повышает возможность интерпретации
астросейсмологических данных, например, дан-
ных о широтной зависимости собственных мод
солнечных осцилляций [32]. В работах [19, 20]
выведена система уравнений мелкой воды для
нейтральной жидкости с учетом крупномасштаб-
ной сжимаемости, и затем в [77] обобщена для
магнитогидродинамических течений. В работах
[88, 89] волновые процессы в сжимаемых течени-
ях исследуются в неупругом приближении
(anelastic approximation). В таком приближении
акустические волны отфильтрованы, а градиент
плотности зависит как от градиента давления, так
и от градиента температуры [90]. Магнитогидро-
динамическая система уравнений в неупругом
приближении не содержит акустических волн и
получается из полной системы сжимаемых урав-

нений магнитной гидродинамики в предположе-
нии малых возмущений плотности и описывает
течения с малыми числами Маха.

Подробный качественный анализ эффектов
малых чисел Маха в астрофизике приведен в ра-
боте [91], которая посвящена разработке нового
численного алгоритма для описания объектов
плазменной астрофизики. В [91] приведено крат-
кое, но информативное сравнение различных ти-
пов приближений, используемых при численном
моделировании течений с малым числом Маха.
Наиболее простым является приближение не-
сжимаемой жидкости, предполагающее постоян-
ство фоновой плотности и давления по коорди-
нате. В таком приближении при движении плот-
ность жидкости можно считать постоянной вдоль
всего объема жидкости в течение всего времени
движения. Следующим важным приближением
при условии несжимаемого потока жидкости яв-
ляется приближение Буссинеска. В нем по-преж-
нему считается постоянным фоновое состояние,
однако в уравнении импульса при массовых си-
лах включены эффекты плавучести. Как в несжи-
маемом, так и в приближении Буссинеска урав-
нение непрерывности переходит в условие безди-
вергентности поля скоростей в силу отсутствия
эффектов сжимаемости. Следующие два прибли-
жения, неупругое и псевдонесжимаемое, основа-
ны на стратифицированном фоновом состоянии
(исходном состоянии равновесия). В обоих этих
приближениях элемент жидкости может расши-
ряться или сжиматься при движении по вертика-
ли относительно фонового состояния в ответ на
изменение давления окружающей среды. Уравне-
ние непрерывности в неупругом приближении
является условием бездивергентности произведе-
ния фоновой плотности и скорости течения.
Уравнение непрерывности в псевдосжимаемом
приближении имеет более сложный вид, а имен-
но ненулевую дивергенцию произведения скоро-
сти и фонового давления, возведенного в степень

 (  – показатель адиабаты). При этом
уравнения в псевдосжимаемом приближении
сводятся к уравнениям в неупругом приближе-
нии в случае малых возмущений плотности и тем-
пературы, но сами по себе не предполагают мало-
сти таких изменений. Кроме того, псевдосжимае-
мые уравнения учитывают локальные эффекты
нагрева.

Впервые неупругое приближение предложено
в [92] для решения задач геофизической гидроди-
намики. В [92] с использованием масштабного
анализа приведен вывод уравнений на основе
предположения о том, что распределение давле-
ния, плотности и потенциальной температуры га-
за всегда близки к модели адиабатически страти-
фицированной атмосферы, а временной масштаб
определяется частотой Брента–Вяйсяля. Такие

γ1/ γ v= /pc c
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предположения и приближения при выводе урав-
нений привели к отсутствию в них акустических
волн, хотя это не было непосредственной целью
исследования. Задача о фильтрации акустических
волн в крупномасштабных моделях геофизиче-
ской гидродинамики была впервые сформулиро-
вана в работе [93] с целью упростить численное
моделирование тепловой конвекции в геофизике,
поскольку присутствие акустических волн в пол-
ной сжимаемой системе уравнений требует очень
малого временного шага в численной схеме ко-
нечно-разностного интегрирования. Отметим ра-
боту [94], в которой показана возможность ис-
пользования неупругого приближения для иссле-
дования внутренних гравитационных волн при
малых числах Маха, а также работы [95–99], в ко-
торых исследуются математические свойства не-
упругого приближения для течений нейтральной
жидкости. Упомянем работы по развитию теории
неупругого приближения в рамках задач земной
конвекции и геодинамо [100–103], которые ини-
циировали применение неупругого приближения
для изучения астрофизических течений. Говоря о
развитии неупругого приближения в астрофизи-
ке и физике планет отметим работы [104, 105], в
которых используется неупругое приближение в
нейтральной жидкости, и работы [106–112], в
которых используются магнитогидродинамиче-
ские уравнения в неупругом приближении для
исследования конвекции и динамо на Солнце и в
звездах.

2. ЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ В ДВУМЕРНЫХ 
ТЕЧЕНИЯХ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ПЛАЗМЫ

В ПРИБЛИЖЕНИИ МЕЛКОЙ ВОДЫ

Поведение различных звезд и планет описыва-
ется магнитной гидродинамикой тонких слоев
плазмы со свободной границей в поле силы тяже-
сти. Например, течения солнечного тахоклина
(тонкого слоя внутри Солнца, находящегося над
конвективной зоной) [1–3], динамика атмосфер
нейтронных звезд [4, 5], течения аккреционных
дисков нейтронных звезд [6, 7], захваченные
приливами экзопланеты с магнитоактивными ат-
мосферами [8–10]. Полная трехмерная система
магнитогидродинамических уравнений вращаю-
щейся плазмы достаточно сложна как для анали-
тического исследования, так и для численного
моделирования. Поэтому для описания таких те-
чений в тонких слоях астрофизической плазмы
используется магнитогидродинамическое при-
ближение мелкой воды [2]. Уравнения магнитной
гидродинамики вращающейся плазмы в прибли-
жении мелкой воды являются альтернативой маг-
нитогидродинамическим уравнениям тяжелой
жидкости со свободной границей в случае, когда
исследуется слой малой толщины по отношению
к характерному горизонтальному линейному раз-

меру задачи, и вертикальными ускорениями в
слое можно пренебречь. Практически, речь идет
о развитии идей геофизической гидродинамики с
учетом существенных отличий в поведении плаз-
менных течений вследствие присутствия силы
Лоренца и важности магнитных полей. Магнито-
гидродинамические уравнения мелкой воды по-
лучаются в предположении гидростатичности
распределения давлений и малости толщины
слоя по отношению к характерному горизонталь-
ному линейному размеру задачи из полной систе-
мы уравнений магнитной гидродинамики несжи-
маемой плазмы усреднением по высоте слоя [2,
13–18]. В работе [2] получены магнитогидродина-
мические уравнения в приближении мелкой воды
без учета внешнего вертикального магнитного
поля. В работе [4] полученные в [2] уравнения за-
писаны путем введения эффектов внешнего поля
в уравнения для горизонтальных скоростей и для
горизонтальных магнитных полей. Такая конфи-
гурация магнитного поля характерна для атмо-
сфер нейтронных звезд [4], и для магнитоактив-
ных атмосфер экзопланет [8]. Тем не менее в ра-
боте [4] остается открытым вопрос о корректной
формулировке условия бездивергентности маг-
нитного поля в приближении мелкой воды во
внешнем магнитном поле. Заметим, что предло-
женное в работе [2] условие бездивергентности не
удовлетворяется в модернизированной системе
магнитогидродинамических уравнений мелкой
воды во внешнем поле. Поэтому актуальной стала
задача развития последовательной теории как для
понимания структуры магнитного поля, так и для
постановки корректных начальных условий при
численном моделировании. Данная теория была
разработана в [49], где была выведена система
магнитогидродинамических уравнений мелкой
воды во внешнем магнитном поле, которая пока-
зала принципиальную трехмерность магнитного
поля. Полученная система играет такую же важ-
ную роль в космической и астрофизической плаз-
ме, как и классические уравнения мелкой воды в
гидродинамике нейтральной жидкости. Заметим,
что существенным отличием магнитогидродина-
мических уравнений вращающейся плазмы по
сравнению с нейтральной жидкостью является
присутствие условия бездивергентности магнит-
ного поля, выполняющегося тождественно при
задании корректных начальных условий. В урав-
нениях, полученных в работе [49] это условие вы-
полнено. Кроме того, дальнейшие исследования
магнитогидродинамических уравнений мелкой
воды во внешнем поле показали возможность
корректного учета не только эффектов стратифи-
кации, но и эффектов крупномасштабной сжима-
емости в двумерных течениях вращающейся аст-
рофизической плазмы. Так, в работе [43] были
выведены магнитогидродинамические уравнения
двуслойной мелкой воды для стратифицирован-
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ного слоя плазмы во внешнем магнитном поле, а
в работе [77] были выведены магнитогидродина-
мические уравнения с учетом крупномасштабной
сжимаемости во внешнем магнитном поле. В
следствие значимости нелинейных взаимодей-
ствий волн в исследовании космической погоды
и солнечных циклов, в работе [113] в рамках маг-
нитогидродинамических уравнений мелкой воды
(одного слоя и двух слоев различной, но постоян-
ной плотности) впервые были исследованы маг-
нитные инерционно-гравитационные волны и
волны магнито-Россби на -плоскости и выявле-
ны их нелинейные взаимодействия.

2.1. Приближение мелкой воды для течений 
вращающейся плазмы во внешнем вертикальном 

магнитном поле

В данном разделе приведем обзор линейных
волн в двумерных течениях вращающейся плаз-
мы во внешнем вертикальном магнитном поле в
приближении мелкой воды [48]. В этом случае в
магнитогидродинамическом приближении мел-
кой воды появляются дополнительные слагае-
мые, приводящие, при постоянном параметре
Кориолиса  (стандартная f-плоскость, Ω –
скорость вращения слоя плазмы), к возникнове-
нию в линейном приближении двух типов быст-
рых волн: магнитных инерционно-гравитацион-
ных и магнитострофических волн [4]. При учете
сферичности (стандартная -плоскость) в линей-
ном приближении исследуются высокочастотные
магнитные инерционно-гравитационные волны
и низкочастотные волны магнито-Россби. Вывод
уравнений мелкой воды магнитной гидроди-
намики осуществлялся методом усреднения по
высоте слоя исходной системы уравнений
(МГД-уравнений для вращающейся несжимае-
мой невязкой плазмы), широко используемых и
хорошо себя зарекомендовавших в геофизиче-
ской гидродинамике [54, 114] и в физике планет-
ных атмосфер [10, 57, 115, 116]. При выводе урав-
нений во внешнем магнитном поле возникают
дополнительные условия на границах для маг-
нитного поля, учитывающие наличие постоянно-
го внешнего вертикального магнитного поля,
пронизывающего слой плазмы. Уравнения запи-
саны в неинерционной системе отсчета, вращаю-
щейся со скоростью  вместе со слоем плазмы.
Система магнитогидродинамических уравнений
мелкой воды во внешнем магнитном поле имеет
вид
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где h – высота слоя поверхности, ,  – горизон-
тальные скорости в приближении мелкой воды,
усредненные по высоте слоя, ,  – горизон-
тальные компоненты магнитного поля в прибли-
жении мелкой воды, усредненные по высоте
слоя,  – вертикальная компонента магнитного
поля,  – постоянное внешнее вертикальное
магнитное поле,  – параметр Кориолиса,
Ω – угловая скорость вращения. Заметим, что
первое уравнение системы (1) – уравнение изме-
нения высоты слоя, уравнения (2), (3) – закон из-
менения импульса, (4)–(6) – уравнения измене-
ния магнитного поля, уравнение (7) – следствие
уравнения бездивергентности магнитного поля в
полной системе исходных уравнений магнитной
гидродинамики. Уравнение (7) при задании кор-
ректных начальных условий, определяемых урав-
нением (6) выполняется тождественно как след-
ствие уравнений (4)–(6). Таким образом показа-
но сохранение трехкомпонентности магнитного
поля в магнитогидродинамическом прибли-
жении мелкой воды во внешнем вертикальном
магнитном поле, в то время как поле скоростей
двумерно. Полученная система (1)–(5) магнито-
гидродинамических уравнений в приближении
мелкой воды во внешнем вертикальном магнит-
ном поле в частном случае переходит в класси-
ческие уравнения нейтральной жидкости и ши-
роко известные в астрофизике магнитогидроди-
намические уравнения без внешнего магнитного
поля [2].

Система (1)–(5) имеет два взаимоисключаю-
щих стационарных решения: решение со внеш-
ним вертикальным магнитным полем

(8)

и решение с горизонтальным магнитным полем

(9)

2.1.1. Волны в астрофизической плазме при на-
личии внешнего вертикального поля. В приближе-
нии стандартной f-плоскости, когда вектор Ко-
риолиса  постоянен и направлен
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строго по вертикали, линейными решениями си-
стемы (1)–(5) во внешнем вертикальном магнит-
ном поле на фоне стационара (8) являются маг-
нитные инерционно-гравитационные волны с
дисперсионным соотношением

(10)

и магнитострофические волны с дисперсионным
соотношением

(11)

В дисперсионных соотношениях (10), (11) знак
“+” соответствует волнам, распространяющимся
вдоль волнового вектора , а знак “–” –
волнам, распространяющимся противоположно
направлению волнового вектора k.

Магнитные инерционно-гравитационные вол-
ны (10) – поверхностные гравитационные волны
во вращающейся мелкой воде при наличии маг-
нитного поля. В отсутствие магнитного поля
уравнение (10) принимает вид

(12)

и описывает инерционно-гравитационные волны
в мелкой воде, являющиеся объектом многочис-
ленных исследований в динамике нейтральной
жидкости [54].

Магнитострофические волны, как и магнит-
ные инерционно-гравитационные волны, также
возникают во вращающейся мелкой воде при на-
личии магнитного поля вследствие гравитации и
силы Кориолиса. Однако данный тип волн не
имеет аналога в динамике нейтральной жидко-
сти. В отсутствие магнитного поля уравнение (11)
обращается в ноль.

Для исследования сферических течений в рам-
ках системы магнитогидродинамических уравне-
ний мелкой воды во внешнем вертикальном
магнитном поле (1)–(5) используется приближе-
ние стандартной β-плоскости для вектора Корио-
лиса f. Данное приближение широко применяет-
ся для исследования крупномасштабных волн
Россби, как в динамике нейтральной жидкости
[54], так и в магнитной гидродинамике [117]. Од-
нако в работах [48], [113] показано, что в уравне-
ниях мелкой воды на β-плоскости, как при нали-
чии так и в отсутствие магнитного поля, помимо
низкочастотных волн Россби существует реше-
ние, описывающее высокочастотные магнитные
инерционно-гравитационные волны.
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В приближении стандартной β-плоскости по-
лагается, что вектор Кориолиса 
слабо меняется при малых изменениях широты θ.
Такое предположение позволяет перейти в ло-
кальную декартову систему координат на сфере
радиуса R и разложить выражение для вектора f
в ряд по широте, сохраняя первый порядок
малости:

(13)

где , , , y =
. Таким образом в случае прибижения

стандартной β-плоскости для описания сфериче-
ских течений в системе магнитогидродинамиче-
ских уравнений мелкой воды (1)–(5) слагаемые с
вектором Кориолиса  в уравнениях (2), (3)
принимают вид  и  соответственно,
где .

Линейным решением системы (1)–(5) в при-
ближении стандартной -плоскости на фоне ста-
ционарного решения с внешним вертикальным
магнитным полем (8) является дисперсионное
уравнение в следующем виде:

(14)

Решением уравнения (14) в высокочастотном
пределе явлется дисперсионное соотношение в
виде

(15)

которое описывает высокочастотные магнитные
инерционно-гравитационные на β-плоскости.
Отметим здесь существенное различие с магнит-
ными инерционно-гравитационными волнами
(10) на f-плоскости. Дисперсионное соотноше-
ние (15) имеет более простой вид, в нем отсут-
ствует дополнительный внутренний радикал, что
меняет динамику волны. Однако восстанавлива-
ющими силами для обоих типов волн являются
сила Лоренца, гравитации и Кориолиса. В отсут-
ствие магнитного поля выражение (15) переходит
в выражение (12) и описывает стандартные гид-
родинамические инерционно-гравитационные
волны в мелкой воде. Кроме того, в приближении
β-плоскости отсутствуют магнитострофические
волны.
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Решением уравнения (14) в низкочастотном
пределе явлется дисперсионное соотношение
в виде

(16)

которое описывает крупномасштабные волны
магнито-Россби в мелкой воде на β-плоскости,
распространяющиеся вдоль направления волно-
вого вектора k. Основный механизм их образова-
ния заключается в сдвиге вращающегося потока
вследствие того, что сила Кориолиса изменяется
в зависимости от широты.

Заметим, что в интервале между высокоча-
стотными решениями дисперсионного уравне-
ния в виде магнитных инерционно-гравитацион-
ных волн и низкочастотными решениями для
медленных волн магнито-Россби, дисперсионное
соотношение допускает моды быстрых магнито-
Россби волн [3].

2.1.2. Волны в астрофизической плазме в гори-
зонтальном магнитном поле. В отсутствие внешне-
го вертикального магнитного поля линейными
решениями системы (1)–(5) на фоне стационара
(9) являются магнитные инерционно-гравитаци-
онные волны с дисперсионным соотношением

(17)

и магнитострофические волны с дисперсионным соотношением

(18)

В дисперсионных соотношениях (17), (18) знак
“+” соответствует волнам, распространяющимся
вдоль волнового вектора , а знак “–”
соответствует волнам, распространяющимся
противоположно направлению волнового век-
тора k.

Магнитные инерционно-гравитационные вол-
ны в горизонтальном магнитном поле (17) при ну-
левом магнитном поле переходят в свой гидроди-
намический аналог – инерционно-гравитацион-
ные волны в мелкой воде с дисперсионным
соотношением (12). Магнитострофические вол-
ны в горизонтальном магнитном поле (18) не
имеют аналога в динамике нейтральной жидко-
сти. В отсутствие магнитного поля дисперсион-
ное соотношение (18) обращается в ноль.

Линейным решением системы (1)–(5) в при-
ближении стандартной β-плоскости на фоне ста-
ционарного решения с горизонтальным магнит-
ным полем (9) является дисперсионное уравне-
ние в следующем виде:

(19)

Решением уравнения (19) в высокочастотном
пределе явлется дисперсионное соотношение в
виде

(20)

которое описывает высокочастотные магнитные
инерционно-гравитационные волны на β-плос-
кости, существенно отличающиеся от магнитных

инерционно-гравитационных волн (17) на f-
плоскости. В отсутствие магнитного поля выра-
жение (20) переходит в выражение (12) и описы-
вает стандартные гидродинамические инерцион-
но-гравитационные волны в мелкой воде. Кроме
того, в приближении β-плоскости отсутствуют
магнитострофические волны.

Решением уравнения (19) в низкочастотном
пределе явлется дисперсионное соотношение в
виде

(21)

которое описывает крупномасштабные волны
магнито-Россби в мелкой воде в горизонтальном
магнитном поле на β-плоскости, распространяю-
щиеся вдоль направления волнового вектора k.

В отсутствие магнитного поля уравнение (19)
принимает вид

(22)

и имеет решение в высокочастотном пределе в
виде инерционно-гравитационных волн в мелкой
воде с дисперсионным соотношением (12), а в
низкочастотном пределе в виде стандартных гид-
родинамических волн Россби в мелкой воде с
дисперсионным соотношением

(23)

Общий вид дисперсионных кривых для волн
во вращающихся течениях плазмы в приближе-
нии мелкой воды представлен на рис. 1а, б для
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магнитных инерционно-гравитационных и маг-
нитострофических волн во внешнем вертикаль-
ном магнитном поле и в горизонтальном магнит-
ном поле; на рис. 1в, г для магнитных инерцион-
но-гравитационных волн и волн магнито-Россби
во внешнем вертикальном и в горизонтальном
магнитных полях.

2.1.3. Выводы. В разделе обсуждается суще-
ственное отличие структуры магнитного поля в
магнитогидродинамических течениях мелкой во-
ды при наличии внешней вертикальной компо-
ненты от аналогичных течений в ее отсутствии.
Необходимость учета условия бездивергентности
магнитного поля в этом случае навязывает систе-
ме вертикальную компоненту магнитного поля,
делая структуру магнитного поля существенно
трехмерной. При отсутствии внешнего верти-
кального магнитного поля, как хорошо известно,
в приближении мелкой воды магнитное поле дву-
мерно. Замечено, что предложенная система
уравнений в частном случае отсутствия верти-
кального магнитного поля переходит в традици-
онную. Развита теория магнитных инерционно-
гравитационных и магнитострофических волн на
f-плоскости, а также магнитных инерционно-

гравитационных волн и волн магнито-Россби на
β-плоскости в магнитогидродинамических тече-
ниях вращающейся плазмы в приближении мел-
кой воды. Изучены дисперсионные уравнения
для двух стационарных течений: внешнее верти-
кальное магнитное поле и горизонтальное маг-
нитное поле.

2.2. Приближение двуслойной мелкой воды
для течений вращающейся стратифицированной 

плазмы во внешнем вертикальном магнитном поле

Течения астрофизической плазмы, как и гео-
физические течения, в основном стратифициро-
ванные. Здесь и далее под стратификацией пони-
мается зависимость профиля плостности от вер-
тикальной координаты z. В случае устойчивой
стратификации, рассматриваемом в данном обзо-
ре, профиль плотности (энтропии – в случае сжи-
маемых течений) предполагается линейным по
вертикальной координате и удовлетворяющим
условию отсутствия конвекции – вертикальный
градиент плотности (энтропии) отрицателен. Об-
судим линейные волны в двумерных течениях
вращающейся стратифицированной плазмы во

Рис. 1. Дисперсионные кривые для волн в однойслойной мелкой воде на стандартной f-плоскости во внешнем вер-
тикальном магнитном поле: магнитная инерционно-гравитационная волна 1 –  и магнитострофическая волна

2 –  (a); на стандартной f-плоскости в горизонтальном магнитном поле: магнитная инерционно-гравитационная

волна 1 –  и магнитострофическая волна 2 –  (б); на стандартной β-плоскости во внешнем вертикальном

магнитном поле: магнитная инерционно-гравитационная волна 1 –  и волна магнито-Россби 2 –  (в); на

стандартной β-плоскости в горизонтальном магнитном поле: магнитная инерционно-гравитационная волна 1 –
 и волна магнито-Россби 2 –  (г).
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внешнем вертикальном магнитном поле в при-
ближении двуслойной мелкой воды. Магнито-
гидродинамические уравнения двуслойной мел-
кой воды во внешнем вертикальном магнитном
поле являются обобщением уравнений, получен-
ных в [46, 47, 49], на случай тонкого вращающего-
ся слоя плазмы разделенного на два слоя с посто-
янными, но различными плотностями. Вывод
магнитогидродинамических уравнений двуслой-
ной мелкой воды, как и вывод однослойных урав-
нений, основан на методе усредненения по вы-
соте слоя и учитывает наличие постоянного
внешнего вертикального магнитного поля, про-
низывающего оба слоя [43]. Уравнения как и для
однослойного случая записаны в неинерционной
системе отсчета, вращающейся со скоростью 
вместе со слоем плазмы. Система магнитогидро-
динамических уравнений двуслойной мелкой во-
ды во внешнем вертикальном магнитном поле
имеет вид

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

где  – высота слоя,  – плотность плазмы в
слое, Ω – угловая скорость вращения, равная для
обоих слоев,  – усредненные по высоте слоев
горизонтальные скорости,  – усредненные по
высоте слоев горизонтальные магнитные поля,
индекс  соответствует нижнему слою плаз-
мы, в котором , , , а индекс

 соответствует верхнему слою плазмы, в ко-
тором , , . Данные уравнения
двуслойной мелкой воды представляют собой
единственную возможность самосогласованного
учета внешнего магнитного поля и стратифика-
ции. Двуслойные магнитогидродинамические
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уравнения мелкой воды играют такую же важную
роль в космической и астрофизической страти-
фицированной плазме, как и классические урав-
нения мелкой воды в гидродинамике нейтраль-
ной стратифицированной жидкости [54, 114, 118].
В частном случае равенства высот и плотностей
слоев плазмы уравнения (24)–(28) переходят в
магнитогидродинамические уравнения мелкой
воды во внешнем магнитном поле для одного
слоя плазмы (1)–(5). Таким образом уравнения
(24)–(28) сохраняют все свойства однослойной
системы (1)–(5), включая принципиальную трех-
мерность магнитного поля и дополнительные
уравнения на вертикальное магнитное поле (6) в
обоих слоях. В частном случае отсутствия внеш-
него вертикального магнитного поля уравнения
сводятся к магнитогидродинамическим уравне-
ниям мелкой воды для двух слоев [42] в горизон-
тальном магнитном поле.

Система уравнений (24)–(28) имеет два взаи-
моисключающих стационарных решения: реше-
ние со внешним вертикальным магнитным полем

(29)

и решение с горизонтальным магнитным полем

(30)

2.2.1. Волны в астрофизической плазме во внеш-
нем вертикальном магнитном поле. Линейным ре-
шением системы (24)–(28) в приближении стан-
дартной β-плоскости на фоне стационарного ре-
шения с внешним вертикальным магнитным
полем (29) является дисперсионное уравнение в
следующем виде:

(31)
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Правая часть дисперсионного соотношения (31)
описывает эффекты стратификации в двуслой-
ной модели, левая часть является произведением
двух выражений, первое из которых соответству-
ет нижнему слою, а второе – верхнему.

Строгий теоретический анализ полученного
дисперсионного уравнения (31) не представляет-
ся возможным, поэтому ограничимся качествен-
ным рассмотрением. В первом приближении вы-
делим магнитные инерционно-гравитационные
волны и волны магнито-Россби в отсутствие
стратификации. В случае малого различия в плот-
ностях слоев плазмы представим решение дис-
персионного уравнения (31) в высокочастотном
пределе в виде суммы магнитной инерционно-
гравитационной волны в отсутствие стратифика-
ции и малой поправки, связанной со стратифика-
цией плазмы. В низкочастотном пределе решение
дисперсионного уравнения (31) представим в ви-
де суммы волны магнито-Россби в отсутствие
стратификации и малой поправки, связанной со
стратификацией плазмы.

В отсутствие стратификации ( ) уравне-
ние (31) принимает вид

(32)

где ω – частота возмущения,  – волно-
вой вектор возмущения. Би-квадратное уравне-
ние в первой скобке дает следующие значения
для частоты:

Если предположить, что , то уравнение (33)
сводится к

(33)
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В высокочастотном пределе решением уравне-
ния (33) является следующее дисперсионное со-
отношение:

(34)

которое описывает магнитные инерционно-гра-
витационные волны на β-плоскости во внешнем
вертикальном магнитном поле. Дисперсионное
соотношение (34) в частном случае равенства вы-
сот слоев сводится к дисперсионному соотноше-
нию для магнитных инерционно-гравитационных
волн на β-плоскости в однослойной мелкой воде
во внешнем вертикальном магнитном поле (15).

В низкочастотном пределе решением ураве-
ния (33) является следующее дисперсионное со-
отношение:

(35)

которое описывает волны магнито-Россби во
внешнем вертикальном магнитном поле. Диспер-
сионное соотношение (35) в частном случае ра-
венства высот слоев сводится к дисперсионному
соотношению для волн магнито-Россби в одно-
слойной мелкой воде во внешнем вертикальном
магнитном поле (16).

Выпишем поправки к частотам (34), (35), опи-
сывающие влияние стратификации ( ). Пе-
репишем уравнение (31) в следующем виде:

(36)
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Тогда влияние стратификации на высокочастот-
ную магнитную инерционно-гравитационную
волну (34) описывается поправкой к частоте в
следующем виде:

(37)

Здесь  – правая часть дисперсионного уравне-
ния (36) при .

Влияние стратификации на высокочастотную
волну магнито-Россби (35) описывается поправ-
кой к частоте в следующем виде:

(38)

Здесь  – правая часть дисперсионного уравне-
ния (36) при .

2.2.2. Волны в астрофизической плазме в гори-
зонтальном магнитном поле. Линейным решением
системы (24)–(28) в приближении стандартной
β-плоскости на фоне стационарного решения с
горизонтальным магнитным полем (30) является
дисперсионное уравнение в следующем виде:

(39)

где

Правая часть дисперсионного соотношения (39)
описывает эффекты стратификации в двуслой-
ной модели, левая часть является произведением
двух выражений, первое из которых соответству-
ет нижнему слою, а второе – верхнему.
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Строгий теоретический анализ полученного
дисперсионного уравнения (39) не представляет-
ся возможным, поэтому ограничимся качествен-
ным рассмотрением при равных магнитных по-
лях в обоих слоях . В
первом приближении выделим магнитные инер-
ционно-гравитационные волны и волны магни-
то-Россби в отсутствие стратификации. В случае
малого различия в плотностях слоев плазмы
представим решение дисперсионного уравнения
(39) в высокочастотном пределе в виде суммы
магнитной инерционно-гравитационной волны в
отсутствие стратификации и малой поправки,
связанной со стратификацией плазмы. В низко-
частотном пределе решение дисперсионного
уравнения (39) представим в виде суммы волны
магнито-Россби в отсутствие стратификации и
малой поправки, связанной со стратификацией
плазмы.

В отсутствие стратификации ( ) уравне-
ние (39) принимает вид

(40)

Би-квадратное уравнение в первой скобке дает
следующие значения для частоты:

Предполагая, что , уравнение (41) сводит-
ся к

(41)

которое имеет вид дисперсионного уравнения
для одного слоя плазмы высоты  в приближе-
нии мелкой воды на бета-плоскости (19), что су-
щественно отличает течение плазмы в горизон-
тальном магнитном поле от течения плазмы при
наличии внешнего вертикального поля. В высо-
кочастотном пределе решением уравения явля-
ются магнитные инерционно-гравитационные
волны на β-плоскости в горизонтальном магнит-
ном поле, аналогичные волнам в однослойной
модели (20). В высокочастотном пределе реше-
нием уравения (33) являются волны магнито-
Россби на β-плоскости в горизонтальном маг-
нитном поле, аналогичные волнам в однослой-
ной модели (21).
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Представим уравнение (39) в следующем виде:

(42)

Пусть искомые поправки к частотам 

,  малы по сравнению с
самими частотами:

Тогда влияние стратификации на высокочастот-
ную волну магнито-Пуанкаре (20) описывается
поправкой к частоте в следующем виде:

(43)

Здесь  – правая часть дисперсионного уравне-
ния (42) при .
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Влияние стратификации на высокочастотную
волну магнито-Россби (21) описывается поправ-
кой к частоте в следующем виде:

(44)

Здесь  – правая часть дисперсионного уравне-
ния (42) при .

Общий вид дисперсионных кривых для волн
во вращающихся течениях плазмы в приближе-
нии двуслойной мелкой воды представлен на
рис. 2а, б для магнитных инерционно-гравитаци-
онных волн и волн магнито-Россби соответствен-
но во внешнем вертикальном магнитном поле; на
рис. 2в, г для магнитных инерционно-гравитаци-
онных волн и волн магнито-Россби соответствен-
но в горизонтальном магнитном поле.

2.2.3. Выводы. Приведен обзор модели мелкой
двуслойной воды, применяемой для изучения
крупномасштабных волн в астрофизической
плазме. Показано существенное отличие уравне-
ний мелкой воды для вращающейся плазмы при
наличии двух слоев с различными постоянными
плотностями в присутствии внешнего магнитно-
го поля от системы в отсутствие внешнего маг-
нитного поля, заключенное в дополнительном
уравнении, требующемся для выполнения усло-
вия бездивергентности. Появление этого уравне-
ния включает в систему вертикальную компонен-
ту поля и делает поле трехмерным, в отличие от
случая с отсутствием внешнего поля, при кото-
ром магнитное поле в уравнениях мелкой воды
двумерно. Система уравнений двуслойной мел-
кой воды во внешнем магнитном поле переходит
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Рис. 2. Дисперсионные кривые для волн в двуслойной мелкой воде на стандартной -плоскости во внешнем верти-
кальном магнитном поле (а): магнитная инерционно-гравитационная волна без учета стратификации 1 –  и с
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в традиционную при отсутствии внешнего поля и
равенства плотностей и высот слоев. Развита ли-
нейная теория магнитных инерционно-гравита-
ционных волн и волн магнито-Россби на β-плос-
кости в магнитогидродинамических течениях
вращающейся плазмы в приближении мелкой во-
ды. Изучены дисперсионные уравнения для двух
стационарных течений: внешнее вертикальное
магнитное поле и горизонтальное магнитное по-
ле. Найдены поправки к дисперсионным соотно-
шениям магнитных инерционно-гравитацион-
ных волн и волн магнито-Россби, связанные с на-
личием стратификации в системе.

Кроме того изучено влияние стратификации
на групповые и фазовые скорости магнитных
инерционно-гравитационных волн и волн магни-
то-Россби как во внешнем вертикальном, так и в
горизонтальном магнитных полях. Анализ выра-
жений для скоростей показал, что наличие стра-
тификации ( ) в системе:

• увеличивает фазовую и групповую скорости
магнитной инерционно-гравитационной волны
вдоль направления  в вертикальном магнитном
поле при малых  ( ) и уменьшает при боль-
ших ;

• увеличивает фазовую скорость волны маг-
нито-Россби вдоль направления  в вертикаль-
ном магнитном поле;

• увеличивает групповую скорость волны маг-
нито-Россби вдоль направления  в вертикаль-
ном магнитном поле при малых  и уменьшает
при больших ;

• увеличивает фазовую и групповую скорости
магнитной инерционно-гравитационной волны
вдоль направления  в горизонтальном магнит-
ном поле;

• увеличивает фазовую скорость волны маг-
нито-Россби вдоль направления  в горизон-
тальном магнитном поле;

• увеличивает групповую скорость волны маг-
нито-Россби вдоль направления  в горизон-
тальном магнитном поле при малых  и умень-
шает при больших .

2.3. Приближение мелкой воды для течений 
вращающейся плазмы с учетом 

крупномасштабной сжимаемости
Важным принципиальным свойством течений

в плазменной астрофизике является свойство
сжимаемости, характеризующее большинство
наблюдаемых объектов во Вселенной. В данном
разделе опишем линейные волны в двумерных те-
чениях сжимаемой вращающейся плазмы в рам-
ках системы магнитогидродинамических уравне-

ρ ≠ ρ2 1

xk
xk < 1xk

xk

xk

xk
xk

xk

xk

xk

xk
xk

xk

ний при наличии вращении в приближении мел-
кой воды во внешнем вертикальном магнитном
поле с учетом крупномасштабной сжимаемости
[77]. Вывод магнитогидродинамических уравне-
ний в приближении мелкой воды с учетом круп-
номасштабной сжимаемости основан на методе
усреднения по высоте слоя. Вследствие наличия
сжимаемости в исходной системе, для задания
корректных начальных и граничных условий ис-
пользуется уравнение Клапейрона и свойство
адиабатичности рассматриваемых процессов. В
результате в этом приближении фильтруются
звуковые волны и учитывается зависимость
плотности от давления на крупных масштабах,
описывающая эффекты статической сжимаемо-
сти по сравнению со случаем несжимаемой плаз-
мы [19, 20, 47]. Система магнитогидродинамиче-
ских уравнений мелкой воды во внешнем верти-
кальном магнитном поле, записанная в системе
отсчета, вращающейся вместе со слоем плазмы со
скоростью Ω, имеет вид

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

В системе уравнений (45)–(49) аналогом высоты
слоя h выступает следующая переменная:

(50)

где h – высота слоя,  – среднее значение плотно-
сти,  – постоянное давление на верхней грани-
це слоя, γ – показатель адиабаты,  – характер-
ная плотностная высота, соответствующая мас-
штабу высоты, на котором вариация плотности
по высоте становится существенной, и выражае-
мая в следующем виде:

(51)

где  – теплоемкость при
постоянном давлении,  – постоянная темпе-
ратура на границе, R – универсальная газовая
постоянная. В уравнениях (45)–(49)  – усред-
ненные по высоте слоев горизонтальные скоро-
сти,  – усредненные по высоте слоев горизон-
тальные магнитные поля,  – внешнее
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вертикальное магнитное поле, умноженное на
плотность на нижней границе, а переменная 
выражается формулой

(52)

Cистема (45)–(49) нетривиальным образом зави-
сит от отношения характерного вертикального
масштаба течения и масштаба высот, на котором
вариация плотности становится существенной. В
отличие от магнитогидродинамических уравне-
ний мелкой воды для несжимаемой плазмы во
внешнем вертикальном магнитном поле (1)–(5),
высота свободной поверхности не является опре-
деляющей характеристикой для описания тече-
ний, так как закон сохранения массы записывает-
ся через новую переменную, которая зависит от
плотности плазмы и высоты столба.

Система уравнений (45)–(49) записана для
слоя плазмы во внешнем вертикальном магнит-
ном поле, что приводит к существенным измене-
ниям в структуре уравнений. Магнитное поле
становится принципиально трехкомпонентным,
причем вертикальная компонента магнитного
поля зависит только от горизонтальных коорди-
нат и времени, и ее изменение описывается урав-
нением

(53)

Уравнение для вертикальной составляющей
магнитного поля отделяется от полной системы и
необходимо для задания корректных начальных
условий, обеспечивающих выполнение условия
бездивергентности магнитного поля, по аналогии
с несжимаемой плазмой во внешнем верти-
кальном магнитном поле в приближении мелкой
воды (6).

В отсутствие внешнего вертикального магнит-
ного поля система (45)–(49) переходит в уравне-
ния сжимаемой магнитной гидродинамики в
приближении мелкой воды, полученные в [47].
Величина  (51) характеризует масштаб высоты,
на котором становятся существенными измене-
ния плотности. Если характерная высота h слоя
много меньше характерной высоты , то ε =

, и данное течение можно считать не-
сжимаемым. При этом система уравнений мел-
кой воды для сжимаемой плазмы (45)–(49) пере-
ходит в классические магнитогидродинамиче-
ские уравнения вращающейся мелкой воды для
несжимаемой плазмы.

Система уравнений (45)–(49) существенно от-
личается от классических магнитогидродинами-
ческих уравнений для несжимаемых течений. В
классических магнитогидродинамических урав-
нениях мелкой воды высота, скорость и магнит-
ное поле столба жидкости полностью определяют
его взаимодействие с остальным объемом жидко-
сти. В уравнениях (45)–(49) это взаимодействие
определяется не только высотой, скоростью и
магнитным полем, но и средней плотностью
столба жидкости, поэтому учет горизонтального
импульса в уравнениях происходит более точно.
Как следствие появляется новая переменная,
определяющая закон сохранения массы и одно-
значно связанная с высотой свободной поверхно-
сти. Таким образом, при наличии эффектов круп-
номасштабной сжимаемости, закон сохранения
массы формулируется для переменной, нетриви-
ально зависящей от характерного вертикального
масштаба течения и масштаба высот, на котором
вариация плотности становится существенной.
Кроме того, учет крупномасштабной сжимаемо-
сти существенно модернизирует уравнения изме-
нения импульса.

Система (45)–(49) имеет два взаимоисключа-
ющих стационарных решения: решение с внеш-
ним вертикальным магнитным полем

(54)

и решение с горизонтальным магнитным полем

(55)

2.3.1. Волны в астрофизической плазме во внеш-
нем вертикальном магнитном поле. Линейным ре-
шением системы (45)–(49) в приближении стан-
дартной f-плоскости на фоне стационарного ре-
шения с внешним вертикальным магнитным
полем (54) являются магнитные инерционно-
гравитационные волны с дисперсионным соот-
ношением

(56)
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и магнитострофические волны с дисперсионным соотношением

(57)

В случае отсутствия магнитного поля в системе
уравнение (56) сводится к уравнению

(58)
которое описывает инерционно-гравитацион-
ные волны в мелкой воде с учетом крупномас-
штабной сжимаемости. Магнитострофические
волны не имеют аналога в динамике нейтраль-
ной жидкости.

Линейным решением системы (45)–(49) в
приближении стандартной β-плоскости на фоне
стационарного решения с внешним вертикаль-
ным магнитным полем (54) является дисперсион-
ное соотношение в следующем виде:

(59)

В высокочастотном пределе решением уравнения
являются магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны с дисперсионным соотношением:

(60)

а в низкочастотном пределе – волны магнито-
Россби с дисперсионным соотношением

(61)

Рассмотрим подробнее выражения (56), (57),
(60), (61). Заметим, что при условии малости вы-
соты слоя по сравнению с характерной высотой

, на которой проявляется сжимаемость, пере-
менная  переходит в высоту слоя  и дисперси-
онные соотношения переходят в аналогичные со-
отношения для несжимаемой плазмы (10), (11),
(15), (16). Сравнивая дисперсионные соотноше-
ния для магнитных инерционно-гравитационных
(56), магнитострофических волн (57) и волн маг-
нито-Россби (61) в сжимаемой среде с несжимае-
мым случаем (10), (11), заметим, что дисперсион-
ные соотношения совпадают за тем исключени-
ем, что слагаемое с внешним магнитным полем

 переходит в , а также выражение
для квадрата скорости слабых возмущений  из-
меняется на . Данные отличия в общем случае
приводят к изменению групповой скорости маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн. Сжимаемость приводит к из-
менению кривизны дисперсионных поверхно-
стей, при этом их общая форма остается
аналогичной случаю несжимаемой плазмы [48].

2.3.2. Волны в астрофизической плазме в гори-
зонтальном магнитном поле. В отсутствие внешне-
го вертикального магнитого поля линейными ре-
шениями системы (45)–(49) в приближении
стандартной f-плоскости на фоне стационара
(55) являются магнитные инерционно-гравита-
ционные волны

(62)

и магнитострофические волны

(63)

В случае отсутствия магнитного поля в системе
уравнение (62) сводится к уравнению (58), которое
описывает инерционно-гравитационные волны в
мелкой воде с учетом крупномасштабной сжимае-

мости. Магнитострофические волны не имеют
аналога в динамике нейтральной жидкости.

Линейным решением системы (45)–(49) в
приближении стандартной β-плоскости на фоне
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стационарного решения с горизонтальным маг-
нитным полем (54) является дисперсионное соот-
ношение в следующем виде:

(64)

В высокочастотном пределе решением уравнения
являются магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны с дисперсионным соотношением

(65)

а в низкочастотном пределе – волны магнито-
Россби с дисперсионным соотношением

(66)

Рассмотрим подробнее выражения (62), (63),
(65), (66). Заметим, что при условии малости вы-
соты слоя по сравнению с характерной высотой

, на которой проявляется сжимаемость, пере-
менная  переходит в высоту слоя  и дисперси-
онные соотношение переходят в аналогичные со-
отношения для несжимаемой плазмы (17), (18),
(20), (21). Сравнивая дисперсионные соотноше-
ния для магнитных инерционно-гравитационных
(62), магнитострофических волн (63) и волн маг-
нито-Россби (66) в сжимаемой среде с несжимае-
мым случаем (17), (18), заметим, что дисперсион-
ные соотношения совпадают за тем исключени-
ем, что слагаемое с внешним магнитным полем

 переходит в , а также выражение
для квадрата скорости слабых возмущений  из-
меняется на . Данные отличия в общем случае
приводят к изменению групповой скорости маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн. Сжимаемость приводит к
изменению кривизны дисперсионных поверх-
ностей, при этом их общая форма остается анало-
гичной случаю несжимаемой плазмы [48].

Общий вид дисперсионных кривых для волн
во вращающихся течениях плазмы в приближе-
нии мелкой воды с учетом крупномасштабной
сжимаемости представлен на рис. 3а, б для маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн во внешнем вертикальном
магнитном поле и в горизонтальном магнитном
поле; на рис. 3в, г для магнитных инерционно-
гравитационных волн и волн магнито-Россби во
внешнем вертикальном и в горизонтальном маг-
нитных полях.

2.3.3. Выводы. В разделе исследованы эффек-
ты сжимаемости в магнитной гидродинамике
вращающейся астрофизической плазмы в при-
ближении мелкой воды. В отличие от известных
магнитогидродинамических уравнений в при-
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ближении мелкой воды с учетом сжимаемости мы
предлагаем обобщение такой системы на случай
тонкого слоя астрофизической плазмы во внеш-
нем вертикальном магнитном поле. Отметим, что
учет вертикального магнитного поля существен-
но расширяет возможности применения прибли-
жения мелкой воды в задачах плазменной астро-
физики. Упрощенная система магнитогидроди-
намических уравнений в приближении мелкой
воды, используемая в настоящей работе, получа-
ется из исходных уравнений магнитной гидроди-
намики сжимаемой плазмы, получена усред-
нением по глубине в предположении гидроста-
тичности распределения давлений и малости
толщины слоя по отношению к характерному го-
ризонтальному линейному размеру задачи. В ре-
зультате в этом приближении фильтруются
звуковые волны и учитывается зависимость плот-
ности от давления на крупных масштабах, описы-
вающая эффекты статической сжимаемости. На
основе предложенной системы уравнений полу-
чены новые магнитогидродинамические уравне-
ния мелкой воды для сферических течений в при-
ближении β-плоскости с учетом крупномасштаб-
ной сжимаемости. Развита теория линейных волн
на основе предложенных уравнений. В случае
уравнений на f-плоскости полученные диспер-
сионные соотношения для магнитных инерци-
онно-гравитационных и магнитострофических
волн существенным образом зависят как от высо-
ты свободной поверхности, так и от величины,
характеризующей степень изменения плотности
вследствие статической сжимаемости, а также от
термодинамических характеристик плазмы. Ана-
логично в случае уравнений на β-плоскости дис-
персионные соотношения для магнитных инер-
ционно-гравитационных волн и волн магнито-
Россби во внешнем вертикальном магнитном по-
ле и в горизонтальном магнитном поле зависят
как от высоты свободной поверхности, так и от
величины, характеризующей степень изменения
плотности вследствие статической сжимаемости,
а также от термодинамических характеристик
плазмы. Кроме того, показано, что скорость рас-
пространения слабых возмущений в обеих систе-
мах также зависит от степени изменения плотно-
сти. Таким образом, исследование линейных
волн в магнитной гидродинамике вращающейся
плазмы с учетом крупномасштабной сжимаемо-
сти показывает зависимость групповых скоро-
стей магнитных инерционно-гравитационных
волн, магнитострофических волн и волн магни-
то-Россби от степени сжимаемости плазмы.

3. ЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ В ТРЕХМЕРНЫХ 
ТЕЧЕНИЯХ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ПЛАЗМЫ

В разделе 2.2 приведен учет стратификации
при исследовании волновых процессов во враща-
ющейся плазме в рамках магнитогидродинами-
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ческих уравнений мелкой воды во внешнем маг-
нитном поле. В разделе 2.3 приведен учет крупно-
масштабной сжимаемости при исследовании
волновых процессов во вращающейся плазме в
рамках магнитогидродинамических уравнений
мелкой воды во внешнем магнитном поле. Одна-
ко магнитогидродинамическая теория мелкой
воды является двумерной, что исключает верти-
кальные ускорения и учет вертикального измене-
ния горизонтальных составляющих магнитного
поля и поля скорости. Кроме того, в двумерных
уравнениях невозможно исследование таких важ-
ных для астрофизической плазмы течений, как
течения с непрерывной стратификацией. Таким
образом, для расширения области исследования
волновых процессов вращающейся плазмы мы
переходим к приближениям для трехмерных те-
чений. В разделе 3.1 рассматриваются трехмер-

ные течения в рамках магнитогидродинамиче-
ских уравнений несжимаемой стратифицирован-
ной вращающейся плазмы в приближении
Буссинеска. В разделе 3.2 рассматриваются трех-
мерные течения в рамках магнитогидродинами-
ческих уравнений сжимаемой стратифицирован-
ной плазмы в неупругом приближении. Отметим,
что трехмерность рассматриваемых систем урав-
нений позволяет произвести учет горизонталь-
ной составляющей вектора Кориолиса, что осо-
бенно важно при исследовании экваториальных
течений. Таким образом сила Кориолиса рас-
сматривается не только в приближении стандарт-
ных f- и β-плоскостей, но и в приближении не-
стандартных f- и β-плоскостей, в которых вектор
Кориолиса содержит как вертикальную компо-
ненту вдоль z, так и горизонтальную компоненту
вдоль y.

Рис. 3. Дисперсионные кривые для волн в однойслойной мелкой воде на стандартной -плоскости во внешнем верти-
кальном магнитном поле (a): магнитная инерционно-гравитационная волна без учета сжимаемости 1 –  и

с учетом крупномасштабной сжимаемости 2 – , магнитострофическая волна без учета сжимаемости 3 – 

и с учетом крупномасштабной сжимаемости 4 – ; на стандартной f-плоскости в горизонтальном магнитном поле

(б): магнитная инерционно-гравитационная волна без учета сжимаемости 1 –  и с учетом крупномасштабной

сжимаемости 2 – , магнитострофическая волна без учета сжимаемости 3 –  и с учетом крупномасштабной

сжимаемости 4 – ; на стандартной β-плоскости во внешнем вертикальном магнитном поле (в): магнитная инер-

ционно-гравитационная волна без учета сжимаемости 1 –  и с учетом крупномасштабной сжимаемости 2 –

, волна магнито-Россби без учета сжимаемости 3 –  и с учетом крупномасштабной сжимаемости 4 – ;

на стандартной -плоскости в горизонтальном магнитном поле (г): магнитная инерционно-гравитационная волна без
учета сжимаемости 1 –  и с учетом крупномасштабной сжимаемости 2 – , волна магнито-Россби без учета

сжимаемости 3 –  и с учетом крупномасштабной сжимаемости 4 – .
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3.1. Приближение Буссинеска для течений 
вращающейся стратифицированной плазмы

Приведен обзор трехмерных магнитогидроди-
намических течений вращающейся устойчиво-
стратифицированной плазмы. Трехмерность те-
чений позволяет рассматривать волновые про-
цессы в устойчиво-стратифицированном слое
плазмы с непрерывным линейным профилем
плотности. Как хорошо известно в геофизи-
ческой гидродинамике стратифицированных
вращающихся течений возникают инерционно-
гравитационные волны вследствие двух вос-
станавливающих механизмов – вращения и стра-
тификации. В рассматриваемом здесь случае маг-
нитных течений волновая картина гораздо богаче
вследствие наличия дополнительной восстанав-
ливающей силы, а именно силы Лоренца, наряду
с силой Кориолиса и силой плавучести. Кроме
того учет трехмерности позволяет детально ис-
следовать волновые процессы в магнитогидроди-
намике стратифицированной плазмы с учетом
горизонтальной составляющей силы Кориолиса,
что является особенно принципиальным при изу-
чении экваториальных течений. Отметим, что
волны Россби обнаружены именно в экватори-
альной зоне Солнца [32, 38]. Для исследования
волн в трехмерных магнитогидродинамических
течениях вращающейся стратифицированной
плазмы используется трехмерная магнитогидро-
динамическая система в приближении Бусси-
неска. Уравнения записаны в неинерциальной
системе отсчета, вращающейся вместе со слоем
плазмы со скоростью Ω:

(67)

(68)

(69)

(70)

где u – вектор скорости плазмы, b – вектор напря-
женности магнитного поля в плазме, f – вектор
Кориолиса, ρ – плотность плазмы,  – плот-
ность при равновесной температуре,  – на-
чальный профиль плотности, обеспечивающий
устойчивую стратификацию, p – давление,

. Первое уравнение системы – урав-
нение изменения импульса, второе – уравнение
переноса магнитного поля, третье – уравнение
изменения плотности, четвертое – условие без-
дивергентости поля скоростей. Введем следую-

щие переобозначения: , ,
.

Система (67)–(70) изучается в четырех различ-
ных приближениях для силы Кориолиса:

• приближение стандартной f-плоскости, в ко-
тором вектор Кориолиса f преполагается посто-
янным и направленным строго по вертикали

;

• приближение нестандартной f-плоскости [55,
79], в котором вектор Кориолиса f преполагается
постоянным и отклоненным от вертикали в плос-
кость ( ), ;

• приближение стандартной β-плоскости, в
котором предполагается, что вектор Кориолиса

 направлен по вертикали и слабо ме-
няется при малых изменениях широты θ. В таком
случае вертикальная компонента вектора раскла-
дывается в ряд , где ,

, ;

• приближение нестандартной -плоскости
[55, 79], в котором предполагается, что вектор
Кориолиса  расположен в плоскости
( ) и слабо меняется при малых изменениях
широты . В таком случае вертикальная и гори-
зонтальная компоненты вектора раскладываются
в ряд , , где ,

, , , ,
.

Система (67)–(70) имеет стационарное реше-
ние в виде покоящегося слоя плазмы с постоян-
ным магнитным полем и линейным профилем
плотности

(71)

где  – квадрат частоты Брента–Вяйсяля для
несжимаемых течений.

3.1.1. Волны в астрофизической плазме без уче-
та сферичности. В приближении стандартной
f-плоскости решением системы (67)–(70), линеа-
ризованной на фоне стационара (71), является
дисперсионное соотношение в следующем виде:

(72)
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которое описывает волны во вращающейся стратифицированной плазме в приближении Буссинеска.
Его решением являются трехмерные магнитные инерционно-гравитационные волны с дисперсион-
ным соотношением

(73)

и трехмерные магнитострофические волны с дисперсионным соотношением

(74)

В выражениях (73), (74) знак “+” соответствует
волне, распространяющейся по направлению
волнового вектора k, а знак “–” – волне, распро-
страняющейся в направлении, противоположном
k. Восстанавливающими силами найденных волн
являются сила Кориолиса, сила Лоренца и сила
плавучести. Эффекты стратификации в диспер-
сионных соотношениях (73), (74) представлены
слагаемыми с частотой Брэнта–Вяйсяля . От-
метим, что трехмерные магнитострофические
волны (74) не имеют аналога в динамике ней-
тральной жидкости, тогда как дисперсионное со-
отношение (73) в отсутствие магнитного поля
описывает гидродинамические инерционно-гра-
витационные волны. Для инерционно-гравита-
ционных волн в отсутствие магнитного поля
выполняется условие перпендикулярности груп-
повой скорости волновому вектору [119]. Иссле-
дование дисперсионного соотношения выявило,
что присутствие магнитного поля (73) это условие
нарушает, .

В частном случае горизонтальных возмущений
( ) дисперсионное уравнение (72)
принимает вид

(75)

и имеет решение в виде волн Альфвена, динамика
которых определяется силой Лоренца

(76)
и магнитогравитационных волн, динамика кото-
рых определяется силой плавучести и силой Ло-
ренца

(77)
Знак “+” соответствует волнам, распространяю-
щимся в направлении , а знак “–” – волнам,
распространяющимся в направлении, противо-
положном . Волны Альфвена (76) представляют
частный тип магнитных инерционно-гравитаци-

онных волн, распространяющихся в горизон-
тальной плоскости. Магнитогравитационные
волны (77) представляют частный тип магнито-
строфических волн, распространяющихся по го-
ризонтальной плоскости. В отсутствие магнитно-
го поля ( ) их дисперсионное соотношение
описывает гравитационные волны с частотой

Брэнта–Вяйсяля .
В частном случае вертикальных возмущений в

системе ( ) дисперсионное уравнение
(72) принимает вид

(78)

и имеет решение в виде двух магнитных инерци-
онных волн, динамика которых определяется си-
лой Лоренца и силой Кориолиса:

(79)

(80)

Знак “+” соответствует волнам, распространяю-
щимся в направлении , а знак “–” – волнам,
распространяющимся в направлении, противо-
положном . Данный тип волн явлется резо-
нансными волнами в модели мелкой воды в гори-
зонтальном магнитном поле (17), (18). Волны с
частотой  (79) представляют частный тип маг-
нитных инерционно-гравитационных волн, рас-
пространяющихся только вдоль вертикальной
компоненты волнового вектора. В отсутствие
магнитного поля ( ) их дисперсионное со-
отношение (79) принимает вид . Волны с
частотой  (80) представляют частный тип маг-
нитострофических волн, распространяющихся
только вдоль вертикальной компоненты волно-
вого вектора. В отсутствие магнитного поля
( ) их дисперсионное соотношение обраща-
ется в нуль.
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В приближении нестандартной f-плоскости
решением системы (67)–(70), линеаризованной
на фоне стационара (71), является дисперсионное
уравнение в следующем виде:

(81)

Решениями уравнения (81) являются дисперси-
онные соотношения, аналогичные полученным в
приближении f-плоскости (73), (74), описываю-
щие два типа волн: трехмерные инерционно-гра-
витационные волны и трехмерные магнитостро-
фические волны. Дисперсионное соотношение
для трехмерных магнитных инерционно-гравита-
ционных волн в приближении Буссинеска на не-
стандартной f-плоскости имеет следующий вид:

(82)

Дисперсионное соотношение для трехмерных магнитострофических волн на нестандартной -плос-
кости имеет следующий вид:

(83)

В частном случае вертикальных возмущений
в системе ( ) дисперсионное уравне-
ние (81) принимает вид аналогичный дисперси-
онному уравнению на f-плоскости (78) и имеет
решение в виде двух магнитных инерционных
волн, динамика которых определяется силой Ло-
ренца и силой Кориолиса (79), (80).

В частном случае горизонтальных возмущений
в системе ( ) дисперсионное уравне-

ние (81) принимает вид

(84)

и имеет решение в виде двумерных магнитных
инерционно-гравитационных волн с дисперси-
онным соотношением

(85)

и двумерных магнитострофических волн с дисперсионным соотношением

(86)

Знак “+” соответствует волнам, распространяю-
щимся в направлении , а знак “–” – волнам,
распространяющимся в направлении, противо-
положном . Динамика волн определяется сила-
ми Лоренца, Кориолиса и плавучести. В отличие
от стандартной f-плоскости, в силу наличия го-
ризонтальной составляющей вектора Кориолиса

 в частном случае горизонтальных течений ди-
намика волн остается прежней. Трехмерные маг-
нитные инерционно-гравитационные волны (73)
и трехмерные магнитострофические волны (74)
переходят в свои двумерные аналоги. В отсут-
ствие магнитного поля дисперсионное соотно-

шение (85) переходит в ,
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описывающее двумерные инерционно-гравита-
ционные волны [119]. Двумерные магнитостро-
фические волны не имеют аналога в динамике
нейтральной жидкости. Отметим, что порядок
величины горизонтальной составляющей силы
Кориолиса  влияет на динамику волн. Найден-
ные отличия в дисперсионных кривых, связан-
ные с горизонтальной компонентой  в нестан-
дартном приближении f-плоскости, существенно
влияют на трехволновые взаимодействия.

Общий вид дисперсионных кривых для волн
на стандартной f-плоскости при , 
представлен на рис. 4a, при ,  – на
рис. 4б. Общий вид дисперсионных кривых для
волн на нестандартной f-плоскости при ω(kx) > 0,

 представлен на рис. 4в, при ,
 – на рис. 4г.

3.1.2 Волны в астрофизической плазме с учетом
сферичности. В приближении стандартной β-плос-
кости решением системы (67)–(70), линеаризо-

Hf
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ванной на фоне стационара (71), является дис-
персионное соотношение в следующем виде:

(87)

Рассмотрим распространение волн в плоскости
( ) при условии . Дисперсионное соот-
ношение в данном приближении имеет вид

(88)

и описывает три типа волн. Первый тип волн –
магнитогравитационные волны, аналогичные
волнам на f-плоскости (77).

Второй тип волн – волны магнито-Россби с
дисперсионным соотношением [117]
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Рис. 4. Дисперсионные кривые волн на стандартной f-плоскости в приближении Буссинеска: 1 – магнитогравита-
ционная волна , 2 – волна Альфвена  (a); 1 – магнитная инерционная волна , 2 – магнитная

инерционная волна  (б). Дисперсионные кривые двумерных магнитных инерционно-гравитационных и маг-
нитострофических волн на нестандартной стандартной f-плоскости в приближении Буссинеска: 1 – магнитная
инерционно-гравитационная волна , 2 – магнитострофическая волна , 3 – магнитная

инерционно-гравитационная волна  при , 4 – магнитострофическая волна  при

 (в); 1 – магнитная инерционно-гравитационная волна , 2 – магнитострофическая волна

, 3 – магнитная инерционно-гравитационная волна  при , 4 – магнитострофиче-

ская волна  при  (г).
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которое, в случае отсутствия магнитного поля, пе-
реходит в дисперсионное соотношение для стан-
дартной гидродинамической волны Россби [54]

(90)

Третий тип волн – волны магнито-Россби с
дисперсионным соотношением

(91)

которое обращается в ноль в отсутствии магнит-
ного поля в системе.

Динамика волн магнито-Россби определяется
силой Кориолиса и силой Лоренца. Оба типа
волн магнито-Россби (89), (91) при распростра-
нении строго по  вырождаются в альфвенов-
ские волны с дисперсионным соотношением

(92)

аналогичные волнам Альфвена на f-плоскости
при  (76).

Отметим, что в низкочастотном пределе урав-
нение (87) имеет решение в виде волны магнито-
Россби, динамику которой определяют не только
сила Кориолиса и Лоренца, но и сила плавучести:

(93)

Дисперсионое соотношение (93) переходит в дис-
персионное соотношение для волны магнито-
Россби в двумерных магнитогидродинамических
течениях вращающейся плазмы на -плоскости
[54] при :

(94)

Рассмотрим переход в дисперсионном соотноше-
нии (87) к случаю гидродинамики нейтральной
вращающейся жидкости. В отсутствие магнитно-
го поля ( ) уравнение (87) принимает вид

(95)

Заметим, что для решения в низкочастотном пре-
деле можно получить выражение для частоты
трехмерной гидродинамической волны Россби в
приближении Буссинеска

(96)

которое переходит, при условии , в стан-
дартную гидродинамическую волну Россби (90).
Динамика трехмерной волны Россби (96) опреде-
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ляется не только силой Кориолиса, но и силой
плавучести.

В приближении нестандартной -плоскости
решением системы (67)–(70), линеаризованной
на фоне стационара (71), является дисперсионное
соотношение в следующем виде:

(97)

Рассмотрим распространение волн в плоскости
( ) при условии . Дисперсионное соот-
ношение в данном приближении имеет вид

(98)

При  уравнение (98) описывает два типа
волн, аналогичных волнам на нестандартной f-
плоскости: одномерные магнитные инерционно-
гравитационные волны

(99)

и одномерные магнитострофические волны

(100)

Важное отличие, связанное с нестандартным
приближением β-плоскости, которые мы можем
получить аналитически – низкочастотный пре-
дел в уравнении (97), который дает новое выраже-
ние для волны магнито-Россби:

(101)

Выражение (101), так же как и выражение (93)
описывает волны магнито-Россби, динамика ко-
торых определяется не только силами Кориолиса
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и Лоренца, но и силой плавучести, а при 
сводится к выражению аналогичному полученно-
му в работах по исследованию магнитогидро-
динамических течений вращающейся плазмы на

-плоскости в двумерной магнитогидродина-
мике [54].

Рассмотрим переход в дисперсионном соотно-
шении (97) к случаю вращающейся нейтральной
жидкости. В отсутствие магнитного поля ( )
уравнение (97) принимает вид

(102)

В низкочастотном пределе получаем выражение
для частоты трехмерной гидродинамической вол-
ны Россби в приближении Буссинеска на нестан-
дартной -плоскости

(103)

которое переходит, при условии , в стан-
дартную гидродинамическую волну Россби (90).

Общий вид дисперсионных кривых волн на
стандартной β-плоскости при ,  пред-
ставлен на рис. 5a, для  – на рис. 5б. Дис-
персионные кривые низкочастотных волн магни-
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то-Россби при  представлены на рис.
5в для стандартной бета-плоскости и на рис. 5г
для нестандартной.

3.1.3. Выводы. В разделе обсуждаются магни-
тогидродинамические волны в стратифициро-
ванной вращающейся плазме в поле силы тяже-
сти в приближении Буссинеска (в устойчиво
стратифицированном слое с линейным профи-
лем плотности). Для плоских течений на f-плос-
кости и на нестандартной f-плоскости получены
дисперсионные уравнения и найдены решения,
описывающие трехмерные магнитные инерцион-
но-гравитационные волны (73), которые в отсут-
ствие магнитного поля переходят в трехмерные
инерционно-гравитационные волны в прибли-
жении Буссинеска в нейтральной жидкости [119],
и трехмерные магнитострофические волны (74),
не имеющие аналога в гидродинамике нейтраль-
ной жидкости. Найдено, что наличие магнитного
поля нарушает условие перпендикулярности
групповой скорости инерционно-гравитацион-
ных волн волновому вектору. В частном случае
распространения трехмерных волн в горизон-
тальной плоскости ( ) магнитые инер-
ционно-гравитационные волны на f-плоскости
превращаются в волны Альфвена (76), магнито-
строфические волны на f-плоскости превраща-
ются в магнитогравитационные волны (77), маг-
нитные инерционно-гравитационные волны на
нестандартной f-плоскости превращаются в дву-

= ( ,1,1)xkk

= ( , )x yk kk

Рис. 5. Дисперсионные кривые волн на стандартной β-плоскости в приближении Буссинеска: 1 – магнитогравитаци-
онная волна , 2 – волна магнито-Россби  (a); 1 – магнитогравитационная волна , 2 – волна

Альфвена  (б). Дисперсионные кривые низкочастотных волн магнито-Россби на стандартной -плоскости

 (в) и на нестандартной β-плоскости  (г).
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мерные магнитные инерционно-гравитационные
волны (85), а магнитострофические волны на не-
стандартной f-плоскости превращаются в дву-
мерные магнитострофические волны (86). При
распространении волн на f-плоскости и на не-
стандартной f-плоскости только вдоль верти-
кальной составляющей волнового вектора ( )
магнитные инерционно гравитационные волны
превращаются в магнитные волны с частотой 
(79), а магнитострофические волны превращают-
ся в волны с частотой  (80), динамика которых
определяется только силой Лоренца и силой Ко-
риолиса. Для сферических течений на β-плоско-
сти и на нестандартнной β-плоскости также по-
лучены дисперсионные уравнения и найдены ре-
шения в виде магнитогравитационных волн (77),
одномерных магнитных инерционно-гравитаци-
онных волн (99) и одномерных магнитострофи-
ческих волн (100), аналогичных волнам в плоских
течениях, волн магнито-Россби (89), которые в
отсутствие магнитного поля превращаются в гид-
родинамические волны Россби (90), и волн маг-
нито-Россби (91), исчезающих в отсутствие маг-
нитного поля. Отметим, что в низкочастотном
пределе найдены дисперсионные соотношения
для трехмерных волн магнито-Россби на β-плос-
кости (93) и трехмерных волн магнито-Россби на
нестандартной -плоскости (101), которые в
приближении двумерных потоков ( ) опи-
сывают волны магнито-Россби (94), аналогичные
полученным в работах по исследованию магни-
тогидродинамических течений вращающейся
плазмы в приближении мелкой воды. Кроме того,
в приближении вертикальных течений ( )
дисперсионные соотношения как на -плос-
кости, так и на нестандартной β-плоскости
описывают магнитные волны, распространяю-
щиеся вдоль вертикальной составляющей вол-
нового вектора, аналогичные магнитным волнам
на f-плоскости и на нестандартной f-плоскости
(79), (80).

3.2. Неупругое приближение для течений 
сжимаемой вращающейся 

стратифицированной плазмы

Как было отмечено в разделе 2.3, сжимаемость
является принципиально важным свойством те-
чений в плазменной астрофизике и характеризует
большинство наблюдаемых объектов во Вселен-
ной. Наряду со сжимаемостью, большой интерес
представляет исследование влияния стратифика-
ции на волновые процессы в течениях астрофи-
зической плазмы. Далее описываются течения
вращающейся сжимаемой плазмы с устойчивым
непрерывно стратифицированным профилем эн-
тропии в неупругом приближении. Неупругое
приближение является одним из приближений,

= zk k

ω 1z

ω 2z

β
kz k

= zk k
β

используемых при исследовании течений с
малым числом Маха, в котором характерный
временной масштаб изучаемых течений астрофи-
зической плазмы значительно превышает время
распространения акустических волн. В неупру-
гом приближении для стратифицированной
плазмы элемент жидкости при движении по
вертикали меняет свой объем вследствие измене-
ния давления окружающей среды. Изучаются
линейные волны в трехмерных течениях сжимае-
мой стратифицированной вращающейся плазмы
в рамках системы магнитогидродинамических
уравнений в неупругом приближении. Вывод си-
стемы магнитогидродинамических уравнений в
неупругом приближении основан на методике,
предложенной в [120]. В качестве исходной ис-
пользуется полная система магнитогидродина-
мических уравнений сжимаемой плазмы при на-
личии вращения, состоящая из уравнения На-
вье–Стокса, уравнения для энтропии, уравнения
индукции для идеально проводящей плазмы, урав-
нения непрерывности, уравнения бездивергент-
ности магнитного поля и уравнения состояния.
Для удобства анализа производят переход от эн-
тропии S к потенциальной температуре θ, исполь-
зуя их простую зависимость, заданную выражени-
ем . В качестве исходного рассматри-
вается состояние равновесия плазмы (u0 = 0) в
постоянном магнитном поле ( ) при на-
личии стратификации . Возмущение исход-
ного состояния равновесия , ,

, ,  такое, что воз-
мущение плотности полагается малым ( ).
Кроме того, в уравнение Навье–Стокса вводится
новая переменная  (“reduced pressure”)
[120]. Пренебрегая всеми слагаемыми, пропорци-
ональными , за исключением слагаемых, содер-
жащих градиент , обеспечивается выполнение
условия сохранения энергии в системе, а полу-
ченная система уравнений становится удобна для
дальнейшего исследования, поскольку не вклю-
чает в явном виде слагаемых, содержащих возму-
щение плотности. Система магнитогидродина-
мических уравнений в неупругом приближении
для сжимаемой стратифицированной вращаю-
щейся плазмы имеет вид [88]
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(107)

(108)

(109)

Ключевые отличия системы уравнений в неупру-
гом приближении от уравнений в приближении
Буссинеска (67)–(70) заключаются в уравнении
энергии, записанном для потенциальной темпе-
ратуры, в уравнении непрерывности, включаю-
щем в себя исходный стратифицированный про-
филь плотности и в уравнении состояния, опре-
деляющем функцию плотности, как функцию не
только давления, но и потенциальной температу-
ры (энтропии). Таким образом, в неупругом при-
ближении изменение давления и плотности жид-
кости связаны не только с силой плавучести, как
в приближении Буссинеска, но и с изменением
потенциальной температуры (энтропии).

Система уравнений (104)–(107) допускает ана-
литическое исследование для стратифицирован-
ного слоя плазмы с исходным устойчивым линей-
ным профилем энтропии:

(110)

В этом случае уравнение состояния для невозму-
щенных величин определяет связь между плотно-
стью и потенциальной температурой следующим
образом:

(111)

Введем понятие частоты Брента–Вяйсяля в
сжимаемых течениях стратифицированной аст-
рофизической пламзы в следующем виде:

(112)

Учет сжимаемости в выражении (112) приво-
дит к зависимости частоты Брента–Вяйсяля не
только от плотности, но и от давления. Первое
слагаемое в частоте Брента–Вяйсяля  для сжи-
маемых течений в неупругом приближении с ли-
нейным профилем энтропии (112) имеет вид, ана-
логичный частоте Брента–Вяйсяля в приближе-
нии Буссинеска , где  –
постоянная фоновая плотность, а  – линейный
профиль плотности, обеспечивающий устойчи-
вую стратификацию. В случае сжимаемых тече-
ний в неупругом приближении предполагается
стратификация исходного профиля плотности

, обеспечивающая линейность и устойчи-
вость профиля энтропии ( ). Таким
образом для удобства дальнейшего анализа мы
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обозначим первое слагаемое в (112) в следующем
виде:

(113)

Кроме того введем следующие переобозначе-
ния для потенциальной температуры и магнитно-
го поля

Магнитогидродинамические уравнения в не-
упругом приближении (104)–(107) записаны для
полной силы Кориолиса. Для дальнейшего ис-
следования используем четыре различных при-
ближения силы Кориолиса, описанные в разде-
ле 3.1: приближение стандартной f-плоскости,
приближение нестандартной f-плоскости, при-
ближение стандартной β-плоскости, приближе-
ние нестандартной β-плоскости.

3.2.1. Волны в астрофизической плазме без уче-
та сферичности. В приближении стандартной
f-плоскости решением системы (104)–(107), ли-
неаризованной на фоне стационарного состоя-
ния покоящегося слоя плазмы с постоянным маг-
нитным полем и линейным профилем энтропии
(110), является дисперсионное соотношение

(114)

При условии когда в состоянии покоя магнитное
поле направлено вдоль вертикальной координаты
z ( ), дисперсионное уравнение (114)
принимает вид

(115)

и его решение включает два типа волн: трехмер-
ные сжимаемые магнитные инерционно-грави-
тационные волны и трехмерные сжимаемые маг-
нитострофические волны. Дисперсионное урав-
нение для трехмерных сжимаемых магнитных
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инерционно-гравитационных волн в неупругом
приближении имеет вид

(116)

Выражение (116) имеет вид аналогичный диспер-
сионному соотношению для трехмерных магнит-
ных инерционно-гравитационных волн в при-
ближении Буссинеска (73). Однако принципи-
альным отличием является присутствие в (116)
частоты Брента–Вяйсяля для сжимаемых тече-
ний , которая зависит как от исходного профи-
ля плотности, так и от исходного профиля давле-
ния. Таким образом для волн, описываемых
дисперсионным соотношением (116) восстанав-
ливающими механизмами являются не только
вращение, магнитное поле и гравитация, но и
сжимаемость. В частном случае отсутствия верти-
кального магнитного поля ( ) выражение
(116) переходит в дисперсионное соотношение
для трехмерных инерционно-гравитационных
волн в нейтральной жидкости

(117)

Дисперсионное соотношение для трехмерных
магнитострофических волн в неупругом прибли-
жении имеет вид

(118)

Также как и в случае трехмерных магнитных
инерционно-гравитационных волн, трехмерные
магнитострофические волны в неупругом при-
ближении описываются дисперсионным уравне-
нием, аналогичным дисперсионному уравнению
в приближении Буссинеска (74), с учетом эффек-
тов сжимаемости в частоте Брента–Вяйсяля .

В случае двумерных возмущений, направлен-
ных только в горизонтальном направлении
( ), дисперсионное уравнение (114) прини-
мает вид

(119)
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и допускает решение в виде двух типов волн. Пер-
вый тип – волны Альфвена с дисперсионным со-
отношением

(120)
Второй тип – двумерные магнитогравитацион-
ные волны в неупругом приближении с диспер-
сионным соотношением

(121)
Выражение (121) в отсутствие магнитного поля
описывает сжимаемые гравитационные волны в
нейтральной жидкости в неупругом приближе-

нии с частотой .
В противоположном случае одномерных вер-

тикальных возмущений ( ) дисперсионное
уравнение (114) записывается в виде

(122)

и описывает два типа магнитных инерционной
гравитационных волн, аналогичных волнам в
приближении Буссинеска (79), (80).

Общий вид дисперсионных кривых сжимае-
мых волн на стандартной f-плоскости при ,

 представлен на рис. 6а для магнитных
инерционно-гравитационных и магнитострофи-
ческих волн и на рис. 6б для волн Альфвена и
магнитогравитационных волн.

В приближении нестандартной f-плоскости
решением системы (104)–(107), линеаризован-
ной на фоне стационарного состояния покояще-
гося слоя плазмы с постоянным магнитным по-
лем и линейным профилем энтропии (110), явля-
ется дисперсионное соотношение

(123)

Проанализируем решение полученного диспер-
сионного уравнения в частных случаях. Рассмот-
рим возмущение, направленное вдоль тороидаль-
ной компоненты магнитного поля . Тогда дис-
персионное уравнение (123) принимает вид

(124)

В неупругом приближении слагаемое с массовой
силой в уравнении на z-компоненту скорости со-
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держит потенциальную температуру, зависящую
как от плотности, так и от давления. Уравнение
непрерывности в неупругом приближении вклю-
чает в себя исходный профиль плотности, в то
время как в приближении Буссинеска является
условием бездивергентности поля скоростей. Та-
ким образом в неупругом приближении диспер-
сионное уравнение волн (123) на нестандартной
f-плоскости имеет значительное отличие в выра-
жениях при первой и третьей степени частоты,
что в частном случае распространения волн вдоль
тороидального магнитного поля приводит к по-
явлению новых типов сжимаемых магнитных
инерционно-гравитационных волн.

Соотношение (123) описывает три типа волн.
Первый тип волн – одномерные волны Альфвена
с дисперсионным соотношением

(125)

Второй тип линейных волн – сжимаемые магнит-
ные инерционно-гравитационные волны с дис-
персионным соотношением в следующем виде:

(126)

Выражение (126) значительно отличается от дис-
персионного соотношения (116) для сжимаемых
магнитных инерционно-гравитационных волн,
полученных в предыдущем разделе, а также и от
дисперсионного соотношения для магнитных
инерционно-гравитационных волн в приближе-
нии Буссинеска (82). Однако восстанавливающие
механизмы для волн, описываемых выражения-
ми (126) и (116), одинаковы. Тем не менее выра-
жение (126) описывает физические эффекты,
сопровождающие сжимаемые магнитные инер-
ционно-гравитационные волны в неупругом при-
ближении с новым законом дисперсии, восста-
навливающими механизмами которых являются
вращение, гравитация, магнитное поле и сжима-
емость. Отметим, что исходный профиль плотно-
сти связан непосредственно с горизонтальной со-
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= .A x xx
B k

θω + + −
1

2 4 2
2 2 2
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ставляющей силы Кориолиса. Такая связь обсу-
ловлена учетом эффектов сжимаемости и
горизонтальной компоненты вектора Кориолиса,
а также распространением волн вдоль тороидаль-
ного магнитного поля. В предположении отстут-
ствия стратификации плотности ( ) вклад
силы инерции в дисперсионное соотношение
(126) исчезает и оно описывает одномерные сжи-
маемые магнитогравитационные волны в неупру-
гом приближении с частотой:

(127)

где .
В частном случае отсутствия магнитного поля

( ) дисперсионное соотношение (126)
представимо в виде

(128)

и описывает одномерные сжимаемые инерцион-
но-гравитационные волны в нейтральной жидко-
сти. Дисперсионное соотношение (128) в предпо-
ложении отстутствия стратификации плотности
( ) описывает сжимаемые гравитационные
волны в неупругом приближении с частотой

.
Третий тип волн – сжимаемые магнитные

инерционно-гравитационные волны с дисперси-
онным соотношением

(129)

аналогичным полученному выше (126) с точно-
стью до знака перед корнем. В предположении
отстутствия стратификации плотности ( )
данный тип волн переходит в сжимаемые магни-
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Рис. 6. Дисперсионные кривые волн на стандартной f-плоскости в неупругом приближении: 1 – сжимаемая магнит-
ная инерционно-гравитационная волна  и 2 – сжимаемая магнитострофическая волна  (a); 1 – сжимае-

мая магнитогравитационная волна  и 2 – волна Альфвена  (б).
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тогравитационные волны в неупругом приближе-
нии с частотой

(130)

В частном случае отсутствия магнитного поля
( ) выражение (129) описывает сжимаемые
инерционно-гравитационные волны в нейтраль-
ной жидкости с частотой

(131)

В случае полного отсутствия стратификации
( , ) оба типа волн (126), (129) пере-
ходят в одномерные волны Альфвена с частотой

.
В случае полоидального магнитного поля в со-

стоянии покоя и одномерного возмущения, на-
правленного вдоль магнитного поля, дисперси-
онное уравнение (123) принимает вид

(132)

и описывает два типа волн: одномерные магнит-
ные инерционно-гравитационные волны и одно-
мерные магнитострофические волны. Дисперси-
онное соотношение для одномерных магнитных
инерционно-гравитационных волн в неупругом
приближении имеет следующий вид:

(133)

Такой тип волн, также как и в случае трерхмер-
ных магнитных инерционно-гравитационных
волн на стандартной f-плоскости (116), является

θω − −
2

2 2 2

0
= .mgr x xx

B k N

0
= 0xB

θω − −
2

2 4 2
2

2 2= .
2 4

H H
igx

x x

N f N f N
gk g k

θ
2 = 0N 2 = 0N

ω ±
0

=A x xx
B k

θ

θ

 ω − + − ω + 
 + − 

4 2 2 2 2 2

0
2 2 2 2 2

0 0

2

= 0

y y H

y y y y

B k f N

B k B k N

θ

θ


ω ± + − +




  + − +    

22
2 2

0

1/2
22

2 2 2 2

0

=
2 2

.
2

H
mig y yy

H
y y H

NfB k

f N B k f

сжимаемым одномерным аналогом одномерных
магнитных инерционно-гравитационных волн
в приближении Буссинеска (82). В частном слу-
чае отсутствия магнитного поля ( ) выра-
жение (133) переходит в дисперсионное соотно-
шение для одномерных инерционно-гравитаци-
онных волн в нейтральной жидкости

(134)

Дисперсионное соотношение для одномерных
магнитострофических волн имеет вид

(135)

аналогичный дисперсионному соотношению для
одномерных магнитострофических волн в при-
ближении Буссинеска (83), с учетом эффектов
сжимаемости, представленных частотой Брента–
Вяйсяля .

Общий вид дисперсионных кривых сжимае-
мых волн на нестандартной f-плоскости пред-
ставлен на рис. 7a при ,  и на рис. 7б
при , .

3.2.2. Волны в астрофизической плазме с учетом
сферичности. В приближении стандартной -плос-
кости решением системы (104)–(107), линеари-
зованной на фоне стационарного состояния по-
коящегося слоя плазмы с постоянным магнит-
ным полем и линейным профилем энтропии
(110), является дисперсионное соотношение
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Рис. 7. Дисперсионные кривые волн на нестандартной f-плоскости в неупругом приближении: 1 – сжимаемая маг-
нитная инерционно-гравитационная волна  и 2 – волна Альфвена  (a); 1 – сжимаемая магнитная инерцион-

но-гравитационная волна  и 2 – сжимаемая магнитострофическая волна  (б).
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(136)

В случае двумерных возмущений, направлен-
ных только в горизонтальном направлении
( ), дисперсионное уравнение (136) прини-
мает вид

(137)

Выражение (137) описывает три типа волн.
Первый тип – сжимаемые магнитогравитацион-
ные волны в неупругом приближении, аналогич-
ные волнам на f-плоскости (121). Второй тип –
волны магнито-Россби, которые в отсутствие
магнитного поля переходят в стандартные гидро-
динамические волны Россби. Эти волны анало-
гичны волнам магнито-Россби (89) в приближе-
нии Буссинеска. Третий тип – волны магнито-

Россби, не имеющие аналога в динамике ней-
тральной жидкости. Эти волны аналогичны вол-
нам магнито-Россби (91) в приближении Бусси-
неска.

В случае одномерных возмущений, направ-
ленных только вдоль полоидальной составляю-
щей магнитного поля, дисперсионное уравнение
(136) принимает вид

(138)

Выражение (138) описывает два типа волн: одно-
мерные волны Альфвена с дисперсионным соот-
ношением

(139)

и одномерные сжимаемые магнитогравитацион-
ные волны в неупругом приближении с диспер-
сионным соотношением

(140)

В низкочастотном пределе уравнение (136)
описывает сжимаемую трехмерную волну магни-
то-Россби в неупругом приближении с дисперси-
онным соотношением в следующем виде:

(141)

Выражение (141) учитывает эффекты сжимаемо-
сти в низкочастотных трехмерных волнах Россби,
вследствие зависимости частоты Брента–Вяйся-
ля для сжимаемых течений  не только от исход-
ного профиля плотности, но и от исходного
профиля давления. Дисперсионное соотноше-
ние (141) имеет вид, аналогичный дисперсионно-
му соотношению для трехмерных низкочастот-
ных волн магнито-Россби в приближении Бусси-
неска (93). Однако в результате учета эффектов
сжимаемости в неупругом приближении выраже-
ние (141) имеет дополнительное слагаемое в зна-
менателе, связанное со стратификацией плотно-
сти, которое исчезает, если в состоянии покоя
магнитное поле направлено вдоль вертикали.

Общий вид дисперсионных кривых сжимае-
мых волн на стандартной β-плоскости представ-
лен на рис. 8a при ,  для сжимаемой
магнитогравитационной волны и волны Альфве-
на, на рис. 8б–г для сжимаемой низкочастотной
волны магнито-Россби при  (б),

 (в),  (г).
В приближении нестандартной β-плоскости

решением системы (104)–(107), линеаризован-

ной на фоне стационарного состояния покояще-
гося слоя плазмы с постоянным магнитным по-
лем и линейным профилем энтропии (110), явля-
ется дисперсионное соотношение

(142)
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Проанализируем решение полученного диспер-
сионного уравнения в частных случаях. Рассмот-
рим исходное состояние равновесия с тороидаль-
ным магнитным полем. Для двумерных возмуще-
ний, направленных только в горизонтальном
направлении ( ), таких что  и слагае-

мые , , дисперсионное уравне-
ние (142) принимает вид

(143)

и допускает решение в виде четырех типов волн.
Первый и второй тип – волны магнито-Россби,
аналогичные волнам магнито-Россби на стан-
дартной β-плоскости (и соответственно волнам
магнито-Россби в приближении Буссинеска (89),
(91)), с учетом однокомпонентности магнитного
поля ( ). Третий тип – сжимаемые
магнитные инерционно-гравитационные волны
с дисперсионным соотношением в следующем
виде:

(144)

Дисперсионное соотношение (144) аналогично
полученному при изучении волн на нестандарт-
ной f-плоскости (126).
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Четвертый тип – сжимаемые магнитные инер-
ционно-гравитационные волны с дисперсион-
ным соотношением в следующем виде:

(145)

Дисперсионное соотношение (145) аналогично
полученному при изучении волн на нестандарт-
ной f-плоскости (129).

В случае, когда в состоянии покоя магнитное
поле полоидально и одномерные возмущения на-
правлены вдоль магнитного поля, дисперсионное
уравнение (142) записывается в виде

(146)

В неупругом приближении слагаемое с массовой
силой в уравнении на z-компоненту скорости со-
держит потенциальную температуру, зависящую
как от плотности, так и от давления. Уравнение
непрерывности в неупругом приближении вклю-
чает в себя исходный профиль плотности, в то
время как в приближении Буссинеска является
условием бездивергентности поля скоростей. Та-
ким образом в неупругом приближении диспер-
сионное уравнение волн на нестандартной
β-плоскости (142) имеет значительное отличие в
выражениях при первой, второй и третьей степе-
ни частоты, что в частном случае распростране-
ния волн вдоль полоидального магнитного поля
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Рис. 8. Дисперсионные кривые волн на стандартной β-плоскости в неупругом приближении: 1 – сжимаемая магнитогра-
витационная волна  и 2 – волна Альфвена  (a); сжимаемая низкочастотная волна магнито-Россби  (б–г).
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(146) приводит к появлению новых типов сжима-
емых магнитных инерционно-гравитационных и
сжимаемых магнитострофических волн.

Дисперсионное соотношение для сжимаемых
магнитных инерционно-гравитационных волн
имеет следующий вид:

(147)

Выражение (147) имеет вид, аналогичный дис-
персионному соотношению для сжимаемых
магнитных инерционно-гравитационных волн,
полученных в предыдущих разделах. Однако
дисперсионное соотношение (147) имеет допол-
нительные слагаемые, включающие в себя пара-
метр β, характерный для волн магнито-Россби,
которые непосредственно связаны с градиентом
профиля плотности и горизонтальной составля-
ющей силы Кориолиса. Такая связь обусловлена
учетом эффектов сжимаемости и горизонтальной
компоненты вектора Кориолиса, а также распро-
странением волн вдоль полоидального магнитно-
го поля. В предположении отстутствия стратифи-
кации плотности ( ) дисперсионное соот-
ношение (147) описывает одномерные магнитные
инерционно-гравитационные волны, аналогич-
ные волнам на нестандартной f-плоскости (133).
В частном случае отсутствия магнитного поля
( ) дисперсионное соотношение (147) опи-
сывает новый тип сжимаемых инерционно-гра-
витационных волны в нейтральной жидкости с
частотой

(148)

Выражение (148) в предположении отсутствия
стратификации плотности ( ) переходит в
выражение (134), которое также описывает инер-
ционно-гравитационные волны в нейтральной
жидкости.

Дисперсионное соотношение для сжимаемых
магнитострофических волн, являющееся реше-
нием дисперсионного уравнения (146) имеет сле-
дующий вид:
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(149)

Волны, описываемые дисперсионным соотноше-
нием (149), не имеют аналога в динамике ней-
тральной жидкости. Выражение (149) имеет вид
аналогичный дисперсионному соотношению для
сжимаемых магнитострофических волн, полу-
ченных в предыдущих разделах. Однако диспер-
сионное соотношение (149) включает в себя пара-
метр β, характерный для волн магнито-Россби,
который как и в случае со сжимаемыми магнит-
ными инерционно-гравитационными волнами с
частотой (147), неразрывно связан с градиентом
профиля плотности и горизонтальной состав-
ляющей силы Кориолиса. В предположении от-
стутствия стратификации плотности ( )
дисперсионное соотношение (149) описывает
одномерные сжимаемые магнитострофические
волны, аналогичные волнам на нестандартной
f-плоскости (135). В случае полного отсутствия
стратификации ( , ) оба типа волн
(147), (149) переходят в одномерные волны Альф-
вена с частотой .

В низкочастотном пределе дисперсионное
уравнение (142) допускает решение в виде сжима-
емой трехмерной волны магнито-Россби в не-
упругом приближении с частотой

(150)

Выражение (150) учитывает эффекты сжимаемо-
сти в низкочастотных трехмерных волнах Россби,
вследствие зависимости частоты Брента–Вяйся-
ля для сжимаемых течений  не только от исход-
ного профиля плотности, но и от исходного про-
филя давления. Дисперсионное соотношение
(150) имеет вид, аналогичный дисперсионному
соотношению для трехмерных низкочастотных
волн магнито-Россби в приближении Буссинеска
на нестандартной β-плоскости (101). Кроме того
в результате учета эффектов сжимаемости в не-
упругом приближении выражение (150) имеет до-
полнительное слагаемое в знаменателе, связан-
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ное со стратификацией плотности, которое, од-
нако, не исчезает при отсутствии горизонтальных
компонент магнитного поля, как в случае стан-
дартного приближения β-плоскости.

Общий вид дисперсионных кривых сжимае-
мых волн на нестандартной β-плоскости пред-
ставлен на рис. 9a при , , на рис. 9б
при , , на рис. 9в при 

, на рис. 9г при  , на
рис. 9д при  .

3.2.3. Выводы. Приведен обзор системы маг-
нитогидродинамических уравнений сжимаемой
вращающейся плазмы с устойчивой стратифика-
цией в поле силы тяжести в неупругом приближе-
нии. Рассмотрены магнитогидродинамические
течения в слое сжимаемой устойчиво стратифи-
цированной вращающейся плазмы с линейным
профилем энтропии в неупругом приближении.

ω > 0 = xk k
ω > 0 = yk k ω > 0

= ( ,1,1)xkk ω > 0 = (1, ,1)ykk
ω > 0 = (1,1, )zkk

Приведена теория линейных волн в сжимаемых
течениях на стандартной и нестандартной f-плос-
костях, получены дисперсионные уравнения и
найдены решения, описывающие различные ти-
пы волн. В приближении f-плоскости найдены
дисперсионные соотношения, описывающие
следующие типы волн: сжимаемые трехмерные
магнитные инерционно-гравитационные волны
(116), которые в отсутствие магнитного поля пе-
реходят в сжимаемые трехмерные инерционно-
гравитационные волны в нейтральной жидкости
в неупругом приближении (117); трехмерные маг-
нитострофические волны (118), не имеющие ана-
лога в гидродинамике нейтральной жидкости;
двумерные волны Альфвена (120); двумерные
сжимаемые магнитогравитационные волны (121);
вертикальные магнитные волны, аналогичные
найденным в приближении Буссинеска (79), (80).
На нестандартной f-плоскости найдены диспер-

Рис. 9. Дисперсионные кривые волн на нестандартной β-плоскости в неупругом приближении: 1 – волна магнито-
Россби , 2 – волна Альфвена  (a); 1 – сжимаемая магнитная инерционно-гравитационная волна , 2 –

сжимаемая магнитострофическая волна  (б); сжимаемая низкочастотная волна магнито-Россби  при

 (в); сжимаемая низкочастотная волна магнито-Россби  при  (г); сжимаемая низкоча-

стотная волна магнито-Россби  при  (д).

k = (kx, 1, 1) k = (1, ky, 1)

k = (1, 1, kz)

(a) (б)

(в) (г)

(д)

�

�

� �

�

kx ky

1

1

1

2
2

2

ω
1MR ωAy β

ωmig

β
ωmstr ω

3'DMR

= ( ,1,1)xkk ω
3'DMR

= (1, ,1)ykk

ω
3'DMR

= (1,1, )zkk



242

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 49  № 3  2023

ФЕДОТОВА и др.

сионные соотношения, описывающие следую-
щие типы волн: одномерные волны Альфвена
(125); одномерные сжимаемые магнитные инер-
ционно-гравитационные волны с новыми зако-
нами дисперсии (126), (129), которые при равен-
стве нулю горизонтальной компоненты вектора
Кориолиса переходят в одномерные сжимаемые
магнитогравитационные волны в (127), (130), а в
отсутствие магнитного поля переходят в сжимае-
мые инерционно-гравитационные волны с новы-
ми законами дисперсии (128), (131); одномерные
сжимаемые магнитные инерционно-гравитаци-
онные (133) и магнитострофические волны (135),
аналогичные найденным волнам в приближении
Буссинеска (99), (100), с точностью до слагаемых
с частотой Брента–Вяйсяля для сжимаемых тече-
ний. Эффекты сжимаемости в найденных типах
волн представлены слагаемыми с частотой Брен-
та–Вяйсяля  для сжимаемых стратифициро-
ванных течений, зависящей как от исходного
профиля плотности, так и от исходного профиля
давления. Для сферических течений в приближе-
нии стандартной и нестандартной β-плоскостях
также развита теория линейных волн и получены
дисперсионные уравнения. В приближении стан-
дартной β-плоскости получены дисперсионные
соотношения, описывающие следующие типы
волн: двумерные сжимаемые магнитогравитаци-
онные волны (121); волны магнито-Россби (89),
(91), аналогичные волнам в приближении Бусси-
неска; одномерные волны Альфвена (139); низко-
частотные сжимаемые трехмерные волны магни-
то-Россби (141). В приближении нестандартной
β-плоскости получены дисперсионные соотно-
шения, описывающие следующие типы волн:
волны магнито-Россби, аналогичные волнам на
β-плоскости; двумерные сжимаемые магнитные
инерционно-гравитационные волны с новыми
законами дисперсии (144), (145), аналогичные
волнам на нестандартной f-плоскости; одномер-
ные сжимаемые магнитные инерционно-грави-
тационные (147) и магнитострофические (149)
волны с новыми законами дисперсии, включаю-
щими слагаемые с параметром β; низкочастотные
сжимаемые трехмерные волны магнито-Россби
(150). Эффекты сжимаемости в найденных типах
волн представлены слагаемыми с частотой Брен-
та–Вяйсяля  для сжимаемых стратифициро-
ванных течений, зависящей как от исходного
профиля плотности, так и от исходного профиля
давления.

4. НЕЛИНЕЙНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ВОЛН В ПЛАЗМЕННОЙ АСТРОФИЗИКЕ

Исследование нелинейных взаимодействий
волн вносит вклад в развитие теории различных
процессов в плазменной астрофизике, в частно-

θ
2N

θ
2N

сти солнечных сезонов и космической погоды.
Нелинейные взаимодействия волн магнито-
Россби связывают с длительностью солнечного
цикла. Нерегулярные переходы по амплитудам
волн напоминают наблюдаемые временные ряды
солнечной активности [63]. Развитие слабонели-
нейной теории найденных типов волн в двумер-
ных и трехмерных вращающихся течениях астро-
физической плазмы состоит из выявления
трехволновых взаимодействий, вывода ампли-
тудных уравнений и инкрементов неустойчиво-
сти для случая распада и усиления волн [43, 77].
Для существования нелинейного взаимодействия
между тремя волнами с волновыми векторами ,

 и  и частотами ,  и , необходи-
мо, чтобы их дисперсионные соотношения удо-
влетворяли условию синхронизма [121]

(151)

Чтобы определить, существуют ли такие три вол-
ны, удовлетворяющие условию синхронизма (151),
используется качественный анализ дисперсион-
ных кривых волн. На графике  необходимо
изобразить две дисперсионные кривые, смещен-
ные друг относительно друга. Первое слагаемое

 в условии синхронизма (151) задает точку
( ) на дисперсионной кривой. На смещен-
ной дисперсионной кривой слагаемое  зада-
ет точку ( ). Если при смещении относи-
тельно начала координат одной из дисперсион-
ных кривых она пересечет другую в некоторой
точке ( ), то это будет означать выполнение
условия синхронизма [121]. Таким образом для
всех найденных типов волн необходимо проана-
лизировать их дисперсионные кривые на выпол-
нение условия синхронизма.

Для каждой возможной конфигурации
трехволнового взаимодействия существует систе-
ма амплитудных уравнений, предполагающая на-
личие неустойчивостей типа распад и усиление.
Вывод системы уравнений для амплитуд трех вза-
имодействующих волн, удовлетворяющих усло-
вию синхронизма (151), производится ассимпто-
тическим методом многих масштабов. Детальное
описание метода многих масштабов в магни-
тогидродинамических течениях вращающейся
плазмы можно найти в [122]. Решение исследуе-
мой системы представляется в виде ряда по мало-
му параметру ε

(152)

где  – стационарное решение исследуемой си-
стемы,  – решение линеаризованной исследуе-
мой системы,  – поправка, описывающая влия-
ние квадратичной нелинейности. Выписав слага-
емые, пропорциональные , получим систему
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линейных неоднородных дифференциальных
уравнений относительно , содержащую в пра-
вой своей части резонансные слагаемые, приво-
дящие к линейному росту решения (по времени и
по координате). Таким образом, нарушается
условие сходимости ряда (152)  на боль-
ших масштабах. Поэтому, чтобы исключить вли-
яние резонансных слагаемых, введем зависи-
мость амплитуды волны от больших временных и
больших пространственных масштабов в виде

. Эволюцион-
ное уравнение для медленно меняющейся ампли-
туды обеспечивает равномерную сходимость
асимптотического ряда. Перейдем, таким обра-
зом, от аргументов  к “быстрым”  и
“медленным” аргументам  в соответ-
ствии с соотношениями

(153)

Подставим в исходную систему выражения (152)
и (153) и выпишем слагаемые, пропорциональ-
ные . В правой части полученной системы урав-
нений будут стоять нелинейные слагаемые, кото-
рые могут вызвать резонанс с опреатором левой
части. Представим решение линейной системы
уравнений в виде суммы трех волн, удовлетворя-
ющих условию синхронизма (151). Для исключе-
ния резонансных слагаемых в правой части необ-
ходимо воспользоваться условием ортогонально-
сти правой части системы ядру оператора левой
части, известным как условие совместности. Вы-
писав условие совместности для каждого незави-
симого решения, получим систему уравнений на
амплитуды взаимодействующих волн.

Cистема уравнений на амплитуды  взаи-
модействующих волн является универсальной
для описания неустойчивостей трехволновых
взаимодействий [123] и имеет вид

(154)

(155)

(156)

где  – дифференциальные операторы по “мед-
ленным” аргументам ,

(157)

Коэффициенты  зависят только
от начальных условий и характеристик взаимо-
действующих волн.
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Система амплитудных уравнений для взаимо-
действующих волн имеет общий вид (154)–(156) и
в предельных случаях описывает два следующих
варианта изменения системы [123]:

• распад волны с частотой  на две волны с
частотами  и : данная неустойчивость
реализуется, когда амплитуда одной из волн мно-
го больше амплитуд двух других волн ( ,

); инкремент такой неустойчивости имеет
вид: ;

• линейный рост волны с частотой  в ре-
зультате усиления двумя волнами с частотами

 и : такой линейный рост одной из
взаимодействующих волн реализуется, когда ее
амплитуда много меньше амплитуд двух других
волн ( ,  ); в таком случае ам-
плитуда волны возрастает линейно по медленно-
му времени  со скоростью .

Несмотря на общий вид амплитудных уравне-
ний (154)–(156) и инкрементов неустойчивости,
они различны для каждого типа трехволновых
взаимодействий. Различие в неявном виде пред-
ставлено в коэффициентах , ко-
торые не только могут иметь различные выраже-
ния, но и содержат в неявном виде собственные
вектора и частоты, характерные для определенно-
го типа волны. Таким образом, полученные в [43,
48, 49, 77, 78, 88] амплитудные уравнения для
приведенных ниже нелинейных взаимодействий
различны для каждой конфигурации из трех вза-
имодействующих волн. Инкременты неустойчи-
востей, полученные в [43, 48, 49, 77, 78, 88], и ско-
рости линейного роста также отличаются для
каждого случая трехволнового взаимодействия.
Далее в разделах 4.1 и 4.2 показаны все возмож-
ные варианты трехволновых взаимодействий для
найденных типов волн и описаны распадные не-
устойчивости и линейный рост амплитуд в специ-
альных начальных условиях. Детальное описание
слабонелинейной теории волн во вращающихся
течениях астрофизической плазмы, содержащий
выражения для коэффициентов ,
представлено в работах [43, 48, 49, 77] для двумер-
ных течений и в работах [78, 88] для трехмерных
течений.

4.1. Нелинейные взаимодействия волн 
в двумерных вращающихся течениях

4.1.1. Приближение однослойной мелкой воды
для несжимаемой нестратифицированной вращаю-
щейся плазмы. Проанализируем дисперсионные
соотношения магнитных инерционно-гравита-
ционных и магнитострофических волн в мелкой
воде на стандартной f-плоскости. Для волн во
внешнем вертикальном магнитном поле, как и
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для волн в горизонтальном магнитном поле усло-
вие синхронизма выполняется для следующих
конфигураций трех волн:

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и магнитострофическая волна в мел-
кой воде во внешнем вертикальном магнитном
поле (рис. 10a) и в горизонтальном магнитном по-
ле (рис. 10б);

• две магнитострофические волны и магнит-
ная инерционно-гравитационная волна в мелкой
воде во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 10в) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 10г).

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и магни-
тострофических волн в мелкой воде во внешнем
вертикальном магнитном поле возможно возник-
новение следующих неустойчивостей:

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитострофическую и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну;

• распад магнитострофической волны на маг-
нитную инерционно-гравитационную и магни-
тострофическую волны.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и магнитострофических

волн в мелкой воде в горизонтальном магнитном
поле возможно возникновение следующих не-
устойчивостей:

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитострофическую и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну;

• распад магнитострофической волны на маг-
нитную инерционно-гравитационную и магни-
тострофическую волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния магнитных инерционно-гравитационных
волн и волн магнито-Россби в мелкой воде на
стандартной β-плоскости. Для волн во внешнем
вертикальном магнитном поле, как и для волн в
горизонтальном магнитном поле условие синхро-
низма выполняется для следующих конфигура-
ций трех волн:

• три волны магнито-Россби в мелкой воде
во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 11а) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 11б);

• две волны магнито-Россби и магнитная
инерционно-гравитационная волна в мелкой во-
де во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 11в) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 11г);

Рис. 10. Условие синхронизма для трех волн в однослойной мелкой воде: две магнитные инерционно-гравитационные
волны и магнитострофическая волна во внешнем вертикальном магнитном поле (a): 1 – , 2 –

; в горизонтальном магнитном поле (б): 1 – , 2 – ;

две магнитострофические волны и магнитная инерционно-гравитационная волна во внешнем вертикальном магнит-
ном поле (в): 1 – , 2 – ; в горизонтальном магнитном поле (г): 1 – , 2 –

.
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• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и волна магнито-Россби в мелкой воде
во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 11д) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 11е).

Важно отметить, что в силу различия в дина-
мике магнитных инерционно-гравитационных
волн в мелкой воде на β-плоскости и магнитных
инерционно-гравитационных волн в мелкой воде
на f-плоскости, в случае β-плоскости условие

синхронизма не выполняется для трех магнитных
инерционно-гравитационных волн [113].

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и волн
магнито-Россби в мелкой воде во внешнем верти-
кальном магнитном поле возможно развитие воз-
никновений следующих неустойчивостей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или магнитной инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

Рис. 11. Условие синхронизма для трех волн в однослойной мелкой воде: три волны магнито-Россби во внешнем вер-
тикальном магнитном поле (a): 1 – , 2 – ; три волны магнито-Россби в горизон-

тальном магнитном поле (б): 1 – , 2 – ; две волны магнито-Россби и магнитная

инерционно-гравитационная волна во внешнем вертикальном магнитном поле (в): 1 – , 2 –

; две волны магнито-Россби и магнитная инерционно-гравитационная волна в горизон-

тальном магнитном поле (г): 1 – , 2 – ; две магнитные инерционно-гравитаци-

онные волны и волна магнито-Россби во внешнем вертикальном магнитном поле (д): 1 – , 2 –

; две магнитные инерционно-гравитационные волны и волна магнито-Россби в горизон-

тальном магнитном поле (е): 1 – , 2 – .
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• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и волн магнито-Россби в
мелкой воде в горизонтальном магнитном поле
возможно возникновение следующих неустойчи-
востей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или магнитную инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационной волну.

4.1.2. Приближение двуслойной мелкой воды
для несжимаемой стратифицированной вращаю-
щейся плазмы. Проанализируем дисперсионные
соотношения магнитных инерционно-гравита-
ционных волн и волн магнито-Россби с учетом
эффектов стратификации в двуслойной мелкой
воде на стандартной β-плоскости. Для волн во
внешнем вертикальном магнитном поле, как и
для волн в горизонтальном магнитном поле усло-
вие синхронизма выполняется для следующих
конфигураций трех волн:

• три волны магнито-Россби в двуслойной
мелкой воде во внешнем вертикальном магнит-
ном поле (рис. 12а) и в горизонтальном магнит-
ном поле (рис. 12б);

• две волны магнито-Россби и магнитная
инерционно-гравитационная волна в двуслойной
мелкой воде во внешнем вертикальном магнит-
ном поле (рис. 12в) и в горизонтальном магнит-
ном поле (рис. 12г);

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и волна магнито-Россби в двуслойной
мелкой воде во внешнем вертикальном магнит-
ном поле (рис. 12д) и в горизонтальном магнит-
ном поле (рис. 12е).

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и волн
магнито-Россби в двуслойной мелкой воде во
внешнем вертикальном магнитном поле возмож-
но возникновение следующих неустойчивостей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или на магнитную инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и волн магнито-Россби в
мелкой воде в горизонтальном магнитном поле
возможно возникновение следующих неустойчи-
востей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или на магнитную инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну.

4.1.3. Приближение однослойной мелкой воды
для нестратифицированной вращающейся плазмы с
учетом крупномасштабной сжимаемости. Про-
анализируем дисперсионные соотношения маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн в мелкой воде с учетом круп-
номасштабной сжимаемости на стандартной
f-плоскости. Для волн во внешнем вертикальном
магнитном поле, как и для волн в горизонтальном
магнитном поле условие синхронизма выполня-
ется для следующих конфигураций трех волн:

• три магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны в мелкой воде с учетом крупномас-
штабной сжимаемости во внешнем вертикальном
магнитном поле и в горизонтальном магнитном
поле;

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и магнитострофическая волна в мел-
кой воде с учетом крупномасштабной сжимаемо-
сти во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 13a) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 13б);

• две магнитострофические волны и магнит-
ная инерционно-гравитационная волна в мелкой
воде с учетом крупномасштабной сжимаемости
во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 13в) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 13г).

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и магни-
тострофических волн в мелкой воде с учетом
крупномасштабной сжимаемости во внешнем
вертикальном магнитном поле возможно возник-
новение следующих неустойчивостей:

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитострофическую и магнит-
ную инерционно-гравитационную волны;

• распад магнитострофической волны на маг-
нитную инерционно-гравитационную и магни-
тострофическую волны.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и магнитострофических
волн в мелкой воде с учетом крупномасштабной
сжимаемости в горизонтальном магнитном поле
возможно возникновение следующих неустойчи-
востей:

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитострофическую и магнит-
ную инерционно-гравитационную волны;
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• распад магнитострофической волны на маг-
нитную инерционно-гравитационную и магни-
тострофическую волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния магнитных инерционно-гравитационных
волн и волн магнито-Россби в мелкой воде с уче-
том крупномасштабной сжимаемости на стан-
дартной β-плоскости. Для волн во внешнем вер-

тикальном магнитном поле, как и для волн в
горизонтальном магнитном поле условие синхро-
низма выполняется для следующих конфигура-
ций трех волн:

• три волны магнито-Россби в мелкой воде с
учетом крупномасштабной сжимаемости во внеш-
нем вертикальном магнитном поле (рис. 14а) и в
горизонтальном магнитном поле (рис. 14б);

Рис. 12. Условие синхронизма для трех волн в двуслойной мелкой воде: три волны магнито-Россби во внешнем вер-
тикальном магнитном поле (a): 1 – , 2 – 

; три волны магнито-Россби в горизонтальном магнитном поле (б): 1 – , 2 –

; две волны магнито-Россби и магнитная инерционно-гра-

витационная волна во внешнем вертикальном магнитном поле (в): 1 – , 2 – 

; две волны магнито-Россби и магнитная инерционно-гравитационная

волна в горизонтальном магнитном поле (г): 1 – , 2 – 

; две магнитные инерционно-гравитационные волны и волна магнито-Россби во внешнем

вертикальном магнитном поле (д): 1 – , 2 – 

; две магнитные инерционно-гравитационные волны и волна магнито-Россби в горизонтальном магнит-

ном поле (е): 1 – , 2 – .
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• две волны магнито-Россби и магнитная
инерционно-гравитационная волна в мелкой
воде с учетом крупномасштабной сжимаемости
во внешнем вертикальном магнитном поле
(рис. 14в) и в горизонтальном магнитном поле
(рис. 14г);

• две магнитные инерционно-гравитационные
волны и волна магнито-Россби в мелкой воде с
учетом крупномасштабной сжимаемости во
внешнем вертикальном магнитном поле (рис. 14д)
и в горизонтальном магнитном поле (рис. 14е).

Важно отметить, что в силу различия в дина-
мике магнитных инерционно-гравитационных
волн в мелкой воде на β-плоскости и магнитных
инерционно-гравитационных волн в мелкой воде
на f-плоскости, в случае β-плоскости условие
синхронизма не выполняется для трех магнитных
инерционно-гравитационных волн [113].

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и волн
магнито-Россби в мелкой воде с учетом крупно-
масштабной сжимаемости во внешнем верти-
кальном магнитном поле возможно возникнове-
ние следующих неустойчивостей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или на магнитную инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и волн магнито-Россби в
мелкой воде с учетом крупномасштабной сжимае-
мости в горизонтальном магнитном поле возмож-
но возникновение следующих неустойчивостей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или на магнитную инерционно-
гравитационную волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на волну магнито-Россби и магнит-
ную инерционно-гравитационную волну.

4.2. Нелинейные взаимодействия волн
в трехмерных вращающихся течениях

4.2.1. Приближение Буссинеска для несжимае-
мой стратифицированной вращающейся плазмы.
Проанализируем дисперсионные соотношения
волн в приближении Буссинеска на стандартной
f-плоскости. Для найденных в разделе 3.1 волн во
вращающейся стратифицированной плазме усло-
вие синхронизма выполняется для следующих
конфигураций трех волн:

Рис. 13. Условие синхронизма для трех волн в мелкой воде с учетом крупномасштабной сжимаемости: две магнитные
инерционно-гравитационные волны и магнитострофическая волна во внешнем вертикальном магнитном поле (a):
1 – , 2 – ; в горизонтальном магнитном поле (б): 1 – , 2 –

; две магнитострофические волны и магнитная инерционно-гравитационная волна во

внешнем вертикальном магнитном поле (в): 1 – , 2 – ; в горизонтальном магнит-

ном поле (г): 1 – , 2 – .
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• две магнитогравитационные волны в
приближении Буссинеска и волна Альфвена
(рис. 15а);

• две вертикальные магнитные инерционные
волны с частотами  и вертикальная магнитная
инерционная волна с частотой  (рис. 15б);

• три вертикальные магнитные инерционные
волны с частотами  (рис. 15в).

ω 1z

ω 2z

ω 2z

Таким образом, при взаимодействии магнито-
гравитационных волн и волн Альфвена в страти-
фицированных течениях вращающейся плазмы в
приближении Буссинеска на стандартной f-плос-
кости возможно возникновение следующей не-
устойчивости: распад магнитогравитационной
волны на волну Альфвена и магнитогравитацион-
ную волну.

Рис. 14. Условие синхронизма для трех волн в однослойной мелкой воде на стандартной -плоскости с учетом круп-
номасштабной сжимаемости: три волны магнито-Россби во внешнем вертикальном магнитном поле (a): 1 –

, 2 – ; три волны магнито-Россби в горизонтальном магнитном поле (б): 1 –

, 2 – ; две волны магнито-Россби и магнитная инерционно-гравитационная вол-

на во внешнем вертикальном магнитном поле (в): 1 – , 2 – ; две волны магнито-

Россби и магнитная инерционно-гравитационная волна в горизонтальном магнитном поле (г): 1 – , 2 –

; две магнитные инерционно-гравитационные волны и волна магнито-Россби во внеш-

нем вертикальном магнитном поле (д): 1 – , 2 – ; две магнитные инерционно-

гравитационные волны и волна магнито-Россби в горизонтальном магнитном поле (е): 1 – , 2 –

.
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При взаимодействии вертикальных магнит-
ных инерционных волн в стратифицированных
течениях вращающейся плазмы в приближении
Буссинеска на стандартной f-плоскости возмож-
но возникновение следующих неустойчивостей:

• распад магнитной инерционной волны на
магнитную инерционную волну и магнитную
инерционную волну;

• распад магнитной инерционной волны на
две магнитные инерционные волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния волн в приближении Буссинеска на нестан-
дартной f-плоскости. Для найденных в разделе 3.1
волн во вращающейся стратифицированной
плазме условие синхронизма выполняется для
следующих конфигураций трех волн:

• две магнитострофические волны и магнит-
ная инерционно-гравитационная волна при ма-
лом  (рис. 16а);

• две магнитострофические волны и магнит-
ная инерционно-гравитационная волна при
большом  (рис. 16б);

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и магнитострофическая волна при
большом  (рис. 16в).

Таким образом, при взаимодействии магнито-
гравитационных и магнитострофических волн в
стратифицированных течениях вращающейся
плазмы в приближении Буссинеска на нестан-
дартной f-плоскости при малом  возможно

Hf

Hf

Hf

Hf

возникновение следующей неустойчивости: рас-
пад магнитной инерционно-гравитационной
волны на две магнитострофические волны.

При взаимодействии магнитогравитационных
и магнитострофических волн в стратифициро-
ванных течениях вращающейся плазмы в при-
ближении Буссинеска на нестандартной f-плос-
кости при большом  возможно возникновение
следующей неустойчивости: распад магнитной
инерционно-гравитационной волны на две маг-
нитострофические волны или на магнитострофи-
ческую и магнитную инерционно-гравитацион-
ную волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния волн в приближении Буссинеска на стан-
дартной и нестандартной β-плоскости. Для най-
денных в разделе 3.1 новых типов волн во враща-
ющейся стратифицированной плазме условие
синхронизма выполняется для следующих кон-
фигураций трех волн:

• три волны магнито-Россби на стандартной
-плоскости (рис. 17а);

• две магнитогравитационные волны и волна
магнито-Россби на стандартной β-плоскости
(рис. 17б);

• две волны магнито-Россби и магнитограви-
тационная волна на стандартной β-плоскости
(рис. 17в);

• три низкочастотные волны магнито-Россби
на стандартной β-плоскости (рис. 17г) и на не-
стандартной β-плоскости (рис. 17д).
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β

Рис. 15. Условие синхронизма для трех волн на стандартной f-плоскости: две магнитогравитационные волны и волна
Альфвена (a): 1 – , 2 – ; три магнитные инерционные волны (б): 1 – , 2 –

; три магнитные инерционные волны (в): 1 – , 2 – .
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Таким образом, при взаимодействии магнито-
гравитационных волн и волн магнито-Россби в
стратифицированных течениях вращающейся
плазмы в приближении Буссинеска на стандарт-
ной β-плоскости возможно возникновение сле-
дующих неустойчивостей:

• распад волны магнито-Россби на две волны
магнито-Россби или магнитогравитационную
волну и волну магнито-Россби;

• распад магнитогравитационной волны на
волну магнито-Россби и магнитогравитацион-
ную волну;

• распад низкочастотной волны магнито-
Россби на две низкочастотные волны магнито-
Россби.

При взаимодействии низкочастотных волн
магнито-Россби в стратифицированных течениях
вращающейся плазмы в приближении Бусси-
неска на нестандартной β-плоскости возможно
возникновение следующей неустойчивости: рас-
пад низкочастотной волны магнито-Россби на
две низкочастотные волны магнито-Россби.

4.2.2. Неупругое приближение для сжимаемой
стратифицированной вращающейся плазмы. Про-
анализируем дисперсионные соотношения волн в
неупругом приближении на стандартной f-плос-
кости. Для найденных в разделе 3.2 волн в сжима-
емой вращающейся стратифицированной плазме

условие синхронизма выполняется для следую-
щих конфигураций трех волн:

• две магнитогравитационные волны в неупру-
гом приближении и волна Альфвена (рис. 18а);

• две магнитострофические и магнитная
инерционно-гравитационная волны в вертикаль-
ном магнитном поле (рис. 18б, г, д);

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные и магнитострофическая волны в вертикаль-
ном магнитном поле (рис. 18в);

• три магнитострофические волны в верти-
кальном магнитном поле (рис. 18е).

Таким образом при взаимодействии магнито-
гравитационных волн и волн Альфвена в страти-
фицированных течениях сжимаемой вращаю-
щейся плазмы в неупругом приближении на
стандартной f-плоскости возможно возникнове-
ние следующей неустойчивости: распад или уси-
ление магнитогравитационной волны при уча-
стии волны Альфвена и магнитогравитационной
волны.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных и магнитострофических волн в
вертикальном магнитном поле в стратифициро-
ванных течениях сжимаемой вращающейся плаз-
мы в неупругом приближении на стандартной
f-плоскости возможно возникновение следую-
щих неустойчивостей:

Рис. 16. Условие синхронизма для трех волн на нестандартной f-плоскости: две магнитострофические волны и
магнитная инерционно-гравитационная волна (a): 1 – , 2 – ; две маг-

нитные инерционно-гравитационные волны и магнитострофическая волна при  (б): 1 – , 2 –

; две магнитные инерционно-гравитационные волны и магнитострофическая волна

при  (в): 1 – , 2 – .
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• распад магнитострофической волны на
магнитную инерционно-гравитационную и маг-
нитострофическую волны, или две магнитные
инерционно-гравитационные волны, или маг-
нитнострофическую и магнитную инерционно-
гравитационную волны, или две магнитострофи-
ческие волны;

• распад магнитной инерционно-гравитацион-
ной волны на две магнитострофические волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния волн в неупругом приближении на нестан-
дартной f-плоскости. Для магнитных инерцион-
но-гравитационных волн с принципиально но-
вым дисперсионным соотношением и волн
Альфвена в сжимаемой вращающейся стратифи-

цированной плазме условие синхронизма выпол-
няется для следующих конфигураций трех волн:

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и волна Альфвена (рис. 19а);

• три магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны (рис. 19б).

Таким образом, при взаимодействии магнит-
ных инерционно-гравитационных волн с принци-
пиально новым дисперсионным соотношением и
волн Альфвена в стратифицированных течениях
сжимаемой вращающейся плазмы в неупругом
приближении на нестандартной f-плоскости воз-
можно возникновение следующей неустойчиво-
сти: распад магнитной инерционно-гравитацион-

Рис. 17. Условие синхронизма для трех волн: три волны магнито-Россби на стандартной β-плоскости (a): 1 –
, 2 – ; две магнитогравитационные волны и волна магнито-Россби на

стандартной β-плоскости (б): 1 – , 2 – ; две волны магнито-Россби и маг-

нитогравитационная волна на стандартной β-плоскости (в): 1 – , 2 – ; три

низкочастотные волны магнито-Россби на стандартной -плоскости (г): 1 – , 2 –

; три низкочастотные волны магнито-Россби на нестандартной -плоскости (д): 1 –

, 2 – .
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Рис. 18. Условие синхронизма для трех волн на стандартной f-плоскости: две магнитогравитационные волны и волна
Альфвена (a): 1 – , 2 – ; две магнитострофические волны и магнитная инер-

ционно-гравитационная волна (б): 1 – , 2 – ; магнитострофическая

волна и две магнитные инерционно-гравитационные волны (в): 1 – , 2 – 

; две магнитострофические волны и магнитная инерционно-гравитационная волна (г): 1 –

, 2 – ; магнитная инерционно-гравитационная волна и две магнито-

строфические волны (д): 1 – , 2 – ; три магнитострофические волны

(е): 1 – , 2 – .
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Рис. 19. Условие синхронизма для трех волн на нестандартной f-плоскости: две магнитные инерционно-гравитаци-
онные волны и волна Альфвена (a): 1 – , 2 – ; три магнитные инерцион-

но-гравитационные волны (б): 1 – , 2 – .
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ной волны на волну Альфвена и магнитную инер-
ционно-гравитационную волну или на две
магнитные инерционно-гравитационные волны.

Проанализируем дисперсионные соотноше-
ния волн в приближении Буссинеска на стан-
дартной и нестандартной β-плоскости. Для най-

Рис. 20. Условие синхронизма для трех волн: две сжимаемые магнитные инерционно-гравитационные волны и волна
магнито-Россби на нестандартной β-плоскости: 1 – , 2 –  (a); 1 –

, 2 –  (б); две волны магнито-Россби и сжимаемая магнитная инерционно-

гравитационная волна на нестандартной β-плоскости: 1 – , 2 –  (в); 1 –

, 2 –  (г); три сжимаемые низкочастотные волны магнито-Россби на стан-

дартной β-плоскости (д): 1 – , 2 – ; на нестандартной β-плоскости

(е): 1 – , 2 – ; две сжимаемые магнитные инерционно-гравитацион-

ные волны и сжимаемая магнитострофическая волна с параметром β на нестандартной β-плоскости (ж): 1 –
, 2 – .
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денных в разделе 3.2 новых типов волн в сжимае-
мой вращающейся стратифицированной плазме
условие синхронизма выполняется для следую-
щих конфигураций трех волн:

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные волны и волна магнито-Россби на нестан-
дартной β-плоскости (рис. 20a, б);

• две волны магнито-Россби и магнитная
инерционно-гравитационная волна на нестан-
дартной β-плоскости (рис. 20в, г);

• три низкочастотные волны магнито-Россби
на стандартной β-плоскости (рис. 20д) и на не-
стандартной β-плоскости (рис. 20е);

• две магнитные инерционно-гравитацион-
ные и магнитострофическая волны с параметром
β на нестандартной β-плоскости (рис. 20ж).

Таким образом, при взаимодействии трех низ-
кочастотных волн магнито-Россби в стратифици-
рованных течениях сжимаемой вращающейся
плазмы в неупругом приближении на стандарт-
ной β-плоскости возможно возникновение сле-
дующей неустойчивости: распад низкочастотной
волны магнито-Россби на две низкочастотные
волны магнито-Россби.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных волн и волн магнито-Россби в
стратифицированных течениях сжимаемой вра-
щающейся плазмы в неупругом приближении на
нестандартной β-плоскости возможно возникно-
вение следующих неустойчивостей:

• распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитную инерционно-грави-
тационную волну и волну магнито-Россби или
две волны магнито-Россби;

• распад волны магнито-Россби на магнитную
инерционно-гравитационную волну и волну маг-
нито-Россби или две магнитные инерционно-
гравитационные волны;

• распад низкочастотной волны магнито-
Россби на две низкочастотные волны магнито-
Россби.

При взаимодействии магнитных инерционно-
гравитационных и магнитострофических волн с
параметром β в стратифицированных течениях
сжимаемой вращающейся плазмы в неупругом
приближении на нестандартной β-плоскости
возможно возникновение следующей неустойчи-
вости: распад магнитной инерционно-гравитаци-
онной волны на магнитную инерционно-грави-
тационную и магнитострофическую волны.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе приведен обзор современных иссле-

дований волновых процессов в астрофизической
плазме. Отметим наиболее важные результаты в
этом направлении.

Магнитогидродинамические уравнения мел-
кой воды используются для описания космиче-
ской и астрофизической плазмы и являются ана-
логом уравнений мелкой воды в геофизической

гидродинамике. При выводе магнитогидродина-
мических уравнений в приближении мелкой воды
из полной системы уравнений магнитной гидро-
динамики несжимаемой плазмы усреднением по
высоте слоя предполагается, что распределение
давлений удовлетворяет условию гидростатики, а
толщина рассматриваемого слоя плазмы мала по
отношению к характерному горизонтальному ли-
нейному размеру задачи. Важным достижением
является развитие теории мелкой воды для астро-
физической плазмы во внешнем вертикальном
магнитном поле с корректным учетом условия без-
дивергентности магнитного поля. В развитой тео-
рии поле скоростей содержит только горизонталь-
ные компоненты, в то время как магнитное поле
остается трехкомпонентным. Магнитогидродина-
мическая теория мелкой воды обобщена на случай
сжимаемых течений, а также на случай стратифи-
цированных магнитогидродинамических течений
плазмы, с учетом внешнего магнитного поля.

Магнитогидродинамические уравнения в при-
ближении мелкой воды во внешнем магнитном
поле могут быть использованы для описания те-
чений плазмы на Солнце, течений атмосфер ней-
тронных звезд, для изучения растекания материи
в аккреционных дисках нейтронных звезд, маг-
нитоактивных атмосфер экзопланет, захвачен-
ных приливами несущей звезды. Выявленная
трехкомпонентность магнитного поля в таких те-
чениях, а также учет крупномасштабной сжимае-
мости представляются важными для анализа не-
давних экспериментальных наблюдений волн
Россби, а также для понимания наблюдательных
данных о солнечной активности и в развитии мо-
делей и идей долговременной изменчивости
Солнца. Теория волн Россби может быть исполь-
зована для анализа данных об R-модах солнечных
и звездных осцилляций. Магнитогидродинами-
ческие уравнения двуслойной мелкой воды пред-
ставляют собой единственную возможность са-
мосогласованного учета внешнего магнитного
поля и стратификации. Учет стратификации в
магнитогидродинамических моделях мелкой во-
ды для вращающейся плазмы важен для анализа
осцилляций R-моды во вращающихся звездах и
на Солнце и позволяет существенно расширить
возможности для интерпретации имеющихся
данных наблюдений крупномасштабных волн
Россби на Солнце. Также резонансные взаимо-
действия магнитных инерционно-гравитацион-
ных волн и волн магнито-Россби на β-плоскости
могут оказаться принципиально важными для
интерпретации различных явлений в плазменной
астрофизике, в особенности солнечных сезонов.

Развиты линейная и нелинейная теории маг-
нитных инерционно-гравитационных и магнито-
строфических волн во внешнем вертикальном и в
горизонтальном магнитных полях. Показано, что
магнитные инерционно-гравитационные и маг-
нитострофические волны во внешнем вертикаль-
ном магнитном поле и в горизонтальном поле ис-
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пытывают трехволновые взаимодействия. Пока-
зано существование распадных неустойчивостей:
распад магнитной инерционно-гравитационной
волны на магнитострофическую и магнитную
инерционно-гравитационную волну; распад маг-
нитострофической волны на магнитную инерци-
онно-гравитационную и магнитострофическую
волны, распад магнитной инерционно-гравита-
ционной волны на магнитострофическую и маг-
нитную инерционно-гравитационную волну,
распад магнитострофической волны на магнит-
ную инерционно-гравитационную и магнито-
строфическую волны. Обнаружен эффект линей-
ного нарастания амплитуды одной из взаимодей-
ствущих волн в поле двух других волн: усиление
магнитной инерционно-гравитационной волны в
поле либо двух магнитных инерционно-гравита-
ционных волн, либо магнитострофической и
магнитной инерционно-гравитационной волн,
усиление магнитострофической волны в поле
магнитной инерционно-гравитационной и маг-
нитострофической волн, усиление магнитной
инерционно-гравитационной волны в поле либо
двух магнитных инерционно-гравитационных
волн, либо магнитострофической и магнитной
инерционно-гравитационной волн, усиление
магнитострофической волны в поле магнитной
инерционно-гравитационной и магнитострофи-
ческой волн. Учет крупномасштабной сжимаемо-
сти приводит к изменениям в групповой и фазо-
вой скоростях магнитных инерционно-гравита-
ционных и магнитострофических волн, а также к
изменениям в выражениях для коэффициентов
трехволновых взаимодействий и инкрементов па-
раметрических неустойчивостей.

Развиты линейная и нелинейная теории волн
магнито-Россби в горизонтальном магнитном
поле, показано, что волны магнито-Россби в маг-
нитогидродинамическом приближении мелкой
воды во внешнем вертикальном магнитном поле
и в горизонтальном магнитном поле испытывают
трехволновые взаимодействия в слабонелиней-
ном приближении. Показано существование рас-
падных неустойчивостей: распад волны магнито-
Россби на две волны магнито-Россби или маг-
нитную инерционно-гравитационную волну и
волну магнито-Россби, распад магнитной инер-
ционно-гравитационной волны на волну магни-
то-Россби и магнитную инерционно-гравитаци-
онную волну, распад волны магнито-Россби на
две волны магнито-Россби или магнитную инер-
ционно-гравитационную волну и волну магнито-
Россби, распад магнитной инерционно-гравита-
ционной волны на волну магнито-Россби и маг-
нитную инерционно-гравитационную волну. Об-
наружен эффект линейного нарастания амплиту-
ды одной из взаимодействущих волн в поле двух
других волн: усиление волны магнито-Россби в
поле либо двух волн магнито-Россби, либо маг-
нитной инерционно-гравитационной волны и
волны магнито-Россби, усиление магнитной

инерционно-гравитационной волны в поле вол-
ны магнито-Россби и магнитной инерционно-
гравитационной волны, усиление волны магни-
то-Россби в поле либо двух волн магнито-Россби,
либо магнитной инерционно-гравитационной
волны и волны магнито-Россби, усиление маг-
нитной инерционно-гравитационной волны в
поле волны магнито-Россби и магнитной инер-
ционно-гравитационной волны. Найдены коэф-
фициенты взаимодействия, инкременты неус-
тойчивостей. Учет сжимаемости приводит к из-
менениям в групповой и фазовой скоростях волн
магнито-Россби, а также к изменениям в выраже-
ниях для коэффициентов трехволновых взаимо-
действий и инкрементов неустойчивостей.

Развиты линейная и нелинейная теории волно-
вых процессов во вращающейся стратифициро-
ванной плазме в приближении двуслойной мелкой
воды. Найдены дисперсионные соотношения для
магнитных инерционно-гравитационных волн и
волн магнито-Россби на β-плоскости и поправки к
ним, описывающие влияние стратификации во
внешнем вертикальном и в горизонтальном маг-
нитных полях. Показано, что учет стратификации
влияет на групповые и фазовые скорости волн.
Выявлены трехволновые взаимодействия магнит-
ных инерционно-гравитационных волн и волн
магнито-Россби. Показано существование распад-
ных неустойчивостей для волн во вращающихся
стратифицированных течениях в приближении
мелкой воды: распад волны магнито-Россби на две
волны магнито-Россби или на магнитную инерци-
онно-гравитационную волну и волну магнито-
Россби, распад магнитной инерционно-гравита-
ционной волны на волну магнито-Россби и маг-
нитную инерционно-гравитационную волну, рас-
пад волны магнито-Россби на две волны магнито-
Россби или на магнитную инерционно-гравитаци-
онную волну и волну магнито-Россби, распад маг-
нитной инерционно-гравитационной волны на
волну магнито-Россби и магнитную инерционно-
гравитационную волну. Обнаружен эффект ли-
нейного нарастания амплитуды одной из взаимо-
действущих волн в поле двух других волн: усиление
волны магнито-Россби в поле либо двух волн маг-
нито-Россби, либо магнитной инерционно-грави-
тационной волны и волны магнито-Россби, усиле-
ние магнитной инерционно-гравитационной вол-
ны в поле волны магнито-Россби и магнитной
инерционно-гравитационной волны, усиление
волны магнито-Россби в поле либо двух волн маг-
нито-Россби, либо магнитной инерционно-грави-
тационной волны и волны магнито-Россби, усиле-
ние магнитной инерционно-гравитационной вол-
ны в поле волны магнито-Россби и магнитной
инерционно-гравитационной волны. Найдены
инкременты распадных неустойчивостей.

Магнитогидродинамические уравнения в при-
ближении Буссинеска учитывают трехмерные
эффекты и позволяют детально исследовать вол-
новые процессы в магнитной гидродинамике
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стратифицированной плазмы. Учет горизонталь-
ной составляющей силы Кориолиса является
особенно принципиальным при изучении эква-
ториальных течений. Отметим, что волны Россби
обнаружены именно в экваториальной зоне
Солнца. Развиты линейная и нелинейная теории
волновых процессов во вращающейся стратифи-
цированной плазме в приближении Буссинеска.
Найдены дисперсионные соотношения для маг-
нитных инерционно-гравитационных волн, маг-
нитострофических волн и волн магнито-Россби.
Показано влияние стратификации и учета гори-
зонтальной составляющей силы Кориолиса на
динамику найденных волн. Выявлены все воз-
можные типы трехволновых взаимодействий в
четырех различных приближениях силы Корио-
лиса. Найдены следующие распадные неустойчи-
вости для волн в приближении Буссинеска для
различных приближений силы Кориолиса: рас-
пад магнитной инерционной волны на магнит-
ную инерционную волну и магнитную инерцион-
ную волну, распад магнитной инерционной вол-
ны на две магнитные инерционные волны на
стандартной f-плоскости; распад магнитной
инерционно-гравитационной волны на две маг-
нитострофические волны на нестандартной
f-плоскости при малом , распад магнитной
инерционно-гравитационной волны на две маг-
нитострофические волны или на магнитострофи-
ческую и магнитную инерционно-гравитацион-
ную волны на нестандартной f-плоскости при
большом ; распад волны магнито-Россби на
две волны магнито-Россби или магнитогравита-
ционную волну и волну магнито-Россби, распад
магнитогравитационной волны на волну магни-
то-Россби и магнитогравитационную волну, рас-
пад низкочастотной волны магнито-Россби на
две низкочастотные волны магнито-Россби на
стандартной -плоскости; распад низкочастот-
ной волны магнито-Россби на две низкочастот-
ные волны магнито-Россби на нестандартной
β-плоскости. Обнаружен эффект линейного на-
растания амплитуды одной из взаимодействущих
волн в поле двух других волн в аналогичных кон-
фигурациях. Найдены инкременты распадных
неустойчивостей.

Магнитогидродинамические уравнения сжи-
маемой вращающейся плазмы в неупругом при-
ближении важны для анализа процессов в солнеч-
ном тахоклине, устойчиво стратифицированных
областях в недрах звезд (излучающей зоны) и пла-
нет (внешний жидкий слой ядра), астрофизиче-
ских дисках, экзопланетах, а также для анализа ос-
цилляций вращающихся звезд и Солнца. Отметим,
что первые экспериментальные наблюдения круп-
номасштабных течений астрофизической плазмы
выполнены на основе изучения магнитных полей
или методами астросейсмологии, что естествен-
ным образом мотивирует развитие магнитогидро-
динамической теории с учетом как эффектов сжи-
маемости, так и эффектов магнитных полей.

Hf

Hf

β

Развита теория магнитогидродинамических
течений сжимаемой вращающейся плазмы с
устойчивой стратификацией в неупругом при-
ближении. Получены магнитогидродинамиче-
ские уравнения в неупругом приближении для
сжимаемых вращающихся течений с устойчивой
стратификацией в приближении стандартных и
нестандартных f- и β-плоскостей для силы Ко-
риолиса. Развиты линейная и нелинейная теории
магнитных инерционно-гравитационных волн,
магнитострофических волн и волн магнито-Росс-
би, найдены их дисперсионные соотношения.
Показано отличие в динамике найденных волн в
неупругом приближении от волн в приближении
Буссинеска. Показано влияние сжимаемости,
стратификации и учета горизонтальной составля-
ющей силы Кориолиса на динамику найденных
волн. Выявлены все возможные типы трехвол-
новых взаимодействий в четырех различных при-
ближениях силы Кориолиса. Найдены следую-
щие распадные неустойчивости для волн в
приближении Буссинеска для различных при-
ближений силы Кориолиса: распад магнитостро-
фической волны на магнитную инерционно-гра-
витационную и магнитострофическую волны,
или две магнитные инерционно-гравитационные
волны, или магнитострофическую и магнитную
инерционно-гравитационную волны, или две
магнитострофические волны, распад магнитной
инерционно-гравитационной волны на две маг-
нитострофические волны на стандартной f-плос-
кости; распад магнитной инерционно-гравита-
ционной волны на волну Альфвена и магнитную
инерционно-гравитационную волну или на две
магнитные инерционно-гравитационные волны
на нестандартной f-плоскости; распад низкоча-
стотной волны магнито-Россби на две низкоча-
стотные волны магнито-Россби на стандартной
β-плоскости; распад магнитной инерционно-
гравитационной волны на магнитную инерцион-
но-гравитационную волну и волну магнито-Росс-
би или две волны магнито-Россби, распад волны
магнито-Россби на магнитную инерционно-гра-
витационную волну и волну магнито-Россби или
две магнитные инерционно-гравитационные
волны, распад низкочастотной волны магнито-
Россби на две низкочастотные волны магнито-
Россби, распад магнитной инерционно-гравита-
ционной волны на магнитную инерционно-гра-
витационную и магнитострофическую волны на
нестандартной β-плоскости. Обнаружен эффект
линейного нарастания амплитуды одной из взаи-
модействущих волн в поле двух других волн в ана-
логичных трехволновых конфигурациях. Найде-
ны инкременты распадных неустойчивостей.

Работа поддержана Фондом развития теорети-
ческой физики и математики “Базис”.
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Исследовано поддержание СВЧ газового разряда стоячей поверхностной электромагнитной волны
(ПЭВ) дипольной моды. Стоячая волна формировалась между двумя плоскими зеркалами, образу-
ющими структуру типа открытого резонатора на поверхностной волне. Измеренная добротность
открытого резонатора составляет несколько десятков. Определена структура электрического поля
свободного разряда и разряда, поддерживаемого полем стоячей поверхностной волны. Показано,
что в этой системе возбуждение резонанса происходит на чисто поверхностной волне. При возрас-
тании энергии поля между зеркалами на 8–10 дБ, концентрация электронов возрастает на ∼50%.
Оценено отношение энергии поля поверхностной волны в плазме и в окружающем разряд про-
странстве, как в случае свободного разряда, так и при резонансе. Эксперимент и численное моде-
лирование показали, что структура разряда зависит от возбуждаемой моды стоячей ПЭВ.

Ключевые слова: поверхностная электромагнитная волна, низкотемпературная плазма, СВЧ-разряд
низкого давления, стоячая поверхностная волна, резонанс, дисперсия поверхностной волны
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе исследуются “медленные” поверх-

ностные электромагнитные волны (ПЭВ) санти-
метрового диапазона, фазовая скорость которых
меньше скорости света. ПЭВ представляет осо-
бый класс электромагнитных волн, распростра-
няющихся по поверхности раздела двух сред, од-
на из которых является неидеальным проводни-
ком, а другая диэлектриком [1–3]. Благодаря
конечной проводимости энергия ПЭВ концен-
трируется вблизи поверхности проводника. Поле
ПЭВ экспоненциально затухает при удалении по
обе стороны от волноведущей поверхности. Это
свойство волны и является отличительным при-
знаком для ее идентификации в качестве поверх-
ностной. Такие волны находят свое применение в
замедляющих системах, использующихся в раз-
личных радиотехнических устройствах. Фунда-
ментальные свойства поверхностной волны, рас-
пространяющейся на металлических структурах,
были подробно изучены в ряде эксперименталь-
ных работ [4–6]. В [7] показана возможность по-
лучить резонанс ПЭВ Зоммерфельда в резонаторе
открытого типа.

В настоящее время актуальными являются ис-
следования поверхностных волн СВЧ/ВЧ диапа-

зона, где в качестве направляющих структур ис-
пользуется газоразрядная плазма в диэлектриче-
ских трубках [8]. Возбуждение поверхностной
волны возможно в “пассивном” режиме, когда
ПЭВ распространяется по независимо созданной
плазме и не влияет на свойства плазмы, и в само-
согласованном режиме, когда плазма создается и
поддерживается самой ПЭВ [9, 10]. Разряды на
поверхностных волнах используются во многих
приложениях [11, 12], среди которых плазменная
обработка поверхностей, осаждение тонких ал-
мазных пленок, стерилизация/дезинфекция ма-
териалов, удаление двуокиси углерода (CO2) из
смеси газов. Одним из перспективных направле-
ний для применения разрядов на ПЭВ в радио-
прозрачных трубках является разработка плаз-
менных антенн [13–16].

В большинстве опубликованных работ иссле-
дуются разряды в поле бегущей поверхностной
волны со значением КСВН не более нескольких
единиц. При этом фундаментальный интерес
представляет исследование самосогласованного
разряда, поддерживаемого полем стоячей поверх-
ностной волны. Возбуждение стоячей волны поз-
воляет подробно исследовать компоненты элек-
трического поля ПЭВ, находящихся в противо-
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фазе друг относительно друга [17]. В работах [17–
19] был исследован разряд, поддерживаемый сто-
ячей ПЭВ. Стоячая ПЭВ реализовывалась либо
путем отражения бегущей ПЭВ от металлическо-
го отражателя (зеркала) [19], либо при сложении
распространяющихся на встречу друг другу по-
верхностных волн [17]. В этих работах было пока-
зано, что в аргоне в широком диапазоне давлений
от 0.1 до 20 Торр возбуждение резонанса поверх-
ностной волны приводит к заметной продольной
модуляции плотности плазмы. Возбуждение сто-
ячей ПЭВ, поддерживающей плазменный столб,
дает возможность создавать структуры с различ-
ными профилями плотности как сильно модули-
рованными, так и близкими к однородному.

В настоящей работе исследуется разряд, под-
держиваемый как бегущей, так и стоячей по-
верхностной волной дипольной m = 1 моды [20].
Проведены детальные измерения компонент
напряженности электрического поля ПЭВ. Ис-
следование проводилось в воздухе при соотноше-
нии характерных частот  (νen – частота
столкновения электронов с нейтральными атома-
ми, ω – круговая частота СВЧ-волны). Свобод-
ный разряд не ограничивался длиной трубки.
Стоячая волна формировалась между двумя плос-
кими зеркалами, образующими структуру типа
открытого резонатора на поверхностной волне.
Накопление энергии поверхностной волны в ре-
зонаторе приводило к изменению плотности
плазмы. Часть энергии поверхностной волны
расходуется на создание и поддержание плазмы с
концентрацией , где εd – диэлектри-
ческая проницаемость кварца, а nc – критическая
концентрация плазмы [2], остальная часть энер-
гии локализуется вне плазмы, экспоненциально
затухая в радиальном направлении. Соотноше-

ν ω 1en !

> + ε(1 )e d cn n

ние между энергией ПЭВ, поглощаемой в плазме,
и энергией, находящейся вне плазмы определяет-
ся плотностью плазмы и величиной скин-эффек-
та [21].

2. СХЕМА ЭКСПЕРИМЕНТА

Схема экспериментальной установки пред-
ставлена на рис. 1. Разряд осуществлялся в квар-
цевой трубке 1 длиной 2 м, с внутренним диамет-
ром 21 мм, внешним – 27 мм. ПЭВ возбуждалась
волноводным аппликатором [10] – 2, подключен-
ным к магнетрону 3, мощностью 800 Вт, генери-
рующему СВЧ-импульсы на частоте 2.45 ГГц.
Напряжение на магнетрон поступало с модулято-
ра 4. Режим работы магнетрона регулировался ге-
нератором задержанных импульсов – 5. Магне-
трон работал в режиме генерации одиночных
прямоугольных СВЧ-импульсов длительностью
50 мс. Для откачки воздуха из трубки использо-
вался форвакуумный насос 6. Подача газа регули-
ровалась натекателем 7, давление измерялось
цифровым вакуумметром – 8. Эксперименты
проводились в воздухе в диапазоне давлений от
0.02 до 3 Торр.

Система генерации стоячей волны состоит из
двух плоскопараллельных зеркал, установленных
на разрядную трубку: экрана, совмещенного с
волноводным аппликатором З1 и подвижного
зеркала З2, свободно перемещаемого вдоль труб-
ки. Зеркала представляют собой плоские медные
диски диаметром 15 см, с центральным отверсти-
ем, диаметр которого равен диаметру трубки. При
подаче СВЧ-энергии из аппликтора распростра-
няется столб плазмы, поддерживаемый поверх-
ностной волной. Начальный этап представляет
собой процесс распространения разряда по на-
правлению к зеркалу З2, при достижении которо-

Рис. 1. Схема экспериментальной установки. 1 – кварцевая трубка; 2 – волноводный аппликатор; 3 – магнетрон; 4 –
модулятор; 5 – генератор задержанных импульсов; 6 – форвакуумный насос; 7 – натекатель; 8 – вакуумметр; 9 –
СВЧ-зонд; 10 – коллимированный фотодетектор; 11 – осциллограф; З1 – неподвижное зеркало; З2 – подвижное
зеркало.
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го между зеркалами формируется плазменный
столб, поддерживаемый стоячей ПЭВ. При уда-
лении зеркала З2 происходит свободное распро-
странение разряда.

Настройка резонатора проводилась путем из-
менения расстояния L между зеркалами. При
этом находились такие положения L, при кото-
рых между зеркалами укладывалось целое число
полуволн ПЭВ. Грубая настройка производилась
по “хвосту” разряда, проникающему через по-
движное зеркало. При настройке на резонанс
хвост разряда вытягивался до некоторой макси-
мальной длины (до 15 см). Более тонкая настрой-
ка производилась по измерению компонент элек-
трического поля стоячей ПЭВ.

Измерения компонент напряженности элек-
трического поля проводились с помощью
СВЧ-зондов, сконструированных для приема ра-
диальной Er и продольной Ez компонент поля.
Сигнал с зондов регистрировался супергетеро-
динным приемником с квадратичным детектиро-
ванием.

Относительные значения средней по сечению
плотности плазмы в столбе измерялись по интен-
сивности светового излучения плазмы, при этом
считается, что при постоянной температуре элек-
тронов Te интенсивность света пропорциональна
плотности плазмы [22, 23]. Для измерения инте-
гральной светимости плазмы в поперечном сече-
нии использовался коллимированный фотоде-
тектор (спектральный диапазон 700–1100 нм,
временное разрешение 7 нс), обеспечивающий
пространственное разрешение 0.5 см.

Абсолютные значения средней по сечению
концентрации электронов измерялись по методу
проходящих СВЧ-волн [24]. С помощью рупор-
ной системы измерялся коэффициент прохожде-
ния диагностического излучения [23] в диапазоне
частот 5.5–7.5 ГГц. Пространственное разреше-
ние метода ~4 см. Прохождение диагностическо-
го СВЧ-излучения (5.5−7.5 ГГц) через разрядную
плазму было смоделировано [23, 25] в программе
CST Microwave Studio, предназначенной для мо-
делирования электромагнитных полей и осно-
ванной на методе конечных элементов. Модели-
рование автоматически учитывало особенности
используемой диагностической рупорной систе-
мы (каустика, рефракция и отражение), а также
позволяло задавать плазму как с докритической,
так и сверхкритической концентрацией. Усред-
ненная по диаметру плазмы концентрация элек-
тронов вычислялась путем совмещения экспери-
ментальных данных прохождения диагностиче-
ского сигнала с численным моделированием.
Замена кварцевой трубки металлической трубкой
аналогичного диаметра приводила к ослаблению
сигнала в приемном рупоре более чем на 20 Дб,
что было также подтверждено результатами моде-

лирования. Точность приведенного метода со-
ставляет около 50%.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В работе проведены измерения параметров
разряда, таких как профиль плотности плазмы и
характеристики электрического поля поверх-
ностной волны для случая свободного разряда и
для разряда между зеркалами, поддерживаемого
стоячей волной. Рабочее давление в эксперимен-
тах составляет 0.1 Торр, что соответствует мини-
муму электронных потерь в разряде [23]. Свобод-
ный разряд при этом давлении достигает макси-
мальной длины 70–75 см. Для определения
возбуждаемой на столбе свободного разряда мо-
ды ПЭВ было проведено измерение азимутально-
го распределения квадрата радиальной электри-
ческой компоненты . Результаты измерения
представлены на рис. 2.

Азимутальное распределение сильно неодно-
родно и характеризуется высокой модуляцией
поля с отношением  (рис. 2,
кривая 1). Данное распределение свидетельствует
о возбуждении квазисимметричной дипольной
m = 1 моды поверхностной волны. Условия воз-
буждения на плазменном столбе различных мод
ПЭВ были подробно исследованы в работе [20],
где было экспериментально показано, что при

 2 ГГц × см, где f – частота поля, а r –
радиус трубки, наряду с аксиально-симметрич-
ной m = 0 модой может возбуждаться дипольная
m = 1 мода. В условиях нашего эксперимента про-
изведение  ГГц × см. В качестве иллю-

φ2( )rE

≈2 2
max min 100r rE E

× >f r

× = 2.6f r

Рис. 2. Азимутальное распределение квадрата ради-
альной компоненты напряженности электрического

поля  при фиксированном расстоянии между
СВЧ-зондом и трубкой r = 1 см: внутренний диаметр
трубки 2.1 см – 1, 1.4 см – 2.
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страции на рис. 2 (кривая 2) приведено азиму-
тальное распределение величины  при воз-
буждении разряда в люминесцентной лампе
диаметром 14 мм (  ГГц × см), имеющее
симметричный характер, соответствующий m = 0
моде.

Аксиальные распределения квадратов про-
дольной  и радиальной  электрических
компонент СВЧ-поля ПЭВ свободного разряда
представлены на рис. 3.

СВЧ-поле ПЭВ спадает по длине столба с не-
которой модуляцией, связанной с отражением
ПЭВ от конца столба. Нерегулярный характер
модуляции связан с флуктуациями длины разряда
в пределах 2−3 см, что приводит к сбою фазы от-
раженного сигнала. Особенность распределения
поля в зоне вблизи аппликатора (z < 12 см) связа-
на с объемным излучением, которое всегда со-
провождает возбуждение поверхностной волны
[4]. Для стабилизации разряда и измерения дли-
ны волны в импульсном режиме, на расстоянии
z = 50 см от аппликатора было установлено ме-
таллическое зеркало. Длина волны измерялась
как интерферометрическим методом, так и по
распределению поля стоячей волны. Измеренная
длина ПЭВ в основной части столба составляет
≈11 см и падает до ≈10 см в “хвосте” разряда перед
зеркалом. На рис. 4 (кривая 1) приведено экспе-
риментальное распределение интегральной ин-
тенсивности свечения разряда, пропорциональ-
ной плотности плазмы [22, 23], по длине столба.
Абсолютные значения средней по сечению плот-

φ2( )rE

× = 1.7f r

z2( )zE 2( )rE z

ности плазмы в столбе определялись как методом
зондирования плазмы проходящим диагностиче-
ским СВЧ-излучением, так и методом расчета по
дисперсии ПЭВ [26] на основании измерения
длины волны. Дисперсионная зависимость ПЭВ
для m = 1 моды с учетом кварцевого стекла
представлена на рис. 5, откуда видно, что диспер-
сионная кривая асимптотически стремится к
значению , соответствующему усло-
вию распространения поверхностной волны

 [2].

Основная часть свободного разряда характе-
ризуется линейным профилем плотности n(z)
вплоть до хвостовой части разряда, где нарушает-
ся условие распространения ПЭВ. При сопостав-
лении распределений плотности (рис. 4) и поля
(рис. 3) для свободного разряда при z от 15 см до
65 см видно, что падение поля ПЭВ вдоль столба
происходит быстрее, чем падение плотности.
При падении энергии поля на этом участке в
≈4 раза, плотность плазмы спадает на ≈50%. Дан-
ный факт может быть объяснен особенностями
распределения энергии ПЭВ в плазме и вакууме.
Соотношение между долями энергии ПЭВ в ва-
кууме Wvac и внутри плазмы Wpl преимущественно
определяется глубиной проникновения поля в
плазму, зависящей от профиля плотности. Энер-
гия волны, поглощаемая в плазме, идет на ее под-
держание и пропорциональна концентрации
электронов ne при постоянной температуре
электронов. Мощность, расходуемая на поддер-

ω ω = 0.45p

( )> + ε1e d cn n

Рис. 3. Распределения квадрата радиальной  –1

и квадрата продольной  –2 компонент напря-
женности электрического поля ПЭВ, измеренные
вдоль свободного плазменного столба. Расстояние
между СВЧ-зондом и трубкой r = 1.5 см. Изменение
отношения СВЧ-энергии поля ПЭВ в плазме и ваку-
уме Wpl/Wvac вдоль плазменного столба –3.
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Рис. 4. Усредненный по сечению трубки продольный
профиль плотности плазмы. 1 – Распределение инте-
гральной светимости плазмы I(z) ~ ne(z) (сигнал с фо-
тодетектора); 2 – распределение плотности плазмы
ne(z), измеренное методом проходящих СВЧ-волн;
3 – распределение плотности плазмы ne(z), опреде-
ленное по дисперсии ПЭВ на основании измерений
длины волны.
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жание плазмы, может быть рассчитана как в [23]:
 Вт, где θ – энергия, затрачива-

емая на создание пары электрон-ион, при мощ-
ности источника P0 = 800 Вт. Уровень потерь,
связанный с отражением внутри аппликатора и
излучением с конца разряда [27] не превышает
25%. Расходуемая мощность источника P0 =

, где Ppl и Pvac мощность поверх-
ностной волны в плазме и вакууме соответствен-
но. Видно, что большая часть мощности ПЭВ со-
держится вне плазмы. Расчет соотношения
Wpl/Wvac проведен на основе экспериментальных

распределений n(z) (рис. 4) и  (рис. 3), харак-
теризующих энергию поля ПЭВ внутри и вне
плазмы, соответственно. Рассчитанное про-
странственное распределение СВЧ-энергии в
плазме и вакууме Wpl/Wvac вдоль плазменного
столба представлено на рис. 3 (кривая 3). В хво-
стовой части разряда, где концентрация электро-
нов близка к , соотношение
Wpl/Wvac стремится к единице, а эффективность
преобразования энергии ПЭВ в плазму макси-
мальна [21]. В начальной части разряда, где
плотность плазмы выше на 50% соотношение
Wpl/Wvac ≈ 0.25, т.е. преобладающая часть энергии
ПЭВ сосредоточена вне плазмы. В настоящем
эксперименте данная закономерность выполня-
ется до участка z = 12 см на котором линейный
профиль плотности сменяется квадратичным. В
отличие от линейного профиля плотности, где
разряд самосогласованно поддерживается по-
верхностной волной, квадратичная часть может
быть связана с выносом плазмы из аппликатора

= π θ ≈2 160pl eP r ln

= + +pl vac lossP P P

2( )rE z

= + εmin (1 )d cn n

под действием пондеромотроной силы и диффу-
зии [28] с последующим формированием поверх-
ностной волны. При этом плотность внутри ап-
пликатора достигает ≈20nc. Вследствие этого уве-
личение плотности плазмы вблизи аппликатора
не сопровождается значительным увеличением
поля, как в случае поддержания разряда только
поверхностной волной.

Резонанс поверхностной волны возбуждался
между двумя зеркалами, разнесенными на

 см. Зависимости величин полей
Ez(z) и Er(z), измеренные между зеркалами приве-
дены на рис. 6. Данные распределения измерены
с помощью Ez(z) и Er(z) зондов, имеющих разную
чувствительность. Для определения отношения
амплитуд была проведена калибровка относи-
тельной чувствительности зондов по полю. Воз-
буждение резонанса позволяет увидеть особен-
ность поверхностной волны, обусловленную на-
личием продольной компоненты Ez [17], которая
распространяется в противофазе с радиальной
компонентой. В отличие от случая свободного
разряда, распределение поля ПЭВ имеет синусо-
идальный характер с постоянной амплитудой.
Измеренное значение КСВН составляет ≈25.
Средняя длина волны ПЭВ в резонаторе равна
≈11.6 см. При резонансе происходит накопление
энергии между зеркалами, уровень которой пре-
вышает уровень энергии в свободном разряде в
6 раз. Изменение расстояния между зеркалами
приводит к расстройке резонанса и, соответ-
ственно, уменьшению уровня поля и запасенной
энергии, а также к укорочению длины волны

= λ =5/2 29sL

Рис. 5. 1 – Дисперсионная кривая в безразмерных ко-
ординатах для ПЭВ дипольной моды с учетом толщи-
ны стенок трубки; 2 – асимптотическое значение, со-
ответствующее минимальной концентрации элек-
тронов nmin необходимой для распространения
поверхностной волны.
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Рис. 6. Экспериментальные распределения квадратов

радиальной  и продольной  компонент на-
пряженности электрического поля ПЭВ вдоль плаз-
менного столба, ограниченного зеркалами. Расстоя-
ние между СВЧ-зондом и трубкой r = 1.5 см.
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вплоть до значений близких к свободному разря-
ду при , где n – целое число.

Измеренные на разных расстояниях (от 0.5 см
до 6 см) от разрядной трубки распределения по-
лей Er(z) и Ez(z) имеют вид, идентичный распре-
делению на рис. 6, что свидетельствует о прене-
брежимо малом вкладе объемного излучения. Ра-
диальные распределения компонент квадрата
электрического поля в резонаторе и свободном
разряде представлены на рис. 7. Измеренные в
свободном разряде и в резонаторе распределения
продольной компоненты Ez(r) (рис. 4б, кривые 1
и 2) хорошо согласуются с теоретическим распре-

делением [26] , где А –

константа, , а  (кривая 3) для
дипольной моды. Некоторое отклонение распре-
деления в резонаторе вызвано возмущением
СВЧ-зондом поля в резонаторе. Азимутальное
распределение Er(ϕ) идентично распределению
Er(ϕ) для свободного разряда, что подтверждает
сохранение дипольной моды и в случае стоячей
волны.

Высокое значение КСВН при резонансе по-
верхностной волны и накопление энергии между
зеркалами позволяет рассматривать эту систему
как открытый резонатор ПЭВ с некоторой доб-
ротностью. Так как в работе в качестве источника
СВЧ-энергии использовался магнетрон, работа-
ющий на фиксированной частоте 2.45 ГГц, оцен-

= λ +(2 1) 2sL n

( ) = β − 
2

2 2 2
1 0( ) A KzE r r k

β = π λ2 s = π λ0 02k

ка добротности, полученная посредством пере-
стройки собственной частоты резонатора при
изменении его длины, составило величину Q ≈ 20.
В случае слабостолкновительной плазмы величи-
на добротности ограничивается затуханием на
электрон-нейтральных столкновениях, а пре-
дельная добротность резонатора ПЭВ может быть
оценена, как  [29]. Для открыто-
го резонатора на объемной волне [30] значению
КСВН = 25 соответствует добротность Q =

, здесь R – коэффициент отра-
жения.

Рост энергии поля поверхностной волны в ре-
зонаторе приводит к увеличению концентрации
электронов в плазменном столбе. Продольные
профили плотности плазмы, измеренные в гра-
ницах резонатора, представлены на рис. 8.

Несмотря на высокое значение КСВН, значи-
тельной модуляции плотности плазмы вдоль
столба не зарегистрировано. При уменьшении
давления до 0.02 Торр или при увеличении до
3 Торр модуляция плотности плазмы также не на-
блюдалась. При этом при отклонении давления
от оптимального значения p = 0.1 Торр происхо-
дило ухудшение резонансных свойств. При p >
> 1 Торр отношение  и разряд не выхо-
дит из аппликатора.

Распределение плотности плазмы в ненастро-
енном резонаторе близко к распределению в сво-
бодном разряде. При настройке на резонанс

≈ ω ν ≈max 30enQ

= π λ − ≈2 (1 ) 65L R

ν ω → 1en

Рис. 7. Радиальные распределения компонент электрического поля ПЭВ. а) Распределение квадрата радиальной ком-

поненты  в резонаторе –1 и в случае свободного разряда (2). б) Распределение квадрата продольной компоненты

 в резонаторе (1), в случае свободного разряда (2) и теоретическое распределение (3).
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плотность возрастает на 40−50% при увеличении
энергии поля в 6 раз. При этом следует отметить,
что рост плотности плазмы обусловлен ростом
поля внутри плазмы. Как отмечалось ранее при
описании свободного разряда, с ростом плотно-
сти плазмы происходит перераспределение энер-
гии поля, вызванное уменьшением скиновой глу-
бины. На рис. 9 (кривая 1) показано изменение
отношения Wpl/Wvac при резонансе. Построенная
на основе экспериментальных данных ne и E зави-
симость отношения Wpl/Wvac демонстрирует его
изменение c Wpl/Wvac = 0.25 для свободного разря-
да до Wpl/Wvac = 0.07 при резонансе.

4. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛЯ СТОЯЧЕЙ 
ПОВЕРХНОСТНОЙ ВОЛНЫ

Для исследования характеристик электромаг-
нитного поля стоячей поверхностной волны в
программе CST Microwave Studio была создана
численная модель аппликатора ПЭВ, аналогич-
ная используемому в эксперименте. В численной
модели не рассматривались процессы образова-
ния плазмы. Использовалась модель Друде хо-
лодной плазмы с заранее заданными параметра-
ми ne и , которые не изменялись в процессе си-
муляции. В программе была воссоздана модель
возбуждения стоячей ПЭВ аналогичная экспери-
ментальной, полностью воспроизводящая пара-
метры установки: размеры аппликатора, рабочая

vne

частота, радиус трубки, расстояние между зерка-
лами. Плотность плазмы задавалась исходя из
данных, полученных в эксперименте. Результаты
симуляции проиллюстрированы рис. 10а, б, где
изображены распределения электрического поля
в сечениях, соответствующих максимуму Er (а) и
Ez (б). Видно, что распределения имеют вид, ха-
рактерный для дипольной моды ПЭВ. Получен-
ные в результате симуляции распределения про-
дольной и радиальной компонент электрическо-
го СВЧ-поля ПЭВ вдоль столба представлены на
рис. 11 совместно с экспериментальными резуль-
татами рис. 6. Приведенные экспериментальные
и расчетные распределения достаточно хорошо
согласуются и имеют близкие значения длины
волны и КСВН. Расчетные распределения элек-
трического поля по радиусу r' (направление r' ука-
зано на рис. 10), соответствующие максимуму Ez и
Er, приведены на рис. 12, который демонстрирует
характер распределения поля поверхностной вол-
ны в плазме и вне плазмы. Спад поля вне плазмы
в радиальном направлении близок к эксперимен-
тальному распределению (рис. 7). Численная мо-
дель позволяет произвести количественное срав-
нение компонент Er и Ez, что затруднительно в
эксперименте. Так, из приведенных результатов
моделирования видно, что вне плазмы отноше-
ние величин полей Er/Ez ≈ 2, внутри плазмы
(рис. 12) Er/Ez = 1.26. Моделирование позволяет
на основании измеренных концентраций элек-
тронов оценить перераспределение энергии
Wpl/Wvac при установлении резонанса (рис. 9, кри-

Рис. 8. Усредненный по сечению трубки продольный
профиль плотности плазмы в границах резонатора:
1 – при настройке на резонанс; 2 – при расстройке
системы; 3 – приведенный для сравнения профиль
плотности свободного разряда из рис. 4. Сплошные
линии – распределения интегральной светимости
плазмы I(z) ~ ne(z) (сигнал с фотодетектора); точки –
расчет по дисперсии ПЭВ, на основании измерений
длины волны.
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вая 2). Продольное распределение интегрирован-
ного по сечению плазменного столба электриче-
ского поля ПЭВ представлено на рис. 13 (кривая
1). Как видно из рисунка, проникающее внутрь
плазмы суммарное поле поверхностной волны не
претерпевает значительных изменений по длине
столба. Данный результат свидетельствует о при-
мерно равном вкладе электрических компонент
Er и Ez ПЭВ в поддержание разряда, что объясняет
отсутствие модуляции плотности плазмы в экспе-
рименте. Следует также учитывать, что диффузи-
онное расплывание приводит к сглаживанию
профиля плотности плазмы.

Следует отметить, что в аналогичных экспери-
ментах [17–19] по поддержанию плазменного

столба стоячей поверхностной волной, в широ-
ком диапазоне давлений, наблюдалась заметная
модуляция плотности плазмы вдоль столба с от-
ношением nemax/nemin достигающим двух. Этот фе-
номен авторы объясняют наличием характерной
для поверхностной волны продольной компо-
ненты Ez, сдвинутой по фазе на 90о относительно
Er, и являющейся основным вкладчиком энергии
в поддержание разряда. Наличие выраженной
модуляции плотности плазмы в этих эксперимен-
тах связано с возбуждением m = 0 моды, структура
поля которой отличается от структуры m = 1 мо-
ды. Полученные нами в результате моделирова-
ния распределения суммарного электрического
поля стоячей ПЭВ m = 0 моды приведены на
рис. 13 совместно с распределением поля для m =
= 1 моды. Кривая 2 построена в условиях экспе-
римента [19]. Аналогичный характер поля m = 0
моды сохраняется и в произвольных условиях.
Построенное в качестве примера распределение
(кривая 3) соответствует следующим параметрам:
ne = 2.5 × 1012 см–3, r = 0.5 см, f = 2.45 ГГц. Ре-
зультаты моделирования подтверждают опреде-
ляющий вклад компоненты Ez в поддержание раз-
ряда в случае аксиально-симметричной моды
ПЭВ.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Экспериментально показано, что стоячая
СВЧ-поверхностная волна дипольной моды воз-
буждается на плазменном столбе между двумя ме-
таллическими зеркалами. Отличительная осо-
бенность данного эксперимента заключается в
самосогласованном режиме: возбуждается стоя-
чая поверхностная волна, которая сама создает и
поддерживает плазму. При выполнении условия
резонанса происходит рост плотности плазмы на
50%, тогда как энергия поля ПЭВ возрастает в
6 раз по сравнению со свободным разрядом. Та-

Рис. 10. Распределения интенсивности электромагнитного поля стоячей ПЭВ в поперечных сечениях разряда (резуль-
тат моделирования в CST Microwave Studio), соответствующих; а) – максимуму Er; б) – максимуму Ez.
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Рис. 11. Распределения радиальной Er и продольной
Ez компонент напряженности электрического поля
вдоль плазменного столба. Сплошные кривые – ре-
зультат моделирования. Точки – экспериментальные
данные (рис. 6), нормированные на результат моде-
лирования.
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кой незначительный рост плотности связан с
уменьшением доли энергии поверхностной вол-
ны, проникающей в плазму. Отношение энергии
поля ПЭВ внутри и вне плазменного столба
Wpl/Wvac изменяется с 0.25 в свободном разряде до
0.07 при резонансе. Высокое значение КСВН по-
верхностной волны и накопление энергии между
зеркалами позволяет рассматривать эту систему
как открытый резонатор ПЭВ на плазменном
столбе с добротностью, лежащей в пределах Q =

= 15–20. Поле поверхностной волны сильно при-
вязано к плазменному столбу, экспоненциально
затухая в поперечном направлении, что позволя-
ет использовать зеркала с размерами, не превы-
шающими λ/2. Средний уровень поля стоячей
волны в резонаторе постоянен по его длине, в то
время как средний уровень поля в свободном раз-
ряде затухает на этой длине в два раза. В связи со
значительным ростом поля поверхностной волны
при резонансе, влияние объемного излучения
вблизи аппликатора пренебрежимо мало.

Как известно, поверхностная волна характе-
ризуется наличием компонент поля Er и Ez, сдви-
нутыми по фазе на 90о по отношению к оси труб-
ки [17]. В результате численного моделирования
показано, что при возбуждении стоячей ПЭВ
m = 1 моды радиальная и продольная компонен-
ты электрического поля ПЭВ Er и Ez вносят при-
мерно равный вклад в поддержание разряда, и
вследствие этого в эксперименте не было зареги-
стрировано заметной модуляции плотности плаз-
мы. При возбуждении стоячей волны m = 0 моды
вклад продольной электрической компоненты Ez
в плазму значительно превышает вклад радиаль-
ной компоненты Er ПЭВ, что приводит к модуля-
ции плотности плазмы.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№ 20-32-90162.
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Сообщается об обнаружении противоречия, возникающего в решениях задач о профилях нелиней-
ных продольных электростатических волн в плазме методом псевдопотенциала Сагдеева. Противо-
речие проявляется в неравенстве среднего за период значения концентрации частиц и заданной
концентрации невозмущенной плазмы. Показано, что причина возникновения противоречия свя-
зана с весьма распространенной неточностью в постановке таких задач. Предложено корректиро-
вать постановку подобных задач и изменить интерпретацию получаемых этим методом решений,
применив иные начальные условия: необходимо задавать вместо концентрации невозмущенной
плазмы концентрацию частиц в точках, в которых потенциал  принят равным нулю. С такими на-
чальными условиями противоречие полностью снимается.
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1. ВВЕДЕНИЕ
При анализе нелинейных волн большой ам-

плитуды в плазме, особенно для определения
условий существования периодических, солитон-
ных и ударно-волновых решений, широко при-
менимы методы механической аналогии. Наибо-
лее известен из них – метод псевдопотенциала
Сагдеева. Это метод носит имя Роальда З. Сагдее-
ва, который вместе с коллегами применил его для
анализа нелинейных ионно-звуковых волн в бес-
столкновительной плазме с холодными ионами и
безынерционными распределенными по Больц-
ману электронами, [1–3]. В результате им была
показана возможность нелинейных дозвуковых
периодических и сверхзвуковых уединенных
ионно-звуковых волн (солитонов), а также опре-
делена предельная скорость солитонов (критиче-
ское число Маха).

Справедливо указать на более ранние работы
А.И. Ахиезера и Р.В. Половина [4, 5], применив-
ших другой вариант метода механической анало-
гии для анализа нелинейных электронных волн в
плазме.

Техника и многочисленные примеры приме-
нения метода псевдопотенциала Сагдеева описа-

ны в многочисленных оригинальных работах, об-
щее число которых перевалило за несколько ты-
сяч, и во многих книгах по теории волн и физике
плазмы [6–11]. Укажем также работы [12, 13], в
которых был представлен новый вариант метода
механической аналогии – метод псевдопотенци-
ала Бернулли.

Однако при детальном анализе решений, по-
лучаемых с помощью методов псевдопотенциала,
а также в самом решении Сагдеева нами были об-
наружены некоторые противоречивые моменты,
на которые ранее нигде не обращалось внимание.
В данных методических заметках описаны эти
противоречия, а также представлена новая интер-
претация полученного в [1–3] решения, которая
устраняет указанные противоречия.

2. ПОДРОБНОЕ ОПИСАНИЕ РЕШЕНИЯ 
САГДЕЕВА НАХОЖДЕНИЯ ПРОФИЛЯ 

НЕЛИНЕЙНОЙ ИОННО-ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ 
В ПЛАЗМЕ

Здесь дается детализированное решение зада-
чи о профиле нелинейной ионно-звуковой волны
в холодной плазме, нежели в оригинальных рабо-

ϕ
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тах Сагдеева и др. [1–3], в которых решение пред-
ставлено весьма кратко. Обращается внимание на
некоторые нюансы, которые полезны для иссле-
дователей и которые обычно опускают, считая их
тривиальными. Некоторые из нюансов, которые
важны при устранении возникающего противо-
речия, выделены шрифтом.

Следуя [3], рассмотрим одномерное волновое
движение нерелятивистской бесстолкновитель-
ной плазмы, содержащей квазинейтральную
смесь электронного и ионного газов с концентра-
циями  и  в невозмущенном волной состоя-
нии при условии . При этом будем
считать, что ионный газ – холодный.

Обозначим  − заряд электрона и –e поло-
жительный заряд однократно заряженного иона.
Тогда, имеет место соотношение квазинейтраль-
ности невозмущенной плазмы . Так
как обычно масса иона m велика по сравнению с
массой электрона, пренебрежем электронной
массой, т.е. будем считать электронный газ безы-
нерционным.

Запишем следующую общую систему одно-
мерных уравнений, описывающую динамику
ионного газа в плазме:

− уравнение непрерывности

(1)

− уравнение движения

(2)

− электростатическое уравнение Пуассона

(3)

в которых обозначено  − скорость ионов в вол-
не, ϕ − электростатический потенциал.

Будем считать, что электронный газ подчинен
распределению Больцмана

(4)

Найдем решение уравнений (1)−(4) в форме
стационарной продольной ионно-звуковой вол-
ны, распространяющейся в положительном на-
правлении оси 0x, т.е. вправо, с фазовой скоро-
стью V. Для этого введем волновую переменную

(5)

Эта подстановка преобразует систему уравнений
в частных производных в систему обыкновенных
дифференциальных уравнений.
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Рекомендуем перейти из лабораторной систе-
мы отсчета (ЛСО) в систему отсчета, связанную с
волной (ВСО). Для этого воспользуемся прави-
лом Галилея

(6)
В этой системе невозмущенная волной плазма
движется с отрицательной скоростью –V, т.е.
влево.

Здесь следует обратить внимание на следую-
щий нюанс. Во многих работах, следуя [3, 6],
обычно делают замену (5), оставаясь при этом
в ЛСО, т.е. записывая уравнения (1) и (2) для пе-
ременной . В книге [14], делая замену (5), пред-
ложено переходить к переменной ui в ВСО в соот-
ветствии с (6), что является более естественным и
существенно упрощает вид решения. Так посту-
пим и мы. Тогда исходные уравнения (1)−(3) пе-
репишутся в виде

(7)

(8)

(9)

Проинтегрируем уравнения (7) и (8) при усло-
виях  и , получив при этом

(10)

(11)

Обратим внимание на то, что в (10) скорость
ионов в ВСО отрицательна, т.е. направлена влево.
Это замечание важно, если необходимо, напри-
мер, вычислять ионный поток в ионно-звуковой
волне [15].

Комбинируя (10) и (11), получим зависимость
ni от ϕ

(12)

при подстановки (12) вместе с зависимостью ne от
 (4) в уравнение Пуассона (9), оно примет вид

(13)

Уравнение (13) имеет вид уравнения движения
некой псевдочастицы единичной массы в неод-
нородном силовом поле Fs(ϕ) в отсутствии тре-
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ния, в котором ϕ играет роль псевдокоординаты,
а ξ ‒ псевдовремени.

Умножим обе части уравнения (13) на dϕ/dξ и
проинтегрируем его с условием Us(ϕ)ϕ = 0 = 0, даю-
щем точку равновесия. В результате получим вы-
ражение для псевдопотенцила Сагдеева

(14)

полученное в [1–3].
Повторное интегрирование (14) методом раз-

деления переменных дает точное выражение про-
филя волны ϕ(ξ) в неявной форме. Получаемое
при этом выражение громоздко и неудобно для
анализа, поэтому оно здесь опущено.

Квадратурное решение уравнения (14) не будет
полным без анализа того, какие типы волн в ней
возможны и при каких условиях. Проще всего это
сделать, анализируя псевдопотенциал (14).

На рис. 1а‒в показаны три возможных вари-
анта графиков псевдопотенциала Us(ϕ) при раз-
личных значениях скорости волны V. Все кривые
на них ограничены справа точкой A, в которой
подкоренное выражение в (12) обращается в нуль.
При бóльших значениях потенциала ϕ корень
становится мнимым, что соответствует отраже-
нию ионов от потенциального барьера в волне и
появлению многозначности в профиле ионной
плотности, т.е. опрокидыванию волны назад.

При малых значениях скорости волны V, мень-
ших скорости ионного звука  (это вы-
ражение можно вывести из дисперсионного урав-
нения для ионно-звуковых волн малой амплиту-
ды – см., напр., [9, 13]) псевдопотенциал имеет
локальный минимум в нуле (рис. 1а). Колебания
псевдочастицы в потенциальной яме вблизи это-
го минимума соответствуют периодической ион-

 ϕ− = π × ξ 
   ϕ× − − +      
 ϕ+ − + ≡ ϕ 
 
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d en
d

ekT
kT

emV U
mV

=s eV kT m

но-звуковой волне, а наибольший отрицатель-
ный размах колебаний происходит до точки ло-
кального максимума потенциала, где псевдосила
обращается в нуль (Fs(ϕ) = 0).

Точное решение этого трансцендентного урав-
нения можно выразить через отрицательную
ветвь W-функции Ламберта W–1(x) [13, 16], кото-
рая есть функция, обратная к функции

, при этом выражение для  имеет
вид:

(15)

Колебания псевдочастицы максимального
размаха, начинающиеся из положения локально-
го максимума, определяют сепаратрису на фазо-
вом портрете, и могли бы соответствовать уеди-
ненной волне. Однако такое решение не удовле-
творяет условию ϕ → 0 при ξ → ±∞ и должно
быть отброшено. Поэтому дозвуковые уединен-
ные ионно-звуковые волны (солитоны) не суще-
ствуют.

Для сверхзвуковой волны существуют две
формы кривых псевдопотенциала: обе с локаль-
ным максимумом в нуле и с локальным миниму-
мом при некотором . Кривые отличаются
только тем, что точка A на рис. 1 может находить-
ся или выше (рис. 1б), или ниже (рис. 1в) гори-
зонтальной оси .

Колебания псевдочастицы в потенциальной
яме вблизи локального минимума не удовлетво-

ряют условию  для периодической
волны с периодом Λ, являющемуся следствием
квазинейтральности невозмущенной плазмы.
Следовательно, сверхзвуковые периодические
ионно-звуковые волны не существуют.

Что касается солитонов, то они существуют
только для случая рис. 1б, когда нулевой уровень
псевдоэнергии, касательный к точке локального
максимума в нуле, пересекает кривую при ϕ > 0,
т.е. когда существует замкнутая сепаратриса на

= expy x x maxφ

−

ϕ =
   = − + − −      
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Рис. 1. Графики нормированного псевдопотенциала Сагдеева  (14) в зависимости от параметра : a) –

при ; б) – при ; в) – при .
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фазовом портрете псевдоосциллятора. Критиче-
ская (максимально возможная) скорость солито-
на Vmax определяется из условия нахождения точ-
ки A на оси 0ϕ, т.е. когда :

(16)

В [2] было дано приближенное решение транс-
цендентного уравнения (16) в виде Vmax ≈ 1.6Vs, а
максимальная амплитуда солитона при этой ско-
рости волны ‒ ϕmax ≈ –1.3kTe/e. Точное решение
этого уравнения удается получить опять же с по-
мощью W-функции Ламберта [16]

(17)

Укажем, что для некоторых других моделей плаз-
мы критические числа Маха были найдены в [17].

Таким образом, скорость солитона лежит в
диапазоне Vs > V > Vmax, причем при максималь-
ной скорости его амплитуда максимальна и равна

 ≈ . Заме-
тим, что амплитуда ионно-звукового солитона
положительна, т.к. заряд электрона e < 0.

В итоге, в результате анализа псевдопотенциа-
ла Сагдеева Us(ϕ) получено, что дозвуковой пери-
одической волной и сверхзвуковым солитоном
исчерпывается набор стационарных нелинейных
ионно-звуковых волн. Их профили, вычислен-
ные методом Рунге–Кутты из уравнения (13), по-
казаны на рис. 2 и 3 соответственно. Другие типы
волн при анализе задачи при этом не проявились.

Важно отметить, что профиль потенциала в
периодической волне на рис. 2 не симметричен
относительно нуля, что является следствием не-

( )ϕ=−ϕ =2 2 0S mV eU
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2 2e e
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s
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V

ϕ = − 2
max maxmV e ( )− 1.2566431208... ekT e

симметричности потенциальной ямы на рис. 1а
относительно точки равновесия  на дне этой
ямы.

Этими выводами исчерпывается анализ нели-
нейных ионно-звуковых волн произвольной ам-
плитуды в плазме в [1–3]. Подобными выводами
обычно ограничиваются и многие другие ис-
следователи, рассматривая другие типы электро-
статических волн (например, электронно-аку-
стические, пыле-акустические волны) в плазмах
различного состава и с разными законами рас-
пределения частиц, отличающихся от больцма-
новского.

А каковы профили концентраций плазменных
компонентов в волне? Следующий раздел посвя-
щен ответу на этот вопрос.

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОФИЛЯ 
КОНЦЕНТРАЦИИ ИОНОВ В НЕЛИНЕЙНОЙ 

ИОННО-ЗВУКОВОЙ ВОЛНЕ 
И ОБНАРУЖЕНИЕ ПРОТИВОРЕЧИЯ

Далее рассматриваются только нелинейные
периодические ионно-звуковые волны.

Для вычисления профиля концентрации
ионов в волне проще всего воспользоваться уже
посчитанным профилем потенциала ϕ(ξ) из
рис. 2 и формулой (12). На рис. 4 представлен
профиль ионной концентрации ni(ϕ), вычислен-
ный при тех же параметрах, что и ϕ(ξ) на рис. 2.
Видно, что ni(ϕ) осциллирует относительно зна-
чения n0, формируя фазы сжатия и разрежения в
волне. Видно, что эти колебания несимметрич-
ны, фазы сжатия и разрежения в них имеют силь-
но различающиеся друг от друга профили. Эта
асимметрия является следствием отмеченной вы-
ше асимметрии профиля ϕ(ξ) на рис. 2.

0n

Рис. 2. Профиль потенциала в нелинейной периодической ионно-звуковой волне при .
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Легко вычислить среднее за период волны зна-
чение концентрации . Это среднее показа-
но на рис. 4 горизонтальной прямой 2. Здесь мы
приходим к серьезному противоречию: оказывает-
ся , т.е. не выполнен закон сохране-
ния числа ионов в плазме! Для параметров, при
которых вычислялся профиль рис. 4, расчеты да-
ют, что . Куда делись недоста-
ющие 10% ионов? Ответа на этот вопрос до недав-
него времени не было.

Нами была исследована величина расхожде-
ния между  и n0. Было найдено, что это
расхождение растет с ростом амплитуды волны и
максимально при  (15).

Надо сказать, что аналогичные расхождения
между средней за период и невозмущенной кон-
центрациями ионов обнаруживались и в других
моделях плазмы при вычислении потоков частиц,
генерирующих ионно-звуковой волной [15, 18], и
ранее – в других задачах [19–21]. Но поскольку
объяснений им не было, внимание на них не за-
острялось.

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПСЕВДОПОТЕНЦИАЛА 
БЕРНУЛЛИ: ПРОТИВОРЕЧИЕ 

УСИЛИВАЕТСЯ
Для устранения ряда математических трудно-

стей при выводе псевдопотенциала Сагдеева для
электростатических волн в плазме сложного со-
става был разработан метод псевдопотенциала
Бернулли UB(ni) [12, 13, 22–24]. В нем роль псев-
докоординаты играет концентрация, например,
ионов, а в квантовой плазме – химический по-
тенциал [25, 26]. Псевдопотенциал Бернулли в
отличие от псевдопотенциала Сагдеева оказался
более универсальным и более удобным для ана-
лиза эволюции концентрации компонентов плаз-
мы и пространственного заряда в волне. Подроб-
но этот метод описан в [12, 13].

Λϕ( )in

Λϕ < 0( )in n

( ) Λϕ ≈ 00.8923in n

Λϕ( )in

maxφ

В различных моделях плазмы получение псев-
допотенциала Бернулли осуществляется путем
сведения исходных уравнений к дифференциаль-
ному уравнению 1-го порядка Бернулли относи-
тельно концентрации ионов, интеграл которого и
дает псевдопотенциал. Если же известно явное
выражение для псевдопотенциала Сагдеева, то
получить псевдопотенциал Бернулли можно пу-
тем замены переменных и последующей перенор-
мировки. Например, в рассматриваемой в п. 2 за-
даче следует подставить (4) и (12) в (14), а затем
умножить его на функциональный коэффициент,
пропорциональный . Это было проделано в
[12], в результате чего было получен псевдопотен-
циал Бернулли в виде

(18)

для которого должно выполняться .
На рис. 5 представлен график псевдопотенци-

ала Бернулли для периодической ионно-звуко-
вой волны при V < Vs и при тех же параметрах, что
и для псевдопотенциала Сагдеева на рис. 1а. Про-
комментируем его.

Видно, что псевдопотенциал Бернулли имеет
локальный минимум в точке . Колебания
псевдочастицы в потенциальной яме вблизи это-
го минимума соответствуют периодической ион-
но-звуковой волне, а наибольший отрицатель-
ный размах колебаний происходит до точки ло-
кального максимума потенциала, где псевдосила
Бернулли обращается в нуль.

Принципиально, что потенциальная яма не-
симметрична. В ней склон, соответствующий фа-
зе сжатия везде круче, чем склон, соответствую-
щий фазе разрежения. Это свидетельствует о том,
что псевдочастица при любой амплитуде колеба-

−6
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ний будет дольше находиться в фазе разрежения,
чем в фазе сжатия. Следовательно, среднее поло-
жение псевдочастицы всегда меньше равновесно-
го: ! При этом, чем больше амплитуда
колебаний, тем больше и расхождение. Этот факт
усиливает противоречие, отмеченное в разд. 3.

Отметим, что асимметрия пседопотенциала
Бернулли относительно  для периодических
электростатических волн возникала и в других
исследованных моделях плазмы и типов волн в
[13, 19, 20, 27].

Таким образом, обнаруженное и подтвержден-
ное противоречие, которое заключается в нера-
венстве средней за период волны концентрации
ионов и заданного в задаче значения концентра-
ции плазмы, требует скорейшего разрешения.

5. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ, ОБЪЯСНЕНИЕ 
ПРОТИВОРЕЧИЯ И РЕЦЕПТ

ЕГО УСТРАНЕНИЯ
Объяснение описанному выше противоречию

основано на выборе начальных условий. Особен-
но важно, какой смысл придается величине .

Рассмотрим сначала, каков смысл величине 
придавали авторы [1‒3]. Работы [1, 2] являются
обзорными, в них рассмотрены много разнооб-
разных плазменных задач, но каков смысл  да-
ется именно в задаче о нелинейных ионно-звуко-
вых волнах в них не сказано. Однако в [3] (см.
С. 127) в уравнениях (1)−(4) предлагается выби-
рать следующие начальные условия для невозму-
щенной плазмы: , , , т.е.  −
концентрация невозмущенной плазмы. Таким
образом, можно утверждать, что и в [1, 2]  −
концентрация невозмущенной плазмы.

В целом ряде книг рассмотрена задача о нели-
нейных ионно-звуковых волнах, в которых не
указан физический смысл , но везде в них дает-
ся ссылка на оригинальные работы [1‒3]. Напри-
мер, в книгах [10, 28‒31]. Следовательно, можно
считать, что и в них полагается, что  − концен-
трация невозмущенной плазмы. В других книгах
таких, как [6, 8, 9, 32, 33], это прямо указано.

Такой выбор начальных условий, когда за 
принималась концентрация невозмущенной
плазмы, был сделан в огромном количестве ори-
гинальных исследований нелинейных электро-
статических волн в плазме, базирующихся на ме-
тоде псевдопотенциала Сагдеева (например, в
[34‒45]). В большой группе работ выбирались на-
чальные условия для плазмы, находящейся в ди-
намическом равновесии (например, [46‒53]). Но
легко видеть на рис. 5, что условие невозмущен-
ности и условие равновесия для этой задачи экви-
валентны.

Λϕ < 0( )in n

0n

0n

0n

0n

ϕ = 0 =v 0 = = 0i en n n 0n

0n

0n

0n

0n

В указанных оригинальных работах профили
концентраций частиц не исследовались, поэтому
противоречие не было выявлено.

Справедливо также заметить, что автор данной
заметки и его соавторы до недавнего времени так-
же использовали начальные условия для невозму-
щенной плазмы.

В [14] (см. С. 406) предложены иные началь-
ные условия для задачи Сагдеева:  −
значения концентрации в точках, в которых по-
тенциал ϕ принят равным нулю. Т.е.  не являет-
ся здесь концентрацией невозмущенной плазмы!

Для иллюстрации правильности такого выбо-
ра начальных условий представим вычисленные
синхронизированные профили ne(ξ) и ni(ξ)
(рис. 6). Эти вычисления были осуществлены с
помощью уже посчитанного профиля потенциала
ϕ(ξ) из рис. 2, а также формул (4) и (12). Видно,
что кривые ne(ξ) и ni(ξ) пересекаются в точках
квазинейтральности , однако средние
их значения, во-первых, лежат на другом уровне
и, во-вторых, совпадают друг с другом! В итоге,
решения для ne(ξ) и ni(ξ) полностью удовлетворя-
ют уравнениям (1)−(4) и начальным условиям
из [14].

Возникает закономерный вопрос: а какова же
тогда концентрация невозмущенной плазмы для
этих профилей? Ответ оказывается весьма прост:
невозмущенная плазма имеет концентрации ча-
стиц, совпадающие со средним значением

, причем среднее значение всегда
меньше .

При такой интерпретации все возникшие про-
тиворечия снимаются полностью.

Таким образом, задача о нелинейных ионно-
звуковых волнах, решенная Сагдеевым и др. [1–3],
и другие подобные задачи математически пред-
ставляют собой своеобразную обратную задачу, в

= = 0i en n n

0n

= = 0i en n n

= = средн.i en n n
0n

Рис. 5. Графики псевдопотенциала Бернулли (18) при
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которой сначала не задается концентрация невоз-
мущенной плазмы. Эту концентрацию можно и
нужно определить при анализе решений уравне-
ний (1)−(4) с начальными условиями из [14].

5. ВЫВОДЫ

Сообщается об обнаружении серьезного про-
тиворечия, возникающего в решениях задач о
профилях нелинейных продольных электроста-
тических волн в плазме методом псевдопотенци-
ала Сагдеева. Противоречие проявляется в не-
равенстве среднего за период значения кон-
центрации частиц и заданной концентрации
невозмущенной плазмы.

Предложено корректировать постановку по-
добных задач и изменить интерпретацию получа-
емых этим методом решений, применив иные на-
чальные условия: необходимо задавать вместо
концентрации невозмущенной плазмы концен-
трацию частиц в точках, в которых потенциал ϕ
принят равным нулю. Концентрацию же невоз-
мущенной плазмы следует определять методом
усреднения получаемых профилей волн. С таки-
ми начальными условиями противоречие полно-
стью снимается. Ранее эти условия были предло-
жены в [14], но широкого распространения не по-
лучили.

Представленный здесь вариант метода псевдо-
потенцила Сагдеева легко переносится на более
сложные модели плазмы, например, электрон-
позитронной плазмы [54, 55] или пылевой плаз-
мы [56, 57], и другие типы электростатических
волн: электронно-акустические, пыле-акустиче-
ские и др.

Таким образом, многочисленные ранее опуб-
ликованные результаты исследований нелиней-
ных волн методом Сагдеева следует пересмотреть
на предмет правильного указания величины кон-
центраций невозмущенной плазмы.

Автор благодарен своим соавторам, и осо-
бенно Колоткову Д.Ю., Китаеву И.Н. и Лебеде-
вой К.И., в работах с которыми обнаруживалось
рассмотренное здесь противоречие.
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Одной из актуальных задач атомной энергетики является переработка отработавшего ядерного топ-
лива. Такая переработка подразумевает отделение актиноидов от продуктов деления урана. Одним
из методов переработки может стать плазменная масс сепарация. В ОИВТ РАН в последние 10 лет
активно велись исследования, направленные на развитие различных аспектов, связанных с плаз-
менной масс-сепарацией. В статье приведен обзор основных результатов этих исследований по че-
тырем направлениям: численные расчеты и анализ схем сепарации; генерация плазмы буферного
газа и создание потенциала в ней; источник плазмы для инжекции смеси разделяемых веществ; се-
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1. ВВЕДЕНИЕ
Сегодня в России развивается концепция

двухкомпонентной ядерной энергетической си-
стемы с тепловыми и быстрыми реакторами в за-
мкнутом ядерном топливном цикле (ЗЯТЦ) [1].
Накапливается опыт использования “быстрого”
реактора БН-800, проектируется реактор БН-
1200 [2], строится опытно-демонстрационный
энергетический комплекс с реактором БРЕСТ-
ОД-300 [3], проектируется промышленный энер-
гокомплекс [4].

Технология ЗЯТЦ, подразумевает максималь-
но эффективное использование природных ре-
сурсов для создания ядерного топлива, и сведе-
ние к минимуму количества высокоактивных
ядерных отходов [5].

Одно из звеньев разрабатываемой технологии
ЗЯТЦ – переработка отработавшего ядерного
топлива (ОЯТ), которая позволит повторно ис-
пользовать более 95% топлива, извлекаемого из
реакторов. Существуют разные подходы к реше-
нию данной задачи, находящиеся на разных ста-
диях разработки – от НИР до усовершенствова-
ния существующих технологий – это газофторид-

ные, пирохимические, гидрометаллургические,
комбинированные и плазменные методы [6–8].

В основе плазменных подходов к переработке
ОЯТ лежит метод плазменной сепарации по мас-
сам [7, 8], предполагающий преобразование твер-
дого вещества в плазменное состояние. Плазмен-
ный поток в заданной конфигурации электриче-
ского и магнитного полей разделяется на два (или
более [9]) потока, различающихся величиной от-
ношений заряда к массе его частиц. Первый по-
ток – это тяжелые ионы актинидов (от 227 а.е.м.),
которые можно повторно использовать при изго-
товлении тепловыделяющих элементов. Второй
поток – это легкие ионы продуктов деления (до
174 а.е.м.) [10]. Разделенные потоки ионов оса-
ждаются на коллекторы и извлекаются для даль-
нейшей работы.

Плазменная сепарация ОЯТ в масштабе, при-
годном для промышленного применения, потен-
циально привлекательна по ряду причин. В силу
грубости метода оказывается невозможным вы-
деление оружейного плутония. Метод плазмен-
ной сепарации адаптивен к разным типам отра-
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ботавшего ядерного топлива. При этом снижает-
ся стоимость обращения с радиоактивными
отходами (РАО) за счет малого количества вто-
ричных РАО, поскольку в методе отсутствует ре-
циклируемая технологическая среда.

На сегодняшний день предложено большое
количество различных схем разделения. В част-
ности, предложены системы на основе криволи-
нейного магнитного поля [11, 12], его комбина-
ции с поперечным электрическим полем [13–15],
ионно-циклотронный резонанс [16–21], сепара-
ция во вращающемся магнитном поле [22], цен-
трифуга с противотоком, вызванным неоднород-
ным распределением температуры [23] и др. Пол-
ный список схем с их описанием можно найти в
обзорных работах [7, 8, 24, 25]. Отдельно суще-
ствует класс устройств, использующий скрещен-
ные электрическое и однородное магнитное поле
[26]. Внутри этого класса встречаются устрой-
ства, работающие как в столкновительном [27],
так и в бесстолкновительном [28–31] режиме.

В ОИВТ РАН ведутся исследования метода
плазменной сепарации на неактивных веществах,
моделирующих ОЯТ. Основанный на идеях ака-
демика РАН В.П. Смирнова метод позволяет по-
высить эффективность разделения элементов за
счет создания в замагниченной низкотемпера-
турной плазме электрического поля, формирую-
щего потенциальную яму [30]. Форма ямы может
выбираться таким образом, чтобы область повы-
шенного электрического поля пересекала траек-
тории тяжелых ионов и практически не пересека-
ла траектории легких. На рис. 1 представлена

конфигурация электрических и магнитных по-
лей, а также расчет траекторий заряженных ча-
стиц в ней. По периметру прямоугольной области
задано нулевое значение электрического потен-
циала. Магнитное поле направлено перпендику-
лярно плоскости рисунка. В такой конфигурации
электрическое поле всюду перпендикулярно маг-
нитному. Здесь важно отметить, что электриче-
ские и магнитные поля, в которых происходит
транспортировка сепарируемого пучка, реализо-
ваны в плазме. Поэтому собственный объемный
заряд пучка тяжелых ионов может быть компен-
сирован электронами буферной плазмы. Тогда
ионы движутся в условиях компенсированного
объемного заряда, что обеспечивает значитель-
ную производительность данного метода.

В таком подходе стационарное электрическое
поле в плазме предполагается поддерживать за
счет электродов, расположенных на торцах ва-
куумной камеры. Возможность формирования
стационарных электрических полей в замагни-
ченной плазме обусловлена ограничением транс-
порта тяжелых заряженных частиц поперек
магнитного поля и, как следствие, различием в
продольной и поперечной проводимостях плаз-
мы [32, 33].

2. НАПРАВЛЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЙ
И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Для реализации описанного метода ведутся
исследования сразу по нескольким направлени-
ям: численные расчеты и анализ различных схем

Рис. 1. Эквипотенциальные линии электрического поля и расчет траекторий “тяжелых” ионов m1 = 240 а.е.м. и “лег-
ких” ионов m2 = 150 а.е.м. Начальная энергия 0.2–2 эВ, угол ±45°, магнитное поле 1 кГс. Значение единицы потенци-
ала составляет 110 В, координаты 15 см [30].
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сепарации [9, 30, 34–38], генерация плазмы бу-
ферного газа и создание градиента потенциала
плазмы в ней [39–47], создание источника плаз-
мы для инжекции смеси веществ [48–58], сепара-
ция модельных веществ [59–63].

2.1. Численные расчеты и анализ схем сепарации
Как уже отмечалось ранее, работа [30] стала

основополагающей для данного цикла исследо-
ваний. В ней проведен анализ конфигураций
электрических и магнитных полей, позволяющих
эффективно разделять заряженные частицы по
массам на две группы. В частности, рассмотрены
случаи азимутального магнитного поля, создаю-
щегося проводником с током в сочетании с ради-
ально-аксиальным электрическим полем (см.
также [34]), и случай однородного аксиального
магнитного поля в сочетании с поперечным элек-
трическим полем (см. также [35]). Эти исследова-
ния продемонстрировали теоретическое обосно-
вание возможности эффективного простран-
ственного разделения потоков со следующими
начальными условиями: энергия ионов от 0.2 до
2 эВ, разброс скоростей ионов по углам – от 0 до
45°. Установлено, что необходимый для этого ха-
рактерный объем области сепарации может со-
ставлять порядка 1 м3 при магнитном поле 1–
2 кГс и электрических потенциалах порядка 1 кВ.
Для экспериментального обоснования предло-
женного метода используется конфигурация с
продольным магнитным полем [47].

Следующими важными шагами в части моде-
лирования и теоретического анализа возможно-
стей метода плазменной сепарации стало рас-
смотрение схем, развивающих базовые идеи, за-
ложенные в [30]. Так, в частности, изначально
инжекция сепарируемой смеси предполагалась
поперек магнитного поля, однако позднее стало
понятно, что в таком случае магнитное поле се-
паратора будет затруднять функционирование
источника плазмы, что приведет к повышению
разрядного напряжения и, как следствие, к ухуд-
шению эффективности разделения за счет обра-
зования дву- и более кратных ионов. В расчетных
работах [36, 37] показано, что при инжекции ча-
стиц вдоль магнитного поля также возможно эф-
фективное разделение компонентов смеси на
расстояние около 10 см.

В работе [38] все многообразие конфигураций
было ограниченно рассмотрением аксиально
симметричного пространственного распределе-
ния потенциала. Такая схема сепарации похожа
на представленную на рис. 1, только в данном
случае расчетная область является окружностью,
а не прямоугольником, и величина потенциала
является лишь функцией радиальной координа-
ты. В первой части работы потенциал плазмы
считался линейно зависящим от координаты, т.е.

радиальное электрическое поле считалось посто-
янным. В такой постановке можно перейти к бо-
лее системному перебору параметров, с целью до-
стижения наилучшего разделения. На рис. 2
представлена найденная зависимость расстояния
S между пятнами осаждения разделенных эле-
ментов смеси от величин электрического и маг-
нитного полей [61]. Из рисунка видно, что есть
минимальные значения электрического поля –
10 В/см и магнитной индукции – 1.4 кГс для об-
ласти с S > 6.4 см.

Также в работе [38] рассмотрен вариант сепа-
рации в двуградиентном потенциале (рис. 3). Та-
кой потенциал представляет из себя кусочно-за-
данную функцию, состоящую из двух линейных
функций с соответствующим электрическим по-
лем E2 на отрезке r ∈ [0, r*] и c электрическим по-
лем E1 на отрезке r ∈ [r*, rg]. Здесь rg − это внеш-
няя заземленная граница расчетной области, а
r* − место соединения областей с разными гради-
ентами потенциала. Поскольку инжекция разде-
ляемых веществ осуществляется с периферии (из
области больших r), поэтому можно подобрать
положение r* изменения градиента потенциала
таким образом, чтобы до участка второго гради-
ента долетали лишь тяжелые частицы. Результат
анализа показывает, что в таком потенциале мо-
жет достигаться существенное увеличение рас-
стояния между областями сбора компонентов
смеси, однако эта конфигурация более требова-
тельна к начальным условиям.

2.2. Генерация плазмы буферного газа 
и создание потенциала в ней

Для экспериментального исследования была
создана установка Лаплас. Ее схема представлена
на рис. 4. Цилиндрическая вакуумная камера
имеет длину 2.3 м и внутренний диаметр 86 см.
Снаружи камеры располагаются катушки маг-
нитного поля. Система питания катушек позво-

Рис. 2. Зависимость расстояния между пятнами оса-
ждения разделенных элементов Ag + Pb смеси.
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ляет получать поля с величиной магнитной ин-
дукции до 2 кГс на оси вакуумной камеры. На
этой установке исследовались генерация буфер-
ной плазмы и создание заданного распределения
электрического потенциала в плазме.

Буферная плазма заполняет весь объем сепа-
ратора. Она необходима для компенсации объем-
ного заряда пучка сепарируемых ионов и форми-
рования стационарного электрического поля. В
качестве источника энергии для такой плазмы,
по-видимому, наилучшим образом подходит вы-
сокочастотный индукционный (ВЧИ) разряд.
Это связано с тем, что при расположении антен-
ны такого разряда вокруг диэлектрического ци-
линдра появляется возможность использовать
электроды с обоих торцов цилиндрической каме-

ры (рис. 4). В работе [39] представлено экспери-
ментальное исследование ВЧИ-разряда в камере
с диаметром плазменного столба 50 см и длиной
2 м. Получены пространственные распределения
концентрации и температуры электронов в за-
висимости от магнитного поля и поглощенной
ВЧ-мощности. При поглощенной ВЧ-мощности
на уровне 6 кВт и магнитном поле 200 Гс концен-
трация плазмы в максимуме составляет 2 ×
× 1012 см–3, а температура электронов около 4 эВ
[40, 41]. В работе [42] представлен анализ устой-
чивости такого разряда. Показано, что неустой-
чивость ВЧ-разряда возникает в следствии немо-
нотонной зависимости сопротивления плазмы от
ее концентрации. Там, где сопротивление плазмы
растет с ростом концентрации, реализуется не-

Рис. 3. Двуградиентный потенциал (а) и траектории заряженных частиц в нем (б). Красным и зеленым цветом обозна-
чены траектории продуктов деления урана в диапазоне масс 80–110 и 130–160 а.е.м. соответственно. Синим цветом
обозначены траектории актинидов при разных градиентах потенциала плазмы на отрезке r ∈ [0, r*]. Во всех случаях
градиент потенциала на отрезке r ∈ [r*, rg] составлял 5 В/см.
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устойчивое равновесие между поглощенной и те-
ряемой ВЧ-мощностью. В этом случае небольшое
отклонение концентрации плазмы от положения
равновесия приводит к неконтролируемому росту
или снижению концентрации плазмы.

Как отмечалось во введении, стационарное
электрическое поле в плазме предполагается под-
держивать за счет электродов, расположенных на
торцах вакуумной камеры. Торцевые электроды с
отрицательным смещением потенциала в сово-
купности с заземленной цилиндрической поверх-
ностью вакуумной камеры образуют геометрию
отражательного разряда (разряд Пеннинга). По-
этому буферную плазму можно создать и без
внешнего ВЧИ-источника ионизации, то есть за
счет самостоятельного отражательного разряда.
Однако, даже если буферная плазма создается ин-
дукционным разрядом, то получается, что одно-
временно реализуются два механизма ионизации,
первый за счет высокочастотного поля, второй за
счет осцилляции электронов между торцевыми
электродами вдоль магнитного поля. В связи с
этим было проведено исследование отражатель-
ного разряда в описанной геометрии.

В работе [43] представлено изучение влияния
параметров отражательного разряда на потенци-
ал плазмы на оси, а также на его радиальное рас-
пределение. Среди рассмотренных параметров –
магнитное поле, давление газа, напряжение раз-
ряда, материал и геометрические параметры тор-
цевых электродов (форма, расположение). Так, в
частности, было показано, что ключевым пара-
метром, влияющим на потенциал плазмы, явля-
ется кратчайшее расстояние между катодом и
анодом поперек магнитного поля, а также пло-
щадь катода. Кроме того, продемонстрировано
наличие “гистерезиса” потенциала плазмы при
изменении давления газа. Для получения более
отрицательного потенциала плазмы необходимо
было выходить на оптимальный режим разряда из
области малых давлений.

В работе [44] выполнены исследования влия-
ния торцевых электродов на потенциал плазмы
для случая, когда плазма создается высокочастот-
ным разрядом. Зависимость потенциала плазмы
от радиуса представлена на рис. 5. Эта зависи-
мость получена при давлении аргона 5 мТорр и
магнитном поле 650 Гс. Напряжение на электро-
дах составляло −75 В, и дальнейшее увеличение
напряжения на электродах не приводило к изме-
нению потенциала плазмы.

В работах [45, 46] была создана аналитическая
модель системы, в которой плазма погружена в
продольное магнитное поле, а на торцах установ-
лены электроды. С помощью этой модели были
объяснены результаты работы [44] и ряда других
экспериментальных работ. В основе модели лежит
представление плазменного столба в виде эквива-

лентной электрической цепи с распределенными
в пространстве параметрами (рис. 6). При этом
модель является полуэмпирической, то есть часть
параметров необходимо брать из эксперимента.
Основная новизна приведенного расчета состояла
в том, что была рассмотрена замкнутая система
токов. Такой подход позволил получить аналити-
ческую зависимость потенциала на оси разряда от
таких параметров как геометрические размеры
столба и электродов, атомарная масса ионов, ве-
личина магнитного поля, концентрация нейтра-
лов, температура электронов, концентрация плаз-
мы. С помощью предложенного подхода были
проанализированы наиболее распространенные
конфигурации подключения торцевых электро-
дов. Так в случае, когда весь торец представляет
собой один сильно отрицательный электрод (с
точки зрения геометрии электрода – это предель-
ный случай, позволяющий получить самое боль-
шое падение потенциала плазмы вдоль радиуса),
то при давлении около 1 мТорр (другие параметры
приведены на рис. 7) в такой системе не получится
создать потенциал плазмы более отрицательный
чем −100 В на оси. Было отмечено, что дальней-
шее понижение потенциала плазмы возможно
при применении термоэмиссионных катодов.

2.3. Источник плазмы для инжекции смеси 
разделяемых веществ

Метод плазменного разделения предполагает
ввод разделяемых компонентов в область сепара-
ции. Необходимый для этого инжектор должен
представлять собой источник плазмы, который
конвертирует конденсированное вещество, моде-
лирующее ОЯТ, в плазменное состояние. К тако-
му источнику применяются следующие требова-

Рис. 5. Радиальное распределение потенциала плаз-
мы в высокочастотном разряде.
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ния: степень ионизации плазмы должна быть
близка к 100%, кратность ионизации атомов 1,
производительность − до 100 г/час. Работы по
изучению возможности создания такого источ-
ника шли по направлению, которое условно мож-
но разделить на две части. Одна часть – это иссле-
дование вакуумно-дугового разряда с диффузной
катодной привязкой на подогреваемом расходуе-
мом катоде (рис. 8). К преимуществам рассматри-
ваемого разряда относится высокая степень
ионизации, производительность и отсутствие ка-
пельной фракции.

Одним из основных рассматриваемых вариан-
тов ОЯТ является смесь на базе оксида урана, по-
этому в качестве модельного оксида был выбран и
исследован диоксид церия (CeO2) [54] и смесь ди-
оксида церия с хромом [55]. В качестве вещества,
отдельно моделирующего уран с точки зрения ка-
тодных процессов, исследовался гадолиний (Gd).
Для расходуемого оксидного катода стоял прин-
ципиальный вопрос о существовании стабильно-

го разряда, т.к. при комнатной температуре CeO2
является веществом, практически непроводящим
ток. Положительно ответить на него помогла
конструкция катодного узла с внешним подогре-
вателем – в бескислородной среде при температу-
ре Т >1 кК CeO2 приобретает заметную проводи-
мость [64]. В результате проведенных работ были
найдены условия, при которых реализуется диф-
фузная вакуумная дуга на таком катоде в диапазо-
не токов 15–150 А, при напряжении 9–14 В и ра-
бочих температурах катода 2.1–2.35 кК. В этих
условиях были изучены основные характеристи-
ки дугового разряда на двуокиси церия. Была из-
мерена скорость испарения катода и величина
теплового потока, поступающего на него из раз-
ряда, определены параметры потока плазмы,
проникающего в пространство за анодом. В дуге
на оксидном катоде удалось получить средний за-
ряд потока плазмы около 0.9 элементарного заря-

Рис. 6. Эквивалентная электрическая схема аксиаль-
но-симметричного плазменного столба в магнитном
поле с торцевыми электродами.
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да. На катоде из смеси оксида церия с хромом
(CeO2 + Cr) было показано, что на нагреваемом
извне катоде наблюдается эффект его эмиссион-
ного охлаждения при контакте с плазмой. Этот
эффект может быть получен только на некоторых
типах веществ: так он присутствует, например, на
катодах из Gd, и отсутствует в разрядах с катода-
ми, состоящими только из диоксида церия, либо
только из хрома [48]. На катоде из Gd была пока-
зана возможность управления зарядовым соста-
вом плазмы и найдены условия, при которых
образуется плазменный поток со степенью иони-
зации более 90% и минимальной долей многоза-
рядных ионов [51–53] (рис. 8б).

Рассмотренный вакуумно-дуговой разряд на
подогреваемом расходуемом катоде представля-
ется перспективным для применения в рамках
метода плазменного разделения веществ, однако
в настоящее время существует вопрос о том, как
источник на его основе может быть совмещен с
областью сепарации. Эта проблема связана с ори-
ентацией магнитного поля и катода, который мо-
жет содержать расплавленное вещество.

Для поиска решения параллельно с исследова-
нием вакуумной дуги была выполнена вторая
часть работ, посвященная источнику плазмы, не-
посредственно устанавливаемому в объем, где
происходит плазменное разделение веществ.
Этот источник плазмы имеет вертикально ориен-
тированный тигель, который подает пары рабо-
чего вещества в катод-анодный промежуток
(рис. 9). Катодом в таком разряде является термо-
эмиттер из гексаборида лантана LaB6.

В данном цикле исследований в качестве ра-
бочих веществ были использованы свинец Pb
(207 а.е.м.) и серебро Ag (108 а.е.м.), сначала по
отдельности, а затем в виде смеси. Эта пара ве-
ществ способна моделировать динамику движе-
ния актинидов и продуктов распада урана в камере
сепаратора за счет схожего отношения масс. Их
испарение реализовывалось тигельным индукци-
онным нагревом (рис. 9). Преимуществом разряда

с нерасходуемым термоэмиссионным катодом яв-
ляется инжекция паров рабочего вещества, не за-
висящая от тока разряда, и величины тока элек-
тронов термоэмиссии. Такое решение позволило
управлять напряжением разряда, изменяя отно-
шение количества инжектированных атомов рабо-
чего вещества к числу электронов термоэмиссии.
Были получены вольтамперные характеристики
разряда, определен спектральный состав оптиче-
ского излучения плазмы в области за анодом. Не-
зависимое управление термоэмиссией и концен-
трацией испаряемого вещества позволило подо-
брать режим горения разряда, при котором в
потоке плазмы отсутствуют ионы кратности 2. На
смеси Pb и Ag были экспериментально подобраны
режимы испарения, которые позволили поддер-
живать стабильное горение разряда при постоян-
ной разности потенциалов между катодом и ано-
дом для веществ с существенной разницей в давле-
нии насыщенных паров [50, 56–58].

2.4. Сепарация модельных веществ

Использование результатов, описанных в
предыдущих разделах данной статьи, позволило
перейти к экспериментальному исследованию не-
посредственно самого эффекта плазменного раз-
деления веществ. Так как в процессе плазменной
сепарации одновременно функционирует буфер-
ный разряд и источник сепарируемой плазмы, то
очень важно учесть их влияние друг на друга. В ра-
боте [59] было показано, что даже маломощного
буферного разряда на основе отражательного раз-
ряда с холодными катодами и током 0.1–0.3 А до-
статочно, чтобы отклонить сепарируемые ионы от
первоначального направления распространения.
Это было показано следующим образом. До вклю-
чения буферного разряда струя плазмы разделяе-
мой смеси покидала источник плазмы и распро-
странялась вдоль линий магнитного поля. На пути
струи плазмы устанавливался коллектор с отрица-
тельным смещением. Этот коллектор измерял

Рис. 9. Принципиальная схема (a) и фотография (б) источника плазмы на установке Лаплас.
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ионный ток насыщения. При включении буфер-
ного разряда ионный ток пропадал с коллектора,
что свидетельствовало о том, что плазменная
струя отклоняется под действием электрического
поля буферного разряда. Однако при инжекции
плазменного потока разделяемой смеси суще-
ственно изменялось и распределение потенциала
плазмы в буферном разряде. Поэтому сепариро-
вать частицы в таком разряде было невозможно.

Более устойчивым к воздействию инжектируе-
мой струи оказался отражательный разряд с тер-
мокатодом [60]. Ток такого разряда на два поряд-
ка выше, чем для разряда с холодным катодом, и
в обсуждаемой в настоящем обзоре геометрии
(диаметр плазменного столба 50 см и длина около
2 м) составляет около 10 А.

На рисунке 10a представлена схема сепарации
[61]. Эффект разделения массовых групп диагно-
стировался по осаждению потоков на подложке.
Анализ результатов осаждения проведен с помо-
щью энергодисперсионной рентгеновской спек-
троскопии напыленных пленок. Он показал, что
концентрация элементов неоднородна по по-
верхности, и наблюдается разделение максиму-
мов концентраций Pb и Ag в пространстве. На
рис. 10б представлено распределение компонен-
тов смеси на подложке [62]. Из рисунка видно,
что характерный масштаб сепарации составляет
10 см. Обогащение легкого компонента смеси со-
ставило величину 3 ± 1, а тяжелого компонента −
5 ± 2. Также проведен анализ неионизованных
потерь вещества [63]. По всей видимости в буду-
щем эти потери можно будет снизить, используя
холодный полый анод. В этом случае неионизи-
рованные пары будут оседать на нем.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разделение химических элементов по массам

является актуальной задачей для атомной отрас-
ли. Один из возможных вариантов ее решения это
плазменные методы. В последнее время был вы-

полнен ряд исследований сразу по нескольким
направлениям, связанным с развитием плазмен-
ной масс сепарации. В результате этих исследова-
ний на модельных веществах (серебро и свинец)
экспериментально продемонстрирована работо-
способность схемы Смирнова В.П.

В процессе решения сопутствующих задач бы-
ли получены важные физические результаты.
Проведен анализ большого числа схем сепара-
ции. Экспериментально продемонстрирована
возможность воспроизведения пространственно-
го распределения электрического потенциала в
плазменном объеме. Построена численная мо-
дель, с помощью которой можно оценить необхо-
димые параметры разряда для воспроизведения
распределения потенциала торцевых электродов
в аксиально симметричной замагниченной плаз-
ме. Изучено влияние параметров разряда на по-
тенциал плазмы в отражательном и высокоча-
стотном разрядах. Экспериментально исследова-
ны свойства вакуумного дугового разряда с
подогреваемым катодом на ряде тяжелых метал-
лов (Ag, Pb, Gd, Cr), оксиде церия (CeO2) и их
смесях. Результаты этих исследований примени-
мы и в смежных областях, например, для созда-
ния и совершенствования плазменных источни-
ков веществ сложного состава, диэлектриков,
полупроводников в технологиях нанесения муль-
тикомпонентных покрытий и модификации по-
верхностей различных материалов.

Дальнейшее развитие этих исследований связа-
но с несколькими направлениями. Во-первых, не-
обходимо улучшение качества сепарации. Его
можно добиться за счет создания в плазме профиля
потенциала специальной формы, например, реа-
лизовав селективную потенциальную яму, в кото-
рую будут попадать преимущественно тяжелые ча-
стицы [65]. Принципиальным ограничением здесь,
как и раньше, могут оказаться флуктуации потен-
циала плазмы, увеличивающие дисперсию фрак-
ционированных потоков. Во-вторых, требуется по-
вышение производительности всей схемы в целом

Рис. 10. а) – Схема масс-сепарации; б) – распределение атомов свинца и серебра на подложке.
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и источника сепарируемых веществ в частности. В-
третьих, востребованы исследования, посвящен-
ные вопросам испарения и ионизации смесей хи-
мических элементов более сложного состава.

Данный обзор выполнен частично за счет
гранта Российского научного фонда № 2119-
00716, https://rscf.ru/en/project/21-19-00716/ раз-
делы, посвященные численным расчетам и
анализу схем сепарации, а также сепарации мо-
дельных веществ, частично за счет поддержки
Министерство науки и высшего образования
Российской Федерации (Соглашение № 075-
01056-22-00) разделы посвященные источнику
плазмы для инжекции смеси разделяемых ве-
ществ и раздел посвященный генерации плазмы
буферного газа и создание потенциала в ней.
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Получены трехмерные распределения скорости, температуры и давления в сверхзвуковом воздуш-
ном потоке при M = 2, а также плотности тока в инициируемом в нем разряде. Газовый разряд по-
стоянного тока величиной 10 А рассматривался в гидродинамическом приближении в рамках ка-
нальной модели. Рассмотрена эволюция продольно-поперечного разряда в диапазоне времени t до
20 мкс. Показано, что разряд движется практически со скоростью основного сверхзвукового воз-
душного потока, достаточно слабо его возмущая. По полученным в расчетах характерным значени-
ям плотности тока и температуры газа 8000–10000 К в разрядном канале сделаны оценки концен-
трации электронов ne ~ 1016 см–3. Оценена напряженность поля E ~ 125 В/см и приведенная напря-
женность поля в канале разряда E/N около 30 Тд. В конфигурации аэродинамической модели с
укороченными электродами показан переход к закрепленной на их концах фазе разряда.

Ключевые слова: CFD-моделирование, сверхзвуковой воздушный поток, поперечно-продольный
разряд, канальная модель, гидродинамическое приближение
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время низкотемпературная газо-
разрядная плазма в потоке газа широко использу-
ется в научных исследованиях и различных тех-
нологических приложениях. Существует огром-
ное число разновидностей газовых разрядов,
которые возможно использовать для целей плаз-
менной аэродинамики [1]. Например, изучается
возможность применения для воспламенения
высокоскоростных топливовоздушных потоков
высоковольтных разрядов с длительностью им-
пульсов в наносекундном диапазоне [2], неравно-
весных ВЧ-разрядов [3], а также других разрядов,
таких как диэлектрический барьерный разряд
(DBD), на основе которого также конструируют-
ся различные плазменные актуаторы [4]. В [5, 6]
исследуются скользящие по диэлектрической по-
верхности электродные разряды типа “плазмен-
ный лист”. Исследуются нетепловые эффекты
плазменного усиления горения в противоточной
горелке со стабилизированной магнитным полем
скользящей дугой [7]. Для зажигания и стабили-
зации горения топливно-воздушных смесей в

сверхзвуковом потоке предлагается использо-
вать, например, продольно-поперечный разряд
[8–12] или свободно-локализованный СВЧ-раз-
ряд [13]. Был также изучен уникальный по своим
свойствам поверхностный СВЧ-разряд [14, 15],
который создается поверхностной волной на ди-
электрической антенне, обтекаемой сверхзвуко-
вым потоком воздуха. Воспламенение с помощью
СВЧ-разряда происходит эффективно, но обору-
дование для его генерации достаточно громоздко,
необходима защита экипажа летательного аппа-
рата и бортовой электроники от воздействия
СВЧ-излучения. В работах [16, 17] представлены
экспериментально полученные основные харак-
теристики продольно-поперечного разряда.

В отличие от эксперимента, с помощью ком-
пьютерного моделирования можно получить
полное трехмерное распределение скорости, дав-
ления и температуры газового потока. Именно
поэтому моделирование в области плазменно-
стимулированного горения является крайне вос-
требованной задачей. Моделирование электриче-
ских разрядов в газовом потоке уже проводилось
ранее с использованием различных электродина-
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мических моделей. В работе [18] исследуются ха-
рактеристики разряда постоянного тока в попе-
речном потоке газа. При определенных условиях
разряд переходит в импульсно-периодическую
форму, когда формирование структуры из катод-
ного и анодного плазменных следов прерывается
новым пробоем газа. В исследовании [19] пред-
ставлена двухмерная модель слаботочного (около
30 мА) скользящего дугового разряда в аргоне.
Моделируется полный цикл дуги от начального
зажигания разряда до его затухания. Для модели-
рования разряда постоянного тока с учетом
внешнего магнитного поля, в [20] анализируется
дрейфово-диффузионная модель. Изучены три
различные конфигурации электродов разряда по-
стоянного тока. В [21] моделируется скрещенный
импульсно поддерживаемый разряд в азоте в по-
перечном магнитном поле. Ионизация в разряде
производится повторяющимися высоковольтны-
ми импульсами наносекундной длительности, в
то время как низковольтный постоянный поддер-
живающий разряд подает энергию в плазму меж-
ду импульсами. Работа [22] посвящена моделиро-
ванию продольного дугового разряда постоянно-
го тока в сверхзвуковом потоке при числе Маха М
= 2 с использованием пакетов FlowVision и Plas-
maero. В результате были получены двумерные
распределения, включающие температуру, плот-
ность тока, химический состав и другие парамет-
ры разряда и потока были получены для дуговых
разрядов постоянного тока 0.5–7 А в сверхзвуко-
вом потоке (Pst = 22 кПа, T = 170 K, V ~ 500 м/с).

Основными целями данной работы являются
моделирование влияния гидродинамической мо-
дели продольно-поперечного разряда постоянно-
го тока и создающих его электродов на сверхзву-
ковой воздушный поток в типичных условиях
эксперимента, исследование развития во време-
ни разряда и его параметров.

2. ПАРАМЕТРЫ РАСЧЕТНОЙ МОДЕЛИ

Расчеты проводились в ПО ANSYS Fluent, поз-
воляющем выполнять решение уравнений На-
вье–Стокса, усреднённых по числу Рейнольдса
(RANS) для 2D, 3D-осесимметричных и 3D ста-
ционарных и нестационарных моделей.

Расчетная область (см. рис. 1) состояла из соп-
ла Лаваля длиной 120 мм и расширяющегося
аэродинамического канала длиной 500 мм пря-
моугольного сечения, соответствующим экспе-
риментам [16, 17]. Профиль сопла был рассчитан
на число Маха М = 2 [23]. На входном сечении
сопла площадью 23 × 23 мм2 ставилось граничное
условие фиксированной статической температу-
ры 300 К и фиксированного статического давле-
ния pin = 400 кПа, так как это значение измеря-
лось в эксперименте и задавало массовый расход

воздуха через сопло. На выходном сечении аэро-
динамического канала (60 × 60 мм2) ставилось
граничное условие фиксированного давления
pout = 10 кПа, соответствующего давлению в отка-
чиваемой барокамере, служащей в эксперименте
откачиваемой буферной емкостью и приемником
отработанных газов. Остальные поверхности мо-
дели (в том числе поверхности электродов) были
заданы как стенки с условием без проскальзыва-
ния. Форма электродов также соответствовала
проведенным ранее экспериментам (длина 70 мм,
минимальное межэлектродное расстояние 2 мм,
расстояния между кончиками электродов 20 мм,
ромбическое сечение). Электроды отстоят на
110 мм от выходного сечения сопла Лаваля. В не-
которых численных экспериментах длина элек-
тродов была уменьшена до 10 мм с сохранением
угла между ними и осью модели для уменьшения
периода времени между инициацией разряда и
его закреплением на концах электродов. Концы
электродов так же при этом были заострены, что-
бы облегчить условия моделирования в области
аэродинамической тени.

В расчетах использовалась модель вязкости
standart k–ε. Это стандартная модель с двумя
уравнениями, которая дает общее описание тур-
булентности с помощью двух уравнений переноса
для турбулентной кинетической энергии (k) и для
скорости диссипации турбулентной кинетиче-
ской энергии (ε).

Небольшая зона между электродами объемом
4 × 2 × 1 мм3 использовалась для инициации про-
дольно-поперечного разряда без нужды в модели-
ровании процесса пробоя. В начальный момент
времени в этой зоне вручную выставлялась тем-
пература T ~ 10000 K, достаточная для протекания
в воздухе электрического тока. Скорость газа при
этом не изменялась. Начальное распределение
температуры по поперечному сечению иниции-
рующей зоны было выбрано гладким для более
мягких условий симуляции: максимальная тем-
пература в центре сечения T = 10000 K плавно
убывает до температуры холодного окружающего
потока T = 150 K (см. рис. 2). Поперечное распре-
деление плотности электрического тока в началь-
ный момент времени имело тот же вид, но с усло-
вием равенства полного тока через поперечное
сечение разряда 10 А. На рис. 2 также показана
укороченная конфигурация электродов.

В уравнение баланса энергии включен вклад
от джоулева нагрева. На поверхности одного из
электродов задавалось условие нулевого потен-
циала. На втором электроде ставилось граничное
условие равенства полного тока через электрод
10 А. На всех остальных поверхностях выставля-
лось условие нулевой плотности тока через них.
Таким образом, условия в модели соответствова-
ли подключенному источнику постоянного тока,



290

ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 49  № 3  2023

КОРНЕВ и др.

а потенциал на электроде изменялся во времени и
отслеживался.

Был выбран нестационарный (временной) ре-
жим. В качестве начального условия использова-
лись аэродинамические распределения в стацио-
нарном случае без протекания токов в системе.
Выбран адаптивный шаг по времени, величина
которого определяется автоматически согласно
критерию Куранта–Фридрихса–Леви (критерию
CFL). При расчете шаг изменялся в диапазоне
10‒14–10–8 с. Большую часть расчета шаг был по-
рядка 1 нс.

Термодинамические, транспортные и элек-
трические свойства воздуха (электропроводность
σ, теплоемкость при постоянном давлении cp, ко-
эффициенты теплопроводности k и динамиче-
ской вязкости η) в широком диапазоне темпера-
тур до 24000 К были взяты из [24] и [25]. Их зави-
симости в этом диапазоне имеют крайне
нелинейный характер, обусловленный, напри-
мер, такими процессами как однократная и мно-
гократная ионизация, диссоциация азота, кисло-

рода воздуха и других составляющих его газов.
Электропроводность σ в диапазоне температур
1500–6000 К изменяется экспоненциально и при-
водит в описанных условиях по существу к ка-
нальной модели разряда [25].

В уравнении баланса нет учета радиационных
потерь, так как известно, что для разрядов в воз-
духе и азоте при давлениях порядка 1 атм в иссле-
дуемом диапазоне токов разряда их величина не
превышает нескольких процентов [25]. Таким об-
разом, вкладываемая в разряд мощность тратится
только на нагрев новых масс газа, теплопровод-
ность и ускорение газа в расширяющемся аэроди-
намическом канале.

Расчетная область была разбита на несколько
доменов с размером ячейки от 0.05 мм в зоне ини-
циации разряда до 5 мм у входного и выходного
сечений модели. Такое разбиение расчетной об-
ласти позволило обеспечить не менее 10 узлов на
каждом ребре геометрической модели канала, в
том числе на сечениях электрода миллиметровых
размеров. Общее число ячеек в сетке составило
2 млн, характерное число узлов в поперечном по-
току сечении канала 10000, характерное число уз-
лов вдоль оси канала 1000. Примененные при по-
строении сетки методы Multizone, Face Meshing и
Inflation позволили создать ориентированную сет-
ку со сгущением у пограничных слоев на стенке.

Размер ячейки расчетной сетки (0.05–5 мм)
даже с учетом ее сгущения методом Inflation на
неподвижных поверхностях, к сожалению, не
обеспечивает достаточно хорошего разрешения
пограничного слоя потока. Оценка его толщины

, где μ – динамическая вязкость газа, l –

характерный размер обтекаемого тела, ρ – плот-
ность газа, а U – скорость газового потока, дает

μδ ≈
ρ

5 l
U

Рис. 1. Геометрия расчетной области.
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Рис. 2. Распределение статической температуры в на-
чальный момент времени.
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величину около (0.05–0.3 мм), соизмеримую с
размером ячейки.

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗРЯДА В ПОТОКЕ

Проведены численные эксперименты по мо-
делированию нестационарного воздушного пото-
ка с протекающими в нем токами в диапазоне
времени t до 20 мкс.

Большая часть тока протекает по узкому на-
гретому каналу (рис. 3) диаметром около 1 мм с

характерной плотностью тока j = 2 × 103 A/см2

согласно канальной модели разряда. С течением
времени диаметр канала растет, так как выделяе-
мая тепловая мощность нагревает окружающие
слои газа, и сечение разряда с достаточно высо-
кой электропроводностью растет. Изначально
прямой разряд со временем искривляется и при-
нимает характерную форму, так как участки газа у
поверхностей электродов движутся медленнее.

Максимальная температура газа T достигается
в центре плазменного канала (рис. 4) и составляет
8000–10000 К. Большая часть тока протекает
именно по сильно нагретой центральной части
диаметром около 1 мм. В токопроводящем центре
канала выделяется тепловая мощность, которая
выносится на его периферию за счет теплопро-
водности. При высоких температурах коэффици-
ент теплопроводности k существенно выше, чем
при комнатной температуре.

Скорость центральной области разряда со-
ставляет 670 м/с, то есть разряд движется вместе с
потоком. Скорости переднего и заднего фронтов
больше и меньше соответственно на 60 м/с и со-
ставляют 730 и 610 м/с, что говорит о расширении
плазменного канала со временем. Минимальная
скорость перемещения участков дуги наблюда-
ется у поверхностей электродов и составляет
500 м/с. Разряд слабо возмущает поток, однако
резкий нагрев или охлаждение разряда приводит
к локальным возмущениям скорости потока, ци-
линдрически расходящимся от плазменного ка-
нала и накладывающимся на систему ударных
волн окружающего стационарного потока.

Проведем оценку ролей конвективного пере-
носа и теплопроводности. Конвективный вынос
тепла из разрядного канала происходит при дви-
жении газового потока относительно него. Одна-
ко в расчете свободный дуговой разряд в среднем
движется вместе с потоком и относительная их
скорость мала. В качестве ее оценки можно взять
величину  около 50 м/с (зафиксированная в этом
численном эксперименте характерная скорость
движения переднего и заднего фронтов разряда
относительно оси разрядного канала). Тогда

при  ≈ 10000 Дж/(кг · К), ρ ≈ 0.01 кг/м3, k ≈

≈ 2.5 Вт/(м · К) в условиях разряда величина чис-
ла Пекле для характерного диаметра канала 1 мм

v

pc

составит . Такое промежуточное

значение не позволяет не учитывать теплопро-

водность. Для некоторых участков разряда отно-

сительная скорость может быть и больше, но не

более 500 м/с, что приведет к увеличению числа

Пекле не более чем на порядок.

ρ
= ≈

vp
Pe   2

c L
k

Рис. 3. Контуры плотности тока в моменты времени

t = 0; 5; 10; 15; 19 мкс.
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По значению температуры воздуха T в разряде

8000–10000 К и диапазону давлений p в потоке

0.2–0.3 атм можно сделать оценку концентрации

электронов ne. Используя табличные значения

термодинамических функций для воздуха (мо-

лярной массы μm, плотности ρ, мольной доли

электронов в газе χe) из [26] была рассчитана рав-

новесная концентрация электронов в воздухе при

условиях разряда, которая составила 9.4 × 1014–

9.0 × 1015 см–3.

По характерному значению плотности тока

j = 1–5 × 103 A/см2 в плазменном канале также
можно провести оценку концентрации электро-

нов ne, согласно формуле , где  – дрей-

фовая скорость электронов в воздухе. Как извест-

но, , где μ – подвижность электронов в
воздухе и в диапазоне приведенных полей 10–
100 Тд характерных для разряда составляет вели-

чину около 2000 см2/(с × В) [25]. Оценка ne в та-

ком случае дает 2.5 × 1016–1.3 × 1017 см–3. Стоит
отметить, что ранее проведенные эксперимен-
тальные измерения ne по штарковскому ушире-

нию линии Hα бальмеровской серии водорода да-

ли значения ~1016 см–3.

В случае укороченных до длины 10 мм элек-
тродов продольно-поперечный разряд быстрее
сносится к их концам и закрепляется на них. Дли-
на разряда продолжает увеличиваться, а форма
существенно меняется, становясь петлеобразной.
Поскольку использована одножидкостная мо-
дель (нет отдельно ионов и электронов), то нет
разницы в скоростях движения по электродам
анодного и катодного пятен, наблюдаемой в экс-
перименте [16, 17], и разряд все время остается
симметричным относительно центральной плос-
кости. На рис. 5 и 6 представлены контуры плот-
ности тока и статической температуры соответ-
ственно в симуляции с укороченными электро-
дами.

Напряжение на разряде увеличивается с его
длиной (рис. 7). Первые 5 мкс происходит выход
на стационарные характеристики разряда: его
диаметра, распределений температуры и плотно-
сти тока. После 10 мкс времени в потоке разряд
закрепляется на концах электродов, начиная
быстро увеличивать свою длину. Скорость линей-
ного роста напряжения на разряде с учетом попе-
речного диаметра токового канала около 1 мм и
характерной его электропроводности σ ~
~ 1000 Cм/м при температуре T ~ 8000–10000 К
соответствует удлинению плазменного канала со
скоростью около 650 м/с. Напряженность поля
E ~ 125 В/см, что больше чем 25 В/см – характер-
ного значения для дугового разряда постоянного
тока атмосферного давления [25]. В данной моде-
ли нет учета эмиссионных поверхностных явле-
ний, а такие явления в плазме как ионизация и
различные переносы энергии между колебатель-
ными и возбужденными состояниями молекул
воздуха усреднены в виде термодинамических и
электрических свойств материала модели. По-
этому в использованной модели нет механизмов
понижения напряженности поля кроме сниже-
ния сопротивления плазменного канала при его

= ve drj en vdr

= μvdr E

Рис. 4. Контуры статической температуры в моменты

времени t = 0; 5; 10; 15; 19 мкс.
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нагреве. В отличие от быстрых процессов энерго-

обмена в электронной и ионных подсистемах

плазмы, происходящих за характерные времена,

меньшие чем у термализации атомов 

 c, ионизация происходит

τ ≈ea
− −≈ ν ≈1 7

( )/2 10a e eam m

медленнее. По порядку величины время установ-

ления равновесной ионизации составляет τion ~
~ (kiN)–1, где ki – константа скорости ионизации,

ki ≈ 10–15 см3 с–1 для азота при kTe = 1 эВ. В этом

случае τion ≈ 2 мс, что может объяснять большие

Рис. 5. Контуры плотности тока в моменты времени

t = 0; 5; 10; 15; 20 мкс. Укороченные электроды.
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Рис. 6. Контуры статической температуры в моменты

времени t = 0; 5; 10; 15; 20 мкс. Укороченные электроды.
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напряженности поля E, поскольку в условиях
расчетов разряд не успевает выйти на квазистаци-
онарное состояние ионизации.

При постоянном разрядном токе 10 А выделя-
емая в разряде тепловая мощность составляет
около 1250 Вт на 1 см его длины. При температуре
плазмы в канале около 9000 К и давлении 0.25 атм
концентрация нейтралов приблизительно 4.5 ×

× 1017 см–3, из чего получается оценка приведен-
ного поля E/N около 30 Тд.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В этой работе были получены трехмерные рас-
пределения скорости, температуры и давления в
сверхзвуковом воздушном потоке, а также плот-
ности тока в инициируемом в нем разряде. Газо-
вый разряд постоянного тока величиной 10 А рас-
сматривался в гидродинамическом приближении
в рамках канальной модели. Разряд иниции-
ровался с помощью ручной установки между
электродами электропроводящей зоны газа с
температурой T ~ 10000 K без необходимости в
моделировании процесса пробоя. Рассмотрена
эволюция продольно-поперечного разряда в диа-
пазоне времени t до 20 мкс. Показано, что разряд
движется практически со скоростью основного
сверхзвукового воздушного потока около 670 м/с,
достаточно слабо его возмущая. По полученным в
расчетах характерным значениям плотности тока
и температуры газа в разрядном канале сделаны
оценки концентрации электронов ne = (0.9–5.1) ×

× 1016 см–3, что согласуется со значениями

~1016 см–3, полученными ранее эксперименталь-
но оптическими методами. Показано, что с уве-

личением длины разрядного канала также растет
и напряжеие на нем. Оценена напряженность
поля E ~ 125 В/см и приведенная напряженность
поля в канале разряда E/N около 30 Тд, а тепловая
мощность, выделяемая разрядом, составила
1250 Вт/см. В конфигурации аэродинамической
модели с укороченными электродами показан пе-
реход к закрепленной на их концах фазе разряда.

Рассмотренный в работе продольно-попереч-
ный разряд может быть использован, например, с
целью быстрого объемного воспламенения топ-
лив в камерах сгорания прямоточных двигателей
благодаря достигаемой в нем высокой температу-
ре газа.
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нов в газе метане CH4, возбуждаемом источником высокоэнергичных электронов с начальной энер-
гией 1 кэВ. Были учтены основные элементарные процессы взаимодействия электронов с молеку-
лами метана. Вычислены доли потерь энергии электронов на ионизацию, диссоциацию и возбуж-
дение различных уровней молекул, позволяющие определять скорости неупругих процессов
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1. ВВЕДЕНИЕ
Одной из важных задач неравновесной плаз-

мохимии является теоретическое моделирование
взаимодействия высокоэнергичных электронов с
газом, которое ведет к эффективной ионизации,
диссоциации и возбуждению различных дискрет-
ных уровней молекул. В возбужденном подобным
способом газе скорости химических реакций мо-
гут существенно возрастать, что является весьма
важным эффектом для плазмохимической техно-
логии [1] и экологии [2].

Корректный расчет скоростей этих процессов
является сложной и трудоемкой задачей, требую-
щей численных методов исследования. Обуслов-
лено это тем, что в результате взаимодействия
первичных электронов с молекулами газа форми-
руется сильно неравновесное распределение
электронов по энергиям (называемое деградаци-
онным спектром электронов), которое определя-
ет величины скоростей различных процессов и
зависит как от различных сечений столкновения
электронов с частицами газа, так и от состава газа.
Специальный интерес в настоящее время пред-
ставляет плазмохимическая обработка углеводо-
родных газов, в особенности метана, в холодной
электронно-пучковой плазме [3, 4]. В исследова-
нии [5] предложен расчет кинетики образования
конечных продуктов многочисленных химиче-
ских реакций в метане на основе начальных рас-
пределений по составу первичных радикалов и
ионов, образующихся под действием электрон-
ного пучка.

Целью настоящей работы является проведе-
ние численных расчетов деградационного спек-
тра электронов в газе метане CH4 для того, чтобы
непосредственно вычислить доли потерь энергии
электронов на ионизацию, диссоциацию и воз-
буждение различных уровней молекулы, а также
определить скорости начальных процессов в этом
газообразном углеводороде при воздействии
внешнего ионизатора.

2. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 
ДЛЯ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ЭЛЕКТРОНОВ

В реальных технологических условиях внеш-
ний источник ионизации является неоднород-
ным и неизотропным. Однако распределение по
кинетическим энергиям образующихся вторич-
ных электронов может быть приблизительно рас-
смотрено отдельно от пространственного распре-
деления внешнего энерговклада, если полагать
рассеяние вторичных электронов изотропным во
всех процессах взаимодействия с молекулами, и
если длина свободного пробега вторичных элек-
тронов значительно меньше размера неоднород-
ности газовой плотности. В подобных условиях
распространяющиеся от внешнего источника
первичные высокоэнергичные электроны задают
пространственное распределение энергии в газе,
а функция распределения вторичных электронов
с небольшой энергией в каждой точке простран-
ства оказывается локальной.

УДК 533.9

НИЗКОТЕМПЕРАТУРНАЯ 
ПЛАЗМА
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Деградационный спектр электронов и скоро-
сти электронных процессов в газе могут быть
найдены на основе численного решения кинети-
ческого уравнения Больцмана для функции рас-
пределения электронов по энергиям. Распределе-
ние электронов по энергиям предполагось ло-
кальным, такое предположение обычно
приемлемо в условиях, когда длина свободного
пробега электронов в пороговой области энергий
меньше характерного размера неоднородности
газовой плотности. Подобные условия обычно
реализуются в не слишком разреженных газах,
типичных для плазмохимических технологий.

Кинетическое уравнение для функции распре-
деления электронов по энергиям f(ε, t) в про-
странственно-однородной газовой среде учиты-
вает разнообразные процессы с участием элек-
тронов, и представляет собой сложное интегро-
дифференциальное уравнение со сдвинутыми ар-
гументами. Уравнение имеет следующий общий
вид [6, 7]

где члены правой части описывают: s – скорость
образования первичных электронов вследствие
воздействия внешнего источника ионизации га-
за; a – скорость исчезновения свободных элек-
тронов в реакциях их прилипания к молекулам
газа; Stkf – интегралы столкновений электронов с
молекулами газа.

В уравнении использована нормировка

где ε – кинетическая энергия электронов, t – вре-
мя, n – концентрация электронов. Распределение
Максвелла с температурой электронов Te вы-
ражается в этом случае формулой fM(ε) =
= 2nexp(−ε/Te)/(πTe)3/2.

Кинетическое уравнение учитывает процессы
взаимодействия электронов с молекулами –
упругие столкновения (m), неупругое возбужде-
ние (k) и ионизацию (i) молекул. Суммируются
интегралы возбуждений вращательных (r), коле-
бательных (ν) и электронных (j) состояний моле-
кул. Интегралы столкновений выражаются через
соответствующие частоты столкновений элек-
тронов с молекулами ν, характеризующие ско-
рость данного электронного элементарного про-
цесса и равные , где N – кон-
центрация частиц, с которыми сталкивается
электрон, масса m, и скорость электрона

, а также σ(ε) – сечение данного
процесса.

∂ρ = + + + −
∂  

( , , )

,m k i
k i

r j

f St f St f St f s a
t

v

∞

ε ρ ε ε = ρ ε = ε 1/2

0

( , ) ( ) ( ), ( ) ,f t d n t

( ) ( ) ( )ν ε = ε σ εv N

( ) ( )ε = εv
1/2 1/22/m

В кинетическом уравнении не учитывались
электрон-электронные и электрон-ионные
столкновения, включая электрон-ионную реком-
бинацию, а также удары второго рода, что оправ-
дано для характерного случая начала ионизации в
нейтральном газе. Если не принимать во внима-
ние столкновения электронов с возбужденными
молекулами (удары второго рода), то интегралы
неупругих столкновений, связанные с возбужде-
нием молекул, можно представить в форме, оди-
наковой для вращательных, колебательных и
электронных уровней

где εk, σk – порог и сечение k-го процесса неупру-
гого возбуждения.

Сумма ионизационных интегралов учитывает
образование ионов в различных возбужденных
состояниях, каждый ионизационный интеграл
столкновений имеет вид

где εi и σi – потенциал и сечение ионизации;
σii(εp, εs) – дифференциальное сечение иониза-
ции, εp, εs – соответственно энергии первичного и
вторичного электронов. Особенностью элемен-
тарного акта ионизации является образование
двух электронов в различных областях энергии,
при этом вторичным считается электрон с мень-
шей энергией, поэтому εp ≥ εi + 2εs, и диапазон
энергий вторичных электронов 0 ≤ εs ≤ (εp – εi)/2.

Важным свойством кинетического уравнения
для функции распределения электронов по кине-
тическим энергиям f(ε, t) с приведенными выше
интегралами является его линейность, – функция
распределения электронов пропорциональна ин-
тенсивности внешнего источника ионизации и
обратно пропорциональна суммарной концен-
трации молекул. При этом естественным физиче-
ским параметром, описывающим воздействие на
газ стационарного источника высокоэнергичных
электронов, является величина мощности источ-
ника, приходящаяся на одну молекулу газа.
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3. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ 
ДЕГРАДАЦИОННОГО СПЕКТРА 

ЭЛЕКТРОНОВ
Для решения кинетического уравнения необ-

ходим корректный подбор сечений многочислен-
ных элементарных процессов столкновений
электронов с молекулами газа. При проведении
компьютерных расчетов в настоящей работе бы-
ли отобраны как наиболее существенные для ки-
нетики электронов и отдельно учитывались сле-
дующие элементарные процессы взаимодействия
электронов с молекулами метана CH4

– упругие столкновения;
– возбуждение двух групп вращательных уров-

ней молекулы;
– возбуждение двух групп колебательных

уровней молекулы;
– возбуждение трех групп электронных уров-

ней, включая последующую диссоциацию моле-
кулы по различным каналам;

– ионизация и диссоциативная ионизация мо-
лекулы;

– два процесса диссоциативного прилипания
электрона к молекуле.

Подбор сечений был выполнен, в основном,
по обновляемой сводной базе эксперименталь-
ных данных LXCAT [8], собирающей результаты
различных исследований. Учитываемые в расче-
тах элементарные процессы взаимодействия
электронов с молекулами метана CH4 представ-
лены в табл. 1, где указаны исходные ссылки на
данные по сечениям элементарных процессов.
Для сравнительного анализа эти сечения показа-

ны в совокупности на рис. 1 (нумерация процес-
сов по табл. 1). Экспериментальные данные для
дифференциального сечения ионизации в метане
[15] были аппроксимированы аналитической
формулой Брейта–Вигнера

где  – точка резонанса, а Γ – его ширина.

Достоверность экспериментальных данных по
сечениям элементарных процессов ограничена, и
неточность некоторых сечений может составлять
десятки процентов. Кроме того, эксперименталь-
ные данные могут отсутствовать в области боль-
ших энергий. Для проведения компьютерных
расчетов недостаточные данные по сечениям бы-
ли восполнены в области энергий до 1 кэВ как
численные аппроксимации – при отсутствии
экспериментальных данных зависимость кон-
кретного сечения от энергии представлялась ку-
сочно-непрерывной степенной функцией с эм-
пирически заданными значениями в нескольких
характерных точках энергии электрона. Экспери-
ментальные данные сечений ионизации (процес-
сы 1, 2), диссоциации (процессы 4, 5) и колеба-
тельного возбуждения (процессы 6, 7) были про-
должены асимптотически до энергии 1 кэВ по
рис. 1. Сечения возбуждения вращательных уров-
ней (процессы 8, 9) были аппроксимированы как

σ ε
σ ε ε = ×

   ε − ε − ε ε
+      Γ Γ   

 Γ×  
ε − ε Γ  

2 2

( )
( , )

2 2* *arctg arctg
2

,
( 2 ) +*

i p
ii p s

p s

s

ε*

Рис. 1. Сечения элементарных процессов взаимодействия электронов с молекулами метана CH4 (нумерация процес-
сов по табл. 1).
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функции, ниспадающие до значения 10–18 см2 при
энергии 100 эВ и практически исчезающие при
энергии 1 кэВ. Сечения диссоциативного прили-
пания (процессы 10, 11) считались пренебрежимо
малыми при энергиях выше 20 эВ. Следует отме-
тить, что используемый набор сечений столкно-
вений электрона с молекулой метана не был ве-
рифицирован путем сравнения расчетных и име-
ющихся экспериментальных данных по
транспортным и кинетическим коэффициентам
электронов в постоянном электрическом поле.

При формировании деградационого спектра в
разных диапазонах энергии электронов домини-
руют разные элементарные процессы столкнове-

ния электронов с молекулами. В области энергий
от порогов ионизации до первоначальной энер-
гии электронов источника главными являются
процессы ионизации и возбуждения электрон-
ных уровней молекул. В области пороговых энер-
гий возбуждения внутренних уровней молекул
существенны, в первую очередь, возбуждения
злектронных и колебательных уровней, возбуж-
дение же вращательных уровней не столь важно
из-за относительной малости вращательного
кванта. Процессы диссоциативного прилипания
электронов к молекулам, которые важны для
определения концентрации электронов, практи-
чески не влияют на расчет деградационного спек-

Таблица 1. Распределение энерговклада деградационного спектра электронов по процессам столкновений элек-
тронов с молекулами метана CH4

П.п. Электронный процесс Сечение, 
ссылка

Потенциал
εk [эB] Доля pk [%] Энергетическая 

цена, Uk [эВ]

Ионизация молекулы:
1 недиссоциативная 

e− + CH4 => e− + e− +  [9] 12.9 28.9 44.6

2 диссоциативная 

e− + CH4 => e− + e− + H +  [9] 14.3 21.5 66.5

Возбуждение уровней молекулы:
3 электронных уровней

e− + CH4 => e− +  (elec)  [10] 7.9 17.3 45.7

4 с последующей диссоциацией 
e− + CH4 => e− + CH3 + H  [11, 12] 10.0 13.0 76.9

5 с последующей диссоциацией 
e− + CH4 => e− + CH2 + H + H  [11, 12] 10.0 3.83 261

6 колебательных уровней 

e− + CH4 => e− +  (v = 2, 4)  [9, 13] 0.162 3.43 4.72

7 колебательных уровней 

e− + CH4 => e− +  (v = 1, 3)  [9, 13] 0.362 8.41 4.30

8 вращательных уровней 

e− + CH4 => e− +  (j = 3)  [14] 0.10 1.38 7.24

9 вращательных уровней 

e− + CH4 => e− +  (j = 4)  [14] 0.10 2.03 4.93

Прилипание к молекуле:
10 диссоциативное 

e− + CH4 => CH3 + H−  [14] 6.0 0.08 7.5 × 103

11 диссоциативное 

e− + CH4 => H2 (H + H) +  [14] 6.0 0.02 3.0 × 104

Упругое столкновение
12 e− + CH4 => e− + CH4  [9] 0.0 0.155

+
4CH

+
3CH

4CH*

4CH*

4CH*

4CH*

4CH*

−
2CH
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тра электронов вследствие относительной ма-
лости сечения прилипания. Поэтому полуэм-
пирическое продление сечения конкретного
элементарного процесса в область энергий, где
экспериментальные данные отсутствуют, может
быть оправдано, если этот элементарный процесс
не является основным в этой области энергий и
подавляется другими элементарными процесса-
ми при формировании функции распределения
электронов.

Конкретный расчет неравновесной функции
распределения электронов (деградационного
спектра) проведен для газа метана CH4 при нор-
мальных условиях – давлении 1 атм и температу-
ре 290 К. В качестве характерного источника пер-
вичных высокоэнергичных электронов s(ε, t) для
расчетов выбран стационарный источник гаус-
совской формы с начальной энергией 1 кэВ и не-
значительной дисперсией, т.е. практически мо-
ноэнергичный источник. Его интенсивность со-
ответствовала одному первичному электрону с
энергией один килоэлектрон-вольт, возникаю-
щему в одном кубическом сантиметре объема газа
в одну секунду.

Если энергия первичного электрона достаточ-
но велика и превосходит несколько сотен элек-
трон-вольт, то процесс дифференциальной иони-
зации молекулы электронным ударом имеет ярко
выраженный резонансный характер, и с большей
вероятностью рождается вторичный электрон,
обладающий сравнительно малой энергией. При
этом оказываются важными два обстоятельства:
во-первых, образующийся вторичный электрон,
как правило, обладает небольшой энергией – по-
рядка энергии электронного возбуждения моле-
кулы; во-вторых, энергия образующегося вторич-
ного электрона слабо зависит от энергии первич-
ного. Вследствие этого процесс передачи энергии
от источника ионизации в газ можно качественно
представить следующим образом: первичные вы-
сокоэнергичные электроны производят, главным
образом, ионизацию и рождают низкоэнергич-
ные вторичные электроны, которые, в свою оче-
редь, расходуют ее в основном на возбуждение
молекул и не способны к их ионизации. Поэтому
форма деградационного спектра электронов в по-
роговой области энергий, которая наиболее важ-
на для формирования скоростей неупругих элек-
тронных процессов, оказывается практически не
зависящей от энергии источника первичных
электронов, если она превосходит приблизитель-
но 300 эВ [6]. Это важное обстоятельство подтвер-
ждается непосредственными численными расче-
тами деградационного спектра электронов в раз-
личных газах. При меньших энергиях источника
деградационный спектр электронов, вообще го-
воря, теряет универсальность и будет определять-
ся конкретным видом источника первичных
электронов.

Область энергий электронов, в которой рас-
считывался деградационный спектр, простирает-
ся от энергии первичных высокоэнергичных
электронов порядка 1 кэВ до подпороговой энер-
гии 0.1 эВ, и содержит четыре порядка величины.
В компьютерном расчете использовалась линей-
ная шкала по энергии и линейная шкала по вре-
мени, причем шаг по времени должен быть мень-
ше времени релаксации функции распределения
в газе заданного давления. Достоверность расчета
контролировалась сохранением баланса энергии
электронов, который выполнялся с точностью
около 1%.

Результаты расчета функции распределения
электронов по энергии f(ε, t) (деградационного
спектра) в различные моменты времени по мере
ее установления, представлены на рис. 2. Дегра-
дационный спектр электронов в наиболее важной
пороговой области энергий (1–10 эВ) устанавли-
вается заметно медленнее, чем в области высоких
энергий (100–1000 эВ). Образно говоря, установ-
ление деградационного спектра электронов во
времени начинается с его энергетического “хво-
ста”. Характерное время полного установления
деградационного спектра электронов в газе атмо-
сферного давления – одна наносекунда. Началь-
ная динамика энерговклада деградационного
спектра электронов в основные неупругие про-
цессы взаимодействия электронов с молекулами
метана CH4 представлена на рис. 3, 4 (нумерация
процессов по табл. 1). По мере установления де-
градационного спектра возрастает значение не-
упругих электронных процессов возбуждения мо-

Рис. 2. Нестационарная функция распределения
электронов по энергиям f(ε, t) в метане CH4 в после-
довательные моменты времени (в секундах, снизу
вверх): 1 – 10–13; 2 – 3 × 10–13; 3 – 10–12; 4 – 3 × 10–12;
5 – 10–11; 6 – 3 × 10–11; 7 – 10–10; 8 – 3 × 10–10; 9 – 10–9.
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лекул с невысокими порогами, и, таким образом,
постепенно формируется распределение элек-
тронов в пороговой области энергий.

Следует отметить, что при возбуждении газа
высокоэнергичным источником ионизации уста-
новление во времени концентрации электронов
плазмы осуществляется сначала вследствие про-
цессов прилипания электронов к молекулам, и
затем процессов электрон-ионной рекомбина-
ции, которые происходят на временах, значи-
тельно превосходящих время установления де-
градационного спектра электронов.

Относительная доля энерговклада pk, приходя-
щаяся на k-й неупругий процесс столкновения
электронов с молекулами, явно выражается через
деградационный спектр следующим интегралом

где f(ε, t) – деградационный спектр электронов
при мощности ионизатора в расчете на одну мо-
лекулу q = 1 эВ с–1 , σk(ε) – сечение процесса,
значение коэффициента (2/m)1/2 = 5.931 ×
× 107 см с–1 эВ–1/2 .

При торможении в газе высокоэнергичных
электронов скорость k-го процесса взаимодей-
ствия электронов с молекулами удобно характе-
ризовать такими величинами как доля мощности
pk внешнего ионизатора, расходуемая на k-й про-
цесс, а также энергетической ценой Uk, определя-
ющей среднюю энергию, затрачиваемую элек-

∞

ε

= ε ε εσ ε ε1/2(2/ ) ( ) ( ) ,
k

k k kp m f d

тронным каскадом на совершение единичного
акта k-го процесса. В радиационной химии для
характеристики скорости элементарного процес-
са принято использовать безразмерную величину
Gk, определяющую число актов данного процесса
на 100 эВ вложенной ионизатором энергии. Для
неупругого электронного процесса возбуждения
или ионизации молекулы, обладающего поро-
говой энергией εk, величины Uk и Gk связаны с со-
ответствующей долей мощности pk простыми
соотношениями (в скобках указаны единицы из-
мерения)

Найденное по рассчитанной функции распре-
деления электронов по энергиям установившееся
распределение энерговклада внешнего источни-
ка по различным неупругим процессам взаимо-
действия электронов с молекулами CH4 приведе-
но в табл. 1.

Практически весь вклад в баланс энергии
электронов деградационного спектра вносят не-
упругие процессы ионизации молекул и возбуж-
дения их внутренних уровней электронными уда-
рами. Согласно проведенным расчетам в устано-
вившемся распределении полная доля ионизации
молекул метана CH4 составляет 50%, возбужде-
ние всех электронных уровней молекулы – 34%,
колебательных уровней – 12% и вращательных
уровней – 3.5%. При этом общая доля второсте-
пенных процессов – упругих столкновений и

[ ]
[ ] [ ]

= ε =
= ε

/ ,   100/ эВ , 
% эВ

k k k k k

k k k
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Рис. 3. Относительные доли энерговклада деградаци-
онного спектра электронов в процессы ионизации и
возбуждения электронных уровней молекул метана
CH4: 1 – недиссоциативная ионизация; 2 – диссоци-
ативная ионизация; 3 – возбуждение электронных
уровней; 4, 5 – диссоциация через возбуждение элек-
тронных уровней.
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Рис. 4. Относительные доли энерговклада деградаци-
онного спектра электронов в процессы возбуждения
колебательных и вращательных уровней молекул ме-
тана CH4: 6, 7 – возбуждение колебательных уровней;
8, 9 – возбуждение вращательных уровней.
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прилипания электронов к молекулам – не суще-
ственна и составляет менее 1%.

Важная характеристика вещества, находяще-
гося под воздействием внешнего ионизатора, –
это энергетическая цена (энергия образования)
электрон-ионной пары Uion. При этом общая
энергетическая цена образования электрон-ион-
ной пары определяется соотношением 

, где суммируются все иониза-
ционные процессы в веществе. Энергетическая
цена образования электрон-ионной пары в метане
CH4 по результатам численного расчета в настоя-
щей работе оказывается равной Uion = = 26.7 эВ.

Воздействующее на газ внешнее интенсивное
излучение любой природы (ультрафиолетовое,
рентгеновское или гамма-излучение, продукты
ядерных реакций, пучки быстрых частиц) являет-
ся начальным источником рождающихся первич-
ных высокоэнергичных электронов, которые за-
тем в результате последующих многократных
процессов ионизации молекул электронными
ударами образуют электронный каскад, форми-
руя таким образом деградационный спектр элек-
тронов. Можно разумно предположить, что
характер начального источника ионизирующего
излучения не существен для сформировавшегося
деградационного спектра электронов, и, в
частности, энергетическая цена образования
электрон-ионной пары должна быть примерно
одинаковой для различных типов внешнего
ионизирующего излучения. Имеющиеся экспе-
риментальные данные для энергии образования
электрон-ионной пары в дейтеро-метане CD4 и
метане CH4 под радиационным воздействием
альфа-частиц дают практически одинаковое зна-
чение энергии образования электрон-ионной па-
ры Uion = 29 эВ [16, 17]. Полученное в настоящем
расчете несколько меньшее значение цены обра-
зования электрон-ионной пары можно объяс-
нить имеющейся неопределенностью в использу-
емых значениях сечений электронных процессов,
а также их пороговых энергий.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В результате численных расчетов нестацио-

нарной неравновесной функции распределения
электронов по энергии в газе метане CH4, возбуж-
даемом источником высокоэнергичных электро-
нов с начальной энергией 1 кэВ показано, что де-
градационный спектр электронов в наиболее
важной области энергий порогов возбуждения и
ионизации молекул метана устанавливается мед-
леннее, чем в области высоких энергий. Основ-
ной энерговклад деградационного спектра элек-
тронов в газе приходится на процессы ионизации
молекул и возбуждение их внутренних уровней –

− =1
ionU

−= = ε 1 /i i iU p

электронных, колебательных и вращательных.
Проведенный расчет энергетической цены обра-
зования электрон-ионной пары в метане CH4
удовлетворительно согласуется с имеющимися
экспериментальными данными.

Результаты расчета деградационного спектра
электронов в метане могут быть использованы
при анализе плазмохимических процессов под
воздействием на газ разнообразных источников
высокоэнергичных электронов.
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