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ВВЕДЕНИЕ
Оптические солитоны в квадратично нели-

нейных средах были впервые теоретически по-
лучены в [1]. Поскольку устойчивые солитонные
режимы в квадратичных оптических средах фор-
мируются при меньших интенсивностях, чем в
средах с кубической нелинейностью, двухцвет-
ные пространственно-временные солитоны
(световые пули) при квадратичной нелинейно-
сти вызывают большой интерес исследователей
[2]. В настоящем исследовании мы рассматрива-
ем многомерные многокомпонентные квадра-
тичные солитоны, которые интенсивно изуча-
ются, в частности, потому что, в отличие от мно-
гомерных кубических солитонов, многомерные
солитоны в квадратичной среде могут быть
устойчивыми [2, 3].

Световые пули довольно подробно изучались
как теоретически, так и экспериментально (см.,
например, [2, 4, 5]). Известно, что такие солито-
ны устойчивы в однородных квадратичных сре-
дах в диапазоне аномальной дисперсии групповой
скорости. Однако, возможно формирование све-
товых пуль при нормальной дисперсии в градиент-
ной нелинейной среде в режиме самофокусировки
[6]. В работе [7] с помощью метода усредненного
Лагранжиана аналитически получены световые
пули в однородной квадратично нелинейной среде
и аналитически и численно показана возможность
их устойчивого распространения при аномальной
дисперсии. При расширении диапазона частот,
включая также нормальную дисперсию, можно

получить пространственно-временные солитон-
ные структуры в средах с пространственной неод-
нородностью – градиентных волноводах [8]. С
помощью численного моделирования в [8] также
продемонстрировано возникновение солитоно-
подобных режимов распространения даже, если
волновод вводится только на основной частоте.
Важно, что в [8] рассматривались планарные гра-
диентные волноводы с одним центром на каждой
частоте.

Суммируя сказанное выше, отметим, что оп-
тические солитоны и их применение широко ис-
следуются в последнее время (см. также [9–13]).

В настоящей работе мы продолжаем исследова-
ние [8], изучая формирование и распространение
двухцветных световых пуль в связанных планар-
ных градиентных волноводах, как на основной,
так и на удвоенной частотах.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Мы используем описание процесса генерации

второй оптической гармоники в квазиоптическом
приближении. Для представления геометрии вол-
новода мы записываем линейную частотную вос-
приимчивость  в виде  = ,
где  – радиус-вектор, перпендикулярный цен-
тральной оси волновода,  – линейная воспри-
имчивость среды в одном из центров поперечного
сечения волновода, безразмерная функция 
описывает профиль волновода. Таким образом,
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следуя [8], в случае планарного волновода мы при-
ходим к системе связанных уравнений:

(1)

В уравнениях (1)  – медленно меняющиеся
комплексные амплитуды гармоник,  –

, t – время,  и  – линейные

групповые скорости на основной  и удвоенной
 частотах в центре волновода, причем

 . В дальнейшем мы счита-
ем, что групповые скорости гармоник совпадают

 = .

 и  – безразмерные функции, описыва-
ющие профили волноводов.  и  –
волновые числа для основной и удвоенной частот.

 и  – параметры дисперсии групповой скоро-
сти в центре волновода,  и  – показатели
преломления гармоник, с – скорость света в ваку-

уме,  = ,  = ,

 и  – коэффициенты нелиней-
ной восприимчивости второго порядка в центре
волновода. Первые два слагаемых в правых частях
обоих уравнений (1) описывают поперечную неод-
нородность (волновода) на фазовой и групповой
скорости гармоник. Показатели преломления 
выражаются через функции профиля волновода

 = .

Для проведения численного моделирования
(1) мы вводим безразмерные параметры

, , , , ,

, , .  –
пиковое значение входной амплитуды излуче-
ния основной гармоники,  и  – начальные
ширины оптического сигнала по пространству
и по времени. Чтобы записать уравнения систе-
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мы (1) в безразмерном виде, мы вводим также

следующий набор параметров: ,

Dq2 = , , , Dx1 =

= , Dx2 = , . В резуль-

тате имеем

(2)

В дальнейшем мы будем использовать обозначе-
ния безразмерных переменных без черты над ними.

В ходе вычислений на левую границу среды
подается сигнал следующего вида:

(3)

где  – безразмерная координата центра волно-
вода,  и  – начальные амплитуды на основ-
ной частоте в правом и левом волноводах,  и

 – начальные амплитуды на второй гармонике
в правом и левом волноводах,  и  – началь-
ные временные сдвиги, , , ,  – началь-
ные сдвиги фаз. Функция профиля волноводов
имеет вид:

(4)

При такой волноводной функции показатели
преломления имеют минимумы вблизи .
Оптический пучок удерживается вблизи центра
волновода, однако его хвостовые части проника-
ют в зону между волноводами. За счет этого осу-
ществляется взаимодействие между пучками в
разных волноводах. Характерная ширина волно-
водов равна .

При нулевых граничных условиях по попереч-
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щие интегралы движения (сохранение энергии и
изменение фаз гармоник) [8]:

(5)

 – фазы гармоник.

Мы проводим расчеты на основе (2)–(3), ис-
пользуя численный метод, описанный в [8]. Важ-
но, что этот метод гарантирует сохранение инте-
гралов (5), которые контролируются в процессе
вычислений.
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РЕЗУЛЬТАТЫ 
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Проведено численное моделирование систе-
мы (2) с учетом начальных условий (3) и волно-
водного профиля формы (4). При этом рассмат-
ривался режим генерации, когда на вход подается
либо только гауссов пучок основной частоты
( , ), либо одновременно гауссовы
пучки основной частоты и второй гармоники.
Стоит отметить, что подача одновременно двух-
частотного сигнала не задает сразу солитон в
волноводе, поскольку он имеет более сложный
амплитудный и фазовый профиль. Устойчивое
состояние формируется уже в процессе распро-
странения, хотя и несколько эффективнее, чем
при генерации только пучком основной частоты.
В расчетах пучки в разных волноводах могли иметь
как одинаковую начальную фазу ( ),
так и различные фазы. Кроме того, между пучка-
ми в разных волноводах мог быть временной
сдвиг, когда .

=21 0E =22 0E

ϕ = ϕ =11 12 0

τ ≠ τ10 20

Рис. 1. Генерация пары связанных солитонов синхронными ( ) синфазными ( ) пучками ос-
новной частоты , , , . Пиковые интенсивности (а) основной частоты (красный и оран-
жевый для левого и правого волноводов соответственно) и второй гармоники (синий и зеленый для левого и правого
волноводов соответственно). Поперечные профили пучков при  основной частоты (красный) и второй гармони-
ки (синий) для  (б),  (в),  (г). Распределение амплитуды основной частоты (д) и второй гармоники
(е) при . Параметры волновода , , , . Коэффициенты дифракции ,

, коэффициенты дисперсии , , коэффициент нелинейности .
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В расчетах использовались следующие парамет-
ры волновода: , , ,

. Коэффициенты дифракции принимались
равными , . Дисперсию положи-
ли равной , , что соответствует
диапазону нормальной дисперсии ( ). Ко-
эффициент нелинейности положили равным

, расстройку фазовых скоростей .

На рис. 1 приведены результаты моделирования
в случае генерации синхронными ( )
синфазными ( ) пучками основной ча-
стоты , , , . Началь-
ные параметры пучков в правом и левом волново-
дах совпадают, поэтому возникающее решение
симметрично относительно центра координат.
На рис. 1а приведены пиковые интенсивности
пучков основной частоты и второй гармоники в
правом и левом волноводе. На начальном этапе
происходит генерация второй гармоники, ее ин-

= 2wx ω ω= =2 2a a =1 10qD
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τ >1,2 0D
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тенсивность возрастает. Затем формируются со-
литоноподобные осциллирующие пучки в пра-
вом и левом волноводах. На рис. 1б–1г показаны
амплитудные профили основной частоты и вто-
рой гармоники при  для , , 
соответственно. Можно видеть, что при 
амплитуда пучка основной частоты между волно-
водами существенно отличается от нуля, что го-
ворит о том, что пучки в волноводах взаимодей-
ствуют между собой. На рис. 1д и 1е приведено
распределение интенсивностей при  по
времени и поперечной координате основной ча-
стоты и второй гармоники соответственно. Мож-
но выделить солитоноподобные пучки вблизи

 и . Однако, кроме этого, можно отме-
тить, что часть энергии находится в волноводах
при других значениях . Из графика зависимости
интенсивности видно, что пиковая интенсив-
ность осциллирует. Возникшее решение не явля-
ется точным солитоном, его параметры меняются
со временем. В процессе этих изменений неболь-
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Рис. 2. Генерация пары связанных солитонов несинхронными ( , ) синфазными ( ) пуч-
ками основной частоты , , , . Пиковые интенсивности (а) основной частоты (красный
и оранжевый для левого и правого волноводов соответственно) и второй гармоники (синий и зеленый для левого и
правого волноводов соответственно). Временные (б) и пространственные (в) координаты центров пучков в волново-
дах. Распределение амплитуды основной частоты (г) и второй гармоники (д) при . Параметры волновода

, , , . Коэффициенты дифракции , , коэффициенты дисперсии
, , коэффициент нелинейности .
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шая часть энергии отходит от основного пучка,
но его интенсивность уменьшается незначитель-
но. В данном случае можно говорить о солитоно-
подобном решении.

На рис. 2 приведены результаты расчета при
генерации несинхронными ( , )
синфазными ( ) пучками основной
частоты , , , . В от-
личие от предыдущего случая, существует на-
чальный временной сдвиг между пучками. Гра-
фики интенсивностей, приведенные на рис. 2а
аналогичны предыдущему случаю. На рис. 2б и
2в приведены соответственно временные и про-
странственные координаты максимумов интен-
сивности в правом и левом волноводах. Попе-
речные координаты максимумов испытывают
небольшие осцилляции, но сильно не отклоняют-
ся от центров волноводов. Временные координаты
максимумов также испытывают осцилляции, но в
целом они отдаляются от  Это говорит о том,
что пучки в волноводах взаимно отталкиваются.
Тот, что прошел раньше, начинает двигаться
быстрее, а тот, что позже, медленнее. Распределе-
ние интенсивностей при z = 250 основной часто-

τ =10 0.5 τ = −20 0.5
ϕ = ϕ =11 12 0

=11 0.5E =12 0.5E =21 0E =22 0E

τ = 0.

ты и второй гармонии на рис. 2г и 2д соответ-
ственно подтверждают сделанный вывод.

На рис. 3 приведены результаты расчета ге-
нерации солитонов несинхронными ( ,

) противофазными ( ,  =
= ) пучками основной частоты ,

 и второй гармоники , .
Структура рисунка аналогична рис. 2. Динамика пи-
ковой интенсивности показывает, что начальный
сигнал гауссовой формы на основной и удвоен-
ной частоте заметно отличается от солитонно-
го. В результате на раннем этапе происходит
ряд осцилляций, при которых в волноводах
формируются солитоноподобные пучки, ана-
логичные предыдущему случаю. В целом интен-
сивность возникающих солитонов несколько
выше, за счет того, что изначально присутствую-
щая вторая гармоника удерживает пучок основ-
ной частоты от расплывания. Это также под-
тверждается распределением амплитуды при

 (рис. 3г и 3д). По сравнению с предыду-
щим случаем интенсивность отделившихся от ос-
новного пучка частей заметно меньше.

τ =10 0.5
τ = −20 0.5 ϕ =11 0 ϕ = ϕ12 22

ϕ = π21 =11 0.5E
=12 0.5E =21 0.25E =22 0.25E

= 250z

Рис. 3. Генерация пары связанных солитонов несинхронными ( , ) противофазными ( ,
 = ) пучками основной частоты ,  и второй гармоники , . Анало-

гично рис. 2.
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Динамика поперечной координаты максиму-
мов интенсивности аналогична предыдущему
случаю, они испытывают небольшие осцилляции
вблизи центров волноводов. Временные коорди-
наты максимумов, в отличие от предыдущего слу-
чая не удаляются друг от друга, а осциллируют
вблизи и несколько притягиваются. Это говорит
о том, что изначально противофазные пучки об-
ладают притяжением друг к другу, то есть сигнал,
запущенный раньше, начинает двигаться медлен-
нее, а более поздний сигнал – быстрее.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, рассмотрено формирование и
распространение пространственно-временных
солитонов в паре связанных оптических волново-
дов в плоском квадратично-нелинейном кри-
сталле. Показано, что такие солитоны могут су-
ществовать в диапазоне нормальной дисперсии
групповой скорости, тогда как в отсутствие вол-
новодов это невозможно. С помощью численного
моделирования получено, что синфазные солито-
ны отталкиваются, а противофазные – притягива-
ются. За счет этого групповая скорость солитонов
в каждом волноводе может меняться в зависимо-
сти от наличия солитона в другом волноводе и раз-
нице фаз между ними.

Исследование выполнено при поддержке
Междисциплинарной научно-образовательной
школы Московского университета “Фотонные и
квантовые технологии. Цифровая медицина”.
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Optical solitons in two coupled waveguides in a planar quadratically nonlinear crystal
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The possibility of the formation of spatial-temporal solitons (optical bullets) in coupled quadratically nonlin-
ear gradient waveguides in the range of normal dispersion of the group velocity is investigated. The generation
of optical bullets by as well an initial Gaussian beam is demonstrated at both frequencies and only at the fun-
damental frequency.


