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ВВЕДЕНИЕ

Исследование периодических течений на по-
верхности жидкости исследуется эксперименталь-
но и теоретически на протяжении более трех веков. 
Современные представления собраны в классиче-
ских обобщающих работах [1—3]. Начиная с XX в., 
исследователи стали изучать движение вязкой жид-
кости. Периодическому движению в вязкой жид-
кости посвящено большое количество обзорных 
работ и оригинальных теоретических и экспери-
ментальных исследований [4—7]. Периодические 
течения в  однородных и  стратифицированных 
жидкостях имеют большой академический и при-
кладной интерес. В недавних работах анализиро-
вались волны, которые сгенерированы подводны-
ми лодками [8], судами на подводных крыльях [9]. 
Исследование [10] посвящено экспериментально-
му анализу поведения илового слоя под воздей-
ствием поверхностных периодических возмущений 
жидкости.

В экспериментальных исследованиях импакта 
капли можно заметить сложную структуру течения, 
включающую в себя капиллярно-гравитационные 
волны, вихри, струи и тонкие волокна на всех этапах 
развития процесса [11—12]. В работах [13—14] были 
проанализированы волны, возникающие в идеаль-
ных стратифицированных однослойных и двуслой-
ных средах. Дисперсионные уравнения и их анализ 
для разных компонентов, в том числе определяю-
щих тонкую структуру течения в вязких однородных 

и стратифицированных жидкостях без указания при-
роды стратификации, проведены в [15—16]. В насто-
ящей работе проведен анализ распространения по-
верхностных периодических возмущений в вязкой 
экспоненциально стратифицированной жидкости, 
в которой стратификация связана с неравномерным 
распределением концентрации примеси. Исследова-
ны периодические течения солености, возникающие 
при распространении периодических возмущений 
свободной поверхности жидкости.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА 
ЗАДАЧИ

Рассмотрим полубесконечную неограниченную 
вязкую жидкость с кинематической вязкостью v 
и коэффициентом поверхностного натяжения s, 
находящуюся в поле сил тяжести g g� �� �0 0, , , за-
нимающую нижнее полупространство z < 0  в де-
картовой системе координат Oxyz, в которой ось 
Oz направлена вертикально вверх, а плоскость Oxy 
совпадает с равновесным положением свободной 
поверхности жидкости. Рассмотрим плоские пе-
риодические возмущения свободной поверхности 
жидкости z x t� � �� , , а  движение жидкости при 
этом будем считать независящим от горизонталь-
ной координаты y. В естественных условиях в жид-
кости присутствует стратификация по плотности, 
связанная с естественными процессами. В настоя-
щей работе рассматривается модель, учитывающая 
стратификацию, связанную с неравномерностью 
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концентрации примеси, при этом плотность r 
определяется выражением:

 	 � � �� � � � � � �� �� �0 01z S x z t SS , , . � (1)

Здесь � �0 00z z� � � �� �exp �  – функция, задающая 
исходную стратификацию, � � �

dln / d� z 1  – мас-
штаб стратификации, r00 – значение плотности на 
равновесном уровне z = 0, aS – коэффициент соле-
вого уплотнения, S x z t S S x z t, , , ,� � � � � �0

  – функ-
ция, определяющая соленость, S0 – равновесное 
значение, а  S  – периодическое возмущение со-
лености. Математическая формулировка задачи 
базируется на упрощенной системе фундамен-
тальных уравнений [1, 17], в которой пренебрега-
ется эффектами, связанными с переносом тепла, 
и включает помимо выражения (1) уравнение На-
вье-Стокса, уравнение неразрывности и уравнение 
диффузии для функции солености:

	 z � � : 
� �� �
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Здесь символом u  обозначается поле скоро-
стей, которое в двумерном случае представляется 
в виде   

u wx z� �ue e , kS – коэффициент диффузии, 
QS – функция источников, а функция � �� � �x t,  

определяет отклонение свободной поверхности 
жидкости от равновесного положения z = 0. Дав-
ление жидкости P представляется в виде суммы ат-
мосферного P0 и гидростатического давления и по-
правки P , связанной с периодическим движением:

	 P P x t gd P x z t
z

� � � � � � ��0 � � �
�

, , , , � (3)

Задача (2) характеризуется набором собственных 
параметров, которые определяют временные и про-
странственные масштабы наблюдаемых явлений. На-
бор собственных параметров задачи и их значения 
для жидкости с параметрами воды в моделях силь-
но- и слабо стратифицированных жидкостей, а так-
же в моделях актуально- и потенциально однородных 
жидкостей представлен в таблице 1.

Задача (1)–(3) дополняется стандартными гра-
ничными условиями на свободной поверхности 
жидкости z = z:

	 z = z : � �� � � � � �� � �t uz z� �


0 � (4)
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Таблица 1. Характерные масштабы рассматриваемых сред

Параметр

Жидкость

Стратифицированная Однородная

Сильно Слабо Потенциально Актуально
Частота плавучести N, c–1 1 0.01 0.00001 0.0

Период плавучести Tb 10 с 10 мин 10 дней ∞

Капиллярно-вязкий временной масштаб 
� � ��
�

g g с� � ��1
,

7 7 7 7

Капиллярно-диффузионный временной масштаб 
� � ��
�

S g S g с� � ��1
,

7000 7000 7000 7000

Масштаб стратификации L 10 м 100 км 108 км ∞

Вязкий волновой масштаб � ��
N
g g N� � � �1 3 1/

, см 2 200 2 ⋅ 106 ∞

Диффузионный волновой масштаб 
� ��

N
g

S
S g N� � � �1 3 1/

, см 0.2 20 2 ⋅ 105 ∞

Микромасштаб Стокса � ��
N N� , см 0.1 1 30 ∞

Диффузионный микромасштаб � ��
N S

S N� , см 0.003 0.03 1 ∞

Капиллярная постоянная � ��
g g� , см 0.3 0.3 0.3 0.3
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Здесь символами n  и  t  обозначены вектор 
нормали и касательной к свободной поверхности 
соответственно.

Рассмотрим задачу в приближении Буссинеска 
в отсутствие источников QS = 0. В этом случае жид-
кость считается несжимаемой и с учетом сделанных 
упрощений можно ввести функцию тока y, производ
ные которой характеризуют компоненты скорости:

	 u z x� � � ��� �, w .� (7)

В линейном приближении по малому параметру, 
имеющему смысл отношения амплитуды к длине 
волны после проведения процедуры снесения гра-
ничных условий на равновесную поверхность z = 0 
задача запишется в виде:

   z < 0 : � � � � �� � ��
�
�

�
�
�� �tt t� � � �N

z
xx

2 0exp ,
�

�(8)

	 � � � �t SS S � 0, � (9)

	 z = 0 : � � � �t x� � 0, � (10)

  � � � � � � � �� � � � � � � � � � �tz ttz xx txxz xxxxg 2 0, �(11)

	 � � � �zz xx� � 0, � (12)

	 z -� � : � � � �z x� �0 0, . �(13)

Здесь символом N g� �  обозначена частота 
плавучести, которая в настоящей модели не зави-
сит от глубины, а символом � � �� 00  обозначен 
нормированный на равновесную плотность коэф-
фициент поверхностного натяжения жидкости.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Будем искать решение задачи (8)–(13) для 

функции тока и возмущения солености в виде пе-
риодических возмущений:

	
�

�
S

Y k z

S k z
ik x i t C C

m z

m zS
x

�

�
�

�

�
� �

� �
� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�� � �
exp

exp
exp . . �(14)

Здесь Ym,Sm – амплитуды соответствующих величин, 
а  символом C.C. обозначены комплексно-сопря-
женные слагаемые. Положительно определенная 
частота периодического движения обозначена сим-
волом w > 0, а символами kx,z,zS обозначены компо-
ненты волновых векторов, которые могут быть ком-
плексными. Подставляя вид решения (14) в уравне-
ния (8)–(9), получим дисперсионные соотношения, 
связывающие компоненты волновых векторов для 
функции тока и возмущений солености:

	
� � �k k i k k

N
z

k

x z x z

x

2 2 2 2

2 2 0

�� � �� � �� � �
� ��

�
�

�
�
� �exp ,

�

� (15)

	 � �S x zSk k i2 2 0�� � � � . � (16)

Уравнения (15)–(16) удобно анализировать 
в безразмерном виде, в качестве параметров обе-
зразмеривания выбрав собственные масштабы 
задачи. В  качестве временного масштаба  – об-
ратную частоту плавучести tN = N–1, а в качестве 
пространственного масштаба – вязкий волновой 
масштаб ��N  [16]. При выбранных параметрах 
обезразмеривания естественным образом воз-
никает малый параметр � � � �� �� �g N

g N g1 3 2 3/ / , 
определяющий отношение собственного вязкого 
масштаба к вязкому волновому. В безразмерном 
виде дисперсионные уравнения (15)–(16), опре-
деляющие связь между безразмерной частотой w*  
и безразмерными компонентами волновых векто-
ров k x z zS* , , , выглядят следующим образом:

	
� � �* * * * * *

*exp .

k k i k k

z
k

x z x z

x

2 2 2 2

2 0

�� � �� � �� � �
� ��

�
�

�
�
� �

�

�  (17)

	 �
�

Sc
k k ix zS* * * .2 2 0�� � � � � (18)

Здесь Sc S� � �  – число Шмидта. Для широкого 
класса жидкостей число Шмидта можно считать 
большим. Уравнения (17)–(18) решаются при по-
мощи теории сингулярных возмущений [18]. Для 
различия вида корней сингулярные решения для 
волновых чисел, определяющих возмущения функ-
ции тока, переобозначены k l* :

k k
i i i k z
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2
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SS xk i
Sc i Sc= ± − ≈ ± −
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2ε
ω
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�(19)

В решениях (19) регулярные компоненты при 
положительно определенной частоте имеют малую 
мнимую часть по сравнению с действительной. Та-
кие компоненты течения описывают волны на по-
верхности жидкости. У сингулярных компонентов 
течения мнимая и действительная часть сравнимы 
по модулю. Такие компоненты течения определяют 
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лигаменты – тонкую структуру течения, проявля-
ющуюся в  виде тонких струй, присоединенных 
к волне. С учетом выражений (18) решение задачи 
необходимо искать в виде:

	
� �
S

Y k z k z

S k z

ik

m z l

m zS

�

�
�

�

�
� �
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� �

�

�
�
�

�

�
�
�
�

�

exp exp

exp

exp xx x i t C C�� � �� . .

� (20)

Граничные условия (10)–(12) определяют связь 
между амплитудами и задают дисперсионное урав-
нение, связывающее компоненты волновых век-
торов с частотой и другими параметрами задачи. 
Подстановка (20) в граничные условия приводит 
к соотношению:

� � �
�

�

k k

k k
x z

x l

2 2

2 2
                          (21)

и условию совместности:
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2 23
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� (22)

В безразмерном виде дисперсионное уравнение 
(22) выглядит следующим образом:

   

k k
k i k

k k k k
l x

x z

z x x z
* *

* * *

* * * * *

2 2
2 4 2

2 2 2 23
+( ) + ×

× −( ) + −







δ ε ε ω

ε ω







−

− +( ) + ×

× −( ) + −
k k

k i k

k k k k
z x

x l

l x x l
* *

* * *

* * * *

2 2
2 4 2

2 2 23

δ ε ε ω

ε ωω*

.
2

0












=

�(23)

Здесь символом � � � � �� �� �g N N g  обозначен 
безразмерный параметр, характеризующий отно-
шение капиллярной постоянной к микромасштабу 
Стокса. Подставляя в (23) приближенные значения 
(19), получим дисперсионное уравнение:
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Порядок дисперсионного уравнения (24) соответ-
ствует порядку исходной системы уравнений. Нетри-
виальные решения дисперсионного уравнения здесь 
не приводятся в силу своей громоздкости. Для фи-
зически реализуемых корней должно выполняться 
условие затухания движения с глубиной (13). Следо-
вательно, решения дисперсионных уравнений (24) 
должны удовлетворять критериям отбора корней:

	 Re .,kz l� � � 0 � (25)

Решения уравнений (24) и (19) с учетом условия 
(25) определяют течение в вязкой стратифициро-
ванной жидкости, в том числе периодическое те-
чение физических величин (солености).

ДИСПЕРСИОННЫЕ ОТНОШЕНИЯ

Рассмотрим зависимости пространственных мас-
штабов компонентов, формирующих течение, от ча-
стоты периодического возмущения. Регулярный ком-
понент течения описывается длиной волны, которую 
можно определить следующим образом:

	 �
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�
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По аналогии определяется толщина лигамента, 
описывающего сингулярный компонент течения:
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Примечательно, что периодическое движение 
солености определяется только лигаментом (19) 
с толщиной:

	 �
�

S

x zSk k
�

� � � � �
2

2 2
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Построим зависимости (26)–(28) от частоты пе-
риодического движения для жидкости с параметра-
ми воды ρ00 = 1 г·см–3, g = 981 см·с–2, σ = 72 эрг·см–2, 
ν = 0.01 см2·c–1 с растворенной в ней NaCl с концен-
трацией n = 5 моль·л–1. Коэффициент диффузии 
при этом примет значение κS = 1.49·10–5 см2·с [19]. 
При построении всех графиков будем считать, что 
частота плавучести принимает значение N = 1 с–1.  
На рис.  1 представлены зависимости линейных 
масштабов компонентов течения от частоты пери-
одического движения.

Интересно рассмотреть зависимость скорости пе-
реноса энергии (групповой скорости) и фазы (фазо-
вой скорости) для всех компонентов периодического 
поверхностного течения. На рис. 2 построены зави-
симости групповых cgr  (сплошные линии) и фазовых 
cph  (пунктирные линии) скоростей для регулярных 
компонентов течения и их аналогов для лигаментов 
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поля скоростей cgrl  и  cphl  и лигаментов солености 
cgrS  и  cphS  от частоты. На рис. 3 представлены за-
висимости групповых (сплошные линии) и фазовых 
(пунктирные линии) скоростей для регулярных ком-
понентов течения и их аналогов для лигаментов поля 
скоростей и лигаментов солености от масштаба соот-
ветствующего компонента течения (длины волны или 
толщины лигамента).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проанализированы дисперсионные соотно-

шения, определяющие поведение компонентов 

поверхностных периодических течений в вязкой 
равномерно стратифицированной жидкости, плот-
ность которой зависит от солености. Полученные 
дисперсионные соотношения согласуются с поряд-
ком полной системы уравнений. Выполняются пре-
дельные переходы к известным случаям. Регулярные 
компоненты решения дисперсионных соотношений 
для поля скоростей описывают капиллярно-гравита-
ционные волны. Сингулярные компоненты решения 
дисперсионных уравнений для поля скоростей опи-
сывают поведение лигаментов – высокоградиентных 
компонентов течения, проявляющихся в виде тон-
ких сопутствующих струй. Периодические движения 

Рис. 3. Зависимость фазовой (пунктирные линии) и групповой (сплошные линии) скорости от (а) длины волны, (б) 
лигамента поля скоростей, (в) лигамента солености.

Рис. 2. Зависимость фазовой (пунктирные линии) и групповой (сплошные линии) скорости от частоты периодического 
движения (а) длины волны, (б) лигамента поля скоростей, (в) лигамента солености.

Рис. 1. Зависимость линейного масштаба компонентов течения от частоты периодического движения (а) длины волны, 
(б) лигамента поля скоростей, (в) лигамента солености.
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солености определяются только сингулярными ком-
понентами. Следовательно, лигаменты играют важ-
ную роль в переносе физически наблюдаемых ве-
личин. Характерные собственные масштабы задачи 
диктуют требования к экспериментальному наблю-
дению процессов на поверхности жидкости: вре-
менные и пространственные разрешения и области 
наблюдения.
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Periodic surface disturbances in the concentration-stratified viscous fluid
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The propagation of two-dimensional periodic capillary-gravitational periodic disturbances of a free 
surface in a viscous uniformly stratified liquid is investigated. Dispersion relations describing periodic 
surface flows of physical quantities are obtained. It is shown that there are additional flow components 
that are absent in the model of an ideal fluid. The obtained dispersion relations uniformly converge to 
the known expressions in the limit transitions.


