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ВВЕДЕНИЕ

Магнитооптическая дефектоскопия является эф-
фективным методом обнаружения дефектов как 
в магнитных, так и немагнитных металлических изде-
лиях [1–3]. В основе метода лежит реакция доменной 
структуры магнитооптического сенсора на распреде-
ление вихревых магнитных полей в объекте контро-
ля. При этом методы визуализации, моделирования 
и анализа вихретоковых изображений постоянно раз-
виваются и совершенствуются [4–8]. Возбуждение 
вихревых токов в проводящих объектах может быть 
осуществлено переменными полями различной ори-
ентации относительно поверхности объекта контро-
ля. Использование возбуждающих полей различной 
ориентации предоставляет дополнительные возмож-
ности при работе магнитооптических дефектоскопов. 
Математическое моделирование условий возбужде-
ния магнитных полей вихревых токов наряду с раз-
работкой чувствительных сенсорных элементов яв-
ляется важным для построения МО дефектоскопов 
и повышения их чувствительности. В работе [9] при-
ведена математическая модель квазистационарного 
электромагнитного поля вблизи неферромагнитно-
го проводящего объекта контроля, содержащего де-
фекты малых размеров. Модель основана на методе 
вторичных источников, возбуждаемых переменным 
полем, основной поток которого имеет нормальную 
ориентацию, и сводится к численной процедуре по 
отысканию плотности таких вторичных источников 
как электрические заряды на поверхности проводника 

и вихревые токи, замыкающиеся в его объеме. Рас-
смотрены также особенности численной реализации 
модели и предложен метод, позволяющий существен-
но повысить точность решения исходной системы 
интегро-дифференциальных уравнений посредством 
уточнения дискретных аналогов граничных условий 
для векторов электромагнитного поля.

Целью данной работы является построение бо-
лее общей математической модели для исследова-
ния распределения магнитных полей вихревых то-
ков в окрестности дефектов, возбуждаемых пере-
менным полем продольной ориентации. Это поле 
создается планарным индуктором с  магнитным 
сердечником специальной формы. Наличие у ин-
дуктора магнитопровода обеспечивает магнитооп-
тическому дефектоскопу более высокую энерго-
эффективность. Проведено сравнение результатов 
моделирования с  полученными реальными МО- 
изображениями ряда малых дефектов.
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данный тип вторичных источников описывается 
скалярной функцией, а выражение для векторного 
потенциала имеет наиболее простой вид.

В работе [10] приведен вывод системы линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ) относительно 
плотности двойного слоя фиктивных магнитных 
зарядов. Этот метод в отличие от классического 
метода двойного слоя [11] предполагает полное 
отсутствие необходимости введения условных не-
проницаемых перегородок, вследствие чего он 
более прост при компьютерной реализации. В на-
стоящей работе предлагается альтернативный ме-
тод получения СЛАУ, которая после объединения 
с  соответствующими уравнениями из статьи [9],  
позволяет получить итоговую вычислительную 
модель для системы «индуктор – объект контроля» 
с учетом магнитопровода.

Представим магнитопровод индуктора в виде 
трехмерного тела (рис. 1б), ограниченного поверх-
ностью S. Разобьем ее на N треугольных элемен-
тов. Выберем контуры интегрирования также, как 
это сделано в [10] (каждый контур проходит через 
центры двух соседних треугольников и середину 
стороны между ними). Обозначим часть контура  
∆lk

I + через Δ𝑙I, а  ∆lk
II + через Δ𝑙II. При этом необ-

ходимо указать, что направление интегрирования 
выбирается от центра k-го элемента к центру i-го 
(примем, что данное направление в любой точке 
интегрирования задается единичным вектором �τQ

g).  
Направление интегрирования в части полного кон-
тура, обозначенной как  ∆lk

II ++ ∆lk
I +, в общем слу-

чае может либо совпадать с направлением �τQ
g, либо 

быть противоположным, то есть 
� � �τ        τ τQ

+
Q Q

g= = ±  
(в зависимости от направления полного контура по 
отношению к �τQ

g). Положим, что 
� �τ          τQ Q

g= −  и пока-
жем, что с помощью теории обобщенных функций 
мы приходит к СЛАУ (18) из [10].

Криволинейный интеграл от проекции вектора 
магнитной индукции В на направление 

�τQ
g  по кон-

туру интегрирования Δ𝑙II + Δ𝑙I  равен

	 � � � � � �
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Q
g +

Q
g

v v vτ                          τ τdl dl dlQ

l l
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l

Q

lII I II IΔ Δ Δ Δ+
∫ ∫ ∫= +   (1)

Получим выражение для вычисления данного 
интеграла. Предельное значение скалярного маг-
нитного потенциала двойного слоя при стремлении 
точки Q к поверхности ферромагнитного индуктора 
с внешней стороны согласно [11] имеет вид

ϕ
ν

νQ
Qk

k+ =( )
2 , Q Sk k∈ Δ .                  (2)

Учтем также, что:
�
B grad

Q

+ = − +ϕ νQν .                        (3)

С учетом (2) а также того, что в рамках разрабо-
танного метода применяется кусочно-постоянная 

аппроксимация плотности двойного слоя, введем 
скалярный потенциал ϕ νQ

+  как функцию следующе-
го вида:

ϕ
ν

θ
ν

θ
ν

θ
ν

θνQ
x y y y y y y yk k i i+ = + − + − −( ', ', ) ( ' ' ) (  ' ) ( ' ) ( ' ' )0

2 2 2 2
Δ Δ

ϕ
ν

θ
ν

θ
ν

θ
ν

θνQ
x y y y y y y yk k i i+ = + − + − −( ', ', ) ( ' ' ) (  ' ) ( ' ) ( ' ' )0

2 2 2 2
Δ Δ ,         (4)

где θ(y') функция Хевисайда
Так как точка Q располагается на поверхности, 

в формуле (4) приведено распределение потенциа-
ла при z' = 0.

Таким образом, функция ϕ
ν

θ
ν

θ
ν

θ
ν

θνQ
x y y y y y y yk k i i+ = + − + − −( ', ', ) ( ' ' ) (  ' ) ( ' ) ( ' ' )0

2 2 2 2
Δ Δ есть дву-

мерная «ступенька», скачок происходит при дви-
жении в  направлении, перпендикулярном отно-
сительно границы между треугольниками, при 
движении в направлении, параллельном границе 
между треугольниками, значение функции не ме-
няется. Функция θ(y') доопределяется следующим 

образом: θ(0) = θ( )0
1
2

= .

Очевидно, что 
∂

∂
=

+ϕνQ

x '
0 . Учитывая то, что зна-

чение потенциала двойного слоя вблизи поверх-
ности при приближении к поверхности с внешней 
стороны не зависит от расстояния до поверхности, 

получаем 
∂

∂
=

+ϕνQ

z '
0. Поэтому, из (3) следует:

� �
B e

Q
+

y'= −
∂

∂

+ϕνQ

y 'v .                      (5)

Из (4) в свою очередь следует, что:
∂

∂
= + − + − −
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где δ(y') – дельта-функция Дирака.
Так как точка Q расположена на отрезке инте-

грирования, то y' = ycosψII. Поэтому из (6) получим:
∂

∂
= −
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
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+ + −
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Поскольку промежуток интегрирования не со-
держит особых точек двух дельта-функций из (7) 
то их можно исключить из выражения, так как это 
не повлияет на интеграл от данного выражения. 
Учитывая это, а также свойства дельта-функции, 
получим:

∂

∂
= −



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+ϕ ν ν
ψ

δ
νQ

y
yi k

II' cos
( )

2 2
1

.            (8)

Учитывая (5) и (8), получим (обозначая длину 
отрезка Δ𝑙II через LII):
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Как было сказано ранее, треугольники ΔSk и ΔSi  
имеют ненулевые площади и  не накладываются 
друг на друга. Это означает, что всегда выполняется 
условие ψ π

II <
2

. Из этого следует, что cos

cos

ψ
ψ

II

II
= 1. 

Таким образом, получим значение интеграла:

B
Q
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Q
g

v τ dlQ
l

k i

IIΔ
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ν ν
4 4 .              (10)

Аналогичным образом находится интеграл:
� �
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ν ν
4 4

.             (11)

Учитывая (10) и (11), получим интеграл по всей 
области интегрирования:
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Как было сказано ранее, 
� �τ          τQ Q

g= − , поэтому:
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Qv τ dlQ
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Таким образом, формула (13) сводится к форму-
ле (16) в работе [9], полученной из закона полного 
тока для вектора B, а значит, формула (13) приво-
дит к СЛАУ (18) из [9]. Приведем данную СЛАУ
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где 
�
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P Q

r
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PQ
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,
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( ) −3 2
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r n r nPQ P PQ P
K , λ

µ µ
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=
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0
,  

i = i1, i2, i3; J I III V= , , ; U II IV VI= , , ; k N= 1 2, ,..., . 
Обозначения в (14) аналогичны введенным в рабо-
те [10].

После решения СЛАУ (14) по найденно-
му распределению двойного слоя фиктивных 

магнитных зарядов с поверхностной плотностью  
vk ( k N= 1 2, ,..., ) могут быть вычислены любые ин-
тегральные характеристики электромагнитного 
поля в любой точке пространства, в частности век-
торный потенциал по следующей формуле:
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В условиях рассматриваемой в настоящей ста-
тье задачи влиянием вихревых токов на намагни-
ченность магнитопровода индуктора можно пре-
небречь. По этой причине моделирование поля от 
индуктора и поля вихревых токов в объекте кон-
троля можно разделить на две последовательно ре-
шаемых задачи: в начале решается стационарная 
задача, результатом которой является найденное 
распределение плотности двойного слоя фиктив-
ных магнитных зарядов (решается СЛАУ для по-
строения которой в качестве расчетной области за-
дается поверхность индуктора). Затем по формуле 
(15) для заданного закона изменения во времени 
тока в обмотке индуктора i(t) вычисляется вектор-
ный потенциал в точках объекта контроля. Дан-
ный векторный потенциал входит в правую часть 
следующей системы интегро-дифференциальных 
уравнений
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где σk,i – значение коэффициента кусочно-по-
стоянной аппроксимации σ(Q, t) на k-м элементе 
разбиения поверхности проводника S в  i-й мо-
мент ti, NS – количество элементов разбиения S,  
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ΔSk – k-й элемент разбиения S (а также значение 
его площади), NV – количество элементов разби-
ения объема проводника V, 

�
δk i,  – значение коэф-

фициента кусочно-постоянной аппроксимации �
δ M t,( ) на k-м элементе разбиения V в момент ti, 
Mk – точка, находящаяся в геометрическом центре 
элемента ΔVk объема V, NT – количество моментов 
времени, на которые делится рассматриваемый 
период, (s)  – номер итерации в методе последо-
вательных приближений, q(ti) – значение полного 
электрического заряда проводника в момент ti.

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕХМЕРНОГО 
МАГНИТНОГО ПОЛЯ ВИХРЕВЫХ ТОКОВ 

В ОКРЕСТНОСТИ ДЕФЕКТА

Приведем результаты моделирования трехмер-
ного квазистационарного поля вихревых токов, 
наводимых в проводящем объекте контроля с ква-
дратным отверстием (модель замкнутого дефекта), 
полученные на основании численного решения 
СЛАУ (14) и системы интегро-дифференциальных 
уравнений (16)–(18). Пример построения расчет-
ных сеток области проводника и полной области, 
включающей проводник и магнитопровод индук-
тора планарного потока, показан на рис. 1.

Основные параметры моделирования: размер 
стороны квадрата проводника 14 мм; размер сторо-
ны квадратного отверстия, представляющего зам-
кнутый дефект 2 мм; толщина проводника 0.3 мм; 
материал проводника – техническая медь с удель-
ной проводимостью 56.6 МСм/м; амплитуда тока 
индуктора 1 А; частота тока индуктора f1 = 30 кГц 
и f2 = 60 кГц; предполагалось, что магнитопровод 
изготовлен из магнитодиэлектрика. Проанализи-
руем распределение вихревых токов и магнитного 
поля для двух моментов времени: ±T / 4/4, где T – пе-
риод тока индуктора. На рис. 2а и 2б показано рас-
пределение вектора направления вихревых токов 
в окрестности дефекта на частоте 30 кГц.

Видно, что вихревые токи огибают дефект 
и в момент времени T/4 текут в противоположных 
направлениях, что приводит к знакопеременной 
зависимости z-компоненты напряженности пере-
менного магнитного поля. На рис. 2в и 2г приве-
дено распределение z-компоненты напряженности 
магнитного поля вдоль центральной линии дефек-
та. На краях квадратного дефекта возникают мак-
симумы z-компоненты напряженности магнитного 
поля вихревых токов равной величины, но проти-
воположного направления. Увеличение частоты 
поля индуктора вдвое приводит к увеличению мак-
симумов магнитного поля вихревых токов на 25%.

ЭКСПЕРИМЕНТ

Замкнутые дефекты квадратной, круглой и тре- 
угольной формы были исследованы методом маг-
нитооптической вихретоковой дефектоскопии. При 
проведении измерений в качестве магнитооптиче-
ских сенсоров использовались монокристалличе-
ские эпитаксиальные пленки ферритов. Доменная 
структура в пленках существенно зависит от соста-
ва и влияния таких внешних факторов как магнит-
ное поле, его интенсивности и частоты [4–8]. Для 
магнитооптической дефектоскопии важна также 
величина эффекта Фарадея, который максимален 
у ферритов гранатов на основе висмута. Поэтому 
методом жидко-фазной эпитаксии на подложках 
Gd3Ga5O12 ориентации [111] были синтезированы 
пленки на основе замещенного феррита-граната 
висмута (Rе, Bi)3(Fe, Ме)5012, где Re = Y, Lu, Sm,  
Me = Ga, Al. Пленки обладали магнитной ани-
зотропией типа «легкая ось» [1]. Для регистрации 
дефектов в магнитооптическом дефектоскопе ис-
пользовался планарный индуктор. Ферритовый 
магнитопровод индуктора дефектоскопа имел вид, 
представленный на рис. 1б. Частота переменного 
магнитного поля дефектоскопа могла варьировать-
ся от 8 до 80 кГц, амплитуда тока в индукторе от 0 до 
2 А. Магнитооптическое изображение квадратного 
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Рис. 1. Пример построения расчетной сетки объекта контроля с дефектом (а) и полной расчетной сетки магнитопровода 
индуктора планарного потока (б).
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Рис. 2. Распределение направлений вихревого тока в окрестности замкнутого дефекта (а, б) и z-компоненты напряженно-
сти переменного магнитного поля (f1 = 30 кГц,  f2 = 60 кГц) вдоль центральной линии дефекта в моменты времени –T/4 (а, в)  
и T/4 (б, г); пунктир – поле вихревых токов, пунктир с точкой – поле индуктора, сплошная линия – полное поле.

дефекта в  модельном образце, медной пластине 
толщиной 0.3 мм, определялось величиной z-ком-
поненты магнитного поля вихревых токов.

На рис. 3 представлены расчетные топограммы 
z-компоненты напряженности полного магнитно-
го поля вблизи квадратного дефекта в момент вре-
мени –T/4 на частоте тока индуктора 30 и 60 кГц 
и полученные в тех же условиях магнитооптиче-
ские изображения этих дефектов методом магни-
тооптической вихретоковой дефектоскопии.

Видно, что вид и конфигурация магнитооптиче-
ского изображения дефекта полностью совпадают 

с расчетной топологией, отражая величину и знак 
z-компоненты напряженности полного магнитно-
го поля. В соответствии с расчетами, рост частоты 
поля индуктора приводит к росту величины мак-
симума магнитного поля вихревых токов и к уши-
рению области поля фиксированной величины 
вблизи максимума поля на частоте 30 кГц (рис. 3). 
Это обстоятельство приводит к уширению области 
магнитной пленки, намагниченной в определен-
ном направлении, и соответственному уширению 
области магнитооптического изображения опреде-
ленного цвета (рис. 4б и 4г).

Рис. 3. Расчетные топограммы z-компоненты напряженности полного магнитного поля (а, в) и магнитооптические об-
разы (б, г) квадратного дефекта в момент времени –T/4 на частоте 30 (а, б) и 60 кГц (в, г).
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Дополнительно были исследованы дефекты 
других форм. В медной пластине толщиной 35 мкм 
были изготовлены замкнутые дефекты в виде ква-
драта, треугольника и отверстия. МО образы этих 
дефектов представлены на рис. 4. Они были полу-
чены в тех же условиях, что и образы на рис.3.

Из рисунка 4 видно, что несмотря на уменьшение 
толщины объекта контроля в 10 раз общий характер 
МО отображения квадратного дефекта не меняется. 
МО образы дефектов всех типов имеют одну общую 
особенность: с одной стороны темную область, с дру-
гой светлую, визуализирующую противоположный 
знак z-компоненты напряженности полного магнит-
ного поля вблизи дефекта в момент времени –T/4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлена математическая модель трехмерно-
го квазистационарного электромагнитного поля вто-
ричных источников, возбуждаемых планарным неси-
нусоидальным периодическим полем в проводящем 
объекте контроля. С использованием программной 
реализации математической модели проведено чис-
ленное моделирование распределения магнитного 
поля вихревых токов, возбуждаемого планарным ин-
дуктором с магнитным сердечником в окрестности 
замкнутого дефекта. Показано, что на противопо-
ложных сторонах дефекта z- компонента вихревого 
магнитного поля меняет знак, что должно приводить 
к резкому повышению контраста в изображении де-
фектов, получаемых магнитооптическим методом. 
Экспериментально показано соответствие поучен-
ных изображений предсказаниям теории.
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Рис. 4. Магнитооптические образы квадратного (а), треугольного (б) и круглого (в) дефектов в момент –T/4 на частоте 30 кГц.
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Mathematical model of electromagnetic fields near defects registered  
by magneto-optical defectoscopy methods
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* e-mail: filippov.dm@cfuv.ru

We presented a mathematical model of a three-dimensional quasi-stationary electromagnetic field of 
secondary sources induced by an external non-sinusoidal periodic field in a conducting control object 
containing a closed defect. Using the software implementation of the developed mathematical model, 
numerical modeling of the electromagnetic field near such an object was carried out and the results 
obtained were compared with the magneto-optical images of the studied defects observed in the experiment.


