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ВВЕДЕНИЕ

Процесс распространения электромагнитных 
волн или электронный транспорт в периодических 
средах в настоящее время является актуальной зада-
чей в наноэлектронике. Полупроводниковые кванто-
во-размерные структуры, в частности, гетерострук-
туры с квантовыми ямами и барьерами, занимают 
лидирующие позиции в качестве материалов для 
опто- и наноэлектроники [1, 2]. Возникающий при 
этом эффект резонансного туннелирования в тон-
копленочных гетероструктурах является основой 
создания целого ряда новых резонансно-туннельных 
приборов, в частности, большой интерес представ-
ляет резонансное прохождение носителей заряда 
сквозь периодическую структуру [3]. Задача о рас-
пространении электромагнитных волн в периодиче-
ской слоистой среде с цилиндрической симметрией 
предполагает решение уравнений Максвелла с це-
лью определения электрических и магнитных полей 
в областях, заполненных диэлектриком и металлом. 
На плоскопараллельных и цилиндрических границах 
раздела сред в металлодиэлектрических нанострук-
турах, в том числе — в металлических нанопленках 
и нанопроволоках с многослойной оболочкой, воз-
можно возбуждение поверхностных плазмон-поляри-
тонов [4]. В последние годы эффекты резонансного 

туннелирования и рассеяния носителей заряда в по-
лупроводниковых гетероструктурах стали широко 
использоваться при разработке всевозможных при-
боров оптической и квантовой электроники [5—7]. 
В частности, эффекты резонансного туннелирования 
лежат в основе разрабатываемых в настоящее время 
новых устройств связи, детекторов, а также ком-
пактных излучателей, работающих в терагерцовом 
диапазоне длин волн [8—10]. Источники полевой 
электронной эмиссии (FE) востребованы во многих 
практических приложениях: в рентгеновских устрой-
ствах, источниках электронов для микроволнового 
оборудования, генераторах и детекторах терагерцо-
вого излучения, компактных масс-спектрометрах, 
автоэмиссионных индикаторах и дисплеях, а также 
при создании нового класса электровакуумныx при-
боров [11—14]. В последние десятилетия интенсивно 
исследуются углеродные наноматериалы в качестве 
автоэмиттеров в силу их уникальных свойств.

В случае транспорта за счет баллистического меха-
низма электронов реализуется квантовое туннелиро-
вание частиц, когда энергия частиц в отличие от клас-
сического случая меньше энергии потенциального 
барьера (применительно к углеродным наночастицам — 
это парадокс Клейна в графене). При туннелирова-
нии электронов за счет баллистического механизма, 
а также при вычислении тока, важной величиной 
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является зависимость функции прохождения от ве-
личины энергии носителей заряда в наноструктурах 
[15—17], где при баллистическом транспорте длина 
нанотрубок меньше, чем ≈1 мкм, а ток через нано-
трубку вычисляется по формуле Ландауэра—Бутикера 
[18]. В этой связи возникает насущная необходимость 
в разработке простых численных методов, позволя-
ющих в рамках одночастичной квантовой механики 
анализировать эффекты туннелирования носителей 
заряда через одиночные и множественные потенци-
альные барьеры произвольной формы.

В данной работе исходя из метода поиска соб-
ственных значений и собственных функций (метод 
обратных итераций со сдвигом или модифицированый 
метод Виландта [19, 20]) стационарных состояний для 
уравнения Шредингера реализован алгоритм вычис-
ления функции пропускания в материалах Шредин-
гера нанометрового диапазона. Результаты частично 
обобщены или предлагается обобщить на случай дву-
мерных потенциальных ям: U q q1 2,( )−  скрученная 
нанолента [21], поверхность Дини [22] или холестерик 
[23]; U zρ, �( )−  периодическая структура, зависящая 
от продольной и поперечной координат в цилин-
дрической системе координат. Следует подчеркнуть, 
что в случае скрученной наноленты задачу собствен-
ных значений и собственных функций невозможно 
свести к методу разделения переменных. В качестве 
иллюстрации отметим, что реализованный алгоритм 
использовался для расчета функции прохождения 
в логарифмическом масштабе: на рис. 1 кривые 1 и 2 
соответствуют потенциалам 1 и 2, изображенным 
на врезке. Маркеры «круг» и «треугольник» соответ-
ствуют аналитическим кривым, которые приведены 
в работе [24, рис. 36]. Тестирование выполнялось 

также с другими профилями потенциальных энер-
гий, в частности, проведен расчет коэффициента 
прохождения через прямоугольный потенциальный 
барьер по аналогии с работой [15]. Сам метод поиска 
собственных значений и собственных функций стаци-
онарных состояний, на основе которого реализован 
алгоритм вычисления функции пропускания, был 
в свое время протестирован на осесимметричных 
волноводах [25, 26], на квантовых точках планарной, 
цилиндрической и сферической геометрий [27].

ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА
Суть алгоритма вычисления функции прохож-

дения состоит в следующем. В одномерном случае 
будем искать решение волновой функции в виде

Φ(t,x) = Ψ(t,x)exp(-iE/ћ), (1)

где E = −const  параметр сдвига в методе обратных 
итераций. В результате для планарного случая полу-
чаем одномерное нестационарное уравнение Шре-
дингера с соответствующими краевыми и началь-
ными условиями
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Рис. 1. Зависимость функции прохождения от энергии в логарифмическом масштабе для изображенных на врезке 
потенциалов 1 и 2.
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Ψ Ψt x C t x,( )= ( ) ( )∑m m m , 
?

,H EΨ Ψm m m=   (3)

где Em и Ψm — уровень энергии и собственная функ-
ция стационарного состояния. Для уравнения (2) 
на отрезках -L/2 ≤ x |≤ L/2 и 0 ≤ t ≤ t0 введем сеточную 
функцию Ψj(i) = Ψ(t = tj, x = xi) на равномерной сетке
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и аппроксимируем нестационарное уравнение Шрe-
дингера (2) двухслойной разностной схемой с весом σ
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В случае последовательных итераций для коэффи-
циентов разложения Cm

j  сеточной функции с учетом 
(3) из (5) получим равенство
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         (6)

В случае неявной разностной схемы σ = 1 из (6) 
следует степенная зависимость для коэффициентов 
разложения

        (7)

Из (7) следует, что при выполнении условий 
(Em - E) → 0, τ → ∞ и (Em - E)τ = const решение будет 

по степенному закону сходиться к стационарно-
му m — состоянию. Таким образом зная два крае-
вых условия (на левой и правой границах) можно 
определить уровень энергии Em стационарного m 

— состояния. Часто, например, в случае полевой 
эмиссии, проблематично сформулировать краевое 
условие на правой границе. Так как исходя из двух 
краевых условий можно определить уровень энергии 
состояния, то исходя из краевого условия на левой 
границе (одно граничное условие) и заданного зна-
чения параметра энергии E = Em можно вычислить 
краевое условие на правой границе, т. е. найти соб-
ственную функцию Ψm m — состояния. Для вычис-
ления функции прохождения необходимо знать два 
независимых решения уравнения Шредингера. Для 
того, чтобы вычислить первое решение Ψm = y1(x), 
мы на левой границе задавали первое краевое условие 
и при фиксированном значении параметра энергии 
E = const в разностном уравнении (5) методом пря-
мой прогонки вычислялась первое решение. Далее 
решение уточнялось методом обратных итераций 
(модифицированный метод Виландта [19, 20]) ис-
ходя из алгоритма поиска собственных значений 
и собственных функций стационарных состояний. 
Для второго решения Ψm = y2(x) на левой границе 
задавалось второе краевое условие.

Функция потенциальной энергии, приведенная 
на врезке на рис. 2, соответствует случаю полевой 
эмиссии с поверхности уединенной нанотрубки. 
На рис. 2а показана расчетная зависимость функции 
пропускания от энергии E во внешнем электрическом 
поле, где потенциальная энергия в области нано-
трубки имеет треугольный профиль U e Wzext =−
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Рис. 2. Зависимость функции прохождения от энергии E. Кривые 1, 2 и 3 соответствуют нанотрубкам длиной 
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где U5 = EF — уровень Ферми металлического катода, 
U6 — уровень Ферми CNT, точка L3 находится на та-
ком расстоянии от L2, чтобы выполнялось ассимпто-
тическое разложение функции Эйри (см. [28], рис. 2). 
На рис. 2б показана расчетная зависимость функции 
пропускания от энергии E для случая, когда мы ап-
проксимируем потенциальную энергию в нанотрубке 
(штриховая линия на вставке, рис. 2) мелкой пря-
моугольной потенциальной ямой (сплошная линия 
на вставке, рис. 2). Из результатов расчетов, которые 
приведены на рис. 2, следует полное совпадение 
с результатами работ (см. [16, 29], рис. 3б): на рис. 2 
кривые 1, 2 и 3 — это результаты наших расчетов, 
полученные с помощью реализованной программы; 
маркеры «звездочка», «круг» и «квадрат» представ-
ляют собой результаты расчетов, полученные в [16]. 
Результаты, приведенные на рис. 2a, незначительно 
отличаются количественно по сравнению с резуль-
татами, показанными на рис. 2б. Существует также 
небольшое качественное отличие: сдвиг максимумов 
по горизонтали, в результате чего на рис. 2a в отличие 
от рис. 2б не видно вершины третьего максимума. 
Такое отличие объясняется тем, что на рис. 2a для 
случая внешнего электрического поля используется 
зависимость для потенциальной энергии с треуголь-
ным профилем. Следует отметить, что отличие по-
тенциалов в данной работе (см. врезки на рисунках 
2a и 2b) приводит к тому, что функции прохождения 
τ(E) смещаются друг относительно друга вдоль оси 
энергии E.

На рис. 3 приведена расчетная зависимость ко-
эффициента прохождения от энергии E для перио-
дической потенциальной ямы U(x)
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где U0 = 0.1 эВ, a = 3.5 нм, b = 0.6 нм, d = a + b = 4.1 нм, 
d — длина периода, количество периодов N = 9. 
Из рис. 3 видно, что количество осцилляций между 

двумя большими минимумами располагается (N - 1) 
дополнительных максимумов, разделенных по ана-
логии с дифракционной решеткой вторичными 
минимумами.

Задачу вычисления функции прохождения в этой 
работе предлагается обобщить на случай двумерной 
потенциальной функции. В связи с этим для двумер-
ного потенциала реализован модифицированный 
метод Виландта (метод обратных итераций со сдви-
гом) по аналогии с одномерным потенциалом [19, 20]. 
Следует подчеркнуть, что в общем случае двумерной 
потенциальной ямы U q q1 2,( )  задачу поиска соб-
ственных функций и уровней энергии стационарных 
состояний невозможно свести к методу разделения 
переменных. В качестве примера рассмотрим случай 
двумерной потенциальной ямы U q q1 2,( )−  скручен-
ную наноленту [21]. Если нестационарное уравнение 
Шредингера в геликоидальной системе координат 
(скрученная нанолента) [21] (см. также [29])
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с краевыми условиями Ψ q H q L1 22 0=± =±( )=, �  
аппроксимировать неявной двухслойной разност-
ной схемой и реализовать итерационный про-
цесс, то решение волновой функции в результате 
последовательных итераций сходится к функции 
стационарного состояния. В (10) поле W направ-
лено вдоль продольной координаты q2, где L = 10H 
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Рис. 3. Расчетная зависимость функции прохождения в случае потенциала с периодическим профилем.
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и H = 1.23 нм есть длина и ширина наноленты, κ-  
кручение наноленты, E = const — параметр сдвига. 
На рис. 4a показана зависимость волновой функций 
Ψn ,nx y

q q1 2
2

,( )  стационарного состояния при nx = 1 
и ny = 3 от поперечной q1 и продольной q2 координат, 
соответственно, в скрученной наноленте при отсут-
ствии продольного электрического поля W с учетом 
поверхностного потенциала для частиц. На рис. 4б, 
приведена аналогичная зависимость при наличии 
продольного электрического поля W = 108 В/м.

Далее для удобства проведения теоретического 
анализа при реализации алгоритма вычисления функ-
ции прохождения в случае двумерной потенциальной 
ямы по аналогии с [21] (случай узкой ленты κq1 1 ) 
в последнем слагаемом в левой части (10) заменим 
выражение 1 1 2
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κq  на единицу. В результате урав-
нение (10) преобразуется к виду
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В этом случае к уравнению (11) можно применить 
метод разделения переменных Ψn n nx y

= ( ) ( )X q Y q1 2 . 
В результате получим систему уравнений для соб-
ственных функций X nx

 и Yny
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где εnx
- уровни энергии nx — состояния в попереч-

ном направлении, ε ε εn n ny x
= − −( )  уровни энергии 

ny — состояния в продольном направлении. Далее, 
исходя из краевых условий и используя алгоритм 
поиска функций и уровней энергии стационарных 
состояний по аналогии с одномерным потенциалом 
можно найти два независимых решения внутри 
наноленты. Если падающую и отраженную волны 
в области левее наноленты, а также прошедшую 
волну правее наноленты взять пропорциональны-
ми функции X qnx

1( ), то задача поиска сводится 
к случаю одномерного потенциала. Всю прове-
денную выше процедуру вычисления функции 
прохождения, которая реализуется на основе двух 
одномерных задач (12), можно упростить, если 
для вычисления уровней энергии и функций со-
стояния воспользоваться реализованным двумер-
ным модифицированным методом Виландта (см. 
рис. 4). На рис. 5 приведена зависимость расчетной 
функции прохождения через скрученную нанолен-
ту (через двумерную потенциальную яму исходя 
из (11) и (12)) по аналогии с [21] для состояний 
с квантовым числом nx = 1.

Рис.  4. Волновая функция состояния |nx = 1〉, |ny = 3〉. W = 0, Enx = 1, ny = 3 = −6.13926 эВ (а). W = 108 В/м, 
Enx = 1, ny = 3 = −6.5737 эВ (б).
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Рис. 5. Зависимость функции прохождения от энер-
гии для состояний |nx = 1〉 при наличии продольного 
электрического поле W = 108 В/м.
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Таким образом, реализован алгоритм вычисления 
функции прохождения в случае произвольного по-
тенциального поля как в одномерном, так и в двумер-
ном случаях (в двумерном случае на данный момент 
времени рассмотрена задача для состояний с кванто-
вым числом nx = 1). Реализованный алгоритм можно 
применить как к наноструктурам, так и к оптическим 
системам. В частности, это относится к актуальной 
задаче распространения электромагнитных волн [30] 
или электронного транспорта в гетероструктурах 
(каскадные лазеры [31]). В работе [30] предлагается 
использовать квазипериодическую структуру из ми-
крополостей в сердцевине волокна в качестве рассе-
ивателя в медицинских приложениях и как чувстви-
тельный элемент волоконно-оптических датчиков. 
В случае оптики в качестве примера можно привести 
многослойные суперхолестерики [23, 32]; волноводы 
с сердцевиной произвольной геометрии; волноводы 
с периодически возмущенной сердцевиной, в том 
числе не синусоидальные возмущения [33]). Сам 
метод поиска собственных значений и собственных 
функций, на основе которого реализован алгоритм 
вычисления функции прохождения, при аппроксима-
ции двухслойной схемы схемой Кранка—Никольсона 
можно использовать также для моделирования про-
цесса распространения излучения как в световодах 
с периодически возмущенной сердцевиной [33]), так 
и в удлиненных наночастицах. Результаты [33] можно 
обобщить на случай «периодически возмущенной» 
потенциальной энергии в продольном направлении 
и моделирование процесса распространения носи-
телей заряда можно обобщить на удлиненные нано-
частицы или на наноструктуры. В последние годы 
значительное внимание уделяется исследованию 
диэлектрических метаповерхностей, обладающие 
исключительными возможностями управления све-
том (включая циркулярную поляризацию), которые 
могут быть легко интегрированы со сверхтонки-
ми метаповерхностями, что позволяет нам создать 
сверхкомпактные лазеры с круговой поляризацией 
излучения [34, 35, 36].

Авторы статьи благодарят Национальный иссле-
довательский ядерный университет МИФИ за под-
держку, оказанную в рамках Программы повышения 
конкурентоспособности «Проект 5-100» (договор 
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Algorithm for calculating the transmission coefficient through periodic  
one-dimensional and two-dimensional nanostructures
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The numerical algorithm for calculating the transmission function was implemented based on the nu-
merical method of searching for energy levels and eigenwave functions of stationary states for Schröding-
er particles. The program has been tested on well-known analytical and numerical solutions. Nanoribbon 
and chiral liquid crystal considered as two-dimension nanostructures. Results can be used to generalize 
on waveguide: the problem of calculating the eigenfunctions and propagation constants of guided modes.
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field emission, Landau formulas, ballistic transport, reverse iteration method,
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