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ВВЕДЕНИЕ
Возможность оптического вычисления опера-

тора Лапласа представляет большой интерес для за-
дач оптической обработки информации, в особен-
ности, задач аналоговых оптических вычислений
и обработки изображений [1–7]. Оператор Лапла-
са может быть применен для выявления изменений
яркости или контраста на изображениях, посколь-
ку он позволяет выделить контуры объектов, точ-
ки пересечения линий и другие важные детали, что,
в частности, может повысить точность классифи-
кации изображений [8].

Для оптической реализации оператора Лапла-
са требуются дифракционные структуры, облада-
ющие нулем второго порядка по пространствен-
ным частотам в спектре отражения или пропуска-
ния. Это условие легче всего выполнить в геомет-
рии нормального падения, поскольку в этом слу-
чае вследствие симметрии задачи дифракции ну-
ли отражения (пропускания) будут являться ну-
лями второго порядка [1]. В работах [1, 3, 9, 10]
для оптической реализации операторов дифферен-
цирования второго порядка успешно использова-
лись слоистые дифракционные структуры (в от-
ражении) [1, 9] и дифракционные решетки с дву-
мерной периодичностью (в пропускании) [3, 5, 10].

Отметим, что рассмотренные ранее слоистые ди-
электрические структуры (брэгговские решетки
с дефектом периода) для оптического вычисле-
ния оператора Лапласа [1] являются более про-
стыми с точки зрения их изготовления по срав-
нению с дифракционными решетками. В то же
время, они обладают горизонтальной плоскостью
симметрии, что создает затруднения при их прак-
тической реализации (поскольку, в частности, рас-
положение этих структур на подложке наруша-
ет симметрию и приводит к исчезновению нуля
отражения).

По мнению авторов настоящей работы, метал-
лодиэлектрические слоистые структуры, по срав-
нению с чисто диэлектрическими брэгговскими
структурами, обладают преимуществом при вы-
числении оператора Лапласа при нормальном па-
дении, поскольку не требуют наличия горизонталь-
ной плоскости симметрии.

В настоящей работе исследуется слоистая ме-
таллодиэлектрическая структура «металл-диэлек-
трик-металл-диэлектрик», расположенная на ме-
таллической подложке. Показано, что такая струк-
тура позволяет выполнить оптическое вычисле-
ние оператора Лапласа от профиля падающе-
го оптического пучка с высокой точностью. При
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этом приведенные результаты численного модели-
рования полностью согласуются с теоретическим
описанием.

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ОПТИЧЕСКОГО ПУЧКА
ПРИ ОТРАЖЕНИИ ОТ СТРУКТУРЫ

Рассмотрим сначала преобразование 𝑥-компо-
ненты электрического поля трехмерного линей-
но поляризованного оптического пучка, происхо-
дящее при его отражении от некоторой слоистой
структуры при нормальном падении. Следуя рабо-
те [1], можно показать, что 𝑥-компонента электри-
ческого поля отраженного пучка, представленная
в виде разложения по плоским волнам, будет иметь
вид

𝐸refl,x(𝑥, 𝑦) =∬𝐺x (𝑘x, 𝑘y)𝐻 (𝑘x, 𝑘y)×

× exp (i𝑘x𝑥 + i𝑘y𝑦) d𝑘xd𝑘y,

(1)

где 𝐺x (𝑘x, 𝑘y) — спектр 𝑥-компоненты электри-
ческого поля падающего пучка, представляющий
амплитуды плоских волн с тангенциальными
компонентами волновых векторов (простран-
ственными частотами) 𝑘x, 𝑘y, образующих падаю-
щий пучок, а 𝐻 (𝑘x, 𝑘y) — передаточная функция
(ПФ), которая описывает преобразование спектра
падающего пучка (изменение амплитуд плос-
ких волн, происходящее при отражении). Как
показано в работе [1], данная ПФ выражается
через коэффициенты отражения структуры для
ТЕ- и ТМ-поляризованных плоских волн и для
слоистой структуры с нулем отражения при нор-
мальном падении имеет следующее разложение
в ряд Тейлора до квадратичных членов в окрестно-
сти нуля:

𝐻 (𝑘x, 𝑘y) ≈ 𝑐x,2𝑘
2
2 + 𝑐y,2𝑘

2
y . (2)

Таким образом, в окрестности нуля ПФ содер-
жит только квадратичные члены. В этом случае,
как следует из формул (1), (2), структура реализу-
ет следующую операцию дифференцирования вто-
рого порядка поперечного профиля 𝑥-компоненты
электрического поля падающего пучка:

𝐸refl,x(𝑥, 𝑦)=−𝑐x,2
𝜕2𝐸inc,x(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2 −𝑐y,2
𝜕2𝐸inc,𝑥(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2 . (3)

Очевидно, что при равенстве коэффициентов
𝑐x,2 и 𝑐y,2 в (2) профиль отраженного пучка (3) бу-
дет пропорционален оператору Лапласа от профи-
ля падающего пучка. Как было отмечено выше,
данный случай представляет наибольший прак-
тический интерес и поэтому будет рассмотрен
ниже.

ГЕОМЕТРИЯ ИССЛЕДУЕМОЙ
МЕТАЛЛОДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СЛОИСТОЙ

СТРУКТУРЫ И ПОЛУЧЕНИЕ НУЛЯ
ОТРАЖЕНИЯ

Для вычисления дифференциального операто-
ра второго порядка (3) при нормальном падении
предлагается использовать четырехслойную струк-
туру «металл-диэлектрик-металл-диэлектрик»
(МДМД), расположенную на подложке (оптически
толстом слое) из металла. Будем считать, что
над структурой находится среда с показателем
преломления 𝑛sup = 1 (рис. 1).

В работах [11, 12] был рассмотрен метод расче-
та трехслойных металлодиэлектрических структур,
состоящих из двух металлических слоев, разделен-
ных слоем диэлектрика, и имеющих нуль отраже-
ния. Используем аналогичный этим работам под-
ход для расчета параметров исследуемой четырех-
слойной МДМД-структуры, имеющей нуль отра-
жения. Формула для расчета толщины верхнего ме-
таллического слоя при заданных толщинах «ниж-
ней» пары слоев металла и диэлектрика для дости-
жения нулевого отражения [11] имеет вид:

∣
𝑟

𝑟2
− 𝑡2
∣ = ∣ρ∣, (4)

где 𝑟, 𝑡 — комплексные коэффициенты отражения
и пропускания верхнего металлического слоя, рас-
сматриваемые как функции его толщины ℎ1; ρ —
комплексный коэффициент отражения «нижней»
пары слоев, состоящей из металлического слоя тол-
щиной ℎ3 и диэлектрического слоя толщиной ℎ4
(рис. 1). Отметим, что в формуле (4) коэффициен-
ты 𝑟и 𝑡предполагаются рассчитанными при фикси-
рованных длине волны λ и поляризации падающей
волны. После нахождения толщины первого (верх-
него) металлического слоя ℎ1 толщина диэлектри-
ческого слоя ℎ2 «верхней» пары, обеспечивающая
нулевое отражение, может быть найдена из форму-
лы [11]

ℎ2 =
1

2𝑘0𝑛
[arg 𝑟

𝑟2
− 𝑡2
− arg ρ + 2π𝑗] , (5)

Рис. 1. Геометрия и параметры исследуемой металло-
диэлектрической слоистой структуры.
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где 𝑘0 — волновое число, 𝑛 — показатель преломле-
ния диэлектрического слоя, 𝑗 — целое число, обес-
печивающее положительное значение толщины ℎ2.

Стоит отметить, что структура, параметры ко-
торой рассчитаны по формулам (4) и (5) в случае
нормального падения, будет обладать нулем отра-
жения второго порядка по пространственным ча-
стотам в силу симметрии задачи дифракции.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Рассмотрим теперь возможность использо-
вания исследуемой четырехслойной МДМД-
структуры для вычисления оператора Лапласа
от профиля 𝑥-компоненты электрического поля
падающего пучка. Согласно (2), (3), для этого
необходимо выполнение условия 𝑐x,2 = 𝑐y,2. Воз-
можность достижимости указанного условия
исследовалась для МДМД-структур в конфигу-
рации «Cu–TiO2–Cu–TiO2» (материалы слоев –
медь и диоксид титана) на подложке из хрома
(Cr) при фиксированной длине волны λ = 633 нм
и ТМ-поляризации. Параметрами оптимизации
были толщины нижней «металлодиэлектрической
пары» слоевℎ3 иℎ4 (рис. 1), а толщины верхних двух
слоев ℎ1 и ℎ2 рассчитывались по формулам (4) и (5)
из условия получения нуля отражения. Для вы-
бранной длины волны использовались следующие
значения показателей преломления для указанных
выше материалов [13, 14]: 𝑛Cu = 0.23 + 3.43𝑖 (Cu),
𝑛TiO2

= 2.58 (TiO2), 𝑛Cr = 3.14 + 3.31𝑖 (Cr).
В результате расчетов была найдена структура

со следующими толщинами слоев: ℎ1 = 7.2 нм,
ℎ2 = 51 нм, ℎ3 = 34.0 нм, ℎ4 = 79.1 нм. Для дан-
ной структуры условие 𝑐x,2 = 𝑐y,2 выполняется
с высокой точностью: 𝑐x,2 = 0.033 ⋅ 𝑒−2.92𝑖 мкм2,
𝑐y,2 = 0.034 ⋅ 𝑒−2.92𝑖 мкм2.

На рис. 2а показан модуль ПФ исследуемой
структуры, рассчитанный численно в рамках стро-
гого решения уравнений Максвелла методом [15].
Модуль ПФ на рис. 2а оказался визуально неотли-

Рис. 2. Модуль строго рассчитанной ПФ металло-
диэлектрической слоистой структуры, выполняющей
вычисление оператора Лапласа (а) и нормирован-
ная на максимальное значение абсолютная величина
𝑥-компоненты электрического поля численно рассчи-
танного отраженного пучка (б).

чимым от модуля «модельной» передаточной функ-
ции (2) при значениях коэффициентов, приве-
денных выше, поэтому последний не показан для
краткости. Отклонение модулей модельной функ-
ции и численно рассчитанной ПФ является ма-
лым: СКО, нормированное на максимум моду-
ля ПФ составляет всего 0.73%, а максимальное от-
клонение — 1.94%. Отметим, что строго рассчи-
танная ПФ имеет требуемый квадратичный вид
при

√

𝑘2
x + 𝑘

2
y/𝑘0 ⩽ 0.135 , что соответствует про-

странственному разрешению ≈ 3.7λ. Достигнутое
пространственное разрешение практически совпа-
дает с пространственным разрешением, получен-
ным в работе [10], где для вычисления оператора
Лапласа использовалась существенно более слож-
ная структура в виде метаповерхности с существен-
но субволновыми размерами деталей элементар-
ной ячейки.

Далее, рассмотрим преобразование 𝑥-компо-
ненты электрического поля, происходящее при
отражении от исследуемой структуры падающего
гауссова пучка:

𝐸inc,𝑥(𝑥, 𝑦) = exp [−
𝑥2
+ 𝑦2

σ2 ] . (6)

Для рассматриваемого случая «модельная»
функция, описывающая профиль отраженного
пучка и рассчитанная по формуле (3), будет иметь
вид:

𝐸refl,𝑥(𝑥, 𝑦) = −4
𝑐x,2

σ4
(𝑥2
+𝑦2
−σ2
) exp [−

𝑥2
+ 𝑦2

σ2 ] . (7)

На рис. 2б показан модуль строго рассчитанно-
го профиля отраженного пучка при σ = 6 мкм.
Как и в случае передаточной функции, модель-
ный (7) и строго рассчитанный профили отражен-
ного пучка хорошо совпадают, при этом нормиро-
ванная среднеквадратическая ошибка составляет
всего 0.45%, а максимальное отклонение — 1.07%.

Как было отмечено во введении, оператор
Лапласа широко используется для выделения
контуров (перепадов яркости) на изображении.
В качестве примера, иллюстрирующего эту опе-
рацию, рассмотрим падающий пучок с профилем
𝑥-компоненты электрического поля в виде т. н.
супергауссовой функции

𝐸inc,𝑥(𝑥, 𝑦) = exp [−
𝑥6
+ 𝑦6

σ6
] . (8)

На рис. 3а показан результат преобразования
МДМД-структурой падающего пучка с профи-
лем (8) при σ = 3 мкм, а на рис. 3б — нормиро-
ванные сечения профилей падающего и отражен-
ного пучков при 𝑦 = 0. Рис. 3 показывает появление
характерных для оператора Лапласа двойных кон-
туров на границах входного пучка с квазипрямо-
угольной формой и шириной по уровню спада 0.5
в 6 мкм.
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Рис. 3. Нормированный на максимальное значение модуль профиля 𝑥-компоненты отраженного электрического по-
ля, формируемый при падающем пучке с профилем в виде супергауссовой функции (а); Сечения нормированных
на максимальные значения профилей отраженного пучка 𝐸refl,x(𝑥, 𝑦) (черная линия) и падающего пучка 𝐸inc,x(𝑥, 𝑦)
вдоль оси 𝑥 при 𝑦 = 0 (красная пунктирная линия) (б). Синей стрелкой показана ширина падающего пучка по уров-
ню 0.5.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, нами исследована оптическая

реализация операции пространственного диффе-
ренцирования второго порядка при нормальном
падении оптического пучка с помощью слоистой
металлодиэлектрической структуры. Найдены па-
раметры четырехслойной МДМД-структуры, при
которых выполняется условие, требуемое для оп-
тического вычисления оператора Лапласа от про-
филя падающего пучка. Результаты численного мо-
делирования подтверждают теоретические резуль-
таты и показывают возможность оптического вы-
числения оператора Лапласа с высоким качеством
(при среднеквадратической ошибке менее 1%). По-
лученные результаты могут найти применение при
создании систем аналоговых оптических вычисле-
ний и оптической обработки информации.

Работа выполнена при поддержке Российского
научного фонда (проект № 24-12-00028).
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Optical computation of the Laplace operator at normal incidence using a multilayer
metal-dielectric structure

A. I. Kashapov∗, E. A. Bezus, D. A. Bykov, L. L. Doskolovich
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Samara National Research University, Samara, 443086 Russia
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We theoretically and numerically investigate the optical implementation of the second-order spatial
differentiation operation using a layered metal-dielectric structure at normal light beam incidence.
Numerical simulation results confirm the theoretical results and show the possibility of ‘optical calculation
of the Laplace operator with high quality.

Keywords: optical differentiation, second derivative, Laplace operator, layered structure, normal incidence,
resonance
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