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ВВЕДЕНИЕ

В связи с постоянным усовершенствованием
лазерной техники появилась возможность генера-
ции очень коротких оптических импульсов [1–4].
Длительность таких импульсов порядка несколь-
ких фемтосекунд, что значительно короче типич-
ных времен релаксации населенностей квантовых
уровней различных сред. В таких условиях по-
являются уникальные возможности исследования
неравновесных состояний вещества, соответству-
ющих инверснымнаселенностям квантовых состо-
яний.В таких средах с необходимостьюприсутству-
ют сверхсветовые режимы распространения лазер-
ных импульсов. На эту тему известно много работ,
начиная с 1960-х годов [5–8]. В экспериментальной
работе [5] зарегистрированная групповая скорость
превышала скорость света в вакууме в 6–9 раз.
В методических обзорах [6–8] детально исследова-
ны механизмы сверхсветового (superluminal) рас-
пространения.

Настоящая работа посвящена анализу сверх-
светового распространения импульсов в резонанс-
ных и квазирезонансных двухуровневых средах
с инверсной населенностью квантовых состояний.

РЕЗОНАНСНЫЕ СВЕРХСВЕТОВЫЕ
ИМПУЛЬСЫ

Распространение вдоль оси 𝑧 квазимонохро-
матического лазерного импульса в двухуровневой

среде описывается самосогласованной системой
уравнений Максвелла–Блоха (МБ)

𝜕𝑟

𝜕𝑟
= 𝑖Δ𝑟 + 𝑖ψ𝑤, (1)

𝜕𝑤

𝜕𝑡
=
𝑖

2
(ψ∗𝑟 − ψ𝑟∗) , (2)

𝜕ψ

𝜕𝑧
+

1
𝑐

𝜕ψ

𝜕𝑡
= −𝑖α𝑟 − 𝑖

𝑐

2ω
∇2
⟂ψ. (3)

Здесь ψ = 𝑑ε/ℏ — комплексная частота Раби,
ε и 𝑟 — комплексные огибающие электрическо-
го поля импульса и атомного дипольного момен-
та соответственно, 𝑤 — разность населенностей
(инверсия) квантовых состояний, 𝑑 — веществен-
ный матричный элемент дипольного момента рас-
сматриваемого квантового перехода, ℏ — посто-
янная Планка, 𝑐 — скорость света в вакууме,
Δ = ω0 − ω—отстройка несущей частотыω импуль-
са от резонансной частоты ω0 квантового перехо-
да, α = 4π𝑑2𝑛ω/ℏ𝑐, 𝑛 — концентрация двухуровне-
вых атомов, ∇2

⟂ — поперечный лапласиан.
В системе (1)–(3) мы пренебрегли диссипатив-

ными процессами, так как считаем, что длитель-
ность τp импульса и время наблюдения за процес-
сом распространения значительно короче всех вре-
мен релаксации.

Система материальных уравнений (1), (2) обла-
дает хорошо известным интегралом движения [9]

𝑤2 + ∣𝑟∣2 = 𝑤2
in, (4)
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где 𝑤in — начальная разность населенностей кван-
товых состояний.

Учитывая (4), легко видеть, что в случае точного
резонанса (Δ = 0) система (1), (2) имеет следующие
решения

𝑟 = 𝑖𝑤in sin θ, 𝑤 = 𝑤in cos θ, (5)
где

θ =

∞

∫

−∞

ψ𝑑𝑡′, (6)

аψ является вещественнойдинамическойперемен-
ной.

Подставляя (5) в (3) с учетом (6), получим
в одномерном случае (∇2

⟂ = ψ) уравнение синус–
Гордона (СГ)

𝜕2θ

𝜕𝑧𝜕𝑡
+

1
𝑐

𝜕2θ

𝜕𝑡2
= α𝑤in sin θ, (7)

которое обладает «кинковым» решением вида [10]
θ = σ arctan 𝑒(𝑡−𝑧/ν)/τp , (8)

где

σ = 4, 1
ν
=

1
𝑐
− α𝑤inτ

2
p, (9)

а временная длительность τp выступает в качестве
свободного параметра.

Из (5), (6) и (8) находим

𝑤 = 𝑤in [1 − 2 sech 2 (
𝑡 − 𝑧/ν

τp
)] , (10)

ψ = ψm sech (
𝑡 − 𝑧/ν

τp
) , ψm =

2
τp
. (11)

Из (11) видно, что огибающая лазерного им-
пульса имеет вид солитона, временная длитель-
ность которого равна τp. Как следует из (10), по-
сле прохождения солитона (при 𝑡 → +∞) разность
населенностей 𝑤 возвращается к своему начально-
му значению 𝑤in, которому оно было равно при
𝑡 → −∞.

Скорость ν солитона определяется вторым вы-
ражением (9). При равновесной начальной засе-
ленности квантовых состояний 𝑤in < 0. Тогда, как
видно из (9), имеем досветовой режим распростра-
нения, при котором ν < 𝑐. Данный режим соот-
ветствует эффекту самоиндуцированной прозрач-
ности (СИП) [9, 10]. Передним фронтом лазерный
импульс индуцировано переводит атомы из основ-
ного состояния в возбужденное, а задним фрон-
том также индуцировано возвращает их к исход-
ному состоянию. Этим обусловлено замедленное
по сравнению со скоростью света распространение
солитона.

В случае неравновесной начальной заселенно-
сти (𝑤in > 0), как следует из второго выражения (9),
рассматриваемое решение формально описывает
сверхсветовой (superluminal) режим распростране-
ния солитона: ν > 𝑐. В этом случае оптический им-

пульс передним фронтом индуцировано перево-
дит атомы из возбужденного состояния в основ-
ное, а задним фронтом возвращает атомы в исход-
ное возбужденное состояние (см. (10)). На первый
взгляд, здесь скорость также должна быть меньше
скорости света, так как затрачивается время на пе-
рекачку энергии из атомов в импульс и на ее воз-
вращение обратно в атомы. Но такое рассуждение
явно не согласуется со второй формулой (9), из ко-
торой следует, что в этом случае скорость солитона
превосходит скорость света в пустоте. Дело в том,
что индуцированное излучение принеравновесной
заселенности квантовых уровней вызывает нахо-
дящаяся далеко впереди от центрального пика его
практически незаметная «хвостовая» часть. В ре-
зультате она порождает новый пик импульса, пе-
реводя среду к моменту прихода в нее старого пи-
ка в равновесное состояние. При этом старый пик
поглощается, и создается впечатление сверхсвето-
вого распространения максимума импульса. Таким
образом, со сверхсветовой скоростью распростра-
няется не энергия импульса, а его форма [6]. Та-
кой механизм распространения называется пере-
формированием (reshaping) [11]. Очевидно, при та-
ком механизме импульс также не переносит ин-
формацию.

В экспериментальной работе [5] зарегистри-
рованная групповая скорость светового импуль-
са превышала скорость света в вакууме в 6–9 раз.
Детальный теоретический анализ механизма пере-
формирования с интерпретацией результатов рабо-
ты [5] содержится в работе [6].

Согласно теореме площадей Мак-Колла–Хана
[9, 12], в равновесной среде устойчивы импульсы,
суммарная площадь 𝐴 = θ

∣𝑡→+∞ = ∫
∞
−∞ ψ𝑑𝑡 которых

кратна значению 2π. В средах же с неравновес-
ной начальной заселенностью, для которых𝑤in > 0,
устойчивостью обладают импульсы, для которых
𝐴 = π, 3π, 5π,… [12]. Из (8) и первого выражения (9)
следует, что в нашем случае 𝐴 = πσ/2 = 2π. Таким
образом, в равновесной среде (𝑤in < 0) 2π-солитон
СИП (11), для которого ν < 𝑐, является устойчи-
вым. В неравновесной же среде (𝑤in > 0) сверхсве-
товой рассматриваемый 2π-солитон неустойчив.
Здесь сразу же возникают два вопроса. 1) С ка-
кой скоростью распространяется в неравновесной
среде устойчивый π-импульс? 2) Почему, все-таки,
неустойчивый сверхсветовой 2π-солитон наблю-
дался в эксперименте?

АВТОМОДЕЛЬНЫЙ π-ИМПУЛЬС
Следуя [12], введем автомодельнуюпеременную

ξ = 𝑧 (𝑡 −
𝑧

𝑐
) . (12)

Тогда (7) примет вид обыкновенного диффе-
ренциального уравнения

ξθ″ + θ′ = α𝑤in sin θ, (13)
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где «штрих» обозначает производную по перемен-
ной ξ.

Численный анализ показывает, что уравне-
ние (13) обладает решением, при котором огиба-
ющая ψ имеет выделяющийся главный максимум
в точке ξ = 0 [12]. По бокам главного максиму-
ма имеются малоамплитудные осцилляции. При
этом площадь такого импульса равна π, что соот-
ветствует условию его устойчивости в неравновес-
ной среде.

В точке главного максимума 𝜕ψ

𝜕𝑡
∝ θ″ = 0. К то-

му же здесь ξ = 0. Поэтому, задавшись целью по-
иска решения в окрестности главного максимума,
можно пренебречь первым слагаемым в правой ча-
сти уравнения (13). Тогда имеем приближенное ре-
шение вида (8), где

σ = 2, ν = 𝑐, (14)
1
τp
= α𝑤in𝑧. (15)

Таким образом, площадь импульса определяет-
ся площадью его главного максимума в окрестно-
сти ξ = 0 и равна π. Используя также (5), найдем

𝑤 = −𝑤in tanh (
𝑡 − 𝑧/𝑐

τp
) . (16)

Если вначале (при 𝑡 = −∞) возбуждены все ато-
мы, то 𝑤in = 1/2. Тогда, как видно из (16), по про-
шествии импульса (при 𝑡 = +∞) имеем 𝑤in = −1/2.
Т. е., все атомы переходят в основное состояние.
Таким образом, по мере распространения автомо-
дельный π-импульс индуцированно переводит ато-
мы из возбужденного состояния в основное.

Для огибающей электрического поля из (6) и (8)
при учете (14) будем иметь первое выражение (11),
где

ψm =
1
τp
, (17)

а скорость и длительность определяются соответ-
ственно формулами (14) и (15).

Итак, автомодельный π-импульс в неравновес-
ной среде распространяется со скоростью, равной
скорости света в вакууме. Это есть ответ на первый
вопрос, поставленный в конце предыдущего разде-
ла.

По мере распространения π-импульс испы-
тывает усиление, сопровождаемое его самосжати-
ем. При этом временная длительность импульса
уменьшается обратно пропорционально пройден-
ной дистанции, а амплитуда растет пропорцио-
нально данной дистанции.

Дистанцию 𝑙inst, на которой развивается
неустойчивость рассмотренного в предыдущем
разделе сверхсветового 2π-импульса, можно, исхо-
дя из теоремы площадей [9], оценить по формуле
𝑙inst ∼ π/α𝑇∗2 , где 𝑇∗2 — время, характеризующее
неоднородное уширение квантового перехода. При

параметрах кристаллического рубина, использо-
ванного в [5], имеем 𝑙inst ≈ 30 см. В то же время
в экспериментальной работе [5] использовались
рубиновые образцы размерами от 7 до 24 см. Таким
образом, обсуждаемая неустойчивость не успевала
развиться. Поэтому наблюдался сверхсветовой
2π-импульс, распространяющийся в режиме пе-
реформирования. Так выглядит ответ на второй
вопрос, поставленный в конце предыдущего
раздела.

Время жизни среды в неравновесном состоя-
нии ∼10−8 с. За это время сверхсветовой импульс
проходит дистанцию ∼1–10 м, что значительно
превосходит размеры использованных в [5] образ-
цов. Поэтому спонтанной релаксацией неравно-
весной среды к равновесному состоянию можно
было с хорошей точностью пренебречь.

КВАЗИРЕЗОНАНСНЫЕ СВЕРХСВЕТОВЫЕ
ИМПУЛЬСЫ

Рассмотрим теперь оптические импульсы,
распространяющиеся в условиях квазирезонанса
[13–15]

δ = (Δτp)
−1

≪ 1. (18)
Понятно, что при столь большой отстрой-

ке Δ от резонанса возбуждение атомов является
слабым, т. е., 𝑤 должно незначительно отличаться
от 𝑤in. Проводя в (1) разложение по малому пара-
метру δ [13–15], будем иметь

𝑟 = −
ψ

Δ
𝑤 + 𝑖

𝑤in

Δ2
𝜕ψ

𝜕𝑡
+
𝑤in

Δ3
𝜕2ψ

𝜕𝑡2
. (19)

Из (4) с точностью до членов ∼ ∣𝑟2∣ найдем

𝑤 = 𝑤in
⎛

⎝
1 −

∣𝑟2∣

2𝑤2
in

⎞

⎠
. (20)

Из (19) и (20) придем к выражению

𝑟 = −𝑤in
ψ

Δ
(1 −

∣ψ∣2

2Δ2) + 𝑖
𝑤in

Δ2
𝜕ψ

𝜕𝑡
+
𝑤in

Δ3
𝜕2ψ

𝜕𝑡2
. (21)

После подстановки (21) в (3) и простых преоб-
разований будем иметь

𝑖
𝜕Φ

𝜕𝑧
= 𝑔∣Φ∣2Φ +

β

2
𝜕2Φ

𝜕τ2 +
𝑐

2ω
∇2
⟂Φ, (22)

где
Φ = ψ𝑒−𝑖α𝑤in𝑧/Δ, (23)

𝑔 = α𝑤in/2Δ3, β = 2α𝑤in/Δ
3, τ = 𝑡 − 𝑧/νg, а линейная

групповая скорость νg определяется выражением
1
νg
=

1
𝑐
− 𝑤in

α

Δ2 . (24)

Если в правой части (22) пренебречь тре-
тьим слагаемым, то получим одномерное нелиней-
ное уравнениеШредингера (НУШ). Коэффициен-
ты 𝑔 и β в этом уравнении обладают одинаковы-
ми знаками. В этом случае НУШ обладает устой-
чивыми решениями в виде «светлых» солитонов,
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распространяющихся с линейной групповой ско-
ростью νg [16]. Из (24) видно, что в неравновесной
(𝑤g > 0) среде νg > 𝑐. В этом случае, как и при
точном резонансе, сверхсветовое распространение
происходит в режиме переформирования. Поэтому
не возникает противоречий с принципами теории
относительности.

Одномерные сверхсветовые солитоны НУШ
можно наблюдать на дистанциях распространения,
меньших, чем длина дифракционного уширения
данных солитонов.Поэтому важно рассмотреть во-
прос устойчивости квазирезонансных трехмерных
локализованных импульсов — пространственно-
временных солитонов или световых пуль [17–20].
Для иллюстрации рассмотрим случай 𝑔, β > 0.

Следуя [19, 20], совершим преобразование Ма-
делунга

ψ1 =
√
ρ exp (−𝑖ωφ/𝑐) , (25)

где ρ и φ — подлежащие определению функции.
Подставляя (25) в (22), придем к системе уравне-
ний, формально описывающей течение вообража-
емой квантовой жидкости:

𝜕ρ

𝜕𝑧
+ ∇ (ρ∇φ) = 0, (26)

𝜕φ

𝜕𝑧
+
(∇φ)2

2
−
𝑐

ω
𝑔ρ = (

𝑐

ω
)

2 ∇2√ρ

2√ρ
, (27)

где ∇2 = ∇2
⟂ + 𝜕

2/𝜕η2 — эффективный трехмерный
лапласиан,

η =

√
𝑐

ωβ
τ, (28)

∇—оператор эффективного трехмерного градиен-
та в переменных 𝑟⟂ и η, 𝑟⟂ — поперечный к направ-
лению распространения импульса радиус-вектор.

Гидродинамический подход, основанный
на системе типа (26), (27), является очень эффек-
тивным в теории самофокусировки и формирова-
ния световых пуль [17–23].

Уравнение непрерывности (10) обладает авто-
модельным «сферически-симметричным» в систе-
ме координат (𝑟⟂, η) решением [21]

ρ = ψ3
m
𝑅2

0

𝑅3 exp (−
ζ2

𝑅2) , φ = 𝑓(𝑧) +
ζ2

2
𝑅2

𝑅
, (29)

где ζ =
√

𝑟2
⟂ + η

2, 𝑅 = 𝑅(𝑧) — характерный размер
рассматриваемого сгустка световой энергии, ψm —
амплитуда поля, 𝑅0 — равновесное значение пара-
метра 𝑅, 𝑓(𝑧)—некоторая функция, штрих над пе-
ременой 𝑅 здесь и ниже обозначает производную
по переменной 𝑧.

Следуя [22], используем в левой уравнения (27)
приосевое приближение (near-axis approximation),
т. е., запишем 𝑒−𝑟

2
/𝑅2

≈ 1 − 𝑟2/𝑅2. Приравнивая по-
сле этого в левой и правой частях выражения при
𝑟0 и 𝑟2, придем к уравнениям

𝑓′ =
𝑐

ω
𝑔ψ2

m
𝑅3

0

𝑅3 −
3
2
(
𝑐

𝑛ω
)

2 1
𝑅2 , (30)

𝑅″ = −
𝜕𝑈

𝜕𝑅
= (

𝑐

𝑛ω
)

2 1
𝑅3 −

2𝑐
ω
𝑔ψ2

m
𝑅3

0

𝑅4 . (31)

Уравнение (31) представляет собой уравнение
движения ньютоновской частицы единичной мас-
сы во внешнем поле с «потенциальной энергией»
𝑈(𝑅), где 𝑅 и 𝑧 играют роли координаты частицы
и времени соответственно.

Первое слагаемое в правой части (31) соответ-
ствует эффектам дифракции. В свою очередь, вто-
рое слагаемое описывает влияние кубической (кер-
ровской) нелинейности.

Условия формирования устойчивого про-
странственно-временного солитона имеют вид
(𝜕𝑈/𝜕𝑅)𝑅=𝑅0

= 0, (𝜕2𝑈/𝜕𝑅2)
𝑅=𝑅0

> 0, что соответ-
ствует наличию локального минимума в зависи-
мости 𝑈(𝑅) при равновесном значении радиуса
пули. Из (31) легко видеть, что данным условиям
удовлетворить невозможно, так как зависимость
𝑈(𝑅) не обладает локальным минимумом. Напро-
тив, в данной зависимости имеется локальный
максимум. Этот вывод согласуется с известным
фактом: при одной только керровской нелиней-
ности трехмерные пространственно-временные
солитоны неустойчивы [24].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенное в настоящей работе методическое

рассмотрение показывает, что сверхсветовые оп-
тические импульсы в неравновесных (усиливаю-
щих) средах неустойчивы, как и сами неравновес-
ные среды. Данный вывод согласуется с выводами
предыдущих работ, включая [6] и [8], хотя вопросы
устойчивости здесь исследованы другими способа-
ми. С другой стороны, не противоречащий фунда-
ментальнымфизическим принципам механизм пе-
реформирования позволяет наблюдать сверхсвето-
вые импульсы на дистанциях, меньших характер-
ных длин развития неустойчивостей.
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On the superluminal objects in non-equilibrium media
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An analysis of superluminal propagation of resonant and quasi-resonant soliton-like laser pulses in
non-equilibrium media is presented. It is shown that such pulses are unstable. However, at the initial stage
of instability development, it is possible to observe superluminal propagation of these pulse profiles due to
the reshaping mechanism.
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