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ВВЕДЕНИЕ
Акустические метаматериалы – это искус-

ственно созданные среды, состоящие из перио-
дически или хаотически расположенных элемен-
тов с характерным размером, значительно мень-
шим длины волны. Поскольку конструкция каж-
дого такого элемента может быть выбрана спе-
циальным образом, это открывает возможности
для проектирования сред со многими необычны-
ми свойствами, как правило, не встречающими-
ся у «обычных» сплошных материалов. К тако-
вым относятся, например, среды с отрицатель-
ным коэффициентом преломления [1, 2], ауксе-
тики [3], скрывающие конструкции [4–7]. Мета-
материалы нашли свое применение во многих за-
дачах, связанных с управлением волновыми по-
лями и созданием поглощающих покрытий [8, 9].

Представляет интерес введение в структуру ме-
таматериала активных элементов [9]. В одном
случае они могут представлять собой комбина-
цию датчиков и источников акустического по-
ля [10], соединенных с помощью электронных
схем. Это позволяет еще больше расширить до-
пустимый диапазон волновых свойств среды, по-
скольку снимаются ограничения на поглоще-
ние волн. Кроме того, электронные схемы могут
осуществлять обработку сигналов, в том числе,
нелинейную. В другом случае активные элемен-
ты используются не для создания акустическо-
го поля, а для динамического изменения струк-

туры метаматериала, а значит, и его волновых
свойств [11].

Основные вопросы, которые возникают при
изучении метаматериалов, касаются, с одной
стороны, моделирования волновых процессов и
поиска новых интересных эффектов в этих сре-
дах, а с другой стороны – принципов их созда-
ния на практике. Для решения обеих задач мож-
но моделировать волновые процессы в среде в
целом, разбивая ее на участки достаточно мало-
го размера (например, методом конечных эле-
ментов, МКЭ). Однако, как правило, размер эле-
мента метаматериала должен быть существенно
меньше эффективной длины волны в метамате-
риале. С другой стороны, такой элемент часто
представляет собой конструкцию, детали кото-
рой имеют еще меньший размер. Это приводит
к тому, что шаг выбранной сетки дискретизации
оказывается в среднем на порядок меньше, чем
в задачах, связанных с моделированием сплош-
ных сред, и объем вычислений при таких расче-
тах резко возрастает.

Другим решением является введение эффек-
тивных параметров метаматериала (плотности,
сжимаемости, скорости звука), что позволяет
рассматривать его как сплошную среду. Многие
эффекты, обнаруженные в метаматериалах, из-
начально рассматривались именно с помощью
такого подхода [1, 12]. Для определения про-
странственного распределения эффективных па-
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раметров может использоваться метод трансфор-
мационной акустики [13], активно применяю-
щийся при проектировании различных скрыва-
ющих конфигураций. Трудность такого подхо-
да состоит в поиске практической конструкции
среды с заданными эффективными параметрами.
Прежде всего, сложно дать корректное определе-
ние таких параметров для дискретной среды, осо-
бенно если на длине волны укладывается лишь
небольшое числе ее элементов или они располо-
жены неравномерно. Часто с этой целью вводит-
ся бесконечная периодическая решетка элемен-
тов, совпадающая в некоторой области простран-
ства с исследуемой. Моделирование единствен-
ного элемента такой решетки с наложенными пе-
риодическими граничными условиями позволя-
ет построить дисперсионные характеристики и
определить эффективную скорость звука в этой
области. Однако эффективный импеданс среды
остается неизвестным, что в итоге не исключает
необходимость применения методов типа МКЭ.
Также следует отметить, что реализация получа-
емых параметров оказывается затруднительной в
связи с их высокой анизотропией [14, 15].

Еще одно решение связано с применени-
ем к метаматериалам методов теории рассеяния
[16–22]. Еще до активного обсуждения метама-
териалов в литературе данные подходы активно
применялись для анализа распространения волн
в регулярных и случайно-неоднородных средах
[23, 24]. В данном подходе каждая точка сре-
ды рассматривается как рассеиватель, излучаю-
щий вторичные волны в ответ на поле исход-
ной падающей волны и поля, рассеянные други-
ми элементами. Математически результат расче-
та оказывается эквивалентен решению исходных
уравнений акустики. В случае, когда метаматери-
ал представляется в виде отдельных элементов,
помещенных в фоновую среду, каждый из них
можно рассматривать как одиночный рассеива-
тель, характеризующийся коэффициентами рас-
сеяния [25, 26]. Поскольку число таких рассеива-
телей намного меньше числа элементов при дис-
кретизации среды, метод оказывается эффектив-
ным с точки зрения объема вычислений.

В настоящей работе предлагается использовать
этот подход и проводить расчеты в два шага,
раздельно рассматривая процессы многократно-
го рассеяния поля внутри одного элемента мета-
материала и внутри решетки дискретных рассеи-
вателей. В зависимости от порядка шагов это да-
ет возможность либо рассчитать поле внутри ме-
таматериала с заданной структурой его элемен-
тов, либо решить обратную задачу поиска такой
структуры.

ДИСКРЕТНОЕ УРАВНЕНИЕ ТИПА
ЛИППМАНА–ШВИНГЕРА

Пусть метаматериал представляет собой систе-
му из конечного числа дискретных элементов ма-

лого размера, помещенных в жидкую однород-
ную фоновую среду. Акустическое поле с времен-
ной зависимостью ∼ exp(−iωt) создается первич-
ными источниками, расположенными в области
X вне метаматериала. Для каждого q-го элемента
строится содержащий его круг (в двумерном слу-
чае, размерность пространства d = 2) или шар
(в трехмерном случае, d = 3) Γq минимально воз-
можного радиуса с центром в точке r⃗q. Рассмат-
ривается достаточно широкий класс метаматери-
алов, для которых эти круги (или шары) не име-
ют общих точек. При этом отсутствуют требова-
ния к тому, чтобы элементы метаматериала рас-
полагались периодически или были одинаковы.
Дальнейшие рассуждения проводится только для
двумерного случая; для трехмерного случая полу-
чаются аналогичные результаты.

Рассматривается произвольный фиксирован-
ный элемент метаматериала с индексом q. Об-
ласть пространства

Γ̄ ≡
(︁

Rd ∖ X
)︁
∖
⋃︁

q

Γq

занята однородной фоновой средой с волновым
числом k0 и не содержит источников. Поле аку-
стического давления p(⃗r) в этой области можно
представить в виде

p(⃗r) = p0(⃗r) +
∑︁
t ̸=q

p(t)
sc (⃗r) + p(q)

sc (⃗r); r⃗ ∈ Γ. (1)

Здесь p0(⃗r) – поле первичных источников;∑︀
t ̸=q p(t)

sc (⃗r) – сумма полей, рассеянных на всех
элементах метаматериала, за исключением q-го,
и p(q)

sc (⃗r) – поле, рассеянное на q-м элементе ме-
таматериала. Величина

p(q)
inc(⃗r) ≡ p0(⃗r) +

∑︁
t ̸=q

p(t)
sc (⃗r)

представляет собой поле, падающее на q-й эле-
мент метаматериала. С учетом того, что его
источники расположены вне Γq, а источники
p(q)

sc (⃗r) – внутри Γq, вводя цилиндрическую си-
стему координат с началом в точке r⃗q и неко-
торым фиксированным направлением полярной
оси, можно записать разложения этих полей в ря-
ды по цилиндрическим функциям:

p(q)
inc(⃗r) = −

i
4

∞∑︁
n=−∞

exp
[︀
inθq(⃗r)

]︀
×

×A(q)
n · Jn

(︀
k0

⃒⃒⃗
r − r⃗q

⃒⃒)︀
;

p(q)
sc (⃗r) = −

1
16

∞∑︁
n=−∞

exp
[︀
inθq(⃗r)

]︀
×

×B(q)
n · H

(1)
n

(︀
k0

⃒⃒⃗
r − r⃗q

⃒⃒)︀
.

(2)
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Здесь n – порядок мультипольности; θq(⃗r) – угол,
который составляет вектор r⃗− r⃗q с полярной осью
системы координат; Jn(·) и H(1)

n (·) – функции Бес-
селя и функции Ханкеля первого рода n-го по-
рядка, соответственно. Коэффициенты A(q)

n и B(q)
n

образуют векторы A⃗(q) и B⃗(q), которые связаны
между собой линейным образом. Для описания
этой связи вводится матрица T̂ (q) [25–29]:

B⃗(q) = 4i · T̂ (q) · A⃗(q). (3)

Она полностью характеризует свойства эле-
мента метаматериала как рассеивателя акустиче-
ского поля. Расчет матрицы T̂ (q) может представ-
лять существенную сложность, поскольку, стро-
го говоря, она (так же, как и векторы A⃗(q) и B⃗(q))
содержит бесконечное число элементов. Одна-
ко для рассеивателей малого волнового размера в
большинстве случаев достаточно учитывать толь-
ко монопольный и дипольный порядок рассея-
ния [25]. Если, кроме того, рассеянное поле не
изменяется при повороте элемента метаматери-
ала, то матрица T̂ (q) приобретает диагональный
вид:

T̂ (q) = −
i
4

diag
(︀
β

(q)
1 β

(q)
0 β

(q)
1

)︀
, (4)

где β(q)
0 и β(q)

1 – монопольный и дипольный коэф-
фициенты рассеяния, соответственно. С учетом
тождества J−n(·) = (−1)−nJn(·) и того, что Γq и Γt не
имеют общих точек при q ̸= t, с помощью тео-
ремы сложения Графа для произвольной цилин-
дрической функции ϑn(·) можно получить выра-
жение

ϑn
(︀
k0

⃒⃒⃗
r − r⃗q

⃒⃒)︀
exp

[︀
inθq(⃗r)

]︀
=

=

∞∑︁
m=−∞

Jm
(︀
k0

⃒⃒⃗
r − r⃗t

⃒⃒)︀
exp

[︀
imθt(⃗r)

]︀
(−1)n−m

ϑn−m×

×
(︀
k0

⃒⃒⃗
rq − r⃗t

⃒⃒)︀
exp

[︀
i(n − m)θt(⃗r)

]︀
, r⃗ ∈ Γ, (5)

Для поля p0(⃗r) тогда справедливо разложение,
аналогичное (2):

p(q)
0 (⃗r) = −

i
4

∞∑︁
n=−∞

exp
[︀
inθq(⃗r)

]︀
×

× A(q)
n,0 · Jn

(︀
k0

⃒⃒⃗
r − r⃗q

⃒⃒)︀
. (6)

Тогда, с учетом (5), выражения (1)–(3) и (6)
сводятся к уравнению

A⃗(q) = A⃗(q)
0 + 4i

∑︁
t

Ĝ(⃗rq, r⃗t)T̂ (t)A⃗(t). (7)

Здесь введена матрица Ĝ(⃗rq, r⃗t), элементы кото-
рой равны 0 при q = t и равны

Gmn(⃗rq, r⃗t) = −
i
4

(−1)n−mH(1)
n−m

(︀
k0

⃒⃒⃗
rq − r⃗t

⃒⃒)︀
×

× exp
[︀
i(n − m)θt(⃗rq)

]︀
при q ̸= t.

Уравнение (7) представляет собой дискретное
уравнение типа Липпмана–Швингера, описыва-
ющее процессы многократного рассеяния поля
элементами метаматериала. Вектор A⃗(q) содержит
набор коэффициентов мультипольного разложе-
ния поля в системе координат с началом в точ-
ке r⃗q. Его умножение на матрицу T̂ (q) дает век-
тор B⃗(q) коэффициентов разложения рассеянно-
го поля. Матрица Ĝ(⃗rq, r⃗t) играет роль функции
Грина. Она равна нулю, если ее аргументы сов-
падают. Это иллюстрирует тот факт, что поле,
рассеянное на элементе метаматериала, не ока-
зывает на него непосредственного влияния; со-
вокупность процессов многократного рассеяния
внутри элемента учитывается с помощью матри-
цы T̂ (q).

Если матрицы T̂ (q) известны для каждого эле-
мента метаматериала, уравнение (7) решается от-
носительно вектора A⃗(q). После этого поле p(⃗r)
определяется с помощью выражений (2) и (3).
Наоборот, уравнение (7) можно рассматривать
относительно неизвестных матриц T̂ (q), предпо-
лагая известным поле p(⃗r). В каждом случае зада-
ча разбивается на два шага: рассмотрение рассе-
яния акустического поля единственным элемен-
том метаматериала и рассмотрение многократ-
ного рассеяния между отдельными элементами.
При этом на втором шаге достаточно задания
только нескольких коэффициентов рассеяния и
координат рассеивателей. Число переменных в
таком случае может оказаться значительно мень-
ше, чем при решении задачи с помощью МКЭ.

Уравнение (7) остается справедливым незави-
симо от конкретного устройства элементов ме-
таматериала, поскольку рассматриваются толь-
ко поля в области Γ. Процессы внутри Γq могут
не описываться уравнением Гельмгольца, или их
природа может вовсе быть неакустической. При
этом следует еще раз отметить, что возможность
покрытия элементов метаматериала совокупно-
стью кругов (или шаров) Γq является существен-
ным ограничением предлагаемого метода.

ПРОЕКТИРОВАНИЕ ИЗОЛИРУЮЩЕЙ
НЕОТРАЖАЮЩЕЙ ОБОЛОЧКИ

В наиболее простом случае элемент метамате-
риала описывается единственным монопольным
коэффициентом рассеяния β0 ≡

⃒⃒
β0

⃒⃒
exp(iψ0). Для

пассивной среды без поглощения его абсолютная
величина

⃒⃒
β0

⃒⃒
и фаза ψ0 не являются произволь-

ными, а связаны соотношением
⃒⃒
β0

⃒⃒
= −4 sinψ0

[25, 26, 30 –32]; для активных метаматериалов та-
ких ограничений нет. В случае, когда все осталь-
ные элементы матриц T̂ (q) равны нулю, уравне-

ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ том 89 № 4 2025



ПРОЕКТИРОВАНИЕ НАСТРАИВАЕМЫХ АКУСТИЧЕСКИХ МЕТАМАТЕРИАЛОВ 645

ние (7) является скалярным:

A(q)
n = A(q)

n,0 +
∑︁
t ̸=q

G00(⃗rq, r⃗t)β
(q)
0 A(q)

n при n = 0;

A(q)
n = A(q)

n,0 при n ̸= 0.
(8)

Матричный элемент

G00(⃗rq, r⃗t) = −
i
4

H(1)
0

(︀
k0

⃒⃒⃗
rq − r⃗t

⃒⃒)︀
здесь представляет собой запаздывающую функ-
цию Грина уравнения Гельмгольца.

В качестве иллюстрации рассматривается зада-
ча проектирования кольцевой оболочки из мета-
материала (рис. 1а). Ее свойства таковы, что, если
источник находится внутри оболочки, его поле
внутри оболочки не искажается ею и не проходит
при этом наружу. Поле источника, расположен-
ного снаружи, не проходит внутрь и минимально
рассеивается оболочкой. Последнее обстоятель-
ство роднит поставленную задачу с задачей о со-
крытии [4–7]. Описанные требования можно за-
писать с помощью функции Грина G(⃗r1, r⃗2) неод-
нородной среды:

G(⃗r1, r⃗2) = G00(⃗r1, r⃗2) при |⃗r1| < R1, |⃗r2| < R1

или |⃗r1| > R2, |⃗r2| > R2;
G(⃗r1, r⃗2) = 0 при |⃗r1| < R1, |⃗r2| > R1

или |⃗r1| > R2, |⃗r2| < R2.

(9)

Уравнение (8) при условиях (9) может решать-
ся разными способами [33, 34]. В данном слу-
чае применялся метод, аналогичный описанно-
му в [35]. Он заключается в использовании бор-

новского приближения и итерационном уточне-
нии параметров среды внутри оболочки. Предпо-
лагалось, что она состоит из 30 кольцевых слоев с
одинаковыми элементами в каждом слое.

После определения коэффициентов рассеяния
элементов оболочки было проведено ее тестиро-
вание. На рис. 1б сплошными линиями представ-
лено акустическое давление от источника, распо-
ложенного в точке S 1 (внутри оболочки) или от
источника в точке S 2 (снаружи). Для сравнения
пунктиром показаны аналогичные зависимости
в отсутствие оболочки. Можно видеть, что по-
ле источника S 1 не искажается оболочкой и рав-
но нулю снаружи нее, т. е. первое требование вы-
полнено с большой точностью. Поле источника
S 2 не проникает внутрь оболочки, но при этом
рассеивается ею. Особенно это заметно со сто-
роны, противоположной источнику: здесь обра-
зуется зона «тени». Таким образом, условие со-
крытия выполняется не полностью. Это связано
с тем, что при построении оболочки, в отличие
от работ [4, 5], элементы рассчитанной конструк-
ции являются изотропными, а в отличие от работ
[6, 7], внешнее поле не проникает внутрь оболоч-
ки.

На рис. 1в на комплексной плоскости пред-
ставлены значения найденных коэффици-
ентов β0 для разных элементов оболочки.
Окружность Ω с центром в точке −2i и радиу-
сом 2 обозначает множество рассеивателей, для
которых выполняется закон сохранения энергии
[31, 32]. Точки, лежащие внутриΩ, соответствуют
рассеивателям с поглощением, а снаружи – со-
держащим дополнительный источник энергии.
Хотя при итерационном решении уравнения (8),
в принципе, возможно ограничиться случаем со-
хранения энергии при рассеянии, это приводит
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Рис. 1. Схема цилиндрической оболочки из метаматериала. В точках S 1 и S 2 располагаются источники (а). Вид
профиля акустического давления вдоль прямой y = x, когда цилиндрическая оболочка присутствует (сплошные
линии) или отсутствует (пунктирные линии). Черные линии соответствуют расположению источника в точке
S 1; серые – в точке S 2. Серыми полосами отмечены точки внутри оболочки (б). Рассчитанные значения коэф-
фициента рассеяния β0 на комплексной плоскости для различных элементов метаматериала внутри оболочки.
Черной линией представлена окружность Ω (в).
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к существенному ухудшению полученного реше-
ния. Таким образом, рассчитанную конструкцию
целесообразно реализовывать именно в классе
активных метаматериалов.

ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПЕРЕСТРАИВАЕМОЙ
ЛИНЗЫ

Уравнения (7), (8) можно использовать для
расчета метаматериалов, меняющих свои волно-
вые свойства при внешнем воздействии. В каче-
стве иллюстрации рассматривается задача про-
ектирования плоской линзы с перестраивае-
мым фокусом. Такая линза (рис. 2а) представ-
ляет собой решетку из N (2M + 1) элементов ме-
таматериала, центры которых расположены в
точках с координатами r⃗nm ≡ {xn; ym}; 0 ⩽ n < N;
−M ⩽ m ⩽ M. Перестройка осуществляется за
счет небольшого сжатия или растяжения решет-
ки вдоль одной из осей координат.

Чтобы упростить практическую реализацию,
все элементы выбираются одинаковыми. Их мо-
нопольные и дипольные коэффициенты рас-
сеяния равны β0 и β1, соответственно. Вдоль
оси Ox они располагаются равномерно с шагом
sxa, т. е. xn = sxna. Шаг вдоль оси Oy, рав-
ный sybm = ym+1 − ym, является неравномерным.
Здесь величины a и bm представляют собой ба-
зовые расстояния между центрами соседних эле-
ментов, а коэффициенты sx и sy, близкие по ве-
личине к единице, определяют растяжение или
сжатие линзы вдоль соответствующей оси.

Таким образом, при фиксированных N и M
конструкция полностью описывается парамет-
рами β0, β1, a и bm. При определении их зна-

чений учитываются следующие соображения.
Во-первых, фокусное расстояние проектируемой
линзы должно существенно меняться при из-
менении коэффициентов sx или sy в пределах
нескольких процентов, поскольку такое малое
изменение может быть сравнительно легко реа-
лизовано на практике. Во-вторых, акустическое
поле, отраженное от линзы, должно быть, по воз-
можности, минимальным. В-третьих, свойства
линзы должны оставаться стабильными в неко-
торой полосе частот. Чтобы учесть последнее об-
стоятельство, необходимо наряду с коэффициен-
тами рассеяния также задать их частотные произ-
водные, что усложняет анализ. С другой стороны,
из общих соображений можно исключить из рас-
смотрения коэффициенты рассеяния со значе-
ниями, близкими к−4i, поскольку эта точка соот-
ветствует резонансу [25, 31, 32]. В конечном ито-
ге, такую проверку целесообразно выполнить по-
сле того, как на основании значений коэффици-
ентов рассеяния определена внутренняя структу-
ра элемента метаматериала.

В результате решения описанной задачи
при M = N = 10 были получены значения ко-
эффициентов рассеяния β0 = 0.587 − 0.088i и
β1 = −0.497 + 0.063i; шаг a равен 0.257λ0, где
λ0 ≡ 2π/k0 – длина волны в окружающей линзу
однородной фоновой среде. Зависимость ша-
гов bm от индекса m близка к квадратичной:
bm = 0.192λ0 + 0.00019λ0(m − 1)2. Такая линза
имеет толщину 2.57λ0 и поперечный размер 4λ0.
При моделировании падающее акустическое
поле излучалось плоским источником шириной
8λ0, расположенным на расстоянии 2λ0 от линзы.
Данный источник создает в однородной фоно-
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Рис. 2. Схематическое изображение линзы из метаматериала. Точками изображены центры его элементов. Аку-
стическая волна создается плоским источником, расположенным слева от линзы (а). Пространственное рас-
пределение амплитуды акустического давления на оси линзы справа от нее при различных значениях коэф-
фициента растяжения sy. Черные линии соответствуют исходной частоте излучения; серая линия – частоте
излучения, уменьшенной на 10% (б).
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вой среде волновой пучок, амплитуда которого в
начале координат равна p0.

На рис. 2б черными линиями представлены ре-
зультаты расчета амплитуды поля акустического
давления p(x) на оси Ox справа от линзы, нор-
мированные на p0. Можно видеть, что при по-
перечной деформации линзы, когда значение sy
изменяется в пределах ±5%, область фокуса зна-
чительно перемещается и, таким образом, опи-
санная конфигурация действительно решает по-
ставленную задачу. При этом амплитуда поля в
зоне фокальной перетяжки изменяется в преде-
лах 10%, т. е. относительно слабо. Моделирова-
ние также показало, что изменение значения sx
слабо влияет на амплитуду и положение фокуса.

Для практической реализации линзы с описан-
ными параметрами необходимо предложить кон-
струкцию элемента метаматериала, обладающую
найденными коэффициентами рассеяния. В об-
щем случае это представляет отдельную непро-
стую задачу. Одним из возможных методов ее
решения является рассмотрение в качестве та-
кого элемента многослойного упругого цилин-
дра. Толщины и материалы его слоев подбира-
ются так, чтобы минимизировать отличие коэф-
фициентов рассеяния от требуемых. Для полу-
ченных значений коэффициентов рассеяния, ес-
ли в качестве фоновой среды используется вода,
хорошее соответствие удается получить, исполь-
зуя однородные стальные цилиндры с радиусом
0.077λ0. Это значение меньше, чем половина ми-
нимального расстояния между центрами элемен-
тов метаматериала, что позволяет реализовать ее
на практике.

Для проверки работоспособности линзы в ши-
рокополосном режиме частота используемого из-
лучения уменьшалась на 10% при фиксирован-
ных геометрических размерах всех элементов.
Рассчитанная зависимость давления p(x) на оси
в этом случае при sy = 1 представлена на рис. 2б
серой линией. Можно видеть, что ее отличие от
черной линии, проведенной при исходной часто-
те излучения, небольшое. Следовательно, рас-
считанная линза может применяться и при рабо-
те с немонохроматическими сигналами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Методы теории рассеяния могут быть с успе-

хом использованы для рассмотрения метамате-
риалов, состоящих из помещенных в фоновую
среду отдельных элементов. Они позволяют, вы-
числять акустическое поле внутри метаматериа-
ла с заданной структурой или, наоборот, опреде-
лять эту структуру, если известно, как требуется
преобразовывать поле. Предложенный двухша-
говый метод позволяет разбить каждую из этих
задач на две части, что может значительно уско-
рить нахождение решения. Такое разбиение воз-
можно, поскольку элементы метаматериала име-
ют малый волновой размер, и для описания рас-

сеяния на них оказывается достаточно задать все-
го нескольких коэффициентов рассеяния.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда № 19-12-00098.
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The design of tunable acoustic metamaterials

using scattering theory methods
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A two-step method for designing acoustic metamaterials and calculating wave fields inside them is proposed.
In the first step, the scattering coefficients are calculated, and in the second step, the specific design of the
metamaterial elements is determined. The results of modeling a cloaking insulating shell and a lens with a
tunable focus are presented.

Keywords: tunable metamaterials, scattering theory, cloaking shell, Lippmann-Schwinger equation.
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