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ВВЕДЕНИЕ

Распространение волн в слоистых средах на-
чали рассматривать более пятидесяти лет на-
зад [1], применяя различные математические ме-
тоды для описания упругих и электромагнитных
волн. В настоящее время сформировалась новая
область науки по изучению свойств фотонных
кристаллов (ФК) и устройств, базирующихся на
их основе [2, 3]. С общей точки зрения ФК явля-
ется сверхрешеткой, в которой искусственно со-
здан дополнительный период с характерным мас-
штабом периодичности диэлектрической прони-
цаемости порядка длины световой волны. Через
несколько лет концепцию ФК перенесли на слу-
чай рассмотрения упругих волн [4, 5] для раз-
личных исследований и появилась концепция
фононного кристалла (ФнК). Целью этих ис-
следований было изучение акустических свойств
двухмерной и трехмерной периодической среды,
для поиска так называемых полных запрещенных
зон. Подобно любой периодической структуре,
распространение акустических волн в фононном
кристалле описывается теоремой Блоха, пользу-
ясь которой можно рассчитать зонную структу-
ру. Периодичность структур, определяющая зону
Бриллюэна, может быть в одном (1D), двух (2D)
или трех измерениях (3D). Дисперсионные кри-
вые показывают запрещенные зоны (ЗЗ), на ча-

стотах которых в периодической структуре рас-
пространение волн запрещено. Такие промежут-
ки могут возникать для определенных направле-
ний волнового вектора, но они также могут охва-
тывать всю 2D [6] или 3D [7] зону Бриллюэна, где
распространение упругих волн становится запре-
щенным для любой поляризации и любого угла
падения. Такая структура ведет себя как идеаль-
ное зеркало при любом угле падения, тем самым
запрещая передачу звуковых волн.

Применение ФнК, так же, как и ФК [8], не
ограничивается использованием его в качестве
идеального зеркала. По аналогии с локализаци-
ей электронного состояния вблизи поверхности
твердого тела, возможна локализация световой
волны на границе ФК и металла или другого
ФК [9–11]. Такую локализацию называют опти-
ческим таммовским состоянием (ОТС). По ана-
логии с ОТС возможна и локализация упругой
волны в ФнК с дефектом или в ФнК с наруше-
нием периодичности структуры [12–14].

Следует также отметить недавние работы по
акустооптическим эффектам в композитных
материалах, простейшим примером которых
являются слоистые среды. Данные результаты
находят применение в радиочастотном диапа-
зоне [15].

В данной работе изучается распространение
продольных акустических волн в фононном
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кристалле, состоящем из чередующихся слоев
эпоксидно-диановой смолы ЭД-10 и воды.
Обсуждается эффект, обусловленный особенно-
стями структуры: ФнК с воздушным отражателем
и дефектом структуры в виде слоя воды с толщи-
ной, отличной от толщины слоя воды в объеме
ФнК.

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ И МЕТОД РАСЧЕТА

В качестве ФнК выступала периодическая
структура, состоящая из слоев смолы и слоев во-
ды между ними, количество периодов равно 5
(рис. 1а). Толщина слоя воды между соседними
слоями смолы dwater равна 1 см, толщина смолы
depoxy равна 0.3 см.

Акустический импеданс (акустическое сопро-
тивление, волновое сопротивление) материала,
нормированный на скорость звука и плотность
воды, вычисляется по следующей формуле:

Z =
ρc

c0ρ0
, (1)

где c0 — скорость звука в воде 1500 м/с, c —
скорость звука материала, ρ0 – плотность воды
1000 кг/м3, ρ – плотность материала.

Показатель преломления звука вычислялся по
аналогии с показателем преломления в оптике,
нормировка производилась на скорость звука в
воде:

n =
c
c0
. (2)

Для нарушения периодичности структуры с
правой стороны добавляется отражатель в виде

слоя воздуха. Этот слой отражает излучение в ши-
роком интервале длин волн, поэтому проявление
резонансов в спектре пропускания малозаметно.
Для проявления резонансов в спектре отраже-
ния между ФнК и отражателем добавляется слой
звукопоглотителя (водного раствора глицерина)
с показателем преломления nabs = 1.27 + 0.057i,
и толщиной dabs = 0.4 см (рис. 1б). N1 – коли-
чество периодов между границей и дефектом, то
есть расстояние между ними.

Для расчета прохождения акустической волны
использовался метод матрицы переноса [16, 17].
Акустическое поле в однородном плоскопарал-
лельном слое определяется двумя комплексны-
ми амплитудами векторов смещения и давления
в виде плоских волн:

U (z) = Ur · eikz + Ul · e−ikz; (3)

p (z) =
C
ik

dU
dz

; (4)

Подставляя (3) в (4), получаем:

p (z) = C · Ur · eikz −C · Ul · e−ikz, (5)

где U (z) – смещение, p (z) – акустическое давле-
ние, C имеет размерность Па/м.

Изменение акустического поля при прохожде-
нии через каждый слой структуры определяет-
ся трансфер-матрицей второго порядка (размер-
ностью 2 × 2). Трансфер-матрица всей структу-
ры связывает комплексные амплитуды на правой
и левой границах структуры. Она определяется
произведением матриц смежных слоев:

M̂ = D̂outN · P̂N · D̂N(N−1) · P̂(N−1) . . . P̂1 · D̂1in . (6)
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Рис. 1. Структура ФнК (а) и ФнК с дефектом и отражателем (б). Зеленая линия – зависимость действитель-
ной части показателя преломления материала от глубины ФнК. Параметры системы: dwater = 1 см, nwater = 1;
depoxy = 0.3 см, nepoxy = 1.75; dwater1 = 1 см, nwater1 = 1; dair = 2.5 см, nair = 0.2; dabs = 0.4 см, nabs = 1.27 + 0.057i.
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Здесь D̂ji — матрица, которая показывает изме-
нение амплитуд при пересечении волной грани-
цы i-го и j-го слоев, j = i + 1:

D̂ij =
1
tij

[︂
1 rij
rij 1

]︂
, (7)

где rji и tji – амплитудные коэффициенты отраже-
ния и пропускания на границе между j-ым и i-ым
слоями:

rji =
Zi − Zj

Zi + Zj
; tji =

2Zi

Zi + Zj
(8)

где Zi и Zj – акустический импеданс i-го и j-го
слоя, соответственно.

Матрица P̂i называется матрицей распростра-
нения, она показывает изменение амплитуд при
распространении волны в слое i:

P̂i =

[︂
eikizdi 0

0 e−ikizdi

]︂
(9)

где di и kiz – толщина и волновой вектор i-го слоя.
Энергетические коэффициенты отражения,

пропускания и поглощения всей структуры
определяются соответственно выражениями:

R =
⃒⃒⃒⃒
M̂21

M̂11

⃒⃒⃒⃒2
, T =

⃒⃒⃒⃒
1

M̂11

⃒⃒⃒⃒2
, A = 1 − R − T, (10)

где M̂21, M̂11 – элементы матрицы M̂.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Локализация на дефекте ФнК ранее рассмат-
ривалась в работе [17]. В данном пункте исследу-
ется гибридизация дефектной моды и АТС.

Параметры системы подобраны таким обра-
зом, чтобы обе моды (состояния, соответствую-
щие собственным решениям волнового уравне-
ния) проявлялись на частотах в первой запре-
щенной зоне. Построим спектр отражения дан-
ной системы для определения частот локализо-
ванных состояний (рис. 2). Как видно из спектра
отражения, в ЗЗ существует две резонансные ча-
стоты, которые проявляются в виде провалов от-
ражения.

Из рис. 3 видно, что резонансные частоты со-
ответствуют двум локализованным модам. При
этом локализация может происходить как на гра-
нице между ФнК и отражателем, так и на дефек-
те. Локализация поля в большей степени на гра-
нице ФнК-отражателя соответствует рис. 3б, то-
гда как локализация поля в дефекте больше со-
ответствует рис. 3а. Гибридизация мод – это свя-
зывание и пространственная суперпозиция двух
мод различной природы. Гибридизация прояв-
ляется в пространственном распределении поля
в двух видах локализации, что обнаруживается
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Рис. 2. Спектр отражения ФнК с дефектом в середине
структуры и отражателем на границе (синяя линия) и
затравочного ФнК (малиновая линия). Запрещенная
зона затравочного ФнК соответствует области частот,
где коэффициент отражения близок к единице. Про-
валы отражения – частоты на спектре ФнК с дефек-
том и отражателем, где коэффициенты отражения ми-
нимальны в ЗЗ. Провалам отражения соответствуют
резонансные частоты на частотах 36.78 и 43.32 кГц.

на рис. 3а и 3б. Поскольку парциальные моды,
то есть нормальные моды подсистем [19], имеют
различную природу, их суперпозиция имеет ги-
бридную природу, а связь называется гибридиза-
цией.

Исследуем гибридизацию мод в зависимости
от расстояния между дефектом и отражателем
(рис. 4). Построим спектр отражения, изменяя
N1 в интервале частот от 35 кГц до 60 кГц, то есть
рассматривая первую ЗЗ.

Из рис. 4 видно, что при увеличении N 1, то
есть увеличении расстояния между дефектом и
отражателем, происходит сближение двух резо-
нансных частот. При этом мода с меньшей часто-
той, соответствующая в большей степени лока-
лизации на дефекте ФнК, начиная с расстояния
N1 = 4, перестает проявляться в спектре отраже-
ния. В то же время мода с большей частотой, со-
ответствующая в большей степени АТС, сохраня-
ется.

Зафиксируем положение дефекта на середине
ФнК (N1 = 2) и будем изменять толщину при-
легающего к отражателю слоя звукопоглотителя.
Построим спектр отражения для данного случая
(рис. 5).

Анализируя получившийся спектр, можно за-
метить, что при изменении толщины дефектно-
го слоя изменяются частоты двух мод. Областям
провалов отражения, синий цвет, можно сопо-
ставить две кривые, имеющие гиперболический
вид в области их сближения. Данная картина
подобна квазипересечению (avoided crossing) де-
фектной и таммовской мод в фотонном кристал-
ле [18]. Явление квазипересечения объясняется
на языке нормальных и парциальных мод, вве-
денном в обсуждении рис. 3. На рис. 5 два про-
вала отражения соответствуют нормальным мо-
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Рис. 3. Гибридизация дефектной и таммовской мод в пространственном распределении поля для меньшей (а) и
большей (б) из двух резонансных частот. Черная линия – зависимость квадрата модуля акустического давления
p от глубины ФнК. Зеленая линия – зависимость действительной части показателя преломления материала от
глубины ФнК. Fg – частота падающей акустической волны. Максимум дефектной моды проявляется вблизи
максимум АТС – вблизи .
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Рис. 4. Снятие вырождения мод в спектре отражения
ФнК с дефектом и отражателем при вариации рассто-
яния между ними. Ось x – частота падающей волны.
Ось y – расстояние между дефектом и отражателем,
выраженное в количестве периодов N 1. Ось z – коэф-
фициент отражения.

дам, изображенным на рис. 3. Каждая из этих мод
является суперпозицией двух парциальных мод:
АТС справа и дефектной моды слева. Посколь-
ку парциальные моды, то есть нормальные мо-
ды подсистем [19], имеют различную природу, их
суперпозиция имеет гибридную природу, а связь
называется гибридизацией. Зависимости частот
нормальных мод от толщины слоя звукопогло-
тителя dabs пересекаются, однако этого не вид-
но в спектре отражения всей структуры. Вместо
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Рис. 5. Квазипересечение провалов в спектре отра-
жения ФнК с дефектом и отражателем при вариации
толщины слоя звукопоглотителя dabs. Ось x – частота
падающей волны. Ось y – толщина слоя звукопогло-
тителя воды dabs. Ось z – коэффициент отражения.

этого видно две характерные кривые нормаль-
ных мод, общими асимптотами которых явля-
ются пунктирные линии парциальных мод. Чем
сильнее связаны парциальные моды, тем боль-
ше расталкивание, то есть частотное расстояние
между кривыми нормальных мод. Так же мож-
но заметить, что в области частот 30–35 кГц доб-
ротность моды падает. Это связано с тем, что ча-
стота моды ушла за границы ЗЗ, нарушена связь
ФнК-АТС.
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Таким образом, управление спектральным по-
ложением мод возможно при помощи варьирова-
ния толщины прилегающего к отражателю слоя
воды и при помощи изменения расстояния меж-
ду этими двумя рассматриваемыми слоями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Выполнены исследования спектральных

свойств одномерного, ограниченного, с одной
стороны, отражателем, ФнК с дефектом. Резуль-
таты получены с помощью метода матрицы пе-
реноса. Явление связи мод общее для различных
колебательных систем, начиная со связанных
маятников. В то же время представляют интерес
особенности проявления этой связи в дефекте
и на границе фононного кристалла. Насколько
нам известно из литературы, такое проявление
связи мод в фононных кристаллах до сих пор
никем не рассматривалось. Нами обнаружено
характерное и для маятников расталкивание
нормальных частот, которое объясняется их
квазипересечением. Описано изменение в
пространственном профиле гибридных мод
(рис. 3). Кроме того, выявлены зависимости
расталкивания от расстояния между дефектом и
отражателем (рис. 4), а также от толщины слоя
звукопоглотителя (рис. 5). Данный эффект под-
сказывает принцип работы нового акустического
фильтра с перестраиваемой частотой.

Работа выполняется при поддержке Россий-
ского научного фонда (проект № 24-12-00236,
https://rscf.ru/project/24-12-00236).
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Hybridization of acoustic Tamm states and defective modes

of one-dimensional phonon crystal
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The spectral properties of a one-dimensional phonon crystal bounded by a reflector in the form of an
air layer are studied. The presence of a defect in a phonon crystal with a reflector at the edge leads to a
connection between the detective mode and the acoustic Tamm state. This connection of modes of different
nature manifests itself in the form of hybridization of modes, and the pushing apart of dips in the reflection
spectrum is explained by avoided crossing of modes.

Keywords: phonon crystal, acoustic Tamm state, defect mode
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