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В работе исследовано кручение стержней из анизотропно упрочняющегося жестко-
пластического материала при линеаризованном законе пластического течения.
Предполагается, что на стержень действует внешнее давление, которое меняется ли-
нейно вдоль образующей. Определены компоненты тензоров напряжения и дефор-
мации, описывающих предельное состояние стержня.
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Кручение, как один из распространенных видов деформации тел, довольно часто
встречается в практике. Исследованию кручения различных стержней посвящено
много работ. Основополагающими среди них являются работы [1–3]. В работах [5, 6]
и [8, 9] содержатся исследования кручения стержней из неоднородного материала.
Кручение стержней из упрочняющегося материала рассмотрено в работах [4, 10]. В [7]
и [10] исследовано кручение стержней в случае, когда они находятся под действием
внешнего давления, линейно меняющегося вдоль образующей.

При кручении напряженно-деформированное состояние стержней из анизотропно
упрочняющегося материала, находящихся под действием внешнего давления, линей-
но меняющегося вдоль образующей стержня, определяется из соотношений:

(1)

– уравнение равновесия

(2)

– условие текучести

(3)
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Рис. 1. Линеаризованное условие пластичности.
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– соотношения ассоциированного закона пластического течения

(4)

где eij – компоненты деформации, σij – компоненты напряжения, k – предел текучести.
Предполагается, что упрочнение линейное (c – const).
В плоскости  уравнение (3) определяет окружность радиуса k (рис. 1) с цен-

тром в точке с координатами 
Линеаризация соотношений ассоциированного закона пластического течения за-

ключается в том, что во время всего процесса пластического деформирования компо-
ненты приращения пластических деформаций пропорциональны компонентам напря-
жений, возникающим в начальный момент пластического течения, то есть компонен-
там напряжений, которые определяются из задачи теории идеальной пластичности

(5)

где компоненты напряжения , удовлетворяют условию идеальной пластичности

(6)

Учитывая, что компоненты перемещения  имеют вид

(7)

где w – депланация, θ – крутка. Соотношения связи между компонентами деформа-
ции и компонентами перемещения запишем в виде

(8)

Из (8) получим

(9)

Соотношение (5) интегрируется
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(10)

Полагая, что компоненты деформаций при кручении стержня из анизотропно
упрочняющегося материала остаются теми же, что и при кручении стержня из идеаль-
но пластического материала можно удовлетворить соотношениям (9) и (10). Соответ-
ствующая задача теории идеальной пластичности о кручении стержня из идеально
пластического материала, находящегося под действием внешнего давления, может
считаться решенной, то есть компоненты деформаций  можно считать опреде-
ленными. При этом

(11)

где c1 и c2 – постоянные вдоль характеристик соотношения (9).
Система уравнений, исследуемая в дальнейшем, представляет собой систему из со-

отношений (1–3), (9), (10).
Дифференцируя соотношение (3) по переменной x, получим

(12)

Согласно (12), из уравнения равновесия (2) имеем

(13)

Система уравнений для определения характеристик соотношения (13) имеет вид

(14)

Из (14) следует, что характеристики определяются из уравнения

(15)

Вдоль характеристик (15) справедливы соотношения

(16)

где  вдоль каждой характеристики.
Аналогично дифференцируя соотношение (3) по переменной y, получим

(17)

Тогда из уравнения равновесия (2) имеем

(18)

Система уравнений для определения характеристик и соотношений вдоль характе-
ристик уравнения (18) имеет вид

= = = = =
τ τ0 0 , 0yzxz

x y z xy
xz yz

ee
e e e e

, xz yze e

( ) ( )
( )

( )+ +
= − = − +

− λ
1 2

122

λθ
, θxz yz

x c x c
e e x c

k x

( ) ( )∂ ∂∂ ∂ − + − = − + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

ττ
τ (τ ) τ (τ )   xz xz yz yz xz xz yz

yz yz
y

xz xz
z

ee
ce ce c ce ce

x x x x

( ) ( ) ( )∂ ∂ ∂∂ − − = − λ − + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

τ τ
(τ ) τ τ τyz yz yzxz

yz yz xz xz xz xz yz yz
ee

ce ce c ce c ce
x y x x

( ) ( )
= − =

∂∂− −  − λ − + − ∂ ∂ 

τ
(τ ) (τ ) τ τyzxz

yz

yz yz xz xz
xz xz yz yz

ddydx
eece ce c ce c ce

x x

−= −
−

τ
τ

xz xz

yz yz

ced
x ced
y

( )= + = ± − + − 22τ λ α, τ λ α   xz yz yz xzx ce k x ce

=α const

( ) ( )∂ ∂∂ ∂ − + − = − + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

ττ
τ (τ ) τ (τ )  xz xz yz yz xz xz yz yz

yz yzxz xz ee
ce ce c ce ce

y y y y

( ) ( ) ( )∂∂ ∂ ∂  − − + − = − + − λ − ∂ ∂ ∂ ∂ 

eτ τ
(τ ) τ τ τ

 
yzxz xz x

yz yz xz xz xz xz y
z

z yz
e

ce ce c ce c ce
x y y y



86 Б. Г. МИРОНОВ, Ю. Б. МИРОНОВ

Рис. 2. Огибающая семейства характеристик.
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Из (19) и (3) следует, что вдоль характеристик (15) справедливы соотношения

(20)

где  вдоль каждой характеристики.

Рассмотрим кручение стержня полигонального сечения. На рис. 2 показана часть
поперечного сечения стержня: линия AO – свободная граница стержня (x = 0). AC –

характеристика и BC – огибающая семейства характеристик  (определяемые

из решения задачи теории идеальной пластичности). На контуре сечения вектор каса-
тельного напряжения  параллелен контуру.

Компоненты деформаций (в соответствии с теорией идеальной пластичности) в об-
ласти ABCO могут быть записаны в виде

(21)

С учетом (21) из (16) получим соотношения для компонент напряжений

(22)

Согласно (21) и (22) из (15) найдем уравнение характеристик
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Из (23) следует, что характеристики ортогональны контуру AO поперечного сечения
стержня и касаются огибающей BC.

Согласно (22), компонента напряжения  может быть представлена в виде

(24)

С учетом первого соотношения (22) из (24) имеем

(25)

Как и в случае идеальной пластичности, компонента напряжения  линейно зави-
сит от величины . В начальный момент пластического деформирования θ = 0 и

. В случае, когда  распределение τyz относительно θ носит нели-
нейный характер. При этом компонента напряжения τyz уменьшается с ростом крутки
θ. Следует также отметить, что при возрастании крутки θ величина

(26)

убывает.
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