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Представлена принципиальная схема и математическая модель функцио-
нирования нового пьезоэлектрического мембранного (MDS) актюатора с 
двойными спиралями (DS) электродов на верхней и/или нижней поверх-
ностях тонкого пьезоэлектрического слоя с осесимметричной и периоди-
ческой (с малым периодом) по радиальной координате взаимообратной 
электрической поляризацией. Поляризация слоя осуществлена в резуль-
тате подключения поляризующего значения электрического напряжения 
к выходам двойных спиралей электродов. Электроды каждой (верхней и 
нижней) двойной спирали MDS-актюатора выполнены в виде электро-
дированных ленточных покрытий на поверхностях пьезоэлектрического 
слоя в непосредственной близости друг от друга (что обусловлено малым 
шагом спирали) для создания высоких значений напряженности электри-
ческого поля вдоль силовых линий в локальных областях пьезоэлектри-
ческого слоя между ними при подключении к электродам переменного 
или постоянного управляющего электрического напряжения, в частности 
с положительным и отрицательным значениями электрических потен-
циалов. Важным является то, что силовые линии электрического поля и, 
как следствие, поляризация пьезоэлектрического слоя MDS-актюатора 
ориентированы в основном вдоль (т.е. по направлению или против) ради-
альной координаты мембраны, в отличие от многих традиционных схем 
актюаторов. Результаты численного моделирования для круглой упругой 
мембраны с установленными на ее верхней и нижней поверхностях пье-
зоэлектрическими актюаторами подтвердили эффективность предложен-
ного пьезоэлектрического MDS-актюатора при его функционировании 
по схеме “биморф”, в том числе с использованием предложенного нового 
конструктивного элемента (секции) – пьезоэлектрического MDS-“коль-
ца поджатия” при различных геометрических и управляющих параметрах. 
Выявлен эффект значительного увеличения прогиба мембраны с уста-
новленными пьезоэлектрическими MDS-актюаторами по сравнению с 
использованием традиционных однородных пластинчатых пьезоэлектри-
ческих актюаторов биморфного типа для различных условий закрепления 
мембраны, в частности неподвижного (жесткого) закрепления ее центра. 
Для гибридного пьезоэлектрического MDS-актюатора, включающего в 
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1. Введение. Пьезоактивные композиты с пьезоэлектрическими и/или маг-
нитострикционными элементами структуры используются в современных 

“интеллектуальных” конструкциях в качестве функциональных элементов: 
преобразователей, датчиков, актюаторов [1–5], функционирующих на основе 
эффектов связанностей деформационного, электрического и/или магнитного 
полей. Пьезоэлектрические датчики работают в режиме генератора на основе 
прямого пьезоэффекта с преобразованием внешнего динамического усилия 
в деформирование пьезоэлемента и далее в электрические сигналы напряже-
ния или заряда на электродах с их последующей регистрацией и обработкой 
приемным устройством. Пьезоэлектрические актюаторы основаны на обрат-
ном пьезоэффекте – преобразовании электрических сигналов от внешнего 
источника питания в перемещения (деформации) и/или механические усилия 
исполнительных элементов. Недостатком традиционных пьезоэлектрических 
актюаторов является малая эффективность – отношение величины (амплиту-
ды) осевых перемещений рабочих участков поверхности пьезоэлектрического 
актюатора к значениям приложенного управляющего напряжения вследствие 
малости деформационных пьезомодулей материала (керамики) пьезоэлектри-
ческого слоя.

Гибкие биморфные пьезоэлектрические слоистые структуры (биморфы) 
консольного или мембранного типов состоят из двух или более однородных 
пьезоэлектрических слоев (пластин, пленок) равной толщины с одинаковой 
или противонаправленной поляризацией, внутренних (межслойных) и наруж-
ных электродов [6–13]. Гибкие биморфы используются в качестве генераторов 
электрической энергии [9, 14–18], датчиков [8, 19, 20] и “актюаторов” – пьезоэ-
лектрических преобразователей электрических сигналов от источника питания в 
движение (микроперемещение), манипулирования или сборки микромасштаб-
ных объектов [7, 8, 10, 13, 21–29], в частности пьезоэлектрических шаговых 

себя независимые концентрические круговую и кольцевую (т.е. “кольцо под-
жатия”) секции, выявлен немонотонный характер и осуществлен численный 
анализ нелинейной зависимости наибольшего прогиба в центре шарнир-
но-неподвижно закрепленной по краю мембраны от отношения радиусов 
ее круговой и кольцевой MDS-секций. Выявлены случаи, при которых про-
является эффект “кольца поджатия”, т.е. когда максимальный прогиб мем-
браны с “кольцом поджатия” превышает наилучшее возможное значение 
прогиба этой мембраны без его использования по традиционной схеме “би-
морф”. Новый пьезоэлектрический MDS-актюатор может быть использован 
в микромеханике, управляемой оптике, сенсорной технике, акустике, в част-
ности при изготовлении пьезоэлектрических акустических или сенсорных 
элементов мембранного типа, электромеханических преобразователей для 
сбора вибрационной энергии.

Ключевые  слова: пьезоэлектрический MDS-актюатор, двойная спираль 
электродов, биморф, изгиб мембраны, начальная нагрузка, кольцо поджа-
тия, численное моделирование
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двигателей [22], микрозахватов [24], элементов управления геометрией отражаю
щих [13] или аэродинамических [27, 29] поверхностей в современных мик-роэ-
лектромеханических системах (МЭМС), системах автоматического управления 
радиотехники, электроники, оптики, аэрокосмической и медицинской техники. 
Гибкий биморфный пьезокантилевер [7, 23] работает как исполнительный ме-
ханизм (актюатор) и одновременно как датчик самоконтроля – мониторинга 
информации о текущем значении действующей на кантилевер внешней силы 
и/или смещения (прогиба). Многослойные гибкие биморфы [13] используют 
для повышения чувствительности – отношения величины изгибных деформа-
ций биморфа к приложенному на электроды управляющему электрическому 
напряжению, в частности, когда отражающая поверхность деформируемого 
зеркала расположена на внешней стороне одного из слоев биморфа [13]. Пье-
зоактюатор с управляемой жесткостью на изгиб [30] представляет собой много-
слойный пакет из элементарных биморфных слоев с управляемой механической 
связанностью между смежными слоями. Широкое применение в различных 
областях науки, и в частности аэрокосмической техники, находят современные 
MFC-актюаторы [31], которые состоят из композитного пьезоэлектрического 
слоя в виде близко уложенных в один ряд однонаправленных пьезокерамиче-
ских (PZT-5A) стержней – волокон с прямоугольным поперечным сечением 
в полимерном (эпоксидном) связующем, на верхней и нижней поверхности 
пьезоэлектрического слоя установлены пленочные “встречно-гребенчатые” 
взаимодействующие электроды (IDE), расстояния между соседними разнона-
правленными прямолинейными узкими тонкими полосками электродов 0,5 мм, 
при этом полная толщина такого пленочного MFC-актюатора 0.3 мм [32–35]. 
Дополнительное улучшение рабочих характеристик MFC-актюатора возможно 
посредством использования монокристаллических пьезоэлектрических волокон 
[33] вместо традиционно используемых поликристаллических пьезоэлектриче-
ских волокон в композитном пьезоактивном слое актюатора. Необходимость 
использования сегментированных электродов для электромеханических пре-
образователей (актюаторов) сбора вибрационной энергии деформирования 
зажатой с обоих торцов балки исследована в [36], что обусловлено наличием 
узловых “точек перегиба” – точек смены знака кривизны изогнутой оси балки 
при таком виде закрепления.

Эффект увеличения пьезоэлектрических модулей предварительно напря-
женных пластинчатых пьезоэлектрических элементов исследован ранее в [29, 
37, 38]. Повышение пьезочувствительности биморфа в составе конструкции, 
когда биморф закрепляют на поверхности гибкой подложки, например об-
шивке аэродинамического профиля лопасти [29], осуществляется посредством 
начального сжатия гибкой подложки. В [39] предложено уникальное устрой-
ство эллиптического, в частности, кругового пьезоэлектрического гибридного 
биморфно-мембранного (GBM) актюатора изгибного типа, которое включает 
в себя две пьезоэлектрические секции – центральную круговую биморфную 

“секцию инициации” изгиба и кольцевую “секцию поджатия” с общим вну-
тренним круговым электродом и различными для каждой секции внешними 
двухсторонними управляющими электродами. Пьезоэлектрическая секция 
поджатия имеет ленточный кольцевой вид и расположена вдоль круговой 
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границы мембраны (общего для обеих секций внутреннего кругового электрода 
на срединной поверхности), неподвижно закрепленной (шарнирно или жестко) 
по своему периметру. В целом пьезоэлектрический GBM-актюатор имеет вид 
тонкого гибкого пакета из двух круговых пьезоэлектрических слоев (пластин) с 
разделяющим их внутренним круговым электродом – упругой электропроводной 
подложкой в виде мембраны, неподвижно (шарнирно или жестко) закреплен-
ной по своему краю, при этом на нижней и верхней поверхностях этого пакета 
слоев попарно (друг напротив друга) установлены концентрические круговые 
и кольцевые управляющие электроды – электродированные покрытия каждой, 
т.е. круговой и кольцевой секций. Поляризация, в общем различная для обеих 
секций пьезоэлектрических слоев, осуществляется посредством приложения 
поляризующего электрического напряжения к внешним электродам каждой из 
секций и общему внутреннему электроду гибридного актюатора. Функциони-
рование пьезоэлектрического GBM-актюатора осуществляется подключением, 
в, общем знакопеременного управляющего электрического напряжения Ucon  и 
знакопостоянного электрического напряжения поджатия U0  на соответствую
щие внешние круговые и кольцевые управляющие электроды обеих секций 
относительно заданного, например равного нулю, электрического потенциала 
на внутреннем электроде. Поляризации слоев и знаки электрических напря-
жений Ucon , U0  для каждой из секций обуславливают изгиб круговой секции 
по схеме “биморф” и возникновение распределенного усилия поджатия p0  по 
периметру мембраны. Величина усилия поджатия p0  не превышает значения 
потери устойчивости мембраны, что обуславливает возвращение мембраны из 
изогнутого (например, для случая Ucon  > 0, U0 ¹ 0 ) в начальное прямолиней-
ное состояние при Ucon  = 0, U0 ¹ 0 . При смене знака управляющего электри-
ческого напряжения (Ucon  < 0, U0 ¹ 0 ) направление прогиба изменяется на 
противоположное с сохранением эффекта усиления. В результате эффект улуч-
шения изгибных характеристик гибридного мембранного пьезоэлектрического 
актюатора проявляется как при знакопостоянных, так и при знакопеременных 
значениях управляющего электрического напряжения Ucon  на управляющих 
внешних электродах круговой (биморфной) секции.

Цель – разработка математической модели гибридного (двухсекционно-
го, т.е. с круговой и кольцевой секциями) мембранного пьезоэлектрического 
MDS-актюатора [40] с плоскими двухсторонними двойными спиралями взаи-
модействующих поверхностных электродов, численный анализ эффективности 
предложенного MDS-актюатора в качестве накладных круговых и кольцевых 
композитных пьезоактивных элементов на верхней и нижней поверхностях 
тонкой упругой мембраны с учетом действия “кольца поджатия” [39] при раз-
личных геометрических и управляющих параметрах. 

1. Пьезоэлектрический MDS-актюатор. Представлен новый пьезоэлектриче-
ский мембранный (MDS) актюатор (рис. 1) с двойными спиралями (DS) элек-
тродов на верхней и/или нижней поверхностях тонкого пьезоэлектрического 
слоя (с осесимметричной взаимообратной поляризацией слоя по радиальной 
координате) для осуществления управляемых осесимметричных радиальных 
осевых деформаций и перемещений. Тонкий пьезоэлектрический слой и в 
целом MDS-актюатор имеют вид сплошной или кольцевой эллиптической, 
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тонкой и гибкой композитной пластины (пленки), в частности круговой формы 
(см. рис. 1) с внешним защитным электроизолирующим покрытием, при этом 
двухпроводная токопроводящая линия MDS-актюатора выполнена в виде двух 
(верхней и нижней) эллиптических (круговых) ленточных двойных спиралей 
(т.е. “двухзаходной” спирали) электродов. Электроды каждой (верхней и ниж-
ней) двойной спирали MDS-актюатора выполнены в виде электродированных 
ленточных покрытий на поверхности пьезоэлектрического слоя в непосред-
ственной близости друг от друга (что обусловлено малым шагом спирали) для 
создания высоких значений напряженности электрического поля вдоль силовых 
линий (рис. 2, а) в локальных областях пьезоэлектрического слоя между ними 
при подключении к ним переменного или постоянного управляющего электри-
ческого напряжения Ucon, в частности с положительным (+) и отрицательным 
(–) значениями электрических потенциалов. Важным является то, что силовые 
линии электрического поля и, как следствие, периодические взаимообратные 
поляризации ±p пьезоэлектрического слоя MDS-актюатора ориентированы в 
основном вдоль (т.е. по направлению или против) радиальной координаты ρ 
мембраны в отличие от традиционных схем (рис. 2, b) актюаторов. Отметим, 
что поверхностные электроды традиционных пьезоэлектрических актюаторов 
выполнены, как правило, в виде сплошных электродированных покрытий (рис.2, 
b) на боковых (верхней и нижней) поверхностях пьезоэлектрического слоя, 
при этом поляризация p пьезоэлектрического слоя ортогональна радиальной 
координате ρ мембраны. Первая двойная спираль электродов токопроводя-
щей линии пьезоэлектрического MDS-актюатора расположена на верхней, а 

Рис. 1. MDS-актюатор с двойными спиралями электродов на верхней и нижней поверхностях 
пьезоэлектрического слоя.

Рис. 2. Расположение электродов на верхней и нижней поверхностях и направление поляризаций 
в поперечном радиальном сечении пьезоэлектрического слоя ±p для MDS (а) и традиционного 
p (b) актюаторов.
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вторая – на нижней поверхности пьезоэлектрического слоя (рис. 1), при этом 
однополярные, т.е. с положительным (+) или отрицательным (–) потенциалом 
электроды верхней и нижней двойных спиралей, расположены друг напротив 
друга на расстоянии, равном толщине пьезоэлектрического слоя (рис. 2, а). Взаи
мообратная поляризация локальных областей пьезоэлектрического слоя между 
витками двойных спиралей электродов токопроводящей линии осуществляется 
посредством приложения соответствующего поляризующего электрического 
напряжения к электродам двойных спиралей. 

2. Функционирование MDS-актюатора. Пленочные пьезоэлектрические 
MDS-актюаторы (рис. 1, рис. 2, а) устанавливаются, в частности приклеива-
ются, на верхней и нижней поверхностях гибкой упругой мембраны (рис. 3), 
закрепленной, например, по своему внешнему контуру или на малом локальном 
(круглом) участке в центре основания. Осуществляется подключение управ-
ляющих электрических напряжений Ucon1, Ucon2 = -Ucon1 к электродам верхнего 
(Ucon1) и нижнего (Ucon2) MDS-актюаторов. 

Для верхнего MDS-актюатора с управляющим электрическим напряже-
нием Ucon1 > 0 силовые линии электрических полей сонаправлены линиям 
криволинейной поляризации его пьезоэлектрического слоя, а для нижнего 
MDS-актюатора при Ucon2 < 0 – противоположно направлены. При этом для 
обоих MDS-актюаторов в локальных областях пьезоэлектрических слоев меж-
ду витками электродов возникают высокие значения напряженности E1,2 ≈ 
Ucon1,2/Δ1 электрического поля, что обусловлено малым значением расстояния 
Δ1 = 0.5мм между соседними взаимодействующими электродами и большими (до 
1500 В) величинами управляющих напряжений Ucon1,2. В результате обратного 
пьезоэффекта в пьезоэлектрических слоях обоих MDS-актюаторов возникают 

“рабочие” сжимающие или растягивающие (в зависимости от знака управляю
щего электрического напряжения Ucon) осевые деформации вдоль силовых 

Рис. 3. Круглая мембрана с установленными по типу “биморф” MDS-актюаторами: 1 – мембрана, 
2, 3 – верхний и нижний MDS-актюаторы.
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(радиальных) линий электрического поля, что обуславливает возникновение 
значительных растягивающих (εrr1) или сжимающих (εrr2) осевых радиальных 
деформаций εrr1,2 соответственно, при этом εrr2 = –εrr1 < 0. 

Для изгиба мембраны с установленными по типу “биморф” на ее верхней и 
нижней поверхностях MDS-актюаторами (рис. 3) “включаем” верхний актю-
атор на растяжение, а нижний – на сжатие по радиальной координатной оси ρ 
(линиям поляризаций MDS-актюатов). В результате действия этих факторов 
MDS-актюатор имеет улучшенные рабочие характеристики относительно многих 
известных пьезоэлектрических актюаторов (рис. 2, b). При этом пьезоэлектри-
ческий MDS-актюатор, установленный (приклеенный) на одной (например, 
верхней) или обеих (верхней и нижней) поверхностях упругой мембраны (пла-
стины) может функционировать в режиме пьезоэлектрического датчика – элек-
тромеханического преобразователя изгибных деформаций упругой мембраны 
в информативные электрические сигналы электрического напряжения Uinf на 
выходах электродов двойной спирали.

В зависимости от функционального назначения и закрепления мембраны на 
ее верхней и/или нижней поверхностях могут быть установлены дополнительные 
(при наличии центрального “кругового”) один или несколько концентрических 
кольцевых MDS-актюаторов. Значения управляющих электрических напряже-
ний на концентрических кольцевых секциях устанавливаются с учетом места 
их установки – удаленности от центра на верхней и/или нижней поверхностях 
мембраны, вида закрепления (жесткой заделки или шарнирного опирания) 
внешнего контура и, как следствие, характера распределения деформационного 
поля, т.е. локальных областей растяжения и сжатия, в частности распределе-
ния поверхностных осевых радиальных деформаций “по радиусу” мембраны 
например при ее виртуальном изгибе в отсутствие актюаторов. Отдельный 
случай имеем, когда периферийный кольцевой MDS-актюатор используется в 
качестве “кольца поджатия” мембраны с неподвижным закреплением по своему 
внешнему контуру для увеличения изгиба мембраны (например, от действия 
верхнего и нижнего круговых MDS-актюаторов по типу “биморф”) в результате 
управляемого сильного “поджатия” (без превышения предела устойчивости) 
мембраны по ее внешнему контуру [39].

3. Математическая постановка задачи. Решение задачи о контролируемом де-
формировании MDS-актюатора (рис. 1) с двойными спиралями ленточных элек-
тродов, установленными на верхней и нижней поверхностях пьезоэлектрического 
слоя в общем сводится к решению связанной краевой задачи электроупругости 
с быстро-осциллирующими квазипериодическими коэффициентам. Решение 
такой краевой задачи электроупругости может быть получено, в частности, точ-
ными асимптотическими методами осреднения Бахвалова–Победри [41], где 
дано решение подобной задачи теории упругости для рулона неоднородной по 
толщине ленты (в нашем случае это двухслойная лента с взаимообратной поля-
ризацией слоев по толщине с наличием электродов) для случая малой величины 
толщины ленты по отношению к радиусу рулона, что позволяет считать структуру 
рулона осесимметричной. Отметим, что эффективные свойства пьезоэлектри-
ческих композитов со взаимообратной поляризацией фаз исследованы ранее 
в [42], в том числе для слоистых композитов с взаимообратной поляризацией 



146                                                 ПАНЬКОВ

слоев, когда композит имеет однородные упругие и диэлектрические свойства, 
а неоднородность – лишь для направления поляризации слоев, при этом знак 
пьезомодулей меняется на противоположный при переходе через границу слоев. 
Расчетную схему MDS-актюатора (рис. 1) считаем (аналогично [41]) осесим-
метричной, и непрерывные ленточные двойные спирали электродов с малыми 
значениями “угла подъема”, ширины δ = 0.1мм и шага 2Δ1 (относительно радиуса 
актюатора) моделируем чередующимися разнополярными концентрическими 
кольцевыми электродами (с заданными на них значениями электрических по-
тенциалов ±φ●, Ucon = 2φ●) с расстоянием Δ1 = 0.5мм между центрами соседних 
взаимодействующих кольцевых электродов (рис. 4, а).

3.1 Элементарная ячейка MDS-актюатора. Пьезоэлектрический элемент в 
области V  элементарной ячейки (рис. 4,а) имеет однородные трансверсаль-
но-изотропные электроупругие свойства, которые характеризуется тензорами 
упругих C , пьезоэлектрических e  и диэлектрических λλ  свойств керамики 
PZT-5A с прямолинейной поляризацией вдоль координатной оси ξρ. В даль-
нейшем возможно уточнение искомых решений u r( ) , ϕ( )r  посредством уче-
та особенностей реального неоднородного поля поляризации в области V  
элементарной ячейки (рис. 4, а) для заданного расположения на ней поверх-
ностных ленточных электродов (рис. 4, а) и, как следствие, неоднородности 
и криволинейной анизотропии электроупругих свойств пьезоэлектрического 
элемента, что представляет отдельную сложную задачу нелинейной механики 
пьезоэлектрических материалов [43–45]. 

Используем приведенную расчетную схему (рис. 4, b) элементарной ячей-
ки MDS-актюатора (рис. 4, а), по которой для области V в определяющих 
соотношениях 

	
σ ε

ε λ

ij ijmn mn nij n

i imn mn in n

C e E

D e E

= −

= +
	 (3.1)

с учетом прямого и обратного пьезоэффектов, где C , e , λλ  – тензоры упругих, 
пьезоэлектрических и диэлектрических свойств пьезоэлектрического элемента, 

Рис. 4. Элементарная ячейка MDS-актюатора (а) и ее приведенная расчетная схема (b) в цилин-
дрической системе координат ρ, θ, z.
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σσ , εε  – тензоры напряжений и деформаций, D , E  – векторы индукции и 
напряженности электрического поля для компоненты электрической напря-
женности E E E3 3( ) ( ) ( )ξ ξ ξ= +con ∆ , полагаем равенство

	 E E E U U3 1 1( ) / /* *ξ κ≈< >≡ = =con con con1 con∆ ∆ 	 (3.2)

из-за пренебрежимой малости величины поправки ∆E3  (обусловленной прямым 
пьезоэффектом) относительно управляющей составляющей E Econ con( )ξ ≈< > 
компоненты E3  с учетом, что значения управляющего электрического на-
пряжения Ucon  ≈ 1000В, длина элементарной ячейки ∆1 = 0.5мм (рис. 4, а), 
где <…> – оператор осреднения по области V  ячейки. В (3.2) характеристика 
ячейки κ  – это коэффициент неоднородности управляющего электрического 
поля Econ( )ξ  как решения связанной краевой задачи электроупругости для 
ячейки на рис. 4, а, который рассчитывается по формуле (3.2):

	 κ ≡ =
< >

U U
E

U
con1 con

con

con

* / ∆1 	 (3.3)

с учетом ( 0 1< <κ ) особенностей расположения поверхностных ленточных 
электродов на верхней и нижней гранях ячейки (рис. 4,а) при заданном на них 
управляющем электрическом напряжении Ucon . То есть κ  – это поправочный 
коэффициент для приведенного значения управляющего электрического напря-
жения U Ucon1 con

* = κ  (3.2) для расчетной схемы ячейки (рис. 4, b) с размещени-
ем поверхностных электродов на ее двух боковых гранях из условия равенства 
< >=E Econ con

*  электрических напряженностей обеих расчетных схем (рис. 4).
Для области V  элементарной ячейки MDS-актюатора (рис. 4, а) связан-

ная краевая задача электроупругости включает в себя уравнения равновесия 
и непрерывности

	 σij j, ,= 0  Di i, = 0 � (3.4)

для полей напряжений σσ( )r  и электрической индукции D r( ) , физические 
соотношения (3.1) с учетом прямого и обратного пьезоэффектов, выражений 
компонент деформаций εε( )r  и электрической напряженности E r( )

	 εij i j j iu u= +( ) / ,, , 2  Ei i= �φ,  	 (3.5)

через искомые поля перемещения u r( )  и электрического потенциала φ( )r . 
Определяющие соотношения (3.1) можно записать в виде:

	 ε σij ijmn mn nij nS d E= + ,  D d Ei imn mn in n= +σ λ σ( )  	 (3.6)

через тензоры упругих податливостей S C≡ −1  и пьезоэлектрических свойств

	 d S enij ijpq npqº ,  λ λσ
in in ipq npqe d( ) = + 	  (3.7)
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при значении σσ = 0 . Компоненты тензоров упругих C , пьезоэлектрических e  
и диэлектрических λλ  свойств пьезоэлектрического элемента (рис. 4, а) опреде-
ляются по выражениям (индекс 3 соответствует направлению поляризации по 
радиальной оси ρ, индексы 1 и 2 – осям θ, z в плоскости изотропии керамики):

C c c

c c c c

ijmn ij mn im jn in jm
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= + + +

+ + − −
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через известные независимые упругие ( c11 , c12 , c13 , c33 , c44 ), пьезоэлек-
трические ( e31 , e15 , e33 ) и диэлектрические ( λ1 , λ3 ) константы керамики 
PZT-5A, где δij  – символы Кронекера, c c c66 11 12 2= −( ) / , или в матричной 
форме записи:
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где тензорные и матричные индексы связаны между собой соотношениями: 
11 1® , 22 2® , 33 3® , 23  и 32 4® , 13  и 31 5® , 12  и 21 6® .

Верхняя грань ячейки (рис. 4,а) Γ1 =Γ Γ Γ1 1 1e e
' ''



 включает в себя электро-
дированные участки Γ1e

' , Γ1e
''  – левый и правый верхние электроды, Γ1  – участок 

между ними. Аналогичные обозначения используем для участков нижней грани 
Γ2 =Γ Γ Γ2 2 2e e

' ''


. Задаем управляющее электрическое напряжение Ucon=2φ● 
через значения электрических потенциалов ± •φ  на электродах 

	 ϕ ϕ ϕ
Γ Γ1 2e e

' ' ,= = •  ϕ ϕ ϕ
Γ Γ1 2e e

'' ''= = − • ,	 (3.8)

а на остальных участках верхней, нижней и боковых граней – равенство нулю 
электрической индукции

	 ( )D ni i Γ = 0 ,	 (3.9)
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где граница Γ  – вся поверхность ячейки (рис. 4, а) за исключением участков 
электродов Γ1e

' ,..,Γ2e
'' , ni  – координаты нормали к локальному участку грани-

цы Γ  с учетом, что на боковых гранях Γ Γ3 6,...,  ячейки (рис. 4, а) имеем усло-
вия симметрии электрического (3.9) и деформационного полей. Считаем, что 
нижняя грань ячейки неподвижна, а верхняя грань – свободная поверхность, 
т.е. выполняются равенства:
	 ( ) ,σij jn Γ1

0=  u Γ2
0= .	  (3.10)

В результате численного моделирования – решения краевой задачи (3.1), 
(3.4)–(3.7) с граничными условиями (3.8)–(3.10) определено значение попра-
вочного коэффициента κ » 0 92.  для нахождения приведенного значения 
управляющего электрического напряжения U Ucon1 con

* = κ  (3.2), (3.3) расчет-
ной схемы ячейки (рис. 4, б) с размещением поверхностных электродов на ее 
двух боковых гранях.

Для случая (рис. 2, а) множества из n соединенных боковыми гранями эле-
ментарных ячеек (рис. 4, а) с общей длиной ∆ ∆n n= 1  приведенная однородная 
расчетная область Vn  (рис. 5) также имеет длину ∆n  при величине управляю-
щего электрического напряжения 
	 U nUcon con1

* *=  	 (3.11)
между двумя поверхностными электродами на внешних боковых гранях об-
ласти Vn , которое обуславливает однородную электрическую напряженность

	 E
U nU

nU
n n

ncon
* con con1

con= = =
* *

/
∆ ∆

∆κ 	  (3.12)

по всей длине ∆n  расчетной области Vn  (рис. 5) с учетом равенства

	 U nUcon con
* = κ 	 (3.13)

Отметим, что известный подход “термоаналогии” [46] основан на аналогии 
между обратным пьезоэлектрическим эффектом и термоупругим эффектом, 
поэтому прикладываемое к пьезоэлектрическому актюатору электрическое 
поле моделируется как тепловая нагрузка, а пьезоэлектрические коэффици-
енты деформации, характеризующие исполнительный механизм, вводятся как 
коэффициенты теплового расширения. В результате учитывают лишь обратный 

Рис. 5. Приведенная расчетная схема для множества n элементарных ячеек при n = 5.
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пьезоэффект от действия сравнительно больших значений управляющего элек-
трического напряжения Ucon  и, как следствие, решение задачи электроупру-
гости сводится к решению соответствующей задачи теории термоупругости с 
определяющим соотношением:
	 ε σ αij ijmn mn ijS T= + ∆  	 (3.14)

– аналогом соотношения (3.6), (3.2) вида
	 ε σ κij ijmn mn ijS d U= + 3 1con / ∆  	 (3.15)

с учетом принятого равенства E U3 1= κ con / ∆  (3.2) и используемых обозна-
чений для приведенных коэффициентов “линейного теплового расширения” 
αij  и “температуры нагрева” ∆T  в виде

	 α κij ijdº 3 1/ ,∆  ∆T Uº con ,	 (3.16)

где Ucon  – управляющее электрическое напряжение, приложенное к электродам 
ячейки (рис.4, а), т.е. к выходам двойной спирали электродов MDS-актюатора. 
Отметим, что гомогенизированные (эффективные) электроупругие свойства 
MDS-актюатора с поляризацией по радиальной координате могут быть при-
равнены к эффективным свойствам MFC-актюатора [32, 34, 35] с аналогичной 
(рис. 4) представительной ячейкой.

3.2. Мембраны с двухсторонними MDS-актюаторами. Расчетные схемы мем-
бран с установленными на верхней и нижней поверхностях MDS-актюаторами 
в виде осесимметричных однородных пьезоэлектрических (с поляризацией по 
радиальной координате) кольцевых покрытий (слоев) из керамики PZT-5A даны 
на рис. 6, в том числе с наличием периферийных “колец поджатия” на рис. 6, 
c. Изотропные упругие свойства мембраны характеризуем модулем Юнга 20 
ГПа, коэффициентом Пуассона 0.3. Были заданы следующие значения геоме-
трических параметров расчетной области: внешний радиус мембраны b = 6 см, 
толщина мембраны h = 0.2 мм; толщина каждого MDS-актюатора ha = 0.3 мм, 
a0 ≈ 0.1мм – внутренний радиус (электрода) центрального актюатора. Область 
мембраны – ρ Î ( ; )0 b , z h h∈ −( / ; / )2 2 , θ πÎ ( ; )0 2 , область верхнего цен-
трального актюатора – ρ Î ( ; )a a0 , z h h ha∈ +( / ; / )2 2 , θ πÎ ( ; )0 2  с элект-
родированными поверхностями при ρ = a0  (электрод I1e

' ) и ρ = a  (электрод 
I1e

'' ) при z h h ha∈ +( / ; / )2 2 , для области нижнего центрального актюатора 
отличие лишь в значении z h h ha∈ − − −( / ; / )2 2  и обозначениях I2e

' , I2e
''  

соответствующих электродов. Область верхнего периферийного актюатора 
“кольца поджатия” – ρ Î ( ; )a b , z h h ha∈ +( / ; / )2 2 , θ πÎ ( ; )0 2  с электро-
дированными поверхностями при ρ = a  (электрод II1e

' ) и ρ = b  (электрод 
II1e

'' ), z h h ha∈ +( / ; / )2 2 , для области нижнего периферийного актюатора 
отличие лишь в значении z h h ha∈ − − −( / ; / )2 2  и обозначениях II2e

' , II2e
''  

соответствующих электродов (рис. 6, c). 
Нагружение пьезоэлектрических актюаторов осуществляется (рис. 5) приложени-

ем приведенных величин U nUcon
*

con= κ 1 , U n U0
*

0= κ 2  (3.11)–(3.13) управляющих 
электрических напряжений Ucon , U0  на соответствующие пары концентрических 
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кольцевых электродов – внутреннюю и внешнюю электродированные циллин-
дрические поверхности соответствующего актюатора, в частности подключаем 
величины ±κnU1 con  – соответственно для электродов I1e

' , I1e
''  верхнего ( κnU1 con ) 

и для электродов I2e
' , I2e

''  нижнего (-κnU1 con ) центральных актюаторов, величина 
κn U2 0  – для электродов II1e

' , II1e
''  верхнего и (такая же) для электродов нижнего II2e

'

, II2e
''  периферийных актюаторов, где n a a1 0 1≈ −( ) / ∆ , n b a2 1≈ −( ) / ∆  – число 

элементарных ячеек (рис. 4, а) вдоль радиуса соответствующего пьезоэлектрического 
актюатора, Ucon , U0 ºU0con  – действительные значения управляющих электри-
ческих напряжений, подключаемые к выходам двойных спиралей электродов рас-
сматриваемых центральных и периферийных MDS-актюаторов с учетом найденного 
численного значения коэффициента κ » 0 92.  (3.2), (3.3). Выполняются условия 
идеального контакта (т.е. условия непрерывности полей перемещений u, электри-
ческого потенциала φ, компонент векторов напряжений σzz , σ ρz  ( σ θz = 0  в силу 
осевой симметрии задачи) и электрической индукции Dz ) на межфазных границах 
c нормалью n = { ; ; }0 0 1  между мембраной и актюаторами (рис. 6), в частности, 
когда ρ Î ( ; )a a0 , z h= ± / 2  , и дополнительно при ρ Î ( ; )a b , z h= ± / 2  для 
случая на рис. 6,c. Для случая на рис. 6,а локальная круглая область в центре ниж-
ней поверхности мембраны ρ Î ( ; )0 0a , z h= − / 2  неподвижно закреплена, т.е. 
здесь u ρ∈ =− =( ; ), /0 20

0a z h , а при ρ Î ( ; )0 0a , z h= / 2  – свободная поверхность, 
при этом свободной также является боковая цилиндрическая граница мембраны 
при ρ = b , z h h∈ −( / ; / )2 2  . Для случаев на рис. 6, b,c свободные поверхности 
имеем при ρ Î ( ; )0 0a , z h= ± / 2 , при ρ = b , z h h∈ − ∪( / ; ) ( ; / )2 0 0 2  на внеш-
ней боковой цилиндрической границе мембраны и дополнительно при ρ Î ( ; )a b

Рис. 6. Приведенные расчетные схемы мембраны с MDS-актюаторами (а)–(c) при наличии 
“колец поджатия” (c), где 1 – мембрана, 2, 3 – верхний и нижний актюаторы, 4 – жесткое за-
крепление по центру (а), 5 – шарнирное неподвижное закрепление, 6, 7 – “кольца поджатия”, 
p* – радиальная поляризация.
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, z h= ± / 2  для случая на рис. 6, b с закреплением внешнего контура мембраны 
u ρ= = =b z, 0 0  при ρ = b  , z = 0 . Cвободными поверхностями также являются 
внешние границы центральных актюаторов (ρ Î ( ; )a a0 , z h ha= ± +( / )2 ) и 
мембраны (ρ Î ( ; )a b , z h= ± / 2) для случаев на рис. 6, а, b, а для случая на рис. 6, 
c – при ρ Î ( ; )a b0  , z h ha= ± +( / )2 . На перечисленных свободных поверхностях 
(c соответствующей нормалью n) выполняются равенства нулю векторов напря-
жений σij jn  и электрической индукции D nj j . 

Отметим, что расчетные схемы на рис. 6 в рамках “термоаналогии” [46] 
(3.14)–(3.16) соответствуют случаям “нагрева” ΔT1 > 0 и “охлаждения”  
ΔT2 < 0 (или наоборот) верхнего и нижнего центральных покрытий и “нагрева” 
ΔT0 > 0 обоих (верхнего и нижнего) переферийных кольцевых покрытий – “ко-
лец поджатия” на рис. 6, c. 

4. Результаты численного моделирования. 4.1. Эффект MDS-актюатора. Про-
ведем сравнение картин деформирования мембран (рис. 6, а) с различными, 
в частности новыми MDS (рис. 2, а), и традиционными пластинчатыми (рис. 
2, b) актюаторами на основе керамики PZT-5A, установленными на верхней и 
нижней поверхностях мембраны по схеме “биморф”, при одинаковых значениях 
геометрических параметров мембран, актюаторов и значении управляющего 
электрического напряжения Ucon . На рис. 7 и в табл. 1 даны в сравнении эпю-
ры прогибов (рис. 7) и наибольшие значения прогиба wb на внешнем контуре 
мембраны (табл. 1) с MDS-актюаторами (рис. 6, а) и традиционными (рис. 2, b) 
пьезоэлектрическими (поляризованными по толщине, т.е. по оси z) пластинами 
по схеме “биморф” при значениях управляющих электрических напряжений 
U Ucon2 con1= −  = 1000 В, при этом верхняя пьезоэлектрическая пластина сжи-
мается, а нижняя – растягивается в радиальном направлении. Выявлен эффект 
значительного – более чем в 50 раз увеличения численного значения прогиба 
(рис. 7, табл. 1) на свободном краю мембраны с двухсторонними (т.е. установ-
ленными на ее верхней и нижней поверхностях) пьезоэлектрическими MDS-ак-
тюаторами по сравнению с использованием двухсторонних традиционных 
однородных пластинчатых пьезоэлектрических актюаторов биморфного типа, 
например при неподвижном жестком закреплении центра мембраны (рис. 6, а).

Рис. 7. Эпюра перемещений мембраны (закрепленной по центру) с установленными двухсто-
ронними MDS (a) и традиционными пластинчатыми (b) актюаторами.
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4.2. Эффект MDS-“кольца поджатия”. Считаем, что на обеих (верхней 
и нижней) поверхностях мембраны установлены центральные (a0 < ρ < a) 
(рис. 6, b, c) и дополнительные периферийные “кольца поджатия” (a < ρ < b) 
(рис. 6, c) в виде пьезоэлектрических покрытий с приведенными характе-
ристиками MDS-актюаторов, где радиус a = qb, коэффициент q = 0.2, 0.6, 
0.8, 1; при значении q = 1 “кольца поджатия” отсутствуют. Были заданы 
следующие три (I, II, III) различные сочетания (Ucon1 ,Ucon2 ) управляющих 
электрических напряжений на верхнем Ucon1  и нижнем Ucon2  центральных 
MDS-актюаторах: I – (1000, –1000), II – (1500, –1500), III – (1500, –500). 
При наличии верхнего и нижнего периферийных кольцевых MDS-актюа-
торов – “колец поджатия” (рис. 6, c) на них были заданы одинаковые зна-
чения управляющих электрических напряжений, равные U0  = 0, 1000 В, 
1500 В, т.е. задаем на них режимы “выключено” (для сравнения с режимом 

“включено”) или “сильное растяжение” – это случай “поджатия” мембраны. 
Результаты численного моделирования, в частности эпюры перемещений 
мембраны с центральными MDS-актюаторами без “кольца поджатия” и 
с “кольцом поджатия” при q = 0.2, 0.6, 1, представлены на рис. 8, графи-
ки зависимостей прогиба w0  в центре мембраны от параметра q для трех 
(I, II, III) различных комбинаций значений управляющих электрических 
напряжений на верхнем Ucon1  и нижнем Ucon2  центральных MDS-актюа-
торах мембраны – на рис. 9 (табл. 2, 3). Нелинейность графиков на рис. 9 
обусловлена конструктивным фактором (взаимодействием центральных и 
периферийных актюаторов) при линейности физических и геометрических 
соотношений электроупругости для используемых материалов. Прогиб w0  
центра мембраны радиусом b  с установленными на ней центральными и 
периферийными актюаторами (рис. 6, c) с радиусом a  границы между ними 
в общем складывается из двух составляющих w w0

1
0
2( ) ( )+ , где w0

1( )  – про-
гиб, обусловленный действием центральных “биморфных” актюаторов, 
w0

2( )  – дополнительный прогиб, обусловленный действием на изогнутую 
(с прогибом w0

1( ) ) мембрану сжимающего (в плоскости мембраны) усилия 
от периферийных актюаторов – “колец поджатия”. В результате при уве-
личении значения параметра q a b= /  увеличивается размер центральных 

“биморфных” актюаторов и, как следствие, увеличивается “начальный” из-
гиб мембраны w0

1( ) , однако при увеличении q  уменьшается размер “колец 
поджатия” и, как следствие, уменьшаются величина поджатия и значение 
составляющей прогиба w0

2( ) , что обуславливает немонотонный характер 
графиков зависимости результирующего прогиба w w w0 0

1
0
2= +( ) ( )  в центре 

мембраны от параметра q  на рис. 9. Дополнительно можно отметить, что 

Таблица 1. Прогиб wb  на краю мембраны, закрепленной по центру

Вид актюатора wb мм,

MDS-актюатор 0.456

Традиционный актюатор 0.009
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на рис. 9 графики для мембран с актюаторами без “кольца поджатия” (─) 

расположены несколько выше графиков для случая наличия “выключенных” 

(т.е. при U0 = 0) “колец поджатия”, так как наличие “кольца поджатия” 

увеличивают изгибную жесткость устройства (рис. 6, c) в целом.

Таблица 2. Прогиб w0  в центре мембраны с двухсторонними круговыми MDS-
актюаторами без “кольца поджатия”

q U
U

1 con

2 con
w0 мм,

0.2

I→
−








1000
1000

0.139

II→
−








1500
1500

0.209

III→
−








1500
500 0.173

0.4

I 0.282

II 0.424

III 0.361

0.6

I 0.379

II 0.568

III 0.477

0.8

I 0.454

II 0.681

III 0.525

1

I 0.398

II 0.596

III 0.502
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Таблица 3. Прогиб w0  в центральной точке мембраны с двухсторонними 
круговыми MDS-актюаторами и MDS-“кольцом поджатия”

q
U
U

1 con

2 con

w0 мм,

U0 = 0 В U0 = 1000 В U0 = 1500 В

0.2

I→
−








1000
1000 0.102 0.498 0.696

II→
−








1500
1500

0.153 0.549 0.747

III→
−








1500
500

0.110 0.505 0.703

0.4

I 0.224 0.601 0.791

II 0.336 0.713 0.902

III 0.248 0.625 0.815

0.6

I 0.326 0.612 0.757

II 0.489 0.774 0.918

III 0.371 0.658 0.803

0.8

I 0.387 0.5458 0.625

II 0.580 0.738 0.818

III 0.458 0.618 0.698

1

I 0.398 0.398 0.398

II 0.596 0.596 0.596

III 0.502 0.502 0.502
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Заключение. Представлена принципиальная схема и математическая модель 
функционирования нового пьезоэлектрического мембранного (MDS) актюатора 
с двойными спиралями (DS) электродов [40] на верхней и/или нижней поверх-
ностях тонкого пьезоэлектрического слоя с осесимметричной и периодической 
(с малым периодом) по радиальной координате взаимообратной электрической 
поляризацией. Выявлен эффект значительного увеличения рабочих изгибных 

Рис. 8. Эпюры перемещений мембраны с круговыми MDS-актюаторами без “кольца поджатия” 
(a, c, e) и с “кольцом поджатия” III (b, d) при q = 0.2 (a, b), 0.6 (c, d), 1 (e).
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Рис. 9. Прогиб w0  [мм] в центре мембраны для случаев I (a), II (b), III (c) с круговыми MDS-ак-
тюаторами без “кольца поджатия” (─) и с MDS-“кольцом поджатия” для случаев U0 = 0 (○), 1000 
В (Δ), 1500 В (□).
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характеристик, в частности прогиба (рис. 7, табл. 1) и блокирующего усилия 
исполнительных участков мембраны с двухсторонними (т.е. установленными на 
ее верхней и нижней поверхностях) пьезоэлектрическими MDS-актюаторами по 
сравнению с использованием традиционных однородных пластинчатых пьезо-
электрических актюаторов биморфного типа для различных условий закрепле-
ния мембраны, например неподвижного жесткого закрепления ее центра (рис. 
6, а). Выявлен (рис. 9, табл. 2, табл. 3) немонотонный характер и осуществлен 
численный анализ нелинейной зависимости прогиба w0  от геометрического 
параметра q – отношения радиуса центрального MDS-актюатора к радиусу 
мембраны при фиксированных значениях других параметров численной модели 
мембраны с двухсторонними центральными (круговыми) и периферийными 
кольцевыми пьезоэлектрическими MDS-актюаторами (рис. 6,б, в). Выявлены 
диапазоны значений параметра q, при которых “кольцо поджатия” обуславли-
вает эффект – величина прогиба w0  центра мембраны превышает наилучшее 
возможное значение (без его использования, т.е. по традиционной схеме “би-
морф” даже при использовании разработанных круговых MDS-актюаторов) 
для каждого из трех случаев: I (рис. 9, а), II (рис. 9, b), III (рис. 9, c) различных 
комбинаций значений управляющих электрических напряжений на верхнем 
(Ucon1 ) и нижнем (Ucon2 ) круговых MDS-актюаторах и различных значений 
управляющего электрического напряжения U0  на MDS-“кольце поджатия” 
мембраны (рис.6, b, c), закрепленной по своей границе по типу “неподвиж-
ный шарнир”. Наиболее ярко этот эффект наблюдается в диапазоне значений 
q Î ( . ; . )0 4 0 6  для случая II (рис. 9, b). Результаты численного моделирования 
подтвердили, что предложенное техническое решение – устройство мембран-
ного пьезоэлектрического MDS-актюатора с плоской двойной спиралью элект-
родов – позволяет значительно повысить эффективность пьезоэлектрического 
актюатора. Использование предложенного двухстороннего пьезоэлектриче-
ского MDS-“кольца поджатия” (рис. 6, c) [39], установленного на верхней и 
нижней поверхностях упругой мембраны вблизи ее неподвижной границы, в 
частности заделки или шарнирного закрепления периметра круглой мембраны 
(рис. 9), дополнительно значительно повышает эффективность разработанного 
устройства. MDS-актюатор может быть использован в микромеханике, управ-
ляемой оптике, сенсорной технике, акустике, в частности при изготовлении 
пьезоэлектрических акустических или сенсорных элементов мембранного типа, 
электромеханических преобразователей сбора вибрационной энергии.

Результаты получены при выполнении государственного задания Мини-
стерства науки и высшего образования Российской Федерации на выполнение 
фундаментальных научных исследований (проект № FSNM-2023-0006).
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MEMBRANE PIEZOELECTRIC MDS-ACTUATOR WITH  
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Abstract  –  A schematic diagram and mathematical model of functioning of a new 
piezoelectric membrane (MDS) actuator with double spiral (DS) electrodes on 
the upper and/or lower surfaces of a thin piezoelectric layer with axisymmetric and 
periodic (with a small period) in radial coordinate mutual reversed electric polarization 
are presented. The polarization of the layer was realized as a result of connecting the 
polarizing electric voltage of the appropriate value to the outputs of the double spirals 
of the electrodes. The electrodes of each (upper and lower) double spiral of the MDS-
actuator are made in the form of electrodeposited ribbon coatings on the surfaces of 
the piezoelectric layer in close proximity to each other (due to the small spiral pitch) to 
create high values of electric field strength along the lines of force in localized areas of 
the piezoelectric layer between them when an alternating or constant control electric 
voltage is connected to the electrodes, in particular, with positive and negative values of 
the electrical potentials. Importantly, the electric field force lines and, as a consequence, 
the polarization of the piezoelectric layer of the MDS actuator are oriented mainly 
along (i.e. towards or against) the radial coordinate of the membrane, in contrast to 
many conventional actuator schemes. The results of numerical modeling for a circular 
elastic membrane with piezoelectric actuators installed on its upper and lower surfaces 
confirmed the effectiveness of the proposed piezoelectric MDS-actuator when it 
functions according to the “bimorph” scheme, including the use of the proposed new 
structural element (section) – a piezoelectric “compression ring” MDS at various 
geometric and control parameters. The effect of a significant increase in the membrane 
deflection with installed piezoelectric MDS-actuators compared to the use of traditional 
homogeneous plate piezoelectric actuators of bimorph type for different conditions of 
the membrane fixation, in particular, stationary (rigid) fixation of its center is revealed. 
For a hybrid piezoelectric MDS-actuator including independent concentric round and 
circular (i.e. “compression ring”) sections, the non-monotonic nature and numerical 
analysis of the nonlinear dependence of the largest deflection at the center of a hinge-
immobile membrane fixed at the edge on the ratio of the radii of its round and circular 
MDS sections were revealed. The cases in which the effect of the “compression ring” is 
manifested, i.e. when the maximum deflection of a membrane with the “compression 
ring” exceeds the best possible value of the deflection of this membrane without its use in 
the traditional “bimorph” scheme, are identified. The new piezoelectric MDS-actuator 
can be used in micromechanics, controlled optics, sensor technology, acoustics, in 
particular, in the manufacture of piezoelectric acoustic or sensor elements of membrane 
type, electromechanical transducers for vibration energy collection.

Keywords: piezoelectric MDS actuator, double electrode spiral, bimorph, 
membrane bending, initial load, compression ring, numerical modeling
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