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На основе экспериментальных данных разрушения адгезионного слоя, 
сопрягающего по заданному участку две пластины, и соответствующего 
расчетной схеме известного аналитического решения рассматриваются 
варианты критерия разрушения, учитывающего гидростатическое давле-
ние и инвариантные составляющие упругой энергии. Исследуются одно- 
и двухпараметрические критерии, в которых произведения энергии де-
формации объема и формы на толщину слоя формируют критический 
поток удельной упругой энергии. Показано, что разрыхление тонкого 
адгезионного слоя при квазилинейном относительно энергии деформа-
ции объема двухпараметрическом критерии наиболее точно описывает 
критическое состояние.
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1. Введение. Прогнозирование прочности адгезионных соединений вна-
хлест (single-lap joints (SLJ)) связано с определенной моделью представле-
ния адгезионного слоя и его взаимодействия с сопрягаемыми материалами. 
Как правило адгезионные слои имеют реальные толщины при существен-
ных различиях в механических свойствах с несущими слоями композита. 
В этом случае по границам сопряжения в рамках решения дву- и трехмер-
ных задач линейной теории упругости возможны сингулярные напряже-
ния [1–3]. Одним из подходов решения соответствующих задач, наряду с 
методами механики квазихрупкого разрушения [4–6], является метод ко-
нечных элементов [7], который может быть рассмотрен в совокупности с 
когезионными элементами [8, 9], использующими билинейный закон рас-
пределения взаимодействия в когезионной зоне. Отмечено, что различные 
законы когезионного взаимодействия существенно влияют на распределе-
ние напряженно-деформированного состояния [10].
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Наряду с решениями дву- и трехмерных задач для оценки напряженного 
состояния в адгезионных слоях применяются аналитические решения, по-
строенные на упрощающих гипотезах теории пластин. Аналитические ре-
шения нахождения напряженного состояния в адгезионном слое конечной 
толщины рассмотрены в работах [11–13]. Сравнение ряда моделей приведено 
в [14]. Отличительной особенностью данных решений является регулярное 
распределение поля напряжений по длине адгезива при его конечной толщи-
не. Отмечено хорошее соответствие решения [12] конечно-элементному ре-
шению двумерной задачи [15], где в адгезионном слое наряду со сдвиговыми 
напряжениями присутствуют и отрывные напряжения. 

В работе [16] для нахождения критического состояния упругого адге-
зионного слоя при смешанной моде нагружения I+II предложено учитывать 
влияние гидростатического давления и инвариантных составляющих упругой 
энергии в критическом состоянии. Отмечено, что влияние гидростатического 
давления на переход в пластическое состояние рассматривалось в рамках раз-
личных критериев [17–21], связанных со вторым инвариантом тензора напря-
жений или максимальными касательными напряжениями, и исследовалось 
экспериментально [22]. Критерий работы [16] основывался на представлении 
J-интеграла при хрупком разрушении слоя конечной толщины в виде произ-
ведения толщины слоя и накопленной упругой энергии [23] и включал в себя 
один параметр разупрочнения. При малой толщине адгезионного слоя, от-
носительно толщин сопрягаемых несущих материалов, предполагалось сов-
падение критического значения J-интеграла в виде [23] экспериментально 
найденным значениям J-интегралов для мод нагружения I (GIC) и II (GIIC), по 
которым рассчитывался параметр разупрочнения для состояния нормального 
разрыва адгезива. В этом случае критические значения J-интегралов для сме-
шанных мод нагружения I+II (GI+IIC) лежат в диапазоне от GIC до GIIC. Однако 
для ряда случаев экспериментальные значения GI+IIC могут быть меньше зна-
чения GIC [24]. В данной работе предполагается рассмотреть двухпараметри-
ческие критерии разрушения тонкого адгезионного слоя при смешанной моде 
нагружения, где параметры определяются из анализа критического состояния 
нормального разрыва и смешанной моды нагружения адгезионного слоя, а 
также значений GIC и GIIC. Смешанная мода нагружения рассматривалась в 
рамках четырех SLJ соединений согласно экспериментальным данным работы 
[25]. При этом данные одного эксперимента использовались для нахождения 
параметров конкретного адгезива, а для других экспериментов проверялась 
корректность критериев. Для нахождения напряженного состояния в слое ис-
пользовалось аналитическое решение [15], полученное в рамках теории изги-
ба пластин для сопрягаемых слоем материалов.

2. Постановка задачи. На рис. 1 две одинаковых пластины 1 и 2 сопряга-
ются адгезивом 3 на участке длиной l. Правый торец пластины 2 жестко за-
креплен от перемещений, а на левый действует горизонтальная сила F = –Fe1. 

Решение [15] для средних по толщине слоя напряжений, предполагая слой 
изотропным, запишем в следующем виде:
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где E, n – модуль упругости и коэффициент Пуассона пластин; E3 – модуль 
упругости адгезионного слоя; B – ширина пластины в направлении, ортого-
нальном плоскости х1Ох2.
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Рис. 1. Схема нагружения SLJ соединения.
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Согласно работе [25], для материала пластин 1 и 2 использовался алю-
миниевый сплав Al6082-T651 со следующими механическими характеристи-
ками E  = 70 ГПа, n  = 0.3. Для материала адгезива была выбрана смола Araldite 
AV138 с механическими свойствами из работы [26] E3 = 4.89 ГПа. Критиче-
ские значения для J-интегралов смолы рассматриваются согласно заявленным 
производителем и экспериментальным данным работы [24] GIC = 200(140) Н/м 
до GIIC = 380(352) Н/м, где значения в скобках брались из статьи [24]. Общая 
длина образца 2a + l бралась постоянной, равной 180 мм, B  = 25 мм, длина 
сопрягаемого адгезивом участка изменялась от l  = 12.5 мм до l  = 50 мм с при-
ращением Δl  = 12.5 мм, толщина пластин h  = 3 мм, толщина слоя d0 = 0.2 мм. 
Значения внешней критической нагрузки при рассматриваемых длинах со-
пряжения равнялись соответственно: F1 = 5900 H, F2 = 7100 H, F3 = 8500 H, 
F4 = 9300 H, где индекс определяет порядковый номер эксперимента для опре-
деленной длины сопрягаемого адгезивом участка.

3. Формулировка двухпараметрического критерия. Предельное состояние ад-
гезионного слоя рассмотрено в рамках следующих критериев:
	 ( )( ) ( ) IIC

� � � �^ ^ ^ ^1 sign sign ,Gσ στ τ+ σ b ϕ + ϕ + g σ ϕ ϕ =
	 (3.1)
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3(3 ) (2 )Eσ τϕ = ϕ + ϕ = σ + τ  – представление средней по толщине адге-
зива плотности упругой энергии через инвариантные составляющие плот-
ности энергии объема и формы при нулевом коэффициенте Пуассона; 

11 22 33( ) 3σ = σ + σ + σ  – гидростатическое давление; 2τ = ⋅    – свертка девиа-
торных составляющих тензора средних напряжений в слое; 
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предельные значения энергетических произведений объема и формы, кото-
рые будем предполагать независимыми величинами от параметра d0; b, b1, g, 
g1 – параметры, учитывающие “разрыхление” адгезива. 

Критерий (3.1) является квазилинейным, а критерий (3.2) предполага-
ет квадратичную зависимость относительно энергетического произведения 
объема.

В критическом состоянии моды II, когда IIC 0,σϕ =  из (3.1) и (3.2) приходим 
к тождеству: IIC IIC

�̂
.Gτϕ =  Для критического состояния моды I из (3.1) имеем:

	 ( ) IC IC IC IC IIC
� � � �^ ^ ^1 sign( ) sign( ) ,Gσ τ σ τ+ σ b ϕ + ϕ + g σ ϕ ϕ = 	 (3.3)

а для критического состояния смешанной моды I+II:

	 ( )( ) ( )I+II,C I+II,C I+II,C I+II,C IIC
� � � �^ ^ ^ ^1 sign sign .Gσ τ σ τ+ σ b ϕ + ϕ + g σ ϕ ϕ = 	 (3.4)

Приняв во внимание, что при нагружении по моде I и смешанной 
моде I+II гидростатическое напряжение положительно, а IC IC IC

� �^ ^ ,Gσ τϕ + ϕ =  
I+II,C I+II,C I+IIC

� �^ ^ Gσ τϕ + ϕ =  из (3.3) и (3.4) приходим к системе линейных уравне-
ний относительно параметров “разрыхления”:
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	 ˆ ˆ ˆ ,IC IC IC IIC ICG Gσ σ τbϕ + gϕ ϕ = − 	 (3.5)

	 ˆ ˆ ˆ .I+II,C I+II,C I+II,C IIC I+II,CG Gσ σ τbϕ + gϕ ϕ = − 	 (3.6)

Решение системы (3.5) и (3.6) запишем в виде:
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Аналогичным образом определяем постоянные в критерии (3.2):
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Наряду с критериями (3.1) и (3.2) из работы [16] приведен однопараметри-
ческий критерий разрушения адгезионного слоя:

	 ( )( ) ˆ ˆ ,IIC1 sign Gσ τ′+ σ b ϕ + ϕ = 	 (3.11)
где ˆ( )IIC IC ICG G σ′b = − ϕ  – параметр, характеризующий “разрыхление” 
адгезива.

Для нахождения постоянных , , , , '1 1b b g g b  необходимы данные критиче-
ских значений J-интегралов для мод нагружения I, II. Кроме того, при нахо-
ждении , , ,1 1b b g g  необходимы значения предельных энергетических произ-
ведений энергий объема и формы для критической внешней нагрузки при 
нагружении по моде I и смешанной моды I+II. Для постоянной b′ наряду с 
характеристиками GIC и GIIC достаточно знание предельного значения энерге-
тического произведения энергии объема для критической внешней нагрузки 
при нагружении адгезива по моде I.

4. Нахождение критических состояний. Для нахождения напряженного со-
стояния в тонком адгезионном слое при его смешанной моде нагружения 
воспользуемся решением [12] (2.1), (2.2). При определении энергетических 
произведений при нормальном разрыве адгезива принимаем решение в рам-
ках теории пластин, полученное в работе [27] на основе деформирования 
ДКБ-образца, консоли которого сопрягаются адгезивом толщиной d0. В силу 
того, что в решении [12] отсутствуют напряжения вдоль оси Ox1, напряжен-
ное состояние в адгезиве при нормальном разрыве будет определяться одной 
компонентой тензора напряжений. Значение напряжения в вершине адге-
зионного слоя будет равно:
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где a1, h – длина свободной консоли и ее толщина в ДКБ-образце.
Решение (4.1) получено при допущении d0/h  << 1 и приводит к следующему 

значению для J-интеграла:
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которое совпадает с выражением, полученным в работах [28, 29], и предпола-
гает существование относительно малого значения толщины слоя, при кото-
ром значения энергетических произведений не зависят от толщины слоя. Для 
случая рассматриваемого диапазона малых значений относительных толщин 
слоя напряжение на его торце в критическом состоянии при нормальном раз-
рыве может быть найдено в виде:

 	 .IС 3
22

0

2G E
σ =

d
	 (4.3)

Из (4.3) приходим к выражениям для энергетических произведений при 
нормальном разрыве слоя: ˆ ,IC IC 3Gσϕ =  ˆ .IC2 3IC Gτϕ =  В этом случае параметр 
разупрочнения в (3.11) будет равен ( ).IIC IC3 1G G′b = −

Для нахождения значений (3.7)–(3.10) воспользуемся решениями (2.1), 
(2.2) для нахождения величин ˆ ˆ,I+II,C I+II,C

σ τϕ ϕ  с учетом критической нагрузки 
F1. При этом будем использовать как толщину адгезива, заданную в экспери-
ментальном образце, так и толщину на два порядка меньшую при значениях 
GIC и GIIC согласно заявленным производителем и работы [24]. Рассмотрим 
погрешности D1, D2, D3 выполнения критериев (3.1), (3.2), (3.11) в виде отно-
шения расчетного значения правой части соответствующего критерия к ве-
личине GIIC. Результаты расчетов при значении линейного параметра d0, рав-
ном 200 мкм, поместим в табл. 1, а для величины, равной 2 мкм, в табл. 2. 
Значения в скобках соответствуют величинам GIC и GIIC, полученным в работе 
[24].

Таблица 1. Погрешности выполнения критериев разрушения при d0 = 200 мкм

F (Н) 5900 7100 8500 9300
D1 1 1.01(0.99) 1.03(0.96) 0.96(0.98)
D2 1 1.05(1.06) 1.14(1.16) 1.06(0.99)
D3 1.41(1.81) 1.46(1.87) 1.55(1.97) 1.46(1.84)

И результатов табл. 1 и табл. 2 видим, что двухпараметрические критерии 
наиболее более близки к экспериментальным данным по сравнению с одно-
параметрическим критерием. При этом квазилинейный относительно энер-
гии деформации объема двухпараметрический критерий (3.1) имеет меньшую 
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погрешность по сравнению с критерием (3.2), которая при определенных 
данных критических значений J-интегралов не превосходит 1%. Уменьшение 
значения линейного параметра стабилизирует расчетные значения и умень-
шает погрешность, что оказалось более существенным для однопараметриче-
ского критерия.

5. Заключение. Рассмотрены двухпараметрические критерии, учитываю-
щие влияние инвариантных составляющих плотности упругой энергии и гид-
ростатическое давление на разрушение тонких адгезионных слоев. На основе 
аналитического решения и критических значений J-интегралов для моды I и 
II адгезива Araldite AV138 найдены коэффициенты для предложенных крите-
риев. По известным данным разрушения SLJ соединений проведено тестиро-
вание предложенных критериев для смешанной моды нагружения I+II. По-
казано их хорошее соответствие экспериментальным результатам, при этом 
квазилинейный относительно плотности энергии деформации объема крите-
рий наиболее близко описывает критическое состояние.
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ON THE CRITERION OF STRENGTH OF SINGLE-LAP 
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Abstract – On the basis of experimental data on the fracture of an adhesive 
layer mating two plates along a given section and the known analytical solution 
corresponding to the calculation scheme, variants of the fracture criterion that 
take into account hydrostatic pressure and invariant components of elastic energy 
are considered.   One- and two-parameter criteria are investigated, in which the 
products of volume and shape deformation energy per layer thickness form the 
critical flow of elastic energy density. It is shown that the loosening of a thin 
adhesive layer under a two-parameter criterion quasilinear with respect to the 
volume strain energy most accurately describes the critical state.
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