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Для консервативных механических систем известен метод нормальных 
координат, в котором используется теорема о приведении двух квадра-
тичных форм к сумме квадратов. В этом случае система дифференци-
альных уравнений расщепляется на систему независимых осцилляторов. 
Линейная диссипативная механическая система с конечным числом 
степеней свободы определяется тремя квадратичными формами: кине-
тической и потенциальной энергией системы, а также диссипативной 
функцией Рэлея. Исследуется линейная задача о вынужденных колеба-
ниях двойного маятника, когда коэффициенты трения пропорциональ-
ны массам. Тогда все три квадратичные формы одним преобразовани-
ем приводятся к сумме квадратов. В нормальных координатах система 
расщепляется на две независимые системы второго порядка. Построено 
аналитическое решение в самом общем виде при произвольных длинах 
стержней и точечных масс. Дан полный анализ колебаний в нерезонанс-
ном случае и в случае резонансов. Получены также формулы для погреш-
ности аналитических формул, если пропорциональность коэффициен-
тов трения и масс нарушается.
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Введение. Общая теория малых линейных колебаний систем с конечным 
числом степеней свободы для консервативных систем дана в 1762–1765 гг. 
Лагранжем. В этом случае механическая система определяется двумя квад-
ратичными формами: кинетической и потенциальной энергией системы. 
Вейерштрасс показал в 1858 г., что в силу положительной определенно-
сти кинетической энергии можно ввести нормальные координаты, в ко-
торых кинетическая энергия приведется к сумме квадратов, а потенциаль-
ная энергия к сумме квадратов с некоторыми множителями. В нормаль-
ных координатах уравнения расщепляются на независимые осцилляторы, 
решения которых выражаются через тригонометрические и показательные 
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функции. Прежние исследователи (следуя Лагранжу) ошибочно предполага-
ли, что в случае кратных корней характеристического уравнения нормальные 
координаты не будут существовать и что в окончательных интегралах урав-
нений движения время будет входить не только через тригонометрические и 
показательные функции. Соответствующие библиографические ссылки при-
ведены в монографии [1].

Многие задачи интегрирования и качественного анализа дифференциаль-
ных уравнений значительно упрощаются при переходе к нормальным коорди-
натам и широко применяются для исследования колебаний консервативных 
механических систем [1–3]. Одновременное приведение к диагональной фор-
ме двух вещественных симметричных матриц A и B всегда выполнимо [4, 5], 
если одна из них соответствует знакоопределенной квадратичной форме. 

При анализе вынужденных колебаний диссипативных механических си-
стем кроме квадратичных форм для кинетической и потенциальной энергий 
возникает третья квадратичная форма – диссипативная функция Релея. Как 
известно [6–8], три квадратичные формы не всегда возможно привести к диа-
гональным и в связи с этим анализируются условия, при которых это возмож-
но. Наиболее общее условие приведения трех квадратичных форм с матрица-
ми A, B и C к диагональному виду получено в работе Новикова [9]. Для систем 
с n степенями свободы оно состоит из равенства нулю n2 элементов матрицы 
AB -1C – CB -1A = 0, Det[B] = 0. При выполнении этих условий уравнения Ла-
гранжа расщепляются на n независимых уравнений второго порядка.

В работе [10] показано, что n2 уравнений сводятся к n(n  – 1)/2 независимых 
уравнений. Если квадратичные формы зависят от двух переменных n  = 2, то 
условием расщепления является единственное условие равенства нулю опре-
делителя третьего порядка коэффициентов трех квадратичных форм. Для 
систем с тремя степенями свободы n  = 3 из условия Новикова получены три 
уравнения для матриц A, B и C. Даны примеры применения полученного усло-
вия для анализа малых колебаний механической системы с двумя и тремя сте-
пенями свободы с учетом сил трения. Для вынужденных колебаний двойного 
маятника показано, что условием расщепления уравнений Лагранжа является 
пропорциональность коэффициентов трения массам маятника. Таким путем 
исследованы вынужденные колебания двойного маятника при равенстве длин 
стержней маятника. Преобразование к нормальным координатам выражается 
через тригонометрические и обратные тригонометрические функции.

В данной работе нормализующее преобразование удалось упростить и вы-
разить через простые алгебраические функции. С его помощью построено 
аналитическое решение в самом общем виде, когда длины стержней и массы 
маятника произвольны. Дан полный анализ колебаний в нерезонансном слу-
чае и в случае резонансов. Получены простые формулы для максимальных 
отклонений маятника в случае резонансов. Найдены частоты, при которых 
угловые переменные равны нулю (антирезонанс). Рассмотрены случаи малых 
и больших диссипативных сил, для которых колебания описываются в упро-
щенной аналитической форме. Получены также формулы для погрешности 
аналитических формул, если пропорциональность коэффициентов трения и 
масс нарушается.
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1. Решение уравнений колебания в нормальных координатах. Система линей-
ных уравнений для вынужденных колебаний диссипативной механической 
системы с двумя степенями свободы под действием сил, меняющихся по гар-
моническому закону, имеет вид:
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 i i i i
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∂ ∂
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∂
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где T, П, R и N – кинетическая и потенциальная энергия, диссипативная 
функция Рэлея и потенциал внешних сил:
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Воспользуемся теоремой [10].
Теорема. Пусть даны три квадратичные формы двух переменных T, R, П  

D = a11a22 - a1
2

2 > 0. Тогда для существования невырожденного преобразования
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приводящего их к виду
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необходимо и достаточно, чтобы определитель, составленный из коэффици-
ентов исходных квадратичных форм, обратился в ноль:

	 .
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Система уравнений в нормальных переменных расщепляется на два неза-
висимых уравнения второго порядка:
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Решение полученной системы для установившихся колебаний имеет вид:
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Переходный процесс из состояния покоя до установления дает решение 
уравнения начальными условиями ( ) , ( )0 0 0 0y y= =

	 /
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2. Алгебраическое преобразование, нормализующее систему дифференциаль-
ных уравнений. В работе [10] преобразование, нормализующее систему диф-
ференциальных равнений, выражено через тригонометрические и обратные 
тригонометрические функции. Ниже предлагается упрощенная форма такого 
преобразования, которое выражается только через алгебраические функции. 
Замену (1.3), приводящую формы к нормальному виду, можно построить сле-
дующим образом. В матричном виде составляется система уравнений:
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Из решения квадратного уравнения для B (равенство нулю определителя)
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находим два собственных значения B1, B2:
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Эти значения положительны в силу положительной определенности квад-
ратичных форм T и П. Поэтому дискриминант D не может быть отрицатель-
ным числом. Вырожденный случай D = 0, при котором оба корня равны, ис-
ключаем. Его нужно рассматривать отдельно.

Таким образом, без ограничения общности считаем, что D > 0 и B1 < B2. 
Собственным значениям B1, B2 соответствуют два собственных вектора: 
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Нормализующая замена имеет следующий вид:
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Она приводит квадратичные формы к виду (1.4) c коэффициентами 
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Коэффициенты b′11, b′22 не приводятся из-за громоздкости.
3. Погрешность решения укороченной системы. Однако условие (1.5) может 

точно не выполняться, но его можно смягчить, если считать выполнение не 
точно, а приближенно. Оценку погрешности такого приближения можно по-
лучить следующим образом.

Пусть линейная замена (2.3) приводит две квадратичные формы T и П к 
сумме квадратов, а третья квадратичная форма R остается не приведенной к 
такому виду:

	 ( ) ( ) ( ), , .12
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2 2 2

2T y y R A y y y A y BA y B y= + = ++ Π = +     

Если коэффициент A12 достаточно мал, то его можно не учитывать, но уко-
роченная система дифференциальных уравнений будет описывать колебания 
системы с достаточной точностью.

Укороченная система уравнений имеет вид (1.6), а полная система:
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Наличие A12 вносит погрешность, которую можно оценить следующим об-
разом. Решаем систему методом комплексных амплитуд. Подставляя в урав-
нения решения в виде y1 = Y1eiwt, y2 = Y2eiwt, получим:
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Предполагая параметр A12 малым, решаем алгебраическую систему урав-
нений методом возмущений:
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Назовем относительной погрешностью решения без учета A12 величину
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Отсюда с помощью неравенства ( )1 2a ib a b+ > +  для любых 
0, 0a b≥ ≥  получаем
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Таким образом, величина 
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определяет верхнюю оценку относительной погрешности (3.1) решения (1.7).
4. Двойной плоский маятник. Малые колебания около положения равно-

весия двойного плоского маятника, у которого точка подвеса движется по 
горизонтали по гармоническому закону x = a sin wt (рис. 1, а), рассматрива-
ем в неинерциальной системе отсчета, в которой точка подвеса неподвижна. 
Запишем выражения T, R, П и N как функции обобщенных координат q1, q2 
и скоростей ,1 2qq   [10]:
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где N – потенциал сил инерции и в диссипативной функции R предполага-
ется линейный по относительной угловой скорости закон трения в шарнирах 
с коэффициентами трения r1, r2.

Из равенства нулю определителя (1.5) находим условие пропорциональ-
ности коэффициентов трения и масс r1 = rm1, r2 = rm2. При этом условии нахо-
дится преобразование, приводящее квадратичные формы к сумме квадратов. 
Прежде чем получить это преобразование, приведем все характеристические 
функции к безразмерному виду с помощью замен:

(a) (b) (c)

Рис. 1. Схема двойного маятника (а), амплитудный коэффициент угловой переменной q1 
(b), коэффициент, пропорциональный амплитуде угловой переменной q2 (c).
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где t, l, m, W – безразмерные переменные. 
В этих переменных функции принимают вид:
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Здесь точками обозначены производные по переменной t, несуществен-
ный множитель (m1 + m2)gl опущен. 

С помощью подстановки коэффициентов квадратичных форм (1.2) 
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11 22 12 1 2

1

1 0

a a a b b b

a a
c c с N N

l l

= = l m = lm = e = em = -em

W W
= = lm = = = lm

	 (4.4)

в характеристическое уравнение (2.1) получаем квадратное уравнение

	  ( ) ( ) .2 2 21 3 2 2 0B B- + l + l m + + l + l m =

Оно имеет два корня B1, B2:

	 , ,
( )

( ) .1 2
2

2
1

4
1

1B
K

K= =
l - m
+ l

- l + lm
 	 (4.5)

Через них с помощью (4.4) выражается преобразование (2.3)

	
( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),
1 1 1 12 12 2 2 12 12 1 1 2 2

2 1 1 11 11 2 2 11 11 1 1 2 21 1

y B a c y B a c y B y B

y B a c y B a c y B y B

q = - + - = lm +

q = - + + - + = - + + - +
	 (4.6)

приводящее формы (4.3) к каноническому виду:

	 ( ), ( ), ( ),

( )sin .

2 2 2 2 2 2
11 1 22 2 11 1 22 2 11 1 22 2

1 1 2 2

1 1 1
2 2 2

T a y a y R b y b y c y c y

N N y yN t

= + = + Π = +′ ′ ′ ′ ′ ′

= + w′ ′

   

 

Коэффициенты форм вычисляются по формулам (2.4) и преобразуются к виду:

	

( )( )
( )

( )( )
( ),

., , ,,
2

1

11 22

11 22 11
2

11 1 22 22 2 1 211 22
2 1

1 1 2 1 1 2

2 1 2 1
a a

a

K K K K

B B a
b b c c

B B l
a a B a B N N

m - + + l - + m m + + l - + m
-

- + m - + m

e e W
= =′ ′ ′ ′

l l

= =′ ′

= = = = lm′ ′ ′ ′ ′ ′
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Уравнения Лагранжа в новых переменных принимают вид:

	

( )
( )

( )
( )( )

,

sin , , ,

, ,

, .
( )

,

2

2

2 2

1 1 2
1 2

1 2
2 1

2

1 2

1 2

2 1 2 1

1 1 2 1 1 2

i i
i i i i

B B
A A

d y dy
A B y E i

dtdt

a a
E e E e

l l

e e
K K K

B B

K

+ + = Wt =

W W
= =

l - m l -

e e

m
= =

- + l - m +

=

- l

l

-

l

m

= 	 (4.7)

Решение уравнений для установившихся колебаний в переменных y1, y2 
находится подстановкой коэффициентов (4.7) в формулы: 

	
( ) ( )

sin cos , ,
( )

.
( )

22

2 2 2 2

2 2 2 2

i i
i i i i

i i

i i
i

i i

Ba
y P S P

l B A

A

B A

e

e
S

- WW
= Wt - Wt =

- W + W

W
=

- W + W

	 (4.8)

В исходных переменных решение получается подстановкой формул (4.8) 
в (4.6).

5. Нерезонансный случай. В системе имеются две резонансные частоты: 
W1

2 = B1 и W2
2 = B2. При малом трении e << 1 вне окрестностей резонансных ча-

стот решение с погрешностью порядка e можно получить в рамках консерва-
тивной системы. Нормальные моды (4.8) имеют вид: 

	 sin ,
( )

2

2
i

i
i

a
y

l B

eW
= Wt

- W
	 (5.1)

Отсюда c помощью (4.6) находим амплитуду a1 колебаний угловой пере-
менной q1:

	
( ) sin ,

.
( ) ( )

,
2

1 1 2 2
2 2

1 1 1 2 2 1 1 1

1
1 2 i

y B y B a a a

a

a
l

e B e B

B B

W
Wt

 
lm  - W - W

′q = lm + = =

′


+


=
	 (5.2)

Функция a1′ представляет собой дробь. Ее числитель и знаменатель можно 
выразить через параметры маятника с помощью (4.5) и (4.7)

	 ( )( ) ( ) ,
( )

2 2 2
12 11 2 2

1
1

B e B B e Blm - W + - W = - W
l - m

	 (5.3)

	 ( )
( )( )( ) ,2 2

2
4

1 2

1 1

1
B B- W

- + + l W
+ W

l - + m
- W = 	 (5.4)

	 .
(

(
)

)
( )1 2 2

1 2

21
1

a
B B

- W
l - m

=′
- W - W

	 (5.5)
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Из равенства нулю числителя находится частота антирезонанса:

	 ( ) .2 2
0

1

1
W = W =

l - m
	 (5.6)

На рис. 1, b изображена зависимость a1′ от квадрата частоты W2 при l = 1, 
m = 1/2. Амплитуда a1 при l = 1, m = 1/2 обращается в ноль при W2 = 2.

Аналогично находится амплитуда a2 угловой переменной q2:

 
( )

,

( ) ( )
, ( ) / , / .

( ) (

( ) ( )

)

sin ,2 1 1 2 2 2 2 2

2
1 2

2

1 1 2 2
1 1 2 22 2

1 1
1 1

1

1 1

1

i

a
l

e B e B
e B K B

y B y B a a a

a e K
B B

W
Wt

 - + - +
- + = - + = - 

- W -

q = - + + - + = = ′

+
W

=′
 

	 (5.7)

Отсюда получаем: на отрезке B1 < W2 < B2 функция приводится к виду

	 2 1
2

1
2 2

2( )
.

( )

B

K B B

B
a

- W - W

-′ = 	 (5.8)

На отрезке (B1, B2) функция отрицательна и стремится к -∞ на его концах. 
Можно найти максимальное значение функции W2a2′ с помощью следующих 
преобразований:

	
( ) ( )

( )
( )
( )

( )( )

( )( )
.

2 2 1 2 1
2

1 21 2

2

2 2

2 1 2

2 1 2 1 2 1

1 2

2
2 1 2 12

1 2

1

2

B B

B BB B

B B B

B B
a

K

B B B BK

K

B B B

K B B KB B BB

- -
W = = =′

   - -      

- - -
= ≤ =

W
- W - W W W

W W

  ++ W +  
-

W

-
--

Причем равенство достигается при частоте W2 = (B1, B2)1/2. Вывод: амплиту-
да второй угловой переменной a2 = (a/l)W2a2′ на отрезке B1 < W2 < B2 при частоте 
(B1, B2)1/2 достигает наибольшего значения: 

(a) (b) (c)

Рис. 2. Зависимости от параметра m максимального амплитудного коэффициента k1 (а), 
отношения k2/k1 (b); границы областей переменных l, m при r = 0.02; 0.023; 0.026; 003 для 
которых относительная погрешность решения менее 1% (c).
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( )
( ) ( )

max( ) .2 12
2 2

2 1
1 2 1

1B
a

K B

B

B
= - = -

+ l

-

-- l
′

- m
W

Этот вывод иллюстрирует рис. 1, c. На нем изображена зависимость 
функции W2a2′ от квадрата частоты W2 при l = 1, m = 1/2. Максимум, равный 
-1 - √–2/2, достигается в том случае, если W2 = √–2. В этой точке абсолютной 
значение амплитуды второй угловой переменной имеет наименьшее значение 
среди всех амплитуд на отрезке W2 ∈ (B1, B2).

Интерес представляет горизонтальное отклонение нижней массы маят-
ника x = l1q1 + l2q2. Введем относительную величину отклонения, отнесенную 
к суммарной длине маятника:

	 sin .1 2 1 2

1 2 1 1
a ax

l l
q + lq + l

q = = =
+ + l l

Wt
+ 	 (5.9)

Уравнение a1 + la2 = 0 для частоты антирезонанса с помощью формул (5.5) 
и (5.8) приводится к виду:

	 .
( ) ( ) ( )

222 11 1 1
0

1 1 1
B

K
B

- W + l - W + =
l - m l - m

=
m

-
-

Отсюда находим частоту антирезонанса для угловой координаты нижней 
массы маятника:

	 ( ) .2 2
0

1

1

+ l
W = W =

l - m

Таким образом, при частоте / ( )1 1lW + l - m=  нижняя масса маятника 
остается неподвижной, а при частоте в 1 + l  раз меньшей ( )/1 1l - m  не-
подвижной является верхняя масса маятника.

Из этих зависимостей следует исключить e-окрестности резонансных то-
чек. В них угловые переменные обращаются в бесконечности. В резонансных 
точках следует учитывать трение и, как показано в следующем пункте, угло-
вые переменные в этих точках достигают больших значений порядка 1/e.

6. Случаи резонансов. Рассмотрим асимптотику решения при e  →  0 (малое 
трение) при резонансной частоте W2 = B1. С помощью (4.8) находим:

	 ( )
( )( )

/

co .s ,
3 2

1 1
1 1 1

1

1

2 1 2

a Ka
l l K K

B e
y S S

A
= - Wt

l + l +
=

e - + l - lm +
= 	 (6.1)

Вторую переменную y2 порядка 1 в формуле (4.6) для угловых переменных 
можно не учитывать, что приводит для них к следующим зависимостям:
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( )
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cos , ,
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1 1 1 1 1

3 2
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12 1 2 2
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2 1
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B y k k

l K K

K Kka
B y k k

l k KK

l m + l +
q = lm = - Wt =

e - + l - lm

+ l + - - l+ lm
q = - + = - Wt = =

e lm + l -- m

	 (6.2)
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На рис. 2, а представлены зависимости амплитудных коэффициентов k1 от 
параметра масс m при различных значениях отношений длин: l = l2/l2 = 1/4, 
1/2, 3/4, 1, 4/3, 2 и 4. Значения 1/4 и 4 для соответствующих кривых указаны 
на рисунке. На рис. 2, b представлены зависимости отношения амплитудных 
коэффициентов k2/k1 для угловых переменных q1, q2 соответственно от пара-
метра масс m при тех же значениях отношений длин. Графики строятся с по-
мощью формул (6.2). При l = 1 кривые изображены штриховыми линиями. 

7. Случай большой силы сопротивления. При e  →  ∞ с помощью (4.8) и (4.6) 
получаем следующее асимптотическое разложение для угловых переменных:

  ( )
( )

( )
( )cos , cos .1 22 2

1 11 1

1 1

a a
O O

l l

+ lm + l   q = - W Wt + q = - W Wt +      e e- m - me e
	 (7.1)

Этими формулами удобно пользоваться при параметре e >> 1.
8. Маятник с равными длинами стержней. Для маятника с равными длинами 

при l = 1 формулы упрощаются:

	 , , ,, , , ,
2

1 2 1 2 1 2
1 11

2
21 1

a
K B A E

l
m ± mW

= m = = e =
m± m ± m


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a
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 - + m W Wt - e - m W Wt+ mW  =
m  - + m W + e - m W 

	 (8.1)
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a
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 - - m W Wt - e + m W Wt- mW  =
m  - - m W + e + m W 

	 ( ), ( ) ( ).1 1 1 2 2 2 1 1 2 21 1y B y B y B y Bq = lm + q = - + + - +

Отсюда с помощью (4.6) и (4.5) находятся угловые переменные:

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), .1 1 2 2 1 21 1 1 1
1 1

y y y y
mm

q = - m + + m q = - m - + m
- m - m

	 (8.2)

При отсутствии диссипативных сил угловые переменные имеют вид:

	
( )( )

( ) ( )
sinsin , .

22 2

1 22 4 2 4

1 1

1 2 1 1 2 1

a a
l l

- - m WW W Wt
q = Wt q =

- W + - m W - W + - m W

При частоте W2 = (1 – m)-1 угловая переменная q1 = 0, а переменная  
q = (q1 + q2)/2 = 0 при частоте W2 = 2(1 - m)-1. Это антирезонансные частоты. 

При резонансной частоте W = √—B1 собственная функция y1 принимает 
большие значения порядка 1/e, а собственная функция y2 – меньшие значе-
ния порядка 1:
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max cos ( ).

3 2
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1
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a
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При этой частоте угловые переменные примут вид:

	
( ) ( )max max

max
max max

,

cos .

1 1 2 1

1
1 2

1 1
1 1

1
,

2 1

y y

a
l

mm
q = - m q = - m ⇒
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+ m q
⇒ q = - Wt q =

e - m m

Аналогично находятся угловые переменные при частоте W = √—B2:
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( )max cos , ( ),

3 2

2 2

1
1

2 1

a
y y O

l

- m
= - Wt =

+ m me

	 max max max max,1 2 2 2
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y y
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	 max
max maxcos , .1

1 2

1

2 1

a
l

- m q
⇒ q = - Wt q = -

e + m m
Из полученных формул следует, что максимальные амплитуды колебаний 

угловых переменных при второй резонансной частоте √—B2 меньше амплитуды 
при первой частоте √—B1 в 

	
/3 2

1

1

 + m
  - m 

 

раза. Например, при равных массах m = 1/2 в 14 раз.
Наконец, при большой силе сопротивления из формул (8.1) и (8.2) разло-

жение по параметру e  →  ∞

	 ( )
( ) ( )cos , cos .1 22 2

1 1 2 1

1 1

a a
O O

l l

+ m    q = - W Wt + q = - W Wt +      e e- m - me e

Первый член разложения следует также из (7.1) при l = 1.
9. Относительная погрешность при невыполнении условия расщепления. 

Приведенные формулы определяют общее аналитическое решение зада-
чи о вынужденных колебаниях двойного математического маятника при 
единственном условии пропорциональности диссипативных коэффициентов 
массам мятника: r2/r1 = m2/m1. Если же это условие не выполняется, то дисси-
пативную функцию

	 ( )2 2
1 1 2 2 1

1 1
2 2

r r= q + q - q  R

можно представить в виде:

	
( ) ( )( ) ( ) ,

,

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 1
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r m m r m m

m r m r m r m r
r r

m m m m

= q + q - q + D q - q - q

+ -
= D =

     R
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и она заменой (4.6) приведется к виду:

	 ( ) , , , .2 2 0 1 0 1 1
11 1 12 22 2 11 11 11 22 22 22 12 12

1
2

2
R b y b b y b rb rb b rb rb b rb= + + = + D = + D = D 

Относительная погрешность решения без учета b12 для малых Dr вычисля-
ется по формуле:

	 ( )
( )( )( )

, , .
231

12 12
0 0 2 2

11 22 11 22

2 2 12 2

1 2 4 1 2

b ba r r
k k

a b b r r b b

l - m mD D D
= ≈ r = = =

+ + +l +l - + m + lm+l m

При фиксированном и достаточно малом значении параметра r границей 
области параметров l, m с относительной погрешностью менее 1% являет-
ся контур k(l, m) = 0.01/r, r = Dr/r. Параметры l, m, находящиеся вне контура, 
удовлетворяют неравенству 

	 .( ) .0 01
,k l m ≤

r
 

В этой области переменных l, m относительная погрешность решения без уче-
та Dr менее 1%. 

На рис. 2, c представлены границы этих областей для r = 0.02; 0.023; 0.026; 
0.03.

Заключение. Представлена методика аналитического исследования вынуж
денных колебаний механических систем с двумя степенями свободы с по-
мощью перехода к нормальным координатам. Фактически реализовано из-
вестное высказывание Ж.Л. Лагранжа, что в механической задаче существует 
система координат, в которой дифференциальные уравнения движения и их 
решение имеют наипростейший вид. Это достигается с помощью одновре-
менной диагонализации трех матриц: кинетической, потенциальной энергий 
и диссипативной функции. Упрощенные предложенным способом уравнения 
движения позволили провести исчерпывающий анализ вынужденных малых 
колебаний двойного маятника с горизонтальной вибрацией точки подвеса. 
В задаче имеются 4 произвольных параметра: две длины и две массы. Пред-
ставлен полный анализ этой системы. 

Наиболее простой вид имеют антирезонансные частоты маятника:

	
( ) ( )1 2 1 2

1 2 1

g l l m m
l l m
+ +

 и 1 2

2 1

m mg
l m

+
, 

при которых остаются неподвижными нижняя и верхняя масса маятника со-
ответственно; наибольшие амплитуды угловых координат, достигаемые при 
резонансной частоте √—B1:
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a O a O

+ m
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выражения для угловых координат маятника при достаточно большом трении:

	 ( )
( )

( )
( )

cos , cos ;1 22 2

1 11 1

1 1

a a
O O

l l

+ lm + l   q = - W Wt + q = - W Wt +   e e- m - me e   

выражения для частот вибрации, при которых соответствующие угловые 
координаты имеют максимальные амплитуды.

Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации 
124012500443-0).
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ON FORCED OSCILLATIONS OF A DOUBLE  
MATHEMATICAL PENDULUM
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aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

*e-mail: petrovipmech@gmail.com

Abstract – For conservative mechanical systems, the method of normal coordi-
nates is known, which uses the theorem on the reduction of two quadratic forms 
to the sum of squares. In this case, the system of differential equations is split into 
a system of independent oscillators. A linear dissipative mechanical system with 
a finite number of freedom degrees is defined by three quadratic forms: the ki-
netic energy of the system and potential energy of the system, and the dissipative 
Rayleigh function. We study the linear problem of forced oscillations of a double 
pendulum when the friction coefficients are proportional to the masses. Then all 
three quadratic forms are reduced to the sum of squares by a single transformation. 
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In normal coordinates the system splits into two independent systems of second 
order. An analytical solution is constructed in the most general form for arbitrary 
rod lengths and point masses. A complete analysis of the oscillations in the non-
resonant case and in the case of resonances is given. Formulas for the error of the 
analytical formulas if the proportionality of the friction coefficients and masses is 
violated are also obtained.

Keywords: Lagrange method, double pendulum, quadratic forms, normal coordi-
nates, dissipative systems
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