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В статье рассматриваются две классические задачи теории упруго-
сти. Первой из них является задача Кельвина о неограниченном про-
странстве, в котором действует сосредоточенная сила. Классическое 
решения является сингулярным и определяет бесконечно большое пере-
мещение точки приложения силы, что не имеет физического смысла. Для 
получения физически обусловленного решения используется аппарат 
нелокальной теории упругости, основанной в отличие от классической 
теории на рассмотрении элемента среды, обладающего малыми, но ко-
нечными размерами, и позволяющей получать регулярные решения тра-
диционных сингулярных задач. Уравнения нелокальной теории вклю-
чают дополнительную экспериментальную константу, которая имеет 
размерность длины и не может быть определена для пространственной 
задачи. В связи с этим рассматривается вторая задача о неограниченной 
плоскости, растягиваемой двумя сосредоточенными силами, лежащими 
на одной прямой и направленными в противоположные стороны. Клас-
сическое решение этой задачи также является сингулярным и определяет 
бесконечно большое увеличение расстояния между силами независимо 
от их величины. Получено решение этой задачи в рамках нелокальной 
теории упругости, определяющее регулярную зависимость этого рассто-
яния от величины нагрузки. Решение также включает дополнительную 
константу, которая для плоской задачи определяется экспериментально.

Ключевые слова: теория упругости, задача Кельвина, сингулярное реше-
ние
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1. Введение. В статье получены регулярные решения классических 
сингулярных задач теории упругости о напряженно-деформированном 
состоянии тел, испытывающих сосредоточенные силовые воздействия. 
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Применительно к теории упругости сингулярные функции можно разде-
лить на две категории. К первой относятся функции, не наблюдаемые в экс-
перименте и сингулярные по определению. К таким функциям относится, 
в частности, напряжение, которое является отношением равнодействующей 
силы к площади области, на которую она действует. Если сила является со-
средоточенной, площадь этой области стремится к нулю, а напряжение стре-
мится к бесконечности, то есть оказывается сингулярным. Устранить такую 
сингулярность не представляется возможным, так как она вводится по опре-
делению. Ко второй категории относятся функции, которые наблюдаются 
в эксперименте. Такой функцией является, в частности, перемещение, кото-
рое может быть измерено в процессе эксперимента. Поскольку бесконечно 
больших перемещений в эксперименте не наблюдается, решения задач тео-
рии упругости, приводящие к бесконечно большим перемещениям, представ-
ляются не имеющими физического смысла и сингулярность таких решений 
необходимо устранить. 

Для получения регулярных решений классических сингулярных задач тео-
рии упругости в настоящей работе используется аппарат нелокальной теории 
упругости [1–3], уравнения которой получаются в результате анализа элемен-
та среды, имеющего малые, но конечные размеры. В результате уравнения 
Ламе сохраняют традиционную форму:
	 ( ) ,div 0U UmD + m + λ ∇ =  	 (1.1)
однако включают нелокальную функцию вектора перемещений U, которая 
связана с вектором наблюдаемых перемещений уравнением Гельмгольца:

	 .2u s u U- D =  	 (1.2)
В правой части уравнений (1.2) стоит решение уравнений (1.1). Если 

это решение сингулярно, то частное решение уравнений (1.2) также сингу-
лярно. Однако однородные уравнения, соответствующие уравнениям (1.2), 
имеют фундаментальные решения, которые позволяют устранить сингуляр-
ность частного решения и получить регулярное решение для перемещений. 
Константа s в уравнениях (1.2) связана с размером элемента, для которого 
получены уравнения (1.1). Она имеет размерность длины и определяется 
экспериментально.

2. Задача Кельвина. Рассмотрим неограниченную упругую среду, отнесен-
ную к декартовым координатам x1, x2, x3. Предположим, что в начале коорди-
нат приложена единичная сила, направленная вдоль одной из осей. Решение 
уравнений (1.1) определяется тензором функций Грина, имеющим следую-
щий вид [4]:

	 , .
( )

2
2 2 2
1 2 3

1 1
4 4 1

ik
ik

i k

r
U r x x x

r x x

 δ ∂
= + = + +  πm - n ∂ ∂ 

	 (2.1)

Здесь Uik – перемещение в направлении оси xk, вызванное единичной силой, 
направленной вдоль оси xi. Из равенства (2.1) следует, что при r  →  0 переме-
щение неограниченно возрастает, что не имеет физического смысла. 
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В рамках нелокальной теории решение (2.1) следует подставить в правую 
часть уравнения (1.2). В результате получим:

	 .2
ik ik iku s u U- D = 	 (2.2)

Решение этого уравнения можно представить в форме:

	 ,
( )

21 1
4 4 1ik ik

i k
u

x x

 ∂ y
= δ j -  πm - n ∂ ∂ 

	 (2.3)

где функции j и y удовлетворяют уравнениям Гельмгольца:

	 , .2 21
s s r

r
j - Dj = y - Dy = 	  (2.4)

Действительно, действуя на равенство (2.3) оператором L(·) = (1 - s2D)(·) и 
учитывая уравнения (2.4), придем к уравнению (2.2). Найдем частные реше-
ния уравнений (2.4). Учитывая, что функция 1/r (x1, x2, x3) является гармони-
ческой, а функция r (x1, x2, x3) – бигармонической, имеем:

	 , .
21 2

p p
s

r
r r

j = y = +

Отсюда следует, что частные решения, как и классическое решение (2.1), 
являются сингулярными. Фундаментальное решение однородного уравнения 
Гельмгольца, затухающее при r  →  ∞, имеет вид [5]:

	 /( ., )0 0
1 r se
r

-j y =

Таким образом, окончательно получим следующие решения уравнений 
(2.4):

	 ( ) ( )/ /, .
21 2

1 1r s r ss
e r e

r r
- -j = - y = + - 	 (2.5)

В результате нелокальное решение задачи Кельвина, определяющее пере-
мещения точек пространства при действии сосредоточенной силы, приложен-
ной в начале координат, принимает вид:

	 ( ) ( ) .
( )

2 21 1 2
1 1

4 4 1
r s r sik

ik
i k

s
u e r e

r x x r
- -  δ ∂

= - - + -  
πm - n ∂ ∂   

	  (2.6)

Представляя функции (2.5) абсолютно сходящимися степенными рядами 
по параметру r/s

	 ( ) ( / ) ( ) ( / ), ,
( )! ( )!

2

0 0

1 1 1
2 1

1 3

n n n n

n n

r s r s
s

s n n

∞ ∞ +

= =

 - -
j = y = +  + + 

∑ ∑
можно записать решение (2.6) в форме:
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	 ( )( ) .
( ) ! ( )( )

0

2 11 1
8 1 3 2 4

nn
ik i k

ik
n

x xr
u

s n s n rs n n

∞

=

- n δ-   = +   π m - n + + +   ∑
При действии силы P в начале координат получим:

	 ( ) .0
12

ik
ik

P
u

s
δ

=
π m

	  (2.7)

При s  > 0 это выражение определяет конечную величину перемещения. 
Параметр s определяется экспериментально. Для этого следует эксперимен-
тально найти перемещение точки приложения силы P и воспользоваться фор-
мулой (2.7). Однако постановка такого эксперимента технически невозмож-
на. В связи с этим ниже рассматривается более реалистичная плоская задача 
о действии двух расположенных на одной прямой, но направленных в разные 
стороны сил.

3. Неограниченная пластина под действием сосредоточенных сил. Рассмот-
рим задачу, показанную на рис. 1.

В двух точках неограниченной пластины действуют две коллинеарные и 
направленные в разные стороны одинаковые силы. Необходимо найти зави-
симость расстояния между точками от силы. Решение задачи классической 
теории упругости о действии на неограниченную пластину силы P, прило-
женной в начале координат в направлении оси x, получается с помощью пред-
ставления Папковича–Нейбера и имеет вид:

	 ) .( , ,
( )

2 2 21
4 1

rf
U f r ix jy r x y

h
∇ = - = + = + m - n 

 	 (3.1)

Здесь U – вектор перемещения, h – толщина пластины и f – фундаментальное 
решение уравнения Лапласа (функция точечного источника). Для нелокаль-
ного перемещения и силы, направленных по оси x, решение (3.1) принимает 
вид:

	 ( ln ) ln .
( )

1
2 4 1x

P
U x r r

h x
∂ = - πm - n ∂ 

	 (3.2)

Дифференцируя, получим:

Рис. 1. Неограниченная пластина, нагруженная двумя силами.
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	 ( ) ln .
( )

2
3 4

8 1x
P x

U r
h r

 = - - n πm - n  
	 (3.3)

Рассмотрим задачу, показанную на рис. 1. Для того чтобы найти переме-
щения от силы P, приложенной в точке A с координатой x = l, в равенстве (3.2) 
следует заменить x на (x - l) и принять r 2 = (x - l)2 + y2. Соответственно, для 
определения перемещений от силы -P, приложенной в точке B с координатой 
x = -l, необходимо заменить x на x + l и принять r 2 = (x + l)2 + y2. В результате 
получим:

	 , ( ) ( ) ln ( ) .
( ) ( )

2 2

2 2

2
3 4

8 1
A B
x

P x l
U x l y

h x l y

±  = - - n + πm - n +  







	 (3.4)

При действии двух сил в точках A и B (рис. 1) поле перемещений прини-
мает вид:

( ) ( ) ( )( ) ln .
( ) ( )( ) ( )

2 2

2 22 2 2 2

2 2
3 4

8 1

AB A B
x x xU U U

P x l x l x l y
h x l yx l y x l y

= + =

 - + - + = - - - n
πm - n  + +- + + + 

	 (3.5)

При y = 0 отсюда следует перемещения точек, лежащих на оси x:

	 ( ) ln .
( )

2

0
8 1

AB
x

P x l
U y

h x l
+ = =  πm - n - 

	 (3.6)

При x  = 0 имеем Ux
AB = 0, что соответствует условию симметрии задачи 

(рис. 1), при x  = ±l, то есть в точках A и B, решение (3.6) является сингуляр-
ным. Перемещения оказываются бесконечно большими, что не имеет физи-
ческого смысла. Зависимость относительного перемещения 

	 ( ) ( ) ( ) /0 8 1 0AB AB
x xU y h U y P= = πm - n =

от относительной координаты x/l, построенная по формуле (3.6), показана 
на рис. 2.

Получим нелокальное решение рассматриваемой задачи. Преобразуем ра-
венство (3.2), используя следующее тождество:

	 ln , ln .
2 1

2 2
r

x r r
x

∂j  = j = - ∂  

В результате получим:

	 ln .
( )

2

2

1
2 4 1x

P
U r

h x

 ∂ j
= -  πm - n ∂ 

	 (3.7)

Существенно, что в этом равенстве ln r является гармонической функцией, 
а функция j – бигармонической.
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Перемещения точки приложения силы определяется решением уравнения 
Гельмгольца (1.2), в правой части которого стоит классическое решение (3.7), 
то есть

	 ln .
( )

2
2

2

1
2 4 1x x

P
u s u r

h x

 ∂ j
- D = -  πm - n ∂ 

	  (3.8)

Общее решение однородного уравнения Гельмгольца [5]:

	 ( / ) ( / )0
1 0 2 0xu C I r s C K r s= + 	 (3.9)

выражается через модифицированные функции Бесселя [6]:

	

( ) [ ]( / ) ( / )/ , ( / ) ln( / ) ,
( !) ( !)

.

2 2

0 02 2
0 0

1

2 2
2

1

n n

n
n n

n

n
m

r s r s
I r s K r s r s t

n n

t
m

∞ ∞

= =

=

= = - -

= - g

∑ ∑

∑ 	 (3.10)

Здесь g = 0.5772 – постоянная Эйлера и t0 = -g, t1 = 1 - g ... . Из соотношений 
(3.10) следует, что функция I0 расходится при r  →  ∞, поэтому в решении (3.9) 
следует принять C1 = 0. Функция K0 имеет логарифмическую особенность при 
r  = 0, и это ее свойство можно использовать для устранения аналогичной син-
гулярности частного решения уравнения (3.8). Рассмотрим уравнение:

Рис. 2. Зависимость относительного перемещения от x/l.
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	 ( ) ( ) ln .1 2 1
x xu s u r- D =

Функция ln r является гармонической (для плоской задачи), и частное ре-
шение этого уравнения имеет вид ux

(1) = ln r. Рассмотрим второе уравнение, 
следующее из уравнения (3.8):

	 ( ) ( ) ln .
2

2 2 2 1
2 2x x

r
u s u r

 - D = - 
 

Правая часть этого уравнения является бигармонической функцией. 
Частное решение этого уравнения состоит из гармонической и бигармониче-
ской функций и имеет вид:

	 ( ) ln ln .
2

2 21 1
2

2 2 2x
r

u r s r
   = - + +   
   

Таким образом, частные решения уравнения (3.8) имеют сингулярности 
логарифмического типа, которые могут быть устранены фундаментальным 
решением (3.9) при соответствующем выборе постоянной C2. Окончательно 
получим:

	 ln ln ( / ) ln ( / ) .
( )

2 2
2

0 02

1 1 1
2

2 4 1 2 2 2x
P r

u r s r K r s r K r s
h x

  ∂    = - + + + - -      πm - n ∂       

Выполняя дифференцирование, найдем:

	 [ ]( / ) ( ) ln ( / .
( )

2 2 2

2 02 2 2
2 1 2 3 4

8 1x
P x x s

u K r s r K r s
h r r r

     = - - - - - n +     πm - n      

При действии сил, приложенных в точках A или B (рис. 1), по аналогии 
с равенством (3.4) имеем:

	

, ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2

2 2 2 2

2
2 2

22 2

2
1

8 1

2 1

A B
x

P x l x l
u

h x l y x l y

s
K x l y

sx l y

± = ×- -πm - n + +
  ×




- + -  +  








 

 





	 ( ) ln ( ) ( ) .2 2 2 2
0

1
3 4 x l y K x l y

s
 - - n + + +   

 

Соответственно, при одновременном действии сил в точках A и B получим:

	
( )( ) ln ( )( ) ( )

2 2
2 2

02 2

1
3 4

8 1
AB A B
x x x

P x l y
u u u K x l y

h sx l y

  + +  = + = +- n - - +  πm - n - +   
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( ) ( )( )

( ) ( )

2 2
2 2

0 2 2 2 2

1 x l x l
K x l y

s x l y x l y

- ++ + + + - - - + + +

	
( ) ( )

( ) ( )

2 2
2 2

22 2 2 2

2 2 1
1

x l s
K x l y

sx l y x l y

   -
- - - - + +   

- + - +   

	
( ) .( )

( ) ( )

2 2
2 2

22 2 2 2

2 2 1
1

x l s
K x l y

sx l y x l y

   + + - - + +    
+ + + +    

При y  = 0 отсюда следует выражение, аналогичное равенству (3.6):

	

( ) ( ) ln
( )

( ) ( )

2

2 2
0 0

0 3 4
8 1

1 1

AB
x

P x l
u y

h x l

K x l K x l
s s

  +  = = - n -  πm - n - 
   - - + + -        

	 ( ) ( ) .
( ) ( )

2
2 2

2 22 2

8 1 1s lx
K x l K x l

s sx l x l

   - + - - +       - + 
	 (3.11)

При x  = 0, как и ранее, имеем ux
AB = 0. Найдем перемещение точки A с коор-

динатой (x - l ) (см. рис. 1). Пусть x - l = a и x + l = 2l. Тогда, как следует из 
равенства (3.11), это перемещение можно определить как предел выражения

	 ( ) ( ) ln ,
( )

2

0 0 2 22

2 2 2 2
3 4

8 1
AB
x

P l l s l
u A K K K K

h s s s s

  a  a          = - n - + - + -                    πm - n a a   

при a  →  0. При малых значениях a справедливы следующие асимптотические 
соотношения:

	 ln , .
2

0 2 2

2
2

s
K K

s s s
a a a     = - - g =           a

Учитывая эти соотношения, найдем:

	 ( ) ( ) ln ln .
( ) 0 2

2 2
3 4

8 1
AB
x

P l l l
u A K K

h s s s

       = - n + g + -            πm - n   

Для случая s << 2l функциями Бесселя в этом равенстве можно пренебречь 
и получить следующее приближенное выражение:

	 ( )( ) ln . .
( )

3 4
0 5772

8 1
AB
x

P l
u A

h s
- n   = +   πm - n  

	  (3.12)

Для определения параметра s, входящего в полученное решение, был про-
веден эксперимент. Для этого был использован круглый диск из относительно 
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жесткой силиконовой резины с упругими постоянными m = 1.25 МПа, n = 0.48. 
Диаметр диска 250 мм, толщина h  = 4.7 мм. Диск был проколот в окрестности 
центра двумя заостренными стержнями с диаметром 2 мм, которые располага-
лись на различном расстоянии друг от друга (от 20 до 100 мм). С обеих сторон 
диска на стержни были установлены тяги, к которым прикладывалась сила P 
(рис. 3). Экспериментально определялась зависимость увеличения расстояния 
между стержнями от силы. Диаметр стержней был выбран в результате пред-
варительных экспериментов. Дело в том, что при малом диаметре стержней 
наблюдается их локальное внедрение в резину и зависимость между силой и 
расстоянием между стержнями оказывается нелинейной. Диаметр 2 мм яв-
ляется наименьшим значением, при котором эта зависимость оказывается 
линейной. 

Рис. 3. Диск, растягиваемый сосредоточенными силами.
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Для определения параметра s использовался опыт с расстоянием между 
точками приложения силы 2l = 40 мм. При силе P  = 9.8 Н расстояние между 
силами увеличилось на 0.78 мм. Тогда из равенства (3.12) получим s = 1.52 мм. 
Предполагается, что полученная величина этого параметра не зависит от рас-
стояния между силами. Для экспериментальной проверки этого предполо-
жения были испытаны пластины с различными расстояниями между силами 
(от 20 до 100 мм). Зависимость перемещения точки приложения силы от l 
при P  = 10 Н показана на рис. 4. Точки соответствуют результатам измерений. 
Как следует из графика, полученное нелокальное решение подтверждается 
экспериментом. Из равенства (3.12) можно заключить, что перемещение не 
обращается в ноль при l  = 0. Это объясняется особенностями применяемого 
метода, в котором вместо значения функции в точке используется значение, 
осредненное по некоторому интервалу. Из равенства (3.12) следует, что u  = 0 
при l  = 0.85 мм. Зависимость нелокального перемещения от координаты, со-
ответствующая равенству (3.11), практически совпадает с классическим реше-
нием (3.6), показанным на рис. 2. Различие наблюдается только в окрестности 
точки x/l  = 1, в которой классическое решение обращается в бесконечность, а 
нелокальное является конечным.

4. Заключение. Построены нелокальные решения задач теории упругости 
для упругой среды, нагруженной во внутренних точках сосредоточенными си-
лами. Уравнения нелокальной теории упругости, основанные в отличие от 
классических уравнений на анализе элемента среды, обладающего малыми, 

 
Рис. 4. Зависимости перемещения от расстояния l, соответствующие формуле (3.12) (───) 
и эксперименту (●).
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но конечными размерами, позволяют получить регулярные решения, опреде-
ляющие конечные значения перемещений в точках приложения сил. Для изо-
тропной среды уравнения включают дополнительную к модулю упругости и 
коэффициенту Пуассона константу, которая определяется экспериментально. 
Рассмотрены задача Кельвина для пространства, нагруженного сосредоточен-
ной силой, и плоская задача для пластины, нагруженной самоуравновешен-
ной системой сил. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фон-
да (грант № 23-11-00275), выданного Институту прикладной механики РАН.
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NONLOCAL SOLUTIONS OF THE THEORY OF ELASTICITY 
PROBLEMS FOR AN INFINITE SPACE LOADED 

WITH  CONCENTRATED FORCES
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Abstract – Two classical problems of the theory of elasticity are considered in the 
paper. The first   is the Kelvin  problem for an infinite space loaded with a con-
centrated force. The classical solution is singular and specifies an infinitely high 
displacement of the point of the force application which has no physical mean-
ing. To obtain a physically consistent solution, the nonlocal theory of elasticity is 
used, which, in contrast to the classical theory, is based on the equations derived 
for an element of continuum that has small but finite dimensions, and allows one 
to obtain regular solutions for traditional singular problems. The equations of the 

mailto:vvvas@dol.ru
mailto:salurie@mail.ru


14	 ВАСИЛЬЕВ и др.

nonlocal theory include an additional experimental constant, which has the di-
mension of length and cannot be determined for a space problem. Consequently, 
the second problem for an infinite plane loaded with two concentrated forces lying 
on the same straight line and acting in the opposite directions is considered. The 
classical solution of this problem is also singular and specifies an infinitely high 
elongation of the distance between the forces, irrespective of their magnitude. The 
solution of this problem is also obtained within the framework of the nonlocal the-
ory of elasticity, which specifies a regular dependence of this distance on the forces 
magnitude. This solution also includes an additional constant which is determined 
experimentally for a plane problem.

Keywords: theory of elasticity, Kelvin problem, singular solution
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Предметом исследования является задача о прецессиях гиростата с не-
подвижной точкой в трех однородных силовых полях. Класс расссматри-
ваемых прецессионных движений характеризуется свойствами постоян-
ства угла нутации и соизмеримости скоростей прецессии и собственного 
вращения гиростата. Уравнения движения гиростата редуцированы 
к  трем дифференциальным уравнениям второго порядка относительно 
скоростей прецессии и собственного вращения гиростата. Интегриро-
вание этих уравнений проведено в случае прецессионно-изоконических 
движений (скорости прецессии и собственного вращения равны) и в од-
ном случае резонансных значений скоростей прецессии и собственного 
вращения (скорость прецессии в два раза больше скорости собственного 
вращения – резонанс 2:1). Доказано, что полученные в статье решения 
характеризуются элементарными функциями времени.

Ключевые слова: гиростатический момент, прецессии, силовые поля, но-
вые решения

DOI: 10.31857/S1026351924040029, EDN: UDSUTV

1. Введение. Прецессии гиростата определяются свойством постоянства 
угла между двумя осями, приходящими через неподвижную точку, первая 
из которых неизменно связана с гиростатом, а вторая неподвижна в про-
странстве. Важность для практического применения полученных в этой 
задаче результатов отмечена в работе [1]. Математическое моделирование 
прецессий гиростата проведено во многих задачах динамики гиростата и 
твердого тела. В задаче о движении тяжелого твердого тела известны регу-
лярные прецессии гироскопа Лагранжа относительно вертикали [2]; регу-
лярные прецессии гироскопа Гриоли [3] относительно наклонной оси; по-
лурегулярные прецессии гироскопа Гесса [4]; прецессии Брессана [5] отно-
сительно горизонтальной оси для гироскопа Гесса; прецессии общего вида 
относительно вертикали, имеющие место в решении А.И. Докшевича [6]. 

mailto:gvgorr@gmail.com
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Исследования прецессий гиростата с постоянным и переменным гиростати-
ческим моментом в полях сложной структуры показали существование много-
численных классов прецессий (см. обзоры [7–9]). Большой интерес представ-
ляют и исследования прецессий системы гироскопов Лагранжа и Гесса [10], а 
также твердых тел с жидким заполнением [11–13].

В задаче о движении твердого тела в двух и трех однородных силовых по-
лях изучены регулярные прецессии [14–16] и прецессии общего вида [17–
19]. Эти движения можно отнести к резонансным прецессиям, поскольку для 
них выполняются равенства: 1.  ;y = j   2.  ;2y = j   3.  .2j = y   В данных случаях 

( ) , ( )t tj y  – эллиптические функции времени. В силу указанных результатов 
представляется важной следующая задача: изучение условий существования 
резонансных прецессий гиростата. Выводы по рассмотрению данной пробле-
мы показали не только некоторые аналогии условий на параметры гиростата, 
но и принципиальные отличия результатов (например, в задаче о движении 
гиростата j(t) и y(t) – элементарные функции времени).

2. Постановка задачи. Рассмотрим движение твердого тела, имеющего не-
подвижную точку, в силовом поле, которое является суперпозицией трех од-
нородных и постоянных силовых полей. Обозначим через g, g(1), g(2) единич-
ные векторы, характеризующие направления сил P, P1, P2 каждого из полей; 
C, C1, C2 – центры приведения сил; s = POC, r = P1OC1, p = P2OC2; Oxyz – по-
движная система координат, O – неподвижная точка. Пусть тензор инерции 
тела в системе Oxyz имеет значение A = (Aij) (i, j = 1, 3). Тело вращается вокруг 
точки O с угловой скоростью w = (w1i1 + w2i2 + w3i3) (i1, i2, i3 – единичные век-
торы системы Oxyz). Для векторов s, r, p запишем соотношения:

	 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3, ,s s s r r r p p p= + + = + + = + +s i i i r i i i p i i i 	 (2.1)
Тогда уравнения движения гиростата запишем по аналогии с уравнениями 

[17, 18]:
	 ( ) ( )( ) ,1 2A A s r p= + × + × + × + ×w w  w g g g 	 (2.2)

	 ,= ×g g w   ( ) ( )1 1 ,= ×g g w   ( ) ( )2 2 ,= ×g g w 	 (2.3)
где точка над переменными w, g, g(1), g(2) обозначает дифференцирование по 
времени t. В формулах (2.2), (2.3) полагаем:

	 ( ) ,1 0⋅ =g g  ( ) ( ) ,2 1= ×g g g  ,1=g  ( ) ,1 1=g 	 (2.4)

то есть направления силовых полей будут характеризоваться тройкой g, g(i) 
(i  = 1, 2). Тогда очевидны равенства P = P g, Pi = Pig(i) (i  = 1, 2).

Рассмотрим прецессии тела относительно вектора g. Они характеризуются 
инвариантным соотношением (ИС):

	 0a⋅ =a g  ( cos )0 0a = q 	 (2.5)

где q0 – угол между векторами a и g (  .a = 0, | a |  =  1). Вектор угловой скорости 
тела на ИС (2.5) представим так [7]:
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	 .= φ +aw yg 	 (2.6)
Переменные φ, y и постоянную q0 можно трактовать как углы Эйлера. 

Используя метод [7], запишем значение вектора g(i):

	 ( ) [ sin( ) sin( ) ( )cos( )],1
0 0 0 0 0b a= y + y - y + y + × y + ya ag g g 	 (2.7)

где b0 = 1/a0′ (a0′  = sin q0), y0 – постоянная.
Значение вектора g(2) найдем по второй формуле системы (2.4):

	 ( ) [ cos( ) cos( ) ( )sin( )].2
0 0 0 0 0b a= y + y - y + y + × y + ya ag g g 	 (2.8)

Таким образом, при получении (2.7), (2.8) полагалось, что a × g ≠ 0, то есть 
случай равномерных вращений тела исключаем из рассмотрения. Подвижную 
систему координат выберем следующим образом: направим вектор i3 по век-
тору a. Тогда в силу ИС (2.5), первого уравнения из (2.3) имеем [7, 8]:

	 0 1 0 2 0 3sin cosa a a= φ ⋅ + φ ⋅ +′ ′i i ig  (i3 = a)	 (2.9)
Учитывая (2.6), (2.9), запишем компоненты w1, w2, w3 вектора w:

	 1 0 sin ,a′w = y j  2 0 cos ,a′w = y j  3 0aw = j+ y .	 (2.10)
На рисунке приведена геометрическая трактовка прецессий тела относи-

тельно вектора g(Oxhz – неподвижная система координат).
Замечание 1. При описании кинематических свойств в виде соотношений 

(2.5)–(2.10) использован метод [7], который отличается от методов, применя-
емых в работах [14–16].

Рис. 1. Геометрическая трактовка прецессий твердого тела.
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Замечание 2. Уравнения (2.2), (2.3) имеют интеграл энергии

	 (1) (2)2( ) 2 ,A E⋅ - ⋅ + ⋅ + ⋅ =s r pw w g g g 	 (2.11)
где E – постоянная. Как показано в работах [7, 8], нахождение условий суще-
ствования прецессий в задачах динамики твердого тела на основании (2.11) 
значительно упрощается.

3. Преобразование уравнения (2.2) на ИС (2.5). Внесем в уравнение (2.2) 
значение w из (2.6) и рассмотрим полученное уравнение в базисе a, g, a × g 
с учетом (2.7), (2.8):

	 ( ) ( ) [ ( ) [ ( ) ( )]2 ] ] [A A Aj ⋅ + y ⋅ - y ⋅ × - y ⋅ × - ⋅ × -a a a a a a sg g g  g g   

	

sin( ) { [ ( ) ] }

cos( ) { [( ) ( )]} ,
0 0 0

0 0 0 0

b a

b a

- y + y ⋅ ⋅ × - ⋅ + ⋅ -

- y + y ⋅ ⋅ - ⋅ + ⋅ × =

a r a p p

r r a a p

g g

g g 	 (3.1)

	 ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )]22 ] [ [A A A Aj ⋅ + y ⋅ + jy ⋅ × + j ⋅ × + j ⋅ × -a a a a ag g g g g g  g     

	 sin( ) { ( ) [ ( )0 0 0b a- y + y ⋅ ⋅ + ⋅ × -p a rg g

	 ( )} cos( ) { ( ) ( ) [ ( )]} ,0 0 0 0b a- ⋅ - y + y ⋅ ⋅ - ⋅ + ⋅ × =a p r a r a pg g 	 (3.2)

	 [ ( )] [ ( )] [ ( ) ( ) ( )]2
0 02 Sp 2A A A a A a Aj ⋅ × + y ⋅ × + jy ⋅ - - ⋅ +′a a a ag g g g g g   

	 [ ) ( )] [ ( ) ( )] [( ) ( )]2
0 0 0(a A A a a+ y ⋅ - ⋅ - j ⋅ - ⋅ + y ⋅ - ⋅ -a a a  g g g   g   g

	 ( ) ( ) [( ) cos( ) ( }sin( )] ,0 0 0 0 0a a- ⋅ + ⋅ - ⋅ y + y - ⋅ y + y =′a s s p rg g g 	 (3.3)
где Sp(A) = A11 + A22 + A33 – след матрицы A.

По аналогии с (3.1)–(3.3) распишем интеграл (2.10) на ИС (2.5), (2.6):

	
( ) ( ) ( ) ) [sin( ) ( )

( ) ( )) cos( ) [ ) ( )]} .

2 2
0 0 0

0 0

2 2{( (

( 2

A A A b a

a E

⋅ j + ⋅ jy + ⋅ y - ⋅ + y+y ⋅ ⋅ -

- ⋅ - ⋅ × + y+y ⋅ ⋅ - ⋅ + ⋅ × =

a a a s r

r a p a a p p r a

g g g g g

g g g

   

	
(3.4)

Введем обозначения

	 ( ) ( sin cos ) ,0 0 1 2 0 3f a s s a s′j = j + j +

	 ( ) ( sin cos ),0 0 2 1f a s s′j = j - j

	 ( ) ( )sin ( ) cos ],1 0 0 1 2 0 2 1 0 3[f a a r p a r p a r′ ′j = + j + - j -

	 ( ) ( )sin ( ) cos ],2 0 2 0 1 0 2 1 0 3[f a r a p a p r a p′ ′j = - j - + j +

	 ( ) ( )sin ( ) cos ],3 0 1 0 2 2 0 1[f a p a r p a r′j = - j + + j

	 ( ) ( )sin ( ) cos ],4 0 1 0 2 2 0 1[f a r a p r a p′j = + j + - j 	 (3.5)
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	 ( ) ( sin cos ) ],5 0 0 1 2 0 3[f a a s s a s′ ′j = j + j -

	 ( ) ( sin cos ) ],6 0 0 1 2 0 3[f a a r r a r′ ′j = - j + j +

	 ( ) ( sin cos ) ].7 0 0 1 2 0 3[f a a p p a p′ ′j = j + j +

Сначала запишем интеграл (3.4) в силу (3.5): 

	 ( ) ( ) ( )2 22A A A⋅ j + ⋅ jy + ⋅ y +a a a g g g   

	 ( ) ( ( )sin( ) ( ) cos( ))] .0 0 1 0 2 02[ 2f b f f E- j + j y + y + j y + y = 	 (3.6)
Затем обратимся к уравнениям (3.1)–(3.3). На основании (3.5) имеем:

	 ( ) ( ) [ ( ) ( ) [ ( )2
0] ]A A A fj ⋅ + y ⋅ - y ⋅ × + j - y ⋅ × -a a a a a

   g g g g g

	 ( ( )sin( ) ( ) cos( )) ,0 3 0 4 0 0b f f- j y + y + j y + y = 	 3.7)

	 ( ) ( ) ( )] [ ( )] [ ( )22 [ ]A A A Aj ⋅ + y ⋅ - jy ⋅ × - j ⋅ × + j ⋅ × -a a a a a     g g g g g g  g

	 [ ( ) cos( ) ( )sin( ,0 1 0 2 0 )] 0b f f- j y + y - j y + y = 	 (3.8)

	 ( )] [ ( ) [ ( ) ( ) ( )]2
0 0[ ] 2 Sp 2A A A a A a Aj ⋅ × + y ⋅ × + jy ⋅ - - ⋅ +′a a a ag g g g g g     

	 [( ) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]2 2
0 0 0A a A a A A a+ j ⋅ - ⋅ +y ⋅ - ⋅ + j ⋅ - ⋅ +a a a a a  g g g g   g

	 [( ) ( )] ( ) ( )sin( ) ( ) cos( ) .0 5 6 0 7 0 0a f f f+ y ⋅ - ⋅ + j + j y + y + j y + y =a   g 	(3.9)
4. Первый класс резонансных прецессий гиростата. Прецессионно-изокони-

ческие движения. В статьях [17–19] действительные решения для прецессий 
тела установлены только в случае, когда тело динамически симметрично, то 
есть главные моменты инерции удовлетворяют условиям
	 A2 = A1,	 (4.1)
а вектор a направлен по оси динамической симметрии: a = (0, 0, 1). Поэтому и 
для задачи о прецессиях гиростата естественно полагать, что (4.1) сохраняется.

Первый класс прецессии [18] описывается равенством:
	 ny = j   ( ).n N∈ 	 (4.2)

Введем обозначения для параметров задачи:

	
( ) , ( ) ,

( ) , ( )

2 2 2
0 0 1 0 3 0 0 3

2
0 0 1 0 0 3 0 0 1 0 3

1 1

1 1

L a n A a n A M a n A

N a A n a a n A K a nA a n A

= + + = +′

= + + = - +′
	 (4.3)

и для функций Fi(j) (i  = 1, 3), Фi(j) (i  = 1, 4):

	 ( ) ( ) ( sin s ) ( ),1 0 3 0 1 2 0 2coF a s E a s s bj = + + j + j + F j′
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	 ( ) ( s sin ) ( ),2 0 1 2 0 3coF a s s bj = j - j + F j′ 	 (4.4)

	 ( ) [ ( sin cos ) ] ( ),3 0 0 1 2 0 3 4F a a s s a sj = j + j - + F j′ ′

	 ( ) sin( ) cos( ) sin cos
sin( ) cos( ) ,

1 1 1

1 1

1 1

1 1
n n n n

n n

H n G n H n G n

H n G n
+ +

- -

F j = + j + + j + j + j +

+ - j + - j

	 ( ) sin( ) cos( ) sin cos
sin( ) cos( ) ,

2 1 1

1 1

1 1

1 1
n n n n

n n

G n H n G n H n

G n H n
+ +

- -

F j = + j - + j + j - j +

+ - j - - j
	 4.5)

	 ( ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) ,3 1 1 1 11 1 1 1n n n nH n G n H n G n+ + - -F j = + j + + j - - j - - j

	
( ) [ sin( ) cos( ) ( sin cos )

sin( ) s( ) ],

2
4 0 1 1 0 0

1 1

1 1

1 co 1

n n n n

n n

a G n H n a b G n H n

G n H n

+ +

- -

F j = - + j + + j + j - j -′

- - j + - j

 

 

	
( ) , [( ) cos ( )sin ],0

1 0 1 1 1 2 0 2 1 01
2n n n
a

H a H H r p r p+ + +
′

= + = + y - - y 

	 ( ) , [( )sin ( ) ],0
1 0 1 1 1 2 0 2 1 01 cos

2n n n
a

G a G G r p r p+ + +
′

= + = + y + - y 

	 ( sin cos ), ( cos sin ),2 2
0 3 0 3 0 0 3 0 3 0n nH a r p G a r p= y - y = - y + y′ ′ 	  (4.6)

	 ( ) , [( )sin ( ) ],0
1 0 1 1 1 2 0 2 1 01 cos

2n n n
a

H a H H p r p r- - -
′

= - = + y - - y 

	 0
1 0 1 1 1 2 0 2 1 0(1 ) , [( )cos ( )sin ]

2n n n
a

G a G G p r p r- - -
′

= - = - + y + - y 

Запишем уравнения (3.6)–(3.9) при условиях (4.1), (4.2) и учете соотноше-
ний (4.3)–(4.6):

	 ( )
,

j
j =2 1

0

2F

L
 	 (4.7)

	 0 2 0 1 2( ) ( cos sin ) ,M F a n′j = j + l j - l j j  	 (4.8)

	 ( ) ( s sin ) ,0 0 1 0 1 2coN b a′j = F j - l j - l j j  	 (4.9)

	 ( ) [ ( )( sin s )] .2 2
0 0 3 0 0 3 0 1 21 co 0a nK F a a n a n′ ′ ′j + j + j l - + l j + l j =  	 (4.10)

При анализе (4.7), (4.8), (4.10) будем использовать соотношения:

	
( )

( )

sin( ) s( ) ... ,

( )( )
sin( ) s( ) ...

2 0
1 1

0

0 0
1 1

0

2
1 co 1

1 1
1 co 1

n n

n n

b
G n H n

L

b a n
H n G n

L

+ +

+ +

j = + j - + j +

+ +
j = + j + + j +







	 (4.11)
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( )
( )

( ) ( ) sin( ) s( ) ... ,

( ) ( ) sin( ) s( ) ... ,

2 0 0 1 1

1 0 0 1 1

1 1 co 1

1 1 co 1

n n

n n

F b a H n G n

b a H n G n

+ +

+ +

j = + + j + + j +

F j = + + j + + j +





	 (4.12)

где многоточием обозначены очевидные слагаемые (см. (4.4), (4.5)). При-
меняя метод [18], разработанный при li = 0 (i  = 1, 3), из (4.7)–(4.10) получим 
Gn + 1 = 0, Hn + 1 = 0 (n > 1) или, в силу (4.6), установим условия на параметры  
p1, p2, r1, r2:
	 1 2r p= - , 2 1r p= 	 (4.13)

Уравнение (4.9) будем исключать из рассмотрения, так как в результате 
исключения из уравнений (4.8), (4.9) функции 1 2cos sinl j - l j  найдем урав-
нение, которое следует из (4.7) при дифференцировании его по времени.

Далее положим n = 1 (очевидно, ограничения (4.13) исключаются):
	 y = j.	 (4.14)

В силу условия (4.14) из соотношений (4.3), (4.6) получим:

	 ( )[( ) ( ) ],0 0 0 1 0 31 1 1L a a A a A= + - + +  ( ) ,0 0 31M a A= +  

	 ( )[( ) ],0 0 0 1 0 31 1N a a A a A= + - +  ( ) ,0 0 1 0 31K a A a A= - +

	 ( ) ,2 0 21H a H= +   [( ) cos ( )sin ],0
2 1 2 0 2 1 02

a
H r p r p

′
= + y - - y

	 ( ) ,2 0 21G a G= +   0
2 1 2 0 2 1 0[( )sin ( )cos ],

2
a

G r p r p
′

= + y + - y 	 (4.15)

	 ( sin cos ),2
1 0 3 0 3 0H a r p′= y - y  ( cos sin ),2

1 0 3 0 3 0G a r p′= - y + y

	 ( ) ,0 0 01H a H= -   [( )sin ( ) cos ],0
0 1 2 0 2 1 02

a
H p r p r

′
= + y - - y

	 ( ) ,0 0 01G a G= -   [( ) ( ) ].
2

0
0 1 2 0 2 1 0cos sin

2
a

G p r p r
′

= - + y + - y

В дальнейшем необходимы параметры:
	 ,1 0 1 0 1S a s b G′= +  ,2 0 2 0 1S a s b H′= -  ( ) .0 0 3 0 0 01S a s E b a H= + - + 	 (4.16)

Запишем функции ,2j  F2(j), F1(j), F3(j); используя формулы (4.4), имеем:

	 [ ( )( sin s ) sin s ],2
0 0 2 2 1 2 0

0

2
1 2 co 2 cob a G H S S S

L
j = + j - j + j + j + 

 	 (4.17)

( ) ( )( sin cos ) ( cos sin ) ( ) ,2 0 0 2 2 0 1 2 0 0 01 2 2 1F b a H G a s s b a G′j = + j+ j + j- j - -  	 (4.18)

	 ( ) ( )( s sin ) s sin ( ) ,1 0 2 2 1 1 0 01 co 2 2 co 1a G H G H a GF j = + j + j + j + j + - 

	 { }( ) s sin [( )sin ( ) cos ] ( )] .2 2
3 0 2 2 0 1 0 1 2 0 1 0 3co 2 2F a H G a s b G s b H H s′j = j- j+ + j+ - j + - 
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Рассмотрим уравнения (4.8), (4.10). В силу того, что тело динамически 
симметрично (см. (4.1)), не нарушая общности задачи, положим

	 .2 0l = 	 (4.19)
Тогда из (4.8), (4.10) получим:

	 ( ( )) ,2 2 2 2 2
0 2 0 1 cosM F a′j - j = l j j  	 (4.20)

	 ( ( )) ( ) sin ] .2 2 2 2 2 2
0 0 3 0 0 3 0 1[ 1a K F a a a′ ′ ′j + j = j l - + l j  	 (4.21)

Подставим   .j2,    ..j, F2(j) из (4.11) в уравнение (4.20). Поскольку редуциро-
ванное уравнение должно быть тождеством по j, то множители при cos 4j, 
sin4j необходимо принять равными нулю:
	 ( ) ( ) [( ) ( ) ],2 2 2 2

0 3 1 2 2 1 2 0 1 0 31 1a A A G H H a A a A′ - - = -l - + +   	 (4.22)

	 ( ) [( ) ( ) ].2 2
0 3 1 2 2 1 2 0 1 0 31 1a A A G H G a A a A′ - = l - + +  	 (4.23)

Если ,2 0G =  ,2 0H =  то рассмотрение уравнений (4.20), (4.21) приводит 
к равенствам S1 = 0, S2 = 0, и из (4.17) следует, что const.j =  Данное равенство 
исключено в постановке задачи. Положим в (4.23) .2 0G ≠  Тогда после исклю-
чения из уравнений l1

2 найдем равенство .2 0G =  То есть в дальнейшем необ-
ходимо положить .2 0G =  Это равенство в первоначальных параметрах таково:

	 ( )sin ( ) cos .2 1 2 0 2 1 0 0G r p r p= + y + - y = 	 (4.24)
В силу (4.24) из равенства (4.22) найдем значение l1

2:

	
( )

.
( ) ( )

2
0 2 3 12

1
0 1 0 31 1

a H A A

a A a A

′ -
l =

- + +



	 (4.25)

Исследование уравнения (4.21) можно провести по аналогии с исследова-
нием уравнения (4.20). Тогда получим:

	 ,
( ) [( ) ( ) ]

2
2 0 2 0
1 2

0 0 1 0 31 1 1

a H

a a A a A

′ σ
l =

+ - + +



	 (4.26)

где
	 ( ) ( ).0 0 1 3 1 33 3a A A A Aσ = - - + 	 (4.27)

Приравнивая значения (4.25), (4.26), установим условие на параметры a0, 
A1, A3:
	 ( ) .0 1 0 31 0a A a A- + = 	 (4.28)

Из (4.28) следует, что случай сферического распределения масс гиростата 
невозможен.

На основании обозначений (4.15) параметр K0 = 0. Это равенство в значи-
тельной мере упрощает уравнение (4.21), которое запишем в виде:
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s ( )sin ( ) s ( )]

[ ( ) s sin s ][ ( ) sin ] .

2 2 2
2 0 1 0 1 0 2 0 1 0 3

2
0 0 2 1 2 0 0 3 0 1

0

co 2 co

2
1 co 2 co 1

H a s b G a s b H H s

b a H S S S a a
L

j + + j + + j + - =

′= - + j + j + j + l - + l j





	
(4.29)

Запишем уравнение (4.20):

 
{

}
[ ( ) ( )]sin [ ( ) ] s

[ ( ) ]sin ( )

[ ( ) s s sin ] s .

0 2 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0

2

0 2 0 2 0 0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 2 1 2 0 1

2 2 1 1 2 1 co

1 1

2 1 co 2 co co

b H a M L a M S a s a L

M S a s a L b a L G

a L b a H S S S

′+ - + j + - + j -

′- - + j + - =

′= - + j + j - j + l j





	

(4.30)

Полагая в (4.30) j1 = p/2, j2 = 3p/2, найдем условие:

	 ( ) ,0 2 0 2 0 0 01 0M S a s a b L′- + =  .0 0G = 	 (4.31)
При 0 0G =  имеем в силу (4.15) условие:

	 ( ) cos ( )sin ,1 2 0 2 1 0 0p r p r+ y + - y =

рассматривая которое совместно с условием (4.24), установим ограничение на 
параметры 1 2 1 2, , ,p p r r :
	 .1 2 1 2 0p p r r+ = 	 (4.32)

Учтем в уравнении (4.30) равенства (4.31):

	
{ }[ ( ) ( ) ]sin [ ( ) ]

( ) s sin s .

2

2 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0

3 2
20 2 3

0 0 2 1 2 02
0

2 2 1 1 1

2
1 co 2 co

H b a M a L M S a s a L

a H A
b a H S S S

a

′+ - + j + - + =

′  = - + j + j + j + 







	
(4.33)

Из уравнения (4.33), которое должно быть тождеством по j, следует равен-
ство S2 = 0. Рассматривая его совместно с условием (4.31), находим значение s2:

	 .2 0s = 	 (4.34)
Тогда в силу обозначений (4.16) можно определить дополнительное усло-

вие H1 = 0, которое запишем с учетом (4.15):
	 3 0 3 0sin cos 0r py - y = 	 (4.35)

Специальный вид уравнения (4.29) позволяет применить к его исследова-
нию другой подход, основанный на полиномиальной структуре. Примем sin j 
за переменную x и учтем в (4.29) условия (4.34), (4.35). Тогда уравнение (4.29) 
запишем так:
	 *( ) ( )( ) ,2 2

0 1 1R x F x x= m - m 	 (4.36)
где

	 ( ) ( ) *( ) , ( ) ( ) ,2 1 0
2 1 0 0 2 1 22 2 1R x H x r x r F x b a H x= - + + = + + β + β 
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  ( ) ( ),1 2
0 1 0 1r a s b G= +  ( ) ,0

2 0 3r H H s= + -  ,1 1Sβ =  ( ) ,2 0 0 0 21S b a Hβ = - +  	 (4.37)

	
( )

,0 1
0

0

2 1 a
L
+ l

m =  .
( )

0 3
1

0 11
a

a

′l
m =

+ l

В силу действительности параметра m1, указаного в (4.37), из (4.35) сле-
дует, что при x = m1 функция R(x) обращается в нуль (m1 – корень уравнения 
R(x) = 0). Сокращая левую и правую части (4.35) на (x – m1)2, получим:

	 2 2 *
2 1 04 ( ) ( ).H x F x- m = m 	 (4.38)

На основании (4.38) и условия S2 = 0 запишем значение 2j  из (4.17):

	 [ ( ) s sin ].2
0 2 0 1 0

0

2
1 co 2b H a S S

L
j = - + j + j +

 	 (4.39)

Проведенные преобразования (см. формулы (4.35)–(4.38)) позволяют из 
(4.29) получить условие (4.38) в первоначальных значениях (т.е. значениях 
по j):

	
s ( )sin ( )

( ) s sin .

2
2 0 1 0 1 0 3

0 0 0 2 1 0

co 2

1 co 2

H a s b G H s

b a H S S

j+ + j + - =

 = - + j + j + 



k 	 (4.40)

Из (4.40) следует: 

	 ,
( )0

0 0

1
1b a

= -
+

k  ( ) .
( )

2 1
0 1 0 1

0 01

S
a s b G

b a
+ = -

+
	 (4.41)

С помощью первого равенства из (4.16) второе соотношение из (4.4) при-
ведем к виду:
	 2

1 0 0( 1) 0.S a a+ + = 	 (4.42)

Поскольку a0 действительный параметр, то из (4.42) следует равенство  
S1 = 0. Тогда из первого равенства системы (4.16) находим значение s1:

	 .1 12
0

1
s G

a
= -

′
	 (4.43)

В силу равенства S1 = 0 из уравнения (4.33) определим, что и первая компо-
нента вектора s имеет значение
	 .1 0s = 	 (4.44)

Из (4.43) следует равенство G1 = 0. Принимая во внимание значение G1 из 
(4.15) и условие (4.35), получим p3 = 0, r3 = 0. На основании этих равенств и 
условия (4.32), которое параметризуем в виде ,1 0 2r p= k  ,2 0 1r p= -k  запишем 
векторы:
	 ( , , ),1 2 0p p=p , ( , , ),0 2 1 0r p p= -k  ( ).0⋅ =p r 	 (4.45)
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Отметим преобразованное значение 2j  с учетом значения S0 = b0(1+ a0)2  ~H2, 
которое следует из (4.33):

	 sin ,0j = ±m j , .0 2
0

0 3
2

a H
a A

m =
′



	 (4.46)

Поскольку уравнение (4.29) рассмотрено частично, то запишем его при 
найденных условиях на параметры:

  [ ]cos ( ) ( ) ( ) sin sin .
2 22 2

2 0 3 0 0 2 0 3 0 12 4 1 1H H s b a H a a  ′j + - = + l - + l j j 
 	 (4.47)

При j = 0 из уравнения (4.47) получим:
	 .3 0 2s H H= +  	 (4.48)

Учитывая условие (4.48), установим последнее ограничение на параметры:
	 l3 = 0.	 (4.49)

Подставим ,0 2H H  из (4.15) в равенства (4.48):

	 ( ) ( )( ) cos ( ) sin .0
3 0 1 0 2 0 0 1 2 02 2

2
a

s a r a p a p r
′
 = + - y + + + y  	 (4.50)

Для сравнения полученных результатов и результатов [18] приведем основ-
ные формулы данной статьи:

 
( )

, , , ( , , ), ( , , ), ( ),

, , ; ( , ).

1 2 3 1 2 0 2 1

3 0
2 1 3 1 0

1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1
1

p p p p

A a
s s A A a

A a

l ≠ l = l = = - ⋅

= = = < ∈
+

p r p rk= = 0
	 (4.51)

Запишем основные результаты [18]:

	
( , ), ( , , ), ( , , ) ( ),

( , ), , , , , .

1 2 3 2 1 3

0 3 1 3 1 0

0 1 3

41 5 1
0 1 3 0 2

2 2

i

i

i p p p p p r

s i a A A A A a

l = = = - ⋅ ≠

 -  ≠ = ∈ < = =      

p r p r= 0
	 (4.52)

Отличия (4.51) от (4.52) очевидны; отметим, что в случае (4.51) вариант 
A3 = A1 невозможен. Кроме этого, решение [18] характеризуется эллиптиче-
скими функциями:
	 ( , ),0 0 1a ∈  .2 1A A< 	 (4.53)

5. Геометрическая интерпретация движения гиростата в случае y = j. Без 
ограничения общности рассмотрим (4.46) только с положительным знаком:
	 sin .0j = m j 	 (5.1)

Вычислим j(t), где t = m0t:

	 ( ) .2arctg etj t = 	 (5.2)
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Из (5.2) следует, что j(0) = p/2, при t  →  ∞: j(t)  →  p. Рассмотрим подвиж-
ный годограф вектора w из (2.6) в данном случае:

	 ( )sin ( ),1
0= m j +aw g 	 (5.3)

где

	 ( ) ( sin , cos , ).1
0 0 0a a a′ ′= j jg 	 (5.4)

На основании (5.3), (5.4) находим компоненты w:

	 sin ,2
1 0 0a′w = m j  sin cos ,2 0 0a′w = m j j  ( )sin .3 0 01 aw = m + j 	 (5.5)

Исключим в (5.5) переменную j:

	 ( )( ) ( ) ,2 2 2
0 1 2 0 31 1 0a a+ w + w - - w =  .

( )

2
0 3

1 2
0 01

a

a

′w
w =

m +
	 (5.6)

Таким образом, в силу (5.6) подвижный годограф угловой скорости гиро-
стата – линия пересечения конуса второго порядка и параболического цилин-
дра (образующие его параллельны оси Oy). Начальная точка имеет координа-
ты a0′m0, 0, m0(1 + a0), а предельная точка (t  →  ∞) имеет координаты (0, 0, 0). То 
есть при t  →  ∞ конец вектора угловой скорости асимптотически стремится к 
началу координат.

Запишем неподвижный годограф w:

	 ,3zw = w  ,2xw = -w  .1hw = w 	 (5.7)

Формулы (5.7) показывают свойство изоконичности движения гироста-
та – подвижный и неподвижный годографы симметричны друг другу относи-
тельно касательной плоскости. Выше показано, что, кроме данного свойства, 
движение гиростата – асимптотическое к состоянию покоя.

6. Прецессионные движения динамически симметричного гиростата в случае, 
когда скорость прецессии в два раза больше скорости его собственного вращения. 

В силу постановки задачи имеем равенство:
	 y = 2j.	 (6.1)

При записи (6.1) постоянная, которая может быть введена, принята равной 
нулю. Запишем обозначения (4.3) при условии y = 2j:

	
( ) , ( ) ,

( ) , ( ) .

2 2
0 0 1 0 3 0 0 3

2
0 0 1 0 0 3 0 0 1 0 3

4 1 2 1 2

2 1 2 2 1 2

L a A a A M a A

N a A a a A K a A a A

= + + = +′

= + + = - +′
	 (6.2)

Сохраняя необходимые аналогии обозначений (4.4), (4.5), для случая (6.1) 
имеем:

	
( )( ) sin cos sin cos

sin cos ,
1 0 3 3 2 2

1 2 0

3 3 2 2F b G H G H

S S S

j = j - j + j - j +

+ j + j + 	 (6.3)
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[ ]
( )

( ) ( cos ) sin cos sin cos

sin s s sin ,
2 0 1 2 0 3 3 1 1

0 3 3 1 2

sin 3 3

3 co 3 co

F a s s b H G H G

b H G S S

j = j - j + j + j - j - j =′

= j + j + j + j 

	
(6.4)

	 * * *

( ) [ sin s ( sin s )

sin s ],

2
3 0 3 3 0 0 2 2

1 2 3

3 co 3 2 co 2

co

F a G H a b G H

S S S

j = j + j + j - j +′

+ j + j +

 

  	 (6.5)

	 sin s sin s sin s ,1 3 3 2 2 1 13 co 3 2 co 2 coH G H G H GF = j + j + j + j + j + j 	 (6.6)

	 ,1 0 1 0 1S a s b G= +′  ,2 0 2 0 1S a s b H= -′  ,0 0 3S a s E= + 	 (6.7)

	 ,1 0 1 0 1S a s b G= -′  ( ),2 0 2 0 1S a s b H= - -′  * ,1 0 1 1S a s G= -   

	 * ,2 0 2 0 1S a s b H= +   * ,3 0 3S a s= - ′ 	 (6.8)

	 ( ) ,3 0 31H a H= +   ( ) ( )cos sin ,0
3 1 2 0 2 1 02

a
H r p r p

′
 = + y - - y 



	 ( ) ,3 0 31G a G= +   ( ) ( ) ,0
3 1 2 0 2 1 0sin cos

2
a

G r p r p
′  = + y + - y 

 	 (6.9)

	 ( )sin cos ,2
2 0 3 0 3 0H a r p= y - y′  ( )cos sin ,2

2 0 3 0 3 0G a r p= - y - y′

	
( ) ( )

( ) ( )

( ) , ,

( ) , .

0
1 0 1 1 1 2 0 2 1 0

0
1 0 1 1 1 2 0 2 1 0

1 sin cos
2

1 cos sin
2

a
H a H H p r p r

a
G a G G p r p r

′  = - = + y - - y 
′  = - = - + y + - y 

 

 

	 (6.10)

Запишем интеграл энергии (4.7) и уравнения (4.8), (4.10), приняв во вни-
мание равенство l2 = 0, которое можно получить поворотом подвижной си-
стемы координат:

	 ( )
,2 1

0

2F
L
j

j =
	 (6.11)

	 ( ) ,0 2 12 cosM Fj = j - l j ⋅ j  	 (6.12)

	 ( ) [ ( )sin ].2 2
0 0 3 0 1 0 0 32 1 2 2a K F a a aj + j = j l + j - l′ ′ ′  	 (6.13)

Запишем (6.11), уравнение (6.12) и уравнение (6.13). После преобразова-
ний последних имеем:

	 ( )sin cos ... ,2 0
3 3

0

2
3 3

b
G H

L
j = j - j +

	 (6.14)

  ( ) ( )
( )

cos sin ... cos sin ...

( cos ) sin cos ... ,

2

0 0 3 3 0 3 3

2 2
0 0 1 3 3

3 3 3 3 3

4 1 2 3 3

b M G H L G H

L a G H

 j - j + - j - j + = 

= l + j j - j +′
	

(6.15)
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( ) ( )
( )

[ sin cos ... sin cos ... ]

sin cos ... .

2 2
0 0 0 3 3 0 0 3 3

2
0 0 0 3 3

2 3 3 3 3

3 3

a K b G H a L G H

L a b G H

j - j + - j - j + =′ ′

= j - j +′
	

(6.16)

На первом этапе предположим, что G3
2 + H3

2 = 0. Из уравнения (6.15) в силу 
того, что в левой части старшие гармоники равны шести, в правой части — 
пяти, получим условие на параметры A1, A3, A3, a0:

	 ( ) ( ) ,0 1 0 32 1 1 2 0a A a A+ - + = 	 (6.17)
На основании (6.17) значения K0 и L0 таковы:

	 ,0 12K A= -  ( ) .0 0 36 1L a A= +

Проводя анализ уравнения (6.16) так же, как уравнения (6.15), получим 
1 + a0 = 0, то есть a0 = -1, a0′ = 0, что невозможно. Итак, в дальнейшем необхо-
димо положить G3 = 0, H3 = 0. На основании обозначений (6.9) имеем:
	 , .1 2 2 1r p r p= - = - 	 (6.18)

Запишем функции (6.3)–(6.6) при полученных условиях:

	
* * *

( ) ( sin s ) sin s ,

( ) s sin ,

( ) ( sin cos ) sin cos ,

( ) sin cos sin cos .

1 0 2 2 1 2 0

2 1 2

2
3 0 0 0 2 2 1 2 3

1 2 2 1 1

2 co 2 co

co

2 2

2 2

F b G H S S S

F S S

F a a b G H S S S

H G H G

j = j - j + j + j +

j = j + j

 j = j - j + j + j +′  
F j = j + j + j + j

 

 

	 (6.19)

Рассмотрим первое уравнение из (6.12); учтя (6.18), имеем:

	
[ ]( cos sin ) ...

( sin cos )cos ...).

22
0 0 2 2

2 2
0 1 2 2

2 2

2 2 2

M b G H

a G H

j + j + =

= l j - j j +′ 	 (6.20)
В случае M0 = 0 параметр a0 имеет значение 

	 ,0
1
2

a = -

при котором из уравнения (6.20) следуют два варианта:
	 1.  ;1 0l =  2.  ,2 0H =  .2 0G = 	 (6.21)

Полагая в (6.20) M0 ≠ 0, получим два условия:

	 ( ) , ( ) .2 2 2 2 2 2 2 2
2 0 0 2 0 1 0 0 0 2 2 0 2 1 02 0G b M H a L b M G H a H L- l = - = - l′ ′ 	 (6.22)

Если в уравнениях (6.22) полагать G2 ≠ 0, то, исключив параметр l1
2 (полага-

ем l1 ≠ 0), получим G2
2 + H2

2 = 0. Поэтому G2 = 0 и имеем равенство:

	 ( ) .2 2 2
2 0 0 0 0 1 0H b M a L+ l =′ 	 (6.23)

Таким образом, в (6.22) необходимо положить:
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	 1. G2 = 0, H2 = 0; 2. G2 = 0, H2 ≠ 0, .
( )

2
2 0 2
1 3

0 0

M H

a L
l =

′
	 (6.24)

Случай G2 = 0, H2 = 0. Положим в (6.19) G2 = 0, H2 = 0:

	
* * *

( ) sin cos , ( ) cos sin ,

( ) ( sin cos ), ( ) sin s .
1 1 2 0 2 1 2

3 0 1 2 3 1 1 1co

F S S S F S S

F a S S S H G

j = j + j + j = j + j

j = j + j + F j = j + j′

 

	 (6.25)

Функции ( ),2j j  ( )j j  таковы:

	 ( sin cos )
( ) ,2 1 2 0

0

2 S S S
L

j + j +
j j =

 ( ) ( cos sin ).1 2
0

1
S S

L
j j = j - j

	 (6.26)

Рассматривая первое уравнение из (6.12), в случае значения функций 
(6.25), (6.26) и с учетом l1 ≠ 0 находим нулевые значения параметров S1 и S2. 
В силу первой формулы из (6.26) получим случай регулярной прецессии, ко-
торый исключается в данной статье.

Случай G2 = 0, H2 ≠ 0. Из обозначений (6.9) следует, что параметры y0, p3 и 
r3 должны удовлетворять условию:
	 cos sin .3 0 3 0 0r py + y = 	 (6.27)

Поскольку вычислительная часть анализа первого уравнения из (6.12) 
аналогична анализу соответствующего уравнения, которое рассмотрено при  
y = j, то сформулируем только окончательные результаты. Вначале выпишем 
условие на A1, A3, a0:

	 ( ) ( ) .2
0 0 1 0 34 1 1 4 0a a A a A- - - = 	 (6.28)

В случае сферического распределения масс гиростата из равенства (6.28) 
имеем:

	 .0 0
1 1

arccos
4 4

a
 = q =    	 (6.29)

Таким образом, получен интересный результат, поскольку, как показано 
в работе [17], для аналогичного резонансного случая (y = 2j) в задаче о дви-
жении твердого тела со сферическим распределением масс в трех однородных 
силовых полях имеет место равенство (6.29). При произвольном распределе-
нии масс полученное условие на параметры не совпадает с (6.28).

В результате изучения первого уравнения из (6.12) найдем другие условия 
на параметры:

	 , sin cos , ( ) ,2 1 0 2 0 0 1 10 0 1s p p a s G= y - y = + = 

	
( )

, .
( )

2
2 2 0 0
1 1 12 3

00 0

2 1H M a
S G

aa L

-
l = =

′′
 	 (6.30)
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При выполнении равенств (6.30) для функции j(t) справедливо дифферен-
циальное уравнение
	 (sin ),0 0j =m j+ a 	 (6.31)
где

	 , .0 2 1
0 0

0 0 2
2

4
b H S

L b H
m = a = 	 (6.32)

Выпишем остальные условия, которые устанавливаем из уравнения (6.12) 
и уравнения (6.13):

	

( )( )
( ) , ,

( )

( ) .

4 0 0 1 1
3 0 0 1 0 2 33

0 2 2

2 2 2 2
0 3 0 0 1 2

0 2

1 1 21
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	(6.33)

Из равенства (6.27) и второго равенства из (6.30) получим:
	 .1 3 2 3 0p r p p+ = 	 (6.34)

Из уравнения (6.31) имеем:

	  ( ) ( ) ( ) , .0
02

0

tg
2arctg

1 tg
Q Q t

a t j t = t t = t = m a - - t 
	 (6.35)

Приведем пример действительности полученного решения. Рассмотрим 
следующие значения параметров:

	 0 0y = , 0
1
4

a = , 0
1

15
4

a =′ , 1 0p > , 3 0p < , 1 33 2 15 0.p p+ >

Тогда нетрудно убедиться, что значение m0 из (6.32) действительно, а значе-
ние a0 из (6.32) удовлетворяет условию a0 > 1. Следовательно, j(t) – действи-
тельная функция; в силу y(t) = 2j(t) функция y(t) имеет такое же свойство.

Отметим, что функция (6.35) отвечает периодическому изменению функ-
ции sin j(t). В п. 5 доказано свойство асимптотичности гиростата при y = j. 
В случае (6.30) также имеет место аналогичный результат; но чтобы исследо-
вать новый случай (отличный от случая п. 5) и принято предположение a0 > 1.

Рассмотрим подвижный годограф угловой скорости (2.6):

	 ( )(sin )( )1
0 0 2= m j + a +aw g 	 (6.36)

или в скалярной форме из (6.36) имеем:

	

(sin )sin , (sin ) ,

( ) (sin ).
1 0 0 0 2 0 0 0

3 0 0 0

2 2 cos

1 2

a a

a

w = m j + a j w = m j + a j′ ′

w = m + j + a 	 (6.37)
Запишем уравнения неподвижного годографа:
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2
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x h
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w = m + j + a
	 (6.38)

На основании (6.36) устанавливаем, что подвижный годограф – линия 
пересечения поверхностей
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Первая поверхность из (6.39) является круговым конусом с вершиной 
в точке O; вторая поверхность – параболический цилиндр с образующими, 
параллельными оси Oy.

Исключим переменную j в параметрических уравнениях (6.37):

	

( ) ( ) ,

[ ( ) ][ ( ) ].
( )

2 2 2 2 2
0 0

0
0 0 0 02 3

0 0

2 0

2 2
2

a a

a
a a

a

x h z

z
x z z

+ w + w - w =′

w′
w = m + - w m + + w

m +
	 (6.40)

Как и в случае подвижного годографа из (6.39), первая поверхность из 
(6.40) также является круговым конусом с вершиной в начальной точке; вто-
рая поверхность из (6.40) – цилиндрическая поверхность с образующими, па-
раллельными оси Oh, и направляющей кривой третьего порядка.

Таким образом, движение гиростата является периодическим. Для получе-
ния его периода применим формулу (6.35), которую запишем в виде:

	 ( ) .0

2
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2 1 tg

a tj t
=

a - - t

На основании этой формулы установим равенство:
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Из соотношений (6.37), (6.38), (6.41) следует, что периоды всех компонент 
одинаковы и равны T  = p/2m0. В силу (6.31) и условия 2y = j   получим, что 
скорости прецессии и собственного вращения имеют тоже период T, но углы 
y, j связаны резонансным условием 1 : 2.

7. Сравнительный анализ решения п. 6 с решением [17]. Приведем основные 
соотношения п. 6: 
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Условия существования решения [17] таковы:
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Вначале отметим, что при сферическом распределении масс значения a0 
в (7.1), (7.2) совпадают. Отличие состоит в условиях на векторы s, p, r, а также 
во множествах изменения параметров a0. Отметим, что в (7.2) возможен слу-
чай распределения масс гиростата, который характеризуется условиями Ко-
валевской (A2 = A1 = 2A3) и значением cos q0 = 0 (q0 = p/2). Принципиальным 
отличием решения п. 6 и решения [17] является свойство функций j(t): в п. 6 
решение определено через элементарные функции времени, в [17] решение 
выражается эллиптическими функциями времени.

Заключение. В статье получено два решения в замкнутом виде для уравне-
ний движения гиростата в трех однородных силовых полях. Предполагается, 
что гиростат обладает свойством динамической симметрии относительно оси, 
образующей постоянный угол с одной из неподвижных осей в пространстве. 
Первое решение (y(t) = j(t)) описывается элементарными функциями време-
ни и характеризуется дополнительным свойством асимптотичности к состоя
нию покоя. Второе решение y(t) = 2j(t) также описывается элементарными 
функциями времени, но дополнительными свойствами могут быть как асим-
птотические, так и периодические движения гиростата.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 
№ 19-71-30012.
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Abstract – The subject of investigation is the problem on precession motions 
of a gyrostat with a fixed point in three homogeneous force fields. The class of 
precessions under consideration is characterized by the constancy of the precession 
angle and by the commensurability of the precession and proper rotation velocities. 
Equations of motion of a gyrostat are reduced to a system of three second order 
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differential equations with respect to velocities of precession and proper rotation. 
Integration of these equations is conducted in the case of precessionally isoconic 
motions (the precession velocity equals to the proper rotation velocity) and in the 
case of 2:1 resonance, when the precession velocity is two times more, than the 
proper rotation velocity. It is proved that the obtained solutions can be described 
by elementary functions of time.

Keywords: gyrostatic moment; precessions; force fields; new solutions
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В механике сплошных сред (особенно в гидроаэромеханике) широко 
распространены методы моделирования течения (деформации) по ха­
рактерным числам. Настоящая работа посвящена поиску характерных 
комбинаций определяющих термоупругих модулей, геометрических 
и термомеханических параметров краевой задачи. Особенностью мо­
делирования деформирования микрополярных тел по характерным 
числам является достаточно большое число (13) определяющих моду­
лей. В линейном приближении выводятся определяющие уравнения, 
уравнения динамики и уравнение теплопроводности полуизотропного 
микрополярного термоупругого континуума. Проводится размерный 
анализ основной системы дифференциальных уравнений. Предложен 
физически согласованный ряд (9 первичных и несколько произвольных) 
безразмерных характерных комбинаций определяющих постоянных. 
Выполнен расчет характерных чисел для гармонических волн, распро­
страняющихся вдоль оси свободного теплоизолированного длинного 
цилиндрического полуизотропного термоупругого волновода. 

Ключевые слова: теплопроводность, микрополярное термоупругое тело, 
полуизотропное тело, характеристическое число, размерный анализ, 
нано/микродлина, нано/микромасштаб
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1. Введение. Современные экспериментальные исследования [1] отчет­
ливо указывают на то, что важной особенностью многих материалов яв­
ляется чувствительность термомеханических свойств к преобразованиям, 
изменяющим ориентацию пространства на противоположную — инвер­
сиям и зеркальным отражениям1. Одной из простейших математических 
моделей, в которой оказывается возможным учет указанной чувствитель­
ности, является модель полуизотропного микрополярного термоупругого 

1  При этом важна трехмерность пространства.
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континуума, предложенная в работах [2–8]. В микрополярной теории термо­
упругости, как известно, трансляционные перемещения каждого элемента 
континуума сопровождаются микроповоротами (спинорными перемещения­
ми). Спинорные и трансляционные перемещения считаются кинематически 
независимыми [9–11]2. Корректное построение определяющих уравнений и 
энергетических форм термодинамических потенциалов для полуизотропных 
микрополярных термоупругих сред требует привлечения аппарата алгебры и 
анализа псевдотензоров [13–17], исходя из принципа ковариантного посто­
янства целых степеней псевдотензорных единиц.

Исследование процессов распространения гармонических волн в телах 
с нано/микроструктурными особенностями является важной в прикладном 
аспекте задачей современной волновой термомеханики [18, 19]. При иссле­
довании такой задачи, а также при моделировании по характерным числам 
[20–25] важную роль играют безразмерные комбинации определяющих тер­
моупругих модулей, геометрических и термомеханических параметров крае­
вой задачи. Подобные комбинации хорошо известны в гидромеханике в ис­
следованиях термомеханических особенностей течения жидкостей и газов [20, 
25] (число Нуссельта (Nu), число Эйлера (Eu), число Релея (Ra), число Фруда 
(Fr), число Грасхофа (Gr), число Прандтля (Pr), число Рейнольдса (Re), число 
Ричардсона (Ri), число Струхала (Sh) и т.д.).

В настоящей работе исследуются характерные комбинации определяющих 
термоупругих модулей, геометрических и термосиловых параметров краевой 
задачи. Особенностью моделирования по характерным числам является до­
статочно большое число (13) определяющих модулей. В линейном приближе­
нии выводятся определяющие уравнения, уравнения динамики и уравнение 
теплопроводности полуизотропного микрополярного термоупругого конти­
нуума. Проводится размерный анализ указанной системы уравнений. Предло­
жен физически согласованный ряд (9 первичных и несколько произвольных) 
безразмерных характерных комбинаций определяющих постоянных. Выпол­
нен расчет характерных чисел для гармонических волн, распространяющихся 
вдоль оси свободного теплоизолированного длинного цилиндрического полу­
изотропного термоупругого волновода.

2. Упругий потенциал и определяющие уравнения связанной полуизотропной 
термоупругости. Примем линеаризованную по функциональным аргументам 
объемную плотность свободной энергии Гельмгольца для анизотропного мик­
рополярного термоупругого континуума3 в виде [26]:

	 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

I II III IV
= E E E Eik lm ik lm ik lm ik l

ik lm ik lm ik lm ikl
⋅

⋅Y + k k + k + j +   

2  �Последнее обстоятельство означает, что они могут быть введены в модель микрополярного тела 
без привлечения метода множителей Лагранжа.

3  �Заметим, что в работах В. Новацкого [10, 11], в записи энергетической формы термоупругого 
потенциала все слагаемые с температурой введены со знаком минус. Указанное обстоятельство 
выглядит достаточно неубедительным с точки зрения положительной определенности 
энергетической квадратичной формы. Поэтому в формуле (1) все слагаемые вводятся 
с положительным знаком.
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	 ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

V VI VII VIII IX
E E E E Eik l ik l ilik l i l

ik ik l ik l il i ll
⋅

⋅+ k j + k + k k + j j + k k +

	 ( ) ( ) 2
( ) ( )

X XI XII XIII XIV XV
E E E E E E ,ik ik il i i

l ik ik i ii
⋅
⋅+ j k + q + k q + j q + k q + q 	 (2.1)

где 

	 ( )( )

I
E ik lm , ( )( )

II
E ik lm , ( )( )

III
E ik lm , ( )

IV
E ik

l

⋅

⋅
, ( )

V
E ik

l

⋅

⋅
, ( )

VI
E ik l ,  

	
VII( )
E

ik l
, 

VIII( )
E

il
, ( )

IX
E il , 

X
E l

i

⋅

⋅
, ( )

XI
E ik , ( )

XII
E ik , 

XIII
E

i
, 

XIV
E i , 

XV
E  

— определяющие тензоры анизотропного микрополярного термоупруго­
го континуума; q  →  q - q0 — температурный инкремент (считается малой 
первого порядка); q0 — референциальная температура; (ik) — симметричная 
часть асимметричного тензора деформации; k(ik) — симметричная часть тен­
зора изгиба–кручения; ji — вектор, сопутствующий антисимметричной части 
асимметричного тензора деформации; ki — вектор, сопутствующий антисим­
метричной части тензора изгиба–кручения.

Асимметричный тензор деформации, тензор изгиба–кручения, их симмет­
ричные части и сопутствующие векторы определяются в терминах векторов 
трансляционных uk и спинорных φk перемещений согласно равенствам:

	 = , = ,k s s
ij i j ijk i iu ⋅

⋅∇ - φ k ∇ φ  	 (2.2)

	 ( ) ( )
1 1

= ( ), = ( ),
2 2kl k l l k kl k l l ku u∇ + ∇ k ∇ φ + ∇ φ 	 (2.3)

	 ,[ ]
[ ]

1 1
= , =

2 2
i ikl kl

kl i iklj - k k   	 (2.4)

где ikj = ikj — символы перестановок, ∇k — оператор ковариантного диффе­
ренцирования. Символы перестановок, как и метрический тензор gij, счита­
ются физически безразмерными объектами. Круглые и квадратные скобки 
означают операции симметрирования и альтернирования по заключенным в 
них индексам.

Следствием второго закона термодинамики для полуизотропных микропо­
лярных термоупругих тел являются определяющие уравнения: 

	

ln

( ) ( )

( ) ( )

= , = ,

2 = , 2 = ,

= , = ( ).

ij ik

ij ik

ii i

i
j j

k

t

S J J

∂Y ∂Y
µ

∂ ∂k
∂Y ∂Yt µ∂j ∂k
∂Y

- ∇ q
∂q



	 (2.5)
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Приведенное уравнение баланса свободной энергии запишем в форме [27, 
28]: 
	 ( ) ( ) 1

( ) ( )( ) = .ij ik i i i
ij ik i i iS t h-

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅- ∂ Y + ∂ q + ∂ + µ ∂ k + t ∂ j + µ ∂ k - q ∇ q Ξq 	 (2.6)

Здесь ∂. — производная по времени при фиксированных координатах x k, S — 
объемная плотность энтропии, Ξ — неконтролируемое производство энтро­
пии (в единицу времени, в расчете на единицу объема).

Уравнение баланса энтропии в рамках предлагаемой к рассмотрению схе­
мы исследования принимает вид: 

	 = ,j
jS J⋅∂ -∇ + S + Ξ 	 (2.7)

где J j — вектор потока энтропии, S — объемная плотность контролируемого 
производства энтропии. В дальнейшем изложении будем полагать отсутствие 
лучистого тепла, т.е. S = 0.

Для неконтролируемого производства энтропии справедлива следующая 
цепочка равенств: 

	 ( ln ) ln .2 1j j
j k jh J- -Ξ = -q ∇ q = -q ∇ q ∇ q 	 (2.8)

Нелинейное уравнение теплопроводности получим подстановкой опреде­
ляющих уравнений (2.5) в уравнение баланса энтропии (2.7), учитывая 

	 qJ j = h j.
В силу абсолютной инвариантности температуры алгебраические веса по­

тока тепла и энтропии совпадают.
В итоге получим: 

	 .1
( ) ( )

( ) ( )
=i j

ij ik i ji
ij ik i

S S S S S
h-

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ + ∂ k + ∂ j + ∂ k + ∂ q -q ∇
∂ ∂k ∂k ∂q∂j




	 (2.9)

В качестве закона теплопроводности примем линейный закон Фурье: 

	
XVI

= E ,kik
ih - ∇ q 	 (2.10)

где 
XVI
E ki  — определяющий тензор теплопроводности.

После линеаризации уравнения теплопроводности (2.9) с учетом (2.11) и 
(2.10) окончательно получим: 

	 ,( ) ( ) 1 1
( ) ( ) 0 0

XI XII XIII XIV XVI
E E E E = Eij ij jsi i

ij ij i i j sC- -
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∂ + ∂ k + ∂ j + ∂ k + q ∂ q q ∇ ∇ q

где C — теплоемкость тела в расчете на единицу объема.
Определяющие уравнения (2.5), соответствующие квадратичной форме 

свободной энергии Гельмгольца (2.1), принимают вид: 
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2 2 E E E E E ,ll lm lm
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⋅ ⋅⋅ ⋅⋅t = j + k + + k + q 	 (2.11)

	 ( ) ( ) ( )
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IX X VI VII XIV
2 = 2 E E E E E ,il lm i lm i iii l

l lm lml
⋅
⋅µ k + j + + k + q

	 ( ) ( )
( ) ( )

XI XII XIII XIV XV
= E E E E E .ik ik ii

ik ik i iS - - k - j - k - q

Для полуизотропного микрополярного термоупругого тела определяющие 
тензоры в декартовой системе координат примут вид [29–32]: 
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	 (2.12)

Кроме того, для полуизотропного тела шаровым оказывается тензор коэф­
фициентов теплопроводности: 

	
XVI
E = ,js jsgl

где l — коэффициент теплопроводности.
Определяющие постоянные удобно выразить в терминах материальных 

термомеханических параметров в следующем виде [33–35]: 
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1 1 1 1 1

2 2 2
3 2

2 2 2 2 2

4 5 6
3 3 3 3 3

2

XV1 * 2 * 0

= 2 (1 2 ) , = 2 , = 2 ,

= 2 , = 2 , = ,

= 2 , = 2 , = ,

1
= 4 , = 4 , = =

1 2

a G b c G b c Gc

a GL c b c GL b c GL c

a GLc b c GLc c b GLc

c
d G d GL F E

-n - n + -

+ -

+ -

+ n r
- a - b -

- n q

	 (2.13)
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где G — модуль сдвига; n — коэффициент Пуассона; L — характерная мик­
родлина; c1, c2, c3, c4, c5, c6 — не имеющие физической размерности псевдоска­
ляры;  

*
a — коэффициент линейного теплового расширения;  

*
b — коэффициент 

теплового искажения (см. [2, 7]).
3. Уравнения динамики и уравнение теплопроводности связанной полуизо-

тропной микрополярной термоупругости. Уравнения динамики микрополяр­
ного континуума выводятся из вариационного принципа виртуальных пере­
мещений в ковариантной форме: 

	
2

2

= ( ),

2 = ( ).

ik k k
i

i
i k k k k

t f u

l

⋅⋅
⋅

⋅ ⋅⋅

∇ -r - ∂

∇ µ - t -r - ∂ φI
	 (3.1)

где f  i — вектор массовых сил, li — вектор массовых моментов.
Определяющие уравнения полуизотропной микрополярной среды, учиты­

вая замену (2.13), записываются в форме: 
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  	 (3.2)

Возвращаясь к записи в терминах асимметричных тензоров силовых и мо­
ментных напряжений, получим: 
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Подставив полученные определяющие уравнения (3.3) в уравнения дина­
мики (3.1), дополнив их уравнением теплопроводности [27, 28] для полуизо­
тропного микрополярного тела, получим замкнутую систему дифференциаль­
ных уравнений: 
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(3.4)
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где приняты следующие обозначения: 

	 4 4 5 6 5 5 6 6 6
1 1 1 1

= , = , = .
2 4 2 4

c c c c c c c c c′ ′ ′+ + - - 	 (3.5)

Размерности основных тензорных величин и определяющих постоянных 
микрополярной термомеханики в системе СИ представлены в табл. 1 и 2. 
Кроме того, в табл. 1 и 2 приводятся алгебраические веса, соответствующие 
используемым псевдоинвариантным элементам объема и площади [36–38].

4. Размерный анализ связанной системы уравнений динамики полуизотроп-
ного микрополярного термоупругого тела. Здесь и далее введем в рассмотрение 
функцию d.i.m, действующую на физическое поле и равную значению его 
размерности в системе СИ. Для безразмерного физического поля j функция 
d.i.m принимает пустое значение: 
	 d.i.m( ) = null.j 	 (4.1)

Криволинейные координаты не всегда имеют одинаковую размерность. 
Поэтому, при анализе размерностей следует преобразовать метрическую фор­
му так чтобы криволинейные координаты имели одну и ту же размерность. 
После чего необходимо осуществить переход к безразмерным криволинейным 
координатам с помощью размерного множителя. Схематически это можно 
представить следующим образом: 

	 .d.i.m( ) = var d.i.m( ) = м d.i.m( ) = nulli i ix x x→ → 	 (4.2)

Следуя предложенной процедуре, заменим размерные физические поля и 
геометрические объекты их безразмерными аналогами с помощью масштаби­
рующей замены переменных и физических полей: 
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	 (4.3)

где xi — координаты; l1 и l1 — масштабные факторы длины (d.i.m(l1) = 
= d.i.m(l2) = м); t — масштабный фактор времени (d.i.m(t) = c), G — масштаб­
ный фактор силовых напряжений (d.i.m(G) = кг · м-1 · с-2); GL — масштабный 
фактор моментных напряжений (d.i.m(GL) = кг · с-2). В схеме (21) безраз­
мерные переменные, находящиеся в правых частях соотношений, следует 
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отличать от размерных, например с помощью волны сверху корневого симво­
ла, что неизбежно приведет к усложнению записи дифференциальных урав­
нений. Поэтому для упрощения записи формул в дальнейшем опустим ука­
занное обозначение и будем вести изложение в безразмерных переменных.

С учетом масштабирующей замены (4.3) запишем уравнения (3.4) в век­
торном виде: 

	

1 1
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	 (4.4)

Анализируя систему дифференциальных уравнений (4.4), можно выделить 
следующие характерные комбинации определяющих постоянных и масшта­
бирующих параметров:

	

1 1 2 2 1 2 2 2
2 1 1

1 2 3

1 1 2 1 1 1
1 2 1 1 2

4 5 6 *

1 2 1
0 1 0 1

7 8 4 * 9* *
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r t r t

l t l a t

+ n
bq q a l b t

- n

I

	 (4.5)

Отметим, что характерное число C
1
h чувствительно к зеркальным отраже­

ниям и инверсиям трехмерного пространства. Указанное обстоятельство го­
ворит об исключительной важности данного числа при моделировании про­
цессов деформирования полуизотропных микрополярных термоупругих тел.

Кроме 9 характерных чисел (4.5), характерным числом может являться 
комбинация физически безразмерных определяющих модулей, т.е. 
	 1 2 3 4 5 6Ch = ( , , , , , , ),PF c c c c c cn 	 (4.6)

а также совместные комбинации характерных чисел (4.5) и (4.6). Функция FP 
вычисляется согласно правилу: 
	 3 5 61 2 4 7

1 2 7

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 51 2 3 4 6
, , , , , ,

( , , , , , , ) = ,p p pp p p p
P p p p

p p p p p p p

F c c c c c c A c c c c c cn n∑ 

	 (4.7)

где 1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,p p p p p p p  — целые числа, связанные соотношением 
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	 1 2 3 4 5 6 7 = .p p p p p p p P+ + + + + + 	 (4.8)
После подстановки характерных чисел (4.5) в систему (4.4) получим: 
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5. Распространение связанных гармонических волн полей температурного ин-
кремента, трансляционных и спинорных перемещений в цилиндрическом волно-
воде. Рассмотрим задачу о распространении связанной гармонической волны 
с частотой w вдоль оси свободного теплоизолированного длинного цилиндри­
ческого волновода радиуса a. В этом случае поля температурного инкремента, 
трансляционных и спинорных перемещений можно представить в форме: 

	 ,= , = , =i t i t i te e Be- w - w - wqu A S 	 (5.1)
где w — циклическая частота гармонической волны; A, S — (комплексные) 
векторы пространственной поляризации волны; B — (комплексная) амплиту­
да температурного инкремента. Поиск решения удобно проводить в цилин­
дрической системе координат (r, j, z).

В рассматриваемом случае удобно принять l1 = l2 = l. Тогда в качестве 
масштабных факторов линейного размера и времени примем радиус цилиндра 
l = a и циклическую частоту t = w–1. Замену переменных произведем согласно 
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	 (5.2)

В этом случае характерные числа (23) примут вид: 
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Анализируя выражения (5.3), можно заключить следующее: 
	

1
Ch 1

	 (5.4)

или 
	 ,L a 	 (5.5)
т.е. характерный линейный размер (радиус цилиндрического волновода) су­
щественно больше характерной нано/микродлины.

Второе характерное число можно преобразовать, вспоминая, что волновое 
число, соответствующее распространению поперечной/продольной волны, 
связано с циклической частотой и скоростями соотношениями: 

	 2 2 2 2 2
P P= = .k c k c⊥ ⊥w 	 (5.6)

Кроме того, учитывая, что квадраты скоростей поперечной и продольной 
волн равны соответственно: 

	 2 1 2 1 1
P= , = (1 )(1 2 ) ,c G c G- - -

⊥ r r - n - n 	 (5.7)

получим 
	 2 2 2 2 2 2

P P
2

Ch = = .a k c c a k-
⊥ ⊥ 	 (5.8)

Отметим, что в качестве масштабных факторов длины можно было бы вы­
брать волновые числа kP или k⊥, что говорит о гибкости методов моделирова­
ния по характерным числам.

Заключение. Настоящая работа посвящена моделированию деформирова­
ния микрополярных тел по характерным числам. Метод впервые появился 
в задачах гидроаэромеханики.  

1. Развита 13-константная модель полуизотропного микрополярного тер­
моупругого тела в терминах конвенциональных упругих модулей, характерной 
нано/микродлины, безразмерных микрополярных модулей и термических 
модулей. 

2. Базовая энергетическая квадратичная форма выбрана как анизотроп­
ное Е-представление свободной энергии Гельмгольца, найденная в результате 
определенного алгоритма. 

3. Рассмотрена “прямая” форма уравнений динамики и уравнения тепло­
проводности полуизотропного микрополярного термоупругого тела. 

4. Выполнен размерный анализ системы дифференциальных уравнений 
полуизотропного микрополярного термоупругого тела. 

5. Предложен физически обоснованный перечень безразмерных харак­
терных чисел, сформированный из микрополярных упругих и термических 
модулей. 

6. Анализ размерностей выполнен исходя из метрической формы, преоб­
разованной так, чтобы криволинейные координаты имели одну и ту же раз­
мерность. Затем осуществлен переход к безразмерным криволинейным коор­
динатам с помощью размерного множителя. 
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7. В качестве примера рассмотрено гармоническое волновое поле в длин­
ном теплоизолированном цилиндрическом полуизотропном термоупругом 
волноводе. Перечень включает характерные комбинации с радиусом волно­
вода, характерными фазовыми скоростями и волновыми числами. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фон­
да в рамках проекта № 23-21-00262.

Таблица 1. Основные тензоры и псевдотензоры микрополярной 
термомеханики

Терминологическое  
обозначение

Сим­
вольное 
обозна­
чение

Размерность 
СИ

Алгебраический 
вес

[-1]
dt dt [+1]

dt
вектор трансляционных 
перемещений u м 0 0 0

псевдовектор спинорных 
перемещений � null +1 +1

псевдовектор вихря поля w null +1 +1 +1
псевдовектор относительного 
микроповорота j null +1 +1 +1

псевдотензор деформации 
изгиба–кручения 

κ
(2) м–1 +1 +1 +1

сопутствующий вектор деформа­
ции изгиба–кручения 

κ
(1) м–1 0 0 0

ассимметричный тензор 
деформаций 


(2) null 0 0

плотность r кг · м-3 +1 -1 0
термодинамическая температура q кг · м2 · с-2 0 0 0
лучистое тепло в расчете на еди­
ницу объема Q кг · м-1 · с-2 0 0 0

работа A кг · м2 · с-2 0 0 0
псевдовектор потока энтропии J м-2 · с-1 +1 -1 0
псевдовектор потока тепла h кг · с-3 +1 -1 0
объемная плотность внутренней 
энергии U кг · м-1 · с-2 +1 -1 0

объемная плотность свободной 
энергии Гельмгольца Y кг · м-1 · с-2 +1 -1 0

объемная плотность энтропии S м-3 +1 -1 0
объемная плотность контроли­
руемого производства энтропии S м-3 · с-1 +1 -1 0
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Терминологическое  
обозначение

Сим­
вольное 
обозна­
чение

Размерность 
СИ

Алгебраический 
вес

[-1]
dt dt [+1]

dt
объемная плотность неконтро­
лируемого производства 
энтропии 

Ξ м-3 · с-1 +1 -1 0

псевдовектор поверхностных сил t
(1) кг · м-3 · с-2 +1 -1 0

тензор силовых напряжений t
(2) кг · м-3 · с-2 +1 -1 0

псевдовектор объемных сил X кг · м-2 · с-2 +1 -1 0
вектор массовых сил f м · с-2 0 0 0
псевдовектор поверхностных 
моментов m кг · с-2 0 -2 -1

тензор моментных напряжений m
(2) кг · с-2 0 -2 -1

сопутствующий псевдовектор 
моментных напряжений 

m
(1) кг · с-2 +1 -1 0

сопутствующий псевдовектор 
силовых напряжений t кг · м-1 · с-2 0 -2 -1

псевдовектор объемных 
моментов Y кг · м-1 · с-2 0 -2 -1

псевдовектор массовых 
моментов l м2 · с-2 -1 -1 -1

коэффициент микроинерции ℑ м2 -2 -2 -2

Таблица 2. Определяющие псевдотензоры и псевдоскаляры полуизотропной 
микрополярной термоупругости

Терминологическое  
обозначение

Сим­
вольное 
обозна­
чение

Размерность 
СИ

Алгебраический 
вес

[-1]
dt dt [+1]

dt

определяющий тензор I
I
E(ik)(lm) кг · м-1 · с-2 +1 0 -1

определяющий тензор II
II
E(ik)(lm) кг · м · с-2 -1 -2 -3

определяющий тензор III
III
E(ik)(lm) кг · с-2 0 -1 -2

определяющий тензор IV
IV
E(ik) кг · м-1 · с-2 0 -1 -2

Окончание табл. 1
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Терминологическое  
обозначение

Сим­
вольное 
обозна­
чение

Размерность 
СИ

Алгебраический 
вес

[-1]
dt dt [+1]

dt

определяющий тензор V
V
E ·l(ik) кг · с-2 -1 -2 -3

определяющий тензор VI VI
E(ik)l кг · м-2 · с-2 +1 0 -1

определяющий тензор VII VI
E

I(ik)l кг · м-1 · с-2 0 -1 -2

определяющий тензор VIII VII
E

I(il) кг · м-1 · с-2 -1 -2 -3

определяющий тензор IX IX
E(il) кг · м-1 · с-2 +1 -1

определяющий тензор X
X
Ei ·

· l кг · с-2 0 -1 -2

определяющий тензор XI
XI
E(ik) м-3 +1 0 -1

определяющий тензор XII XI
E

I
(ik) м-2 0 -1 -2

определяющий тензор XIII
XII
E

I 
i м-3 0 -1 -2

определяющий тензор XIV
XI
E

V
i м-2 +1 0 -1

определяющий тензор XV
XV
E с-1 +1 0 -1

модуль сдвига G кг · м-1 · с-2 +1 0 -1
коэффициент Пуассона n null 0 .. 0
характерная микродлина L м -1 -1 -1
определяющий скаляр i с1 null 0 0
определяющий скаляр ii с2 null 0 0 0
определяющий скаляр iii с3 null 0 0 0
определяющий скаляр iv с4 null 0 0 0
определяющий скаляр v с5 null 0 0 0
определяющий скаляр vi с6 null 0 0 0
коэффициент линейного 
теплового расширения

a
* кг-1 · м-2 · с2 0 0 0

коэффициент теплового 
искажения

b
* кг-1 · м-3 · с2 +1 +1 +1

коэффициент теплопроводности l м-1 · с-1 +1 0 -1
теплоемкость на единицу объема С кг · м2 · с-3 +1 0 -1

Окончание табл. 2
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CHARACTERISTIC CONSTITUTIVE NUMBERS IN SEMI  
ISOTROPIC COUPLED THERMOELASTICITY 

E. V. Murashkina, * and Y. N. Radayev a, **
аIshlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

*e-mail: murashkin@ipmnet.ru, **e-mail: radayev@ipmnet.ru

Abstract – In continuum mechanics (especially in hydroaeromechanics), methods 
of modeling flow (deformation) by characteristic numbers are widely used. The 
present study is devoted to the search for characteristic combinations of constitu­
tive thermoelastic modules, geometric and thermomechanical parameters of the 
boundary value problem. Modeling the micropolar solids deformation by char­
acteristic numbers is characterized by a sufficiently large number (13) of consti­
tutive modules. The constitutive equations, the dynamic equations and the heat 
conduction equation for a semi-isotropic micropolar thermoelastic continuum are 
derived in a linear approximation. A dimensional analysis of the governing system 
of differential equations is carried out. A physically consistent series (9 primary 
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and several arbitrary) of dimensionless characteristic combinations of constitutive 
constants is proposed. The characteristic numbers for harmonic waves propagating 
along the axis of a stress free thermally insulated long cylindrical semi-isotropic 
thermoelastic waveguide are obtained and discussed.

Keywords: thermal conductivity, micropolar thermoelastic solid, semi-isotropic 
solid, characteristic number, dimensional analysis, nano/microlength, nano/mic­
roscale
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Предложена программа базовых испытаний и методика идентификации 
трехмерной модели упругопластического поведения изотропной пори-
стой либо порошкообразной консолидируемой среды, испытывающей 
произвольное квазистатическое нагружение в условиях сжимающего 
среднего напряжения при комнатной температуре. Рассматриваемая 
среда в условиях сжимающих средних напряжений уплотняется при 
повышении эффективного напряжения, что приводит к нелинейному 
изменению упругих модулей, упрочнению и дилатансии (связанности 
сдвиговых и объемных компонент деформаций) в области текучести. 
Для описания подобного поведения рассматривается кэп-модель Ди-
маджио и Сэндлера, присутствующая в пакетах прикладных программ. 
В  качестве базовых испытаний рассматриваются свободное и стеснен-
ное сжатие цилиндрического образца по специальной программе, содер-
жащей этапы нагрузки и разгрузки при последовательном повышении 
амплитудного напряжения. Образцы с заданной пористостью для испы-
таний на свободное сжатие изготавливаются с помощью оснастки испы-
таний на стесненное сжатие. По начальному наклону кривых разгрузки 
определяются значения модулей упругости при свободном и стеснен-
ном сжатии в некотором диапазоне изменения пористости, по которым 
определяется коэффициент Пуассона. Пять констант кэп-модели кор-
ректно и явно определяются по кривой деформирования материала при 
стесненном сжатии в широком диапазоне изменения осевой деформа-
ции (и плотности), напряжению течения при свободном сжатии образца 
при некоторой плотности и предположению о равенстве коэффициента 
поперечной деформации в области текучести коэффициенту Пуассона. 
Упругие и пластические константы определены по данным испытаний 
порошкообразного парафина марки Т1 фракции 0.63 мм. Соответствую-
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щая модель применима для численного моделирования процессов экстру-
зии и заполнения формы для литья по выплавляемым моделям, процессов 
изготовления заготовок неплавких полимерных композитов порошковой 
технологией, штамповки уплотнительных элементов из гибкого графита и 
других процессов обработки давлением некомпактных сред.

Ключевые слова: некомпактные среды, уплотнение, кэп-модель пластично-
сти, упругие константы, идентификация, эксперимент, порошкообразный 
парафин

DOI: 10.31857/S1026351924040046, EDN: UDFZLA

1. Введение. Некоторые технологии получения изделий имеют дело с обра-
боткой давлением некомпактных материалов в условиях сжимающих средних 
напряжений. Примером подобного процесса является штамповка изделий из 
проката терморасширенного графита (гибкого графита), пористость которо-
го составляет 60–70%, применяемых для изготовления химически инертных 
прокладок, электродов, датчиков, устройств вибродемпфирования, теплоизо-
ляции, защиты от электромагнитных полей [1, 2]. В литературе предлагается 
определять механические и прочностные свойства данного материала исклю-
чительно из испытаний на одноосное растяжение и индентирование [3–5]. 
Воспроизводимые в подобных испытаниях напряженно-деформированные 
состояния не характеризуются сжимающими средними напряжениями и 
уплотнением и потому не подходят для расчетов рассматриваемых процессов, 
в которых подобные состояния реализуются во всем объеме изделия. Еще од-
ним примером является процесс экструзии и заполнения формы порошковым 
воскообразным материалом, который может быть использован в технологии 
литья по выплавляемым моделям. Этот способ обладает рядом преимуществ 
по сравнению с традиционной технологией жидкого заполнения формы, 
требующей применения дорогостоящих литьевых восков и керамик для ис-
ключения образования усадочных дефектов модели при ее затвердевании и 
растрескивания керамической оболочки на стадиях выплавления и прокалки 
[6]. Определение упруговязкопластических свойств подобных порошковых 
материалов является нетривиальной задачей [7–9]. Порошковые технологии 
используются при производстве изделий из неплавких полимеров, имеющих 
очень большую молекулярную массу, и наполненных композитов на их осно-
ве [10, 11]. Разработка методики экспериментальной идентификации подхо-
дящих моделей упругопластичности для численного расчета процессов обра-
ботки давлением некомпактных сред поэтому представляется необходимой и 
актуальной задачей.

Необратимое изменение плотности (и пористости) исследуемого клас-
са материалов изменяет его упругие, пластические и предельные свойства. 
Подходящие модели материала встречаются среди уравнений состояния по-
ристых, порошкообразных, геологических и других некомпактных сред и 
описывают связанность сдвиговых и объемных деформаций (дилатансию), 
которую они проявляют. Обзоры подобных трехмерных моделей упруго-
пластичности в рамках теории пластического течения приведены в [12–16]. 
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Рассматриваемые в контексте настоящей работы технологические процес-
сы обработки давлением сопровождаются уплотнением, а не разрыхлением, 
материала, поэтому модель должна иметь замкнутую поверхность текучести 
в направлении сжимающих средних напряжений при любом значении интен-
сивности напряжений в пространстве напряжений. Среди подходящих мо-
делей можно выделить кэп-модели, поверхность текучести которых состоит 
из конической либо пирамидальной части, течение на которой соответствует 
разрыхлению, и эллиптической крышки, течение на которой соответствует 
уплотнению материала. Эти модели обладают гибкостью при аппроксимации 
экспериментальных данных и удобством использования в численных расче-
тах; две из них, Димаджио–Сэндлера [17] и Швера–Мюррея [18], включены 
в пакет программ LS-DYNA® [19]. 

Далее в работе приводится формулировка простейшей кэп-модели Дима-
джио–Сэндлера, содержащей пять пластических и две упругие константы, и 
выводятся соотношения, описывающие процессы свободного и стесненного 
сжатия в рамках этой модели. Также приводится выражение для коэффици-
ента Пуассона через упругие модули при свободном и стесненном сжатии. 
Представлены результаты испытаний порошкообразного парафина марки Т1 
фракции 0.63 мм на свободное и стесненное сжатие по программам моно-
тонного и ступенчатого нагружения с последовательными разгрузками. Далее 
данные этих базовых экспериментов с различными напряженно-деформиро-
ванными состояниями со сжимающим средним напряжением используются 
для калибровки модели, при этом не требуется привлечения каких-либо мето-
дов решения обратных некорректных задач. Найденные константы позволяют 
прогнозировать упругопластическое поведение материала при его нагружении 
в широком диапазоне напряженных состояний.

2. Кэп-модель пластического течения некомпактных сред. Уравнения пла-
стического течения некомпактных сред записываются в терминах переменных 
p, s, где p = -J1, J1 = sii, а s = J2′1/2, J2′ = sijsij /2, sij = sij - skkdij /3, sij – компоненты 
тензора напряжений. Переменная p равна утроенному среднему напряжению, 
взятому с противоположным знаком, является положительной при сжимаю-
щих средних напряжениях и традиционно используется в механике грунтов и 
порошкообразных сред. Переменная s с точностью до множителя равняется 
интенсивности сдвиговых напряжений. Для пластических сред с зависимо-
стью от среднего напряжения рассматривают кривую текучести в полуплос-
кости (p, s ≥ 0), называемой диаграммой Бужинского.

В модели Димаджио–Сэндлера [17] поверхность текучести в пространстве 
главных напряжений описывается правильным круговым конусом текучести 
Друкера–Прагера, который замыкается эллиптической “крышкой”. Закон 
пластического течения, ассоциированный с данной поверхностью, описывает 
пластическое течение на конической части поверхности, сопровождающийся 
разрыхлением, и пластическое течение на эллиптической части, сопровождае
мое уплотнением. Уравнения, задающие поверхность текучести, выглядят 
следующим образом:
	 ( , ) ( ) ,1 1 0f s p s F p= - =  ( ) ,1F p p p L= a + q <  	 (2.1)
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и
	 ( , , ) ( , ) ,2 1 0f s p L s F p L= - =

	 ( )  ( , ) ( ) ( ) / , , 2 2
2F p L X L L p L R L p X= - - - ≤ ≤ 	 (2.2)

где a – коэффициент сцепления, q – угол внутреннего трения и R – суть по-
ложительные константы, а L > 0 – внутренняя переменная, задающая центр 
эллипса, X = X(L) – функция, значение которой задает точку на оси p, в кото-
рой эту ось пересекает крышка (рис. 1). Уравнение
	 X(L) – L = RF1(L)	 (2.3)
задает условие стыковки конической и эллиптической частей поверхности те-
кучести и закон эволюции эллиптической части при изменении L. Изменение 
L в процессе пластического уплотнения среды описывается уравнением:

	 ln ,0
1

1
p

X X
D W

υ e
= - - 

 
 ,

0

t
pp
kkdtυe = - e∫  	 (2.4)

где D, W, X0 – положительные константы, а eυp ― объемная пластическая де-
формация, взятая с противоположным знаком.

Ассоциированный с функциями (2.1) или (2.2) закон пластического 
течения
	 , /1 2

p
ij ijfe = λ∂ ∂s

 	 (2.5)

принимает вид
	 ( )( )2p

ij ij ijs pe = λ + a + q qd

 	 (2.6)

при условии (2.1) течения на конической части поверхности текучести либо

Рис. 1. Кривая текучести в модели Димаджио–Сэндлера на диаграмме Бужинского при 
равенстве нулю коэффициента сцепления для двух состояний упрочнения и направления 
нормалей в точках текучести при пропорциональном нагружении.
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	 ( )( )2 2p
ij ij ijR s p Le = λ - - d

 	 (2.7)

при условии (2.2) течения на эллиптической части поверхности текучести. 
Уравнения (2.6) и (2.7) прогнозируют различные виды дилатансии: пласти-
ческое разрыхление

	 3 0,p peυe = - q <  	 (2.8)

где ,2 p pp
ij ije e e=    / 3p p p

ij ij ijkke = e - e d   (при течении на конической части поверх-
ности текучести, когда p  < L) и пластическое уплотнение

	 ( )
2

3
0p pp L

e
R s

υ
-

e = >  	 (2.9)

(при течении на эллиптической части поверхности текучести, когда L ≤ p ≤ X) 
при накоплении сдвиговых деформаций 

	
0

.

t

p pe e dt= ∫ 

Выражения (2.8) и (2.9) содержат утроенные тангенсы угла наклона нор-
мали к конической либо эллиптической части поверхности текучести, кото-
рые можно получить частным дифференцированием (2.1) и (2.2) по s и p. Это 
означает, что направление течения в плоскости ( , )p peυe   совпадает с норма-
лью к сечению поверхности текучести плоскостью (p, s), если ось  .e p растянуть 
с коэффициентом 3. Чтобы ассоциированный закон выполнялся в плоскости 
Бужинского, можно переопределить выражения для интенсивностей сдвиго-
вых напряжений s = (sij sij/6)1/2 и скоростей касательных пластических дефор-
маций .6 p pp

ij ije e e=    Однако далее в аналитических выражениях будут остав-
лены традиционные определения s и  .e p, но значения тангенса угла наклона 
вектора скоростей пластических деформаций на плоскости Бужинского h бу-
дут рассчитываться из условия нормальности к поверхности текучести:

	 .
23 p

p

e R s
h

p L
υ

= =
-e





	 (2.10)

Модель Димаджио–Сэндлера реализована в пакете программ LS-DYNA® 

под именем MAT_025 [19].
В настоящей работе будут рассматриваться процессы при L ≤ p ≤ X, сопро-

вождающиеся уплотнением материала. Примем упрощенное описание кони-
ческой части поверхности текучести, не учитывая коэффициент сцепления: 
(рис. 1). Тогда (2.3) с учетом (2.1) примет вид

	 ( )X L L R L- = q 	 (2.11)
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и условие текучести на эллиптической части поверхности текучести запишет-
ся следующим образом:

	 2 2 2 2 2 2( .)R s R L p L= q - - 	 (2.12)
Выражение (2.5) при этом не изменится. Поверхность текучести в таком 

случае описывается тремя материальными параметрами – θ, R, L0 (либо X0), 
а параметры D, W описывают деформационное упрочнение (уплотнение). 
Уравнения модели в форме (2.12), (2.7) и (2.4) будут далее рассматриваться 
для двух видов испытаний. 

3. Некоторые соотношения кэп-модели для базовых испытаний. Для иденти-
фикации пяти параметров модели Димаджио–Сэндлера по эксперименталь-
ным данным выведем ряд соотношений, частично представленных ранее [20]. 

Свободное сжатие. Отождествим радиальную и окружную координаты ци-
линдра с осями 1 и 2, а направление сжатия ― с осью 3. В таком случае σ11 = 
= σ22 = 0, p = −σ33 = σ > 0, s11 = s22 = σ/3, s33 = −2σ/3, s = σ/√–3. На диаграмме 
Бужинского данному нагружению соответствует прямая 

	 / 3,s p= 	 (3.1)
составляющая угол π/6 с осью p. С учетом соотношения (3.1) из уравнения 
(2.12) получается линейная связь s, p и σ с L:

	
2 2

2

3 3[( 3) 1]
.

3

R R
p L

R

+ + q -
s = =

+
	 (3.2)

Условие неотрицательности подкоренного выражения в (3.2) требует, 
чтобы

	 21/ 3.Rq ≥ + 	 (3.3)

Для этого при любом R  > 0 достаточно, чтобы / ,1 3q ≥  то есть свободное 
сжатие соответствовало бы пластическому течению на крышке поверхности 
текучести.

Компоненты тензора скоростей пластических деформаций (2.7) для дан-
ного вида нагружения примут вид 

	 ,
2

11 22 2 2
3

p p R
L

  
e = e = λ - s +  

  


 

 ,
2

33 2 1 2
3

p R
L

  
e = λ - + s +  

  




 

откуда с учетом (3.2) и интегрирования по времени можно получить связь 
объемной eυp и осевой ep ≡ -e3

p
3 пластических деформаций:

	 ( )
( )
( )

.
( ) ( )

2 2

2 2 2

3 3 1
9

3 3 3 1

p p
R R

R R
υ

- + + q -
e = e

+ + q -
	 (3.4)
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При ограничениях на константы R > 0 и (3.3) коэффициент в (3.4) име-
ет положительный знак, что согласно (2.4) означает уплотнение. С помощью 
(2.9), (3.2) и (2.10) можно показать, что в рамках модели траектория дефор-
маций в плоскости (eυp, e p при свободном сжатии также оказывается прямой 
линией с тангенсом угла наклона:

	
( )

( )

2 2

2 2

3 3 3 1
.

3 3 ( 3) 1

( )R R R
h

R R

 + + q -  
=

 + q - -  

	 (3.5)

Можно найти выражение для коэффициента поперечной деформации 
(“пластического коэффициента Пуассона”)

	
( )

( )
2 2 2

11

2 2 2
33

9 6 3 ( 3) 1
,

2( 3) 3 ( 3) 1

( )p

p p

R R R

R R

+ - + q -e
n = - =

e + + q -





	 (3.6)

который при испытании на свободное сжатие в рамках модели оказывается 
константой и изменяется в пределах от -1 до 0.5, если изменять параметры R, 
θ в разрешенных пределах. Равенство (3.6) устанавливает зависимость θ(R) 
при заданном значении np:

	
( ) ( ) .

2
2

2 2

1 27
1

3 2 1 6 1p p

R

R R

 
q = + + n - + + n 

	 (3.7)

(b)

R R

Рис. 2. Зависимости θ (a) и s/sf (b) от R при n = 0.22.
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При этом параметр R ограничен и не может превышать значения

	 *

6(1 )
.

1 2
p

p
R

+ n
=

- n 	 (3.8)

График зависимости θ(R) при n = 0.22 (R * = 3.62) приведен на рис. 2, а. 
С учетом (3.6) направление вектора (eυp, e p) в плоскости Бужинского, задавае-
мое выражением (3.5), не зависит от R  ∈  [0, R *] и q  [1/(R2 + 3)1/2, +a] по отдель-
ности, а зависит только от np:

	
2 3(1 )

.
1 2

p

p
h

+ n
=

- n 	 (3.9)

При np = 0.22 коэффициент h приблизительно равен 7.55. Доля осевой пла-
стической деформации в объемной пластической деформации (3.9) при сво-
бодном сжатии в силу (3.6) также оказывается функцией только np:

	 ( ) .1 2p p
pυe = - n e 	 (3.10)

При np = 0.22 эта доля составляет 0.56.
Значение коэффициента поперечной деформации можно оценить по из-

менению поперечного размера образца при испытании на свободное сжатие. 
Поскольку трудно обеспечить точность подобных измерений в пределах из-
менения осевых деформаций порядка 10% и более вследствие неизбежного 
искривления боковой поверхности, рассматривается альтернативное сообра-
жение. В упругом диапазоне коэффициент поперечной деформации перехо-
дит в коэффициент Пуассона n, который можно определить более точно (см. 
ниже), не прибегая к измерению поперечного размера образца. Поскольку 
рассматриваемая модель не способна описывать изменение формы эллипти-
ческой части поверхности текучести (определяемой константами R и q) в про-
цессе уплотнения, и np является константой, для совместности значения ко-
эффициента поперечной деформации при переходе от упругого поведения 
к упругопластическому необходимо потребовать
	 np  =  n.	 (3.11)

Линейность соотношений между s и L, а также e p и ev
p, пропорциональ-

ность траектории деформаций и постоянство коэффициента поперечной де-
формации обусловлены истокообразным видом функции (2.1) при a = 0.

Уравнение (2.4) с учетом (2.11) позволяет связать L с ev
p:

	  .0
1 1

ln 1
1

p
vL X

R D W

  e
= - -  + q   

	 (3.12)

Стесненное сжатие. Для данного испытания контролируется напря-
жение s33 = -s, s11 = s22, p  = s - 2s11, s33 = -2(s + s11)/3, s11 = s22 = (s + s11)/3,  
s = (s + s11)/31/2. Из кинематических ограничений стесненного сжатия 

11 22 0p pe = e =   и уравнений пластического течения (2.7) следует s11 = s22 = 2(p 
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- – L)/R2, откуда ( ) ( )/ ,  / ,2 2
33 4 2 3s p L R s p L R= - - = -  и из критерия теку-

чести (2.12) вытекает

	 .
2

2
1

12

R
p L

R

 q
= + 
 +

	 (3.13)

Кроме того, из s11 = s11 + p/3 = 2(p - L)/R2 и определения p  = s - 2s11 следу-
ет p = (3R2s + 12L)/(R2 + 12). Из (3.13) с учетом последнего равенства следует 
соотношение

	 .
21 12

3
R

L
+ q +

s = 	 (3.14)

Из (3.14) следует, что при стесненном сжатии на диаграмме Бужинского 
реализуется прямолинейная траектория нагружения:

	 ,
2 2

2 3

12
s p

R R

q
=

+ + q
	 (3.15)

наклон которой с осью p определяется константами q и R (при условии 
(3.11) – только R). Зависимость внутренней переменной L от осевой пласти-
ческой деформации ep = -e3

p
3 определяется законом (3.12) с учетом равенства

	 .p p
ve = e 	 (3.16)

В сравнении со свободным сжатием (3.10) стесненное сжатие (3.16) в 
1/(1 - 2np) раз более интенсивно уплотняет материал при одинаковой осевой 
пластической деформации. Из (2.9) с учетом (3.13) и (3.15) можно показать, 
что траектория пластических деформаций в плоскости (ev

p,e p) при стесненном 
сжатии оказывается прямой линией

	 2

3
p p

ve = e 	 (3.17)

с тангенсом угла наклона (2.10) h  = 2√
_
3, приблизительно равным 3.46. При 

условии (3.7) из равенств (3.2) и (3.14) можно определить зависимость отно-
шения напряжений течения при стесненном и свободном сжатии от парамет-
ра R при заданном значении np, которая приведена на рис. 2, b.

Линейность связи s с L и пропорциональность траектории напряжений 
при стесненном сжатии, а также пропорциональность траектории пластиче-
ских деформаций при свободном сжатии в плоскости Бужинского обуслов-
лены истокообразным видом функции (2.1) при a = 0 (пропорциональность 
траектории пластических деформаций при стесненном сжатии и пропорцио
нальность траектории напряжений при свободном сжатии в плоскости Бу-
жинского имеет место независимо от значения a ≥ 0). Более сложные виды 
описания конической части поверхности текучести [19] существенно обо-
гащают поведение материала при пластическом течении на эллиптической 
части поверхности текучести. При a ≠ 0 в (2.1) траектория напряжений при 
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стесненном сжатии остается прямолинейной, но не пропорциональной, а тра-
ектория деформаций при свободном сжатии отличается и от прямолинейной 
вблизи начала координат в плоскости Бужинского.

Таким образом, процессы пластического течения материала при свобод-
ном и стесненном сжатии согласно модели Димаджио–Сэндлера с нулевым 
коэффициентом сцепления в обоих случаях сопровождаются пропорциональ-
ным ростом сдвиговой и объемной компонент пластических деформаций. Но 
при стационарном процессе экструзии кинематика требует эволюции состоя
ния материала, описываемой расширением эллиптической части поверхно-
сти текучести вследствие уплотнения и перемещением напряженного состоя
ния вдоль поверхности текучести в верхнюю ее точку, в которой реализуется 
сдвиговое течение. Взаимное течение этих процессов может быть определено 
в процессе решения краевой задачи.

Определение упругих модулей и пластических деформаций. Будем описывать 
упругие свойства рассматриваемой среды соотношениями обобщенного зако-
на Гука для изотропного материала
	 ,3 2e e

ij ijp K s Geυ= e = 	 (3.18)

с модулями K(enP), G(enP), зависящими от объемной пластической деформации, 
рассматриваемой в качестве меры уплотнения материала (в (3.18) полагается 

0e
υe >  при сжатии). Эти величины проще всего вычислить по эксперимен-

тально определенным модулям упругости E и M при свободном и стеснен-
ном сжатии следующим образом. Из связи M  = E(1 - n)/(1 + n)/(1 - 2n) с учетом 
обозначения j = E/M  ≤ 1 следует выражение для коэффициента Пуассона:

	
( )( )

.
1 1 9

4

j - + j - j -
n = 	 (3.19)

Далее находятся модули:

	 ( ) ( ), .
2 1 3 1 2

E E
G K= =

+ n - n
	 (3.20)

При нахождении зависимостей   ( ( )),p pE Mυ υe e  по экспериментальным дан-
ным следует принимать во внимание соответствующую связь объемной пла-
стической деформации eυp и осевой пластической деформации ep (3.14) или 
(3.16) для свободного либо стесненного сжатия.

Для перестроения кривых упрочнения, полученных в результате испыта-
ний на свободное либо стесненное сжатие, с полных на пластические осевые 
деформации используются равенства:

	
(

,
) ( )

.p p

E Mυ υ υ υ
υ υ

s s
e = e - e = e -

e e
	 (3.21)

4. Испытания материала и идентификация модели. Испытания на свобод-
ное и стесненное сжатие были выполнены для порошка парафина марки Т1 
фракции 0.63 мм. Использовалась универсальная испытательная машина Zwick 
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Z100SN5A с датчиком силы 1 кН и управлением по датчику перемещения тра-
версы, скорость перемещения траверсы при нагружении во всех испытаниях 
составляла 3 мм/мин. Испытания выполнялись при температуре 25 °C. Для 
изготовления цилиндрических образцов на свободное сжатие диаметром 20 мм 
использовалась оснастка для испытаний на стесненное сжатие – толстостенная 
труба с двумя подвижными штоками, поверхности скольжения которых были 
отполированы. Каждый образец прессовался из 5.5 ± 0.01 г порошка до высоты 
21 либо 22 мм. Данные значения обеспечивали вариацию начальной пористо-
сти и степень консолидации порошка, достаточную для целостности образца 
при 4% деформации при испытании на свободное сжатие. На свободное сжатие 
также испытано несколько образцов после испытания на стесненное сжатие. 
Всего на свободное сжатие испытано 8 образцов с диапазоном значений на-
чальной плотности 0.79–0.86 г/см3. Для испытаний на стесненное и свободное 
сжатие использовалась оснастка, приведенная на рис. 3. Все поверхности тре-
ния и контакта оснастки с образцом при испытании на стесненное сжатие были 
обработаны смазкой ЦИАТИМ-221Ф. Для исключения трения на плоскостях 
контакта торцов образцов с оснасткой при испытании на свободное сжатие ис-
пользована та же смазка и два слоя тонкой фторопластовой пленки.

Программа испытаний включала в себя свободное сжатие образца до вы-
соты 21 либо 20 мм, в результате чего достигалась фиксированная остаточная 
пористость и плотность массы соответственно 0.83 либо 0.86 г/см3, и разгрузку 
из данного состояния. На рис. 4, а приведены кривые деформирования трех 
образцов при изменении их высоты от 20.78 ± 0.08 до 20 мм, что соответствует 

Рис. 3. Оснастка для испытаний на свободное (a) и стесненное (b) сжатие.
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деформации 4% и изменению плотности массы приблизительно от 0.84 до 
0.86 г/см3. Среднее значение напряжения течения при плотности 0.86 г/см3 
составляет приблизительно 1.05 МПа.

На рис. 4, b приведены кривые разгрузки всех восьми образцов в зависимо-
сти от осевой компоненты логарифмической деформации, отсчитываемой от 
точки начала разгрузки и взятой (как принято для деформаций в настоящей 
работе) с противоположным знаком. Видно, что разгрузка исследуемого ма-
териала сопровождается обратной ползучестью. Каждая кривая была аппрок-
симирована кубической функцией с четырьмя параметрами, с помощью ко-
торой была определена производная в точке начала разгрузки – модуль Юнга. 
Эта величина зависит от плотности, что можно увидеть на рис. 5. Если не 
учитывать выброс (связанный с бочкообразованием образца при деформации 
около 8%), то E  = 270 МПа при r = 0.82 г/см3 и E  = 310 МПа при r = 0.85 г/см3.

Испытание на стесненное сжатие при монотонном нагружении начина-
лось с состояния порошка с насыпной плотностью и заканчивалось при поло-
жениях траверсы, соответствующих высоте образца 22, 21 и 20 мм. Один обра-
зец был сжат до 19 мм, при этом была достигнута плотность массы 0.92 г/см3. 
На рис. 6, а приведены деформационные кривые и их аппроксимация законом

	 ln 1c W
e s = g - d -  

	 (4.1)

с параметрами g = 0.02 МПа, d = 0.73 МПа, W  = 0.63. При аппроксимации учи-
тывалось, что при стесненном сжатии полные объемная и осевая деформации 
равны между собой и равны пластическим составляющим, поскольку упругая 
деформация в испытаниях не превышает 3 МПа/300 МПа = 1%, что намного 
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Рис. 4. Кривые деформирования (a) и разгрузки (b) образцов при свободном сжатии. 
Напряжения в МПа, плотность в г/см3.
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меньше характерных деформаций в данном испытании, составляющих около 
60% (рис. 6, а).

В отличие от свободного сжатия, которое можно выполнять при плотно-
стях 0.83–0.86 г/см3, испытание на стесненное сжатие позволяет охватить весь 
диапазон — от насыпной плотности до плотности литого материала и даже 
выше. Поэтому было выполнено испытание на стесненное сжатие со ступен-
чатым нагружением и промежуточными разгрузками (рис. 6, b), чтобы найти 

Рис. 5. Упругие модули при свободном (красный) и стесненном (синий) сжатии в зави-
симости от плотности. По вертикальной оси отложены МПа, по горизонтальной – г/см3.

M
, E

ρ

(b)

σ,
 М

П
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ρ

Рис. 6. Кривые деформирования при стесненном сжатии: a) монотонное нагружение, 
b) нагружение с разгрузками (синий — эксперимент, красный — аппроксимация). По 
вертикальной оси отложены МПа.
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зависимость модуля упругости при стесненном сжатии от плотности. Ре-
зультат для трех последних блоков нагружения приведен на рис. 5. Были полу-
чены значения M  = 310, E  = 270 МПа при r = 0.76–0.83 г/см3 и M  = 345, E  = 310 
МПа при r = 0.85–0.87 г/см3. Для сравнимых значений плотности можно оце-
нить диапазон значений параметра j = E/M = 0.87–0.90 и по (3.19) – диапазон 
значений коэффициента Пуассона n = 0.20–0.22. Отметим, что данный метод 
не нуждается в измерении поперечных деформаций образца при свободном 
сжатии, которое не отличается точностью. Далее (и выше — в числовых оцен-
ках и данных на рис. 2) используется значение n = 0.22. Упругие константы 
сведены в табл. 1.

Таблица 1. Упругие константы парафина марки Т1 в зависимости от плотности

r, г/см3 Е, МПа М, МПа n
0.76–0.83 270 310 0.22
0.85–0.87 310 345 0.20

На заключительном этапе идентификации модели необходимо по имею-
щимся данным определить константы закона упрочнения (3.12), а также R и q. 
Можно сказать, что кривая упрочнения при свободном сжатии представлена 
лишь значением напряжения течения sf

* = 1.05 МПа, соответствующем плот-
ности r = 0.86 г/см3. При той же плотности напряжение течения при стеснен-
ном сжатии равно sc

* = 2.25 МПа. Аргумент в (3.12) означает именно состояние 
(плотность, пористость), поэтому при одинаковой плотности в испытаниях на 
свободное и стесненное сжатие будут равны значения внутренней переменной 
L в (3.2) и (3.14), поэтому отношение sc/sf = sc

* /sf
* = 2.14 является констан-

той и определяет при известном значении np = n = 0.22 постоянную R, которая 
определяется неединственным образом: R = 1.8 либо 3.0 (рис. 2, b). При этом 
среди ориентаций траекторий напряжения или деформации в плоскости Бу-
жинского для рассматриваемых испытаний изменяется лишь коэффициент в 
(3.14), задающий ориентацию траектории напряжения при стесненном сжа-
тии: 0.42 при R  =1.8 либо 0.31 при R  = 3.0. Далее из (3.2) и (3.12) получаем
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0 2

3 1

1 12

R
X

R

+ q
= g

+ q +
	 (4.2)

при условии (3.7) и

	 ,
0

D
X
g

=
d 	 (4.3)

где g, d — параметры аппроксимации (4.1). Получаем q = 0.79, X0 = 0.036 МПа 
и D = 0.77 МПа-1 при R  = 1.8 и q  = 1.99, X0 = 0.041 МПа и D = 0.66 МПа-1 при 
R  = 3.0. Оба набора констант сведены в табл. 2 и дают одинаковые пары кри-
вых упрочнения при свободном и стесненном сжатии (рис. 7), при построе-
нии которых использованы выражения (3.2), (3.10), (3.12) и (3.14), (3.16), 
(3.12) соответственно. Кривая при стесненном сжатии точно соответствует 
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аппроксимации экспериментальных данных (рис. 6, а), а кривая при свобод-
ном сжатии проходит через единственную экспериментальную точку, которая 
на рис. 7 вышла за пределы отрезка осевых деформаций, поскольку согласно 
(3.10) объемные деформации растут по мере увеличения осевых деформаций 
приблизительно вдвое медленнее при свободном сжатии по сравнению со 
стесненным сжатием. Если отсчетную конфигурацию образца связывать со 

Рис. 7. Кривые упрочнения при свободном (красный) и стесненном (синий) сжатии, 
описываемые моделью. По вертикальной оси отложены МПа.

Рис. 8. Тангенс угла наклона направления вектора деформации в плоскости Бужинского 
в зависимости от отношения сжимающих напряжений при трехосном сжатии для двух 
наборов констант (табл. 2): первый — красная кривая, второй — синяя кривая.
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свободно насыпанным порошком (как при испытании на стесненное сжатие), 
то в указанном диапазоне осевых деформаций кривую упрочнения при сво-
бодном сжатии невозможно определить экспериментально, поскольку в этих 
условиях порошок не способен выступать образцом.

Таблица 2. Константы кэп-модели порошкообразного парафина марки Т1

R q X0, МПа D, МПа-1 W
1.8 0.79 0.036 0.77 0.63
3.0 1.99 0.041 0.66 0.63

Можно теоретически исследовать, как изменяется ориентация вектора 
скоростей деформаций в плоскости Бужинского при обоих наборах констант 
в широком диапазоне изменения наклона прямолинейной траектории нагру-
жения в плоскости Бужинского. Такой диапазон реализуется в испытании на 
трехосное сжатие по схеме Кармана [20], для которого  s33 = -s, s11 = s22 = -cs. 
Примем 0 ≤ c ≤ 1, тогда s11 = s22 = (1 - c)s/3 ≥ 0, s33 = -2(1 - c)s/3, p  = (2c + 1)s, 
s  = (1 - c)s/√–3, и из условия текучести можно получить:
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Далее согласно (2.10) можно определить коэффициент h:
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Изменение тангенса угла наклона направления деформации в плоскости 
Бужинского в зависимости от отношения сжимающих напряжений в испы-
тании на трехосное сжатие по схеме Кармана приведено на рис. 8. Граничные 
значения c = 0 и 1 соответствуют свободному и всестороннему сжатию (c для 
стесненного сжатия располагается между этими значениями). В этих точках 
оба набора констант прогнозируют совпадающие направления вектора скоро-
стей деформаций, но при любом значении c из интервала между граничными 
точками направления вектора скоростей деформаций для рассматриваемых 
наборах констант различаются. Для стесненного сжатия c = (s/p - 1)/2 и с уче-
том (2.10), (3.14) можно убедиться, что оба набора констант соответствуют 
одному и тому же направлению вектора скоростей деформаций (со значением 
h  = 2√–3, которому соответствует черная прямая на рис. 8). Поэтому выбрать 
какой-то один из двух наборов на основании только данных свободного и 
стесненного сжатия невозможно. Для описания довольно тонкой характери-
стики отношения объемной и сдвиговой деформаций в зависимости от отно-
шения объемного и сдвигового напряжений, более точного, чем представлено 
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на рис. 8, необходимо дополнительное испытание (трехосное сжатие, сжатие 
в упругой оболочке, сжатие в канале и др. [20]).

Заключение. В рамках модели Димаджио–Сэндлера упругопластическо-
го поведения некомпактных сред выведены вспомогательные соотношения, 
связывающие регистрируемые величины в базовых экспериментах на свобод-
ное и стесненное сжатие. Разработаны программы базовых экспериментов, 
включающие монотонное и ступенчатое с промежуточными разгрузками на-
гружение, позволяющие идентифицировать изотропные упругие и пласти-
ческие свойства исследуемых материалов. Эти программы предусматривают 
стесненное сжатие в широком диапазоне изменения пористости (и плотно-
сти) материала и свободное сжатие материала в весьма узком диапазоне из-
менения этих переменных состояния. Последнее представляется рациональ-
ным для образцов, отштампованных из порошковых материалов, с низкой 
степенью консолидации. При этом также не возникает избыточных данных, 
а задача идентификации рассматриваемой модели оказывается корректной. 
Кривая упрочнения при свободном сжатии получается масштабированием 
по независимой и зависимой переменным функции упрочнения при стес-
ненном сжатии. Рассматриваемая трехмерная модель способна описывать 
кривые упрочнения при пластическом течении в других напряженных со-
стояниях, находящемся на эллиптической части поверхности текучести, и 
изменении напряженного состояния. В рамках рассматриваемой модели из 
базовых экспериментов на сжатие одновременно находится один параметр 
(угол внутреннего трения) конической части поверхности текучести в предпо-
ложении отсутствия сцепления. Разумеется, прогнозные возможности моде-
ли при условиях, выходящих за пределы базовых экспериментов, нуждаются 
в экспериментальной проверке. По упругим модулям, определяемым по на-
чальным участкам разгрузки при испытаниях на свободное и стесненное сжа-
тие, вычисляется коэффициент Пуассона, при этом не требуется связываться 
с измерениями поперечного размера образца, не лишенными определенных 
недостатков. Полагается, что коэффициент поперечной деформации, посто-
янный для свободного сжатия в области пластичности в рамках рассматри-
ваемой модели, не претерпевает разрыва в точке текучести и равен коэффи-
циенту Пуассона. Разработанная методика позволяет определить две упругие 
константы и пять констант кэп-модели пластичности для достаточно широ-
кого круга некомпактных сред.

Разработанная расчетно-экспериментальная методика использована для 
определения констант модели упругопластичности Димаджио–Сэндлера по-
рошкообразного парафина марки Т1 фракции 0.63 мм. Для этого выполнены 
указанные выше базовые эксперименты в условиях квазистатического нагру-
жения при комнатной температуре. Это позволит использовать стандартные 
возможности пакета программ LS-DYNA® для расчета процессов экструзии 
порошкообразного литьевого воска и заполнения формы для отработки пер-
спективных технологий литья по выплавляемым моделям.

Исследование выполнено в рамках госзадания по темам Пермского феде-
рального исследовательского центра УрО РАН (А.А. Адамов и И.Э. Келлер) и 
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Хабаровского федерального исследовательского центра ДВО РАН (С.Г. Жи-
лин и Н.А. Богданова).
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IDENTIFICATION OF THE CAP MODEL OF ELASTOPLASTICITY 
OF  NON-COMPACT MEDIA UNDER COMPRESSIVE MEAN STRESS
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a Institute of Continuous Media Mechanics of the Ural Branch of Russian Academy  
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Abstract – A program of basic tests and a method for identifying a three-dimen-
sional model of the elastoplastic behavior of an isotropic porous or powdery con-
solidated medium experiencing arbitrary quasi-static loading under compressive 
medium stress at room temperature are proposed. The medium under consider-
ation under compressive medium stresses is compacted with increasing effective 
stress, which leads to a nonlinear change in elastic modules, hardening and dilat-



74	 АДАМОВ и др.

ancy (coupling of shear and volumetric components of deformations) in the yield 
region. To describe this behavior, the cap model of DiMaggio and Sandler, which 
is present in application software packages, is considered. As basic tests, the free 
and constrained compression of a cylindrical sample is considered according to a 
special program containing the stages of loading and unloading with a sequential 
increase in the amplitude voltage. Samples with a given porosity for free compres-
sion tests are manufactured using a tight compression test rig. According to the 
initial slope of the discharge curves, the values of the elastic modulus for free and 
constrained compression are determined in a certain range of porosity changes, 
according to which the Poisson’s ratio is determined. The five constants of the cap 
model are correctly and explicitly determined by the deformation curve of the ma-
terial under constrained compression over a wide range of changes in axial defor-
mation (and density), the flow stress under free compression of the sample at some 
density, and the assumption that the coefficient of transverse deformation in the 
yield region is equal to the Poisson’s ratio. The elastic and plastic constants were 
determined according to the test data of powdered paraffin grade T1 with a fraction 
of 0.63 mm. The corresponding model is applicable for numerical simulation of 
extrusion processes and mold filling for casting by melting models, processes for 
manufacturing blanks of non-melting polymer composites by powder technology, 
stamping sealing elements from flexible graphite and other pressure treatment pro-
cesses of non-compact media.

Keywords: non-compact media, densification, cap models of plasticity, elastic 
constants, identification, experiment, powdered paraffin
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Обсуждается восходящий к Максвеллу подход к представлению потен­
циала, в частности потенциала ньютоновского поля тяготения в виде 
суммы потенциалов мультиполей различных порядков. Указаны крити­
ческие случаи работы алгоритма по нахождению параметров мультипо­
ля – его осей и момента. Случаи имеют место, когда тело обладает теми 
или иными симметриями в распределении масс. Сформулированы реко­
мендации по преодолению выявленных трудностей. Для тела, обладаю­
щего трехосным эллипсоидом инерции, приведены явные выражения 
осей и момента мультиполя второго порядка через интегралы инерции 
второго порядка. Показано, что оси мультиполя ортогональны круговым 
сечениям эллипсоида инерции тела. Критические случаи вычисления 
мультиполя третьего порядка рассмотрены на примере модельного тела 
с постоянной плотностью, имеющего форму равногранного тетраэдра. 
Приведен способ вычисления осей и момента мультиполя третьего по­
рядка для такого тела.

Ключевые слова: гравитационный потенциал, моменты инерции высших 
порядков, максвеллово представление потенциала, мультиполь, спутни­
ковое приближение потенциала, равногранный тетраэдр
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1. Введение. В работе рассматривается восходящий к Максвеллу под­
ход [1–3] к представлению потенциала, в частности потенциала грави­
тационного поля в виде суммы последовательных дифференцирований 
различных порядков функции 1/r по направлениям h1, h2, ..., hk, ..., где 
r  = (r1

2 + r2
2 + r3

2)1/2 — расстояние от начала системы отсчета, связанной с те­
лом, до пробной точки пространства. Методика, изначально применявша­
яся Максвеллом при исследовании ряда задач электростатики [1], находит 
свое применение как в вопросах земного магнетизма [4], так и при изуче­
нии гравитационного поля Земли [5]. Представление гравитационного по­
тенциала тела в виде ряда по шаровым функциям может рассматриваться 
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как совокупность потенциалов гравитационных полей, каждое из которых 
связано с определенным распределением масс в теле. Привлечение макс­
веллова подхода позволяет изучать источники этих полей [5]. Конструктив­
ный алгоритм определения направлений hk, k  = 1, 2, 3, ... может быть построен 
на основании теоремы Сильвестра о существовании системы вещественных 
полюсов сферической функции [2, 6]. Этот алгоритм кратко излагается ниже 
в форме, опирающейся на интегралы инерции тела, гравитационный потен­
циал которого предполагается построить. В случае, когда тело обладает теми 
или иными симметриями в распределении масс, соответствующие интегралы 
инерции обращаются в ноль и обсуждаемый алгоритм не может быть при­
меним явно. В настоящем исследовании обсуждается ряд таких критических 
случаев, а также приводятся рекомендации по преодолению трудностей с 
ними связанных. Рассматривается модельное тело в виде однородного рав­
ногранного тетраэдра.

В литературе известно много различных способов моделирования грави­
тационного поля небесных тел. Помимо разложений потенциала притяже­
ния изучаемого небесного тела в ряды по шаровым функциям, по гармоникам 
сжатого эллипсоида вращения, а также по функциям Ламе (см. [7]) имеет ме­
сто представление потенциала тела в рамках наиболее универсального спосо­
ба описания формы поверхности тела в виде многогранника с треугольными 
гранями. Модель задается набором всех вершин, выраженных в виде векто­
ров в фиксированной с телом системе координат, и набором граней с согла­
сованной ориентацией. В предположении об однородности небесного тела 
в работах [8, 9], (см. также [10]) дается явное выражение для его потенциала 
ньютоновского притяжения. Обобщая предположение об однородности рас­
пределения массы тела, подход получил свое развитие в работах, например 
[11, 12], где обсуждается линейное распределение плотности, и работах [13, 
14], где рассматривается распределение плотности полиномиального типа.

Можно указать и иные подходы, опирающиеся, например, на замену ис­
ходного тела совокупностью гравитирующих масс с известной структурой 
поля притяжения. Так, например, поле притяжения тел вытянутой формы за­
частую приближается полем притяжения гравитирующей гантели – пары мас­
сивных точек, удаленных друг от друга на некоторое фиксированное рассто­
яние (см., например, [15–20]); для сплюснутых тел такие точки наделяются 
комплексными массами и размещаются в комплексной области, но потенци­
ал такой комплексифицированной гантели остается вещественной функцией 
(см., например, [21, 22], а также [23]). Анализ многочисленных обобщений 
классической задачи двух неподвижных центров дается в [24], где отмечает­
ся роль интенсивных исследований этой задачи, а также приводится обзор 
широкого круга публикаций по теме исследования. Для более полного учета 
особенностей распределения масс тела в экваториальной плоскости в работе 
[25] предлагается модель небесных тел в виде троек соприкасающихся ша­
ров, параметры которых определяются с помощью так называемой “скеле­
тонизации” области, высекаемой в теле его экваториальной плоскостью, (ср. 
[26]).  Представление распределения масс тела четверкой материальной точек 
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обсуждается, например, в работах [27, 28]. Представления тела в виде конеч­
ного, но большого набора гравитирующих точечных масс рассматривается в 
[29].

2. Максвеллово представление гравитационного потенциала. Пусть B – гра­
витирующее тело, ограниченное поверхностью ∂B. Потенциал порождаемой 
им силы притяжения определяется следующим образом [7]. Пусть OX1X2X3 – 
фиксированная в теле B декартова система отсчета, в осях которой положение 
произвольной точки тела Q и произвольной точки пространства P, внешней 
по отношению к телу, определяется радиусами-векторами:

	 / /( , , .) , ( , ) , ( , , ) , ( , )1 2 1 2
1 2 3 1 2 3

T TOQ q q q q OP r r r r= = = = = =q q q r r r
 

Пусть G – гравитационная постоянная, тогда потенциал притяжения тела 
B в точке P определяется тройным интегралом:

	 ( ) ( ) ( ), , ,
1
2QP

QP

dm
U G r

r
= - = - -∫∫∫

q
r r q r q

B

	 (2.1)

где интегрирование распространено по всему телу B. В  общем случае 
dm(q) обозначает элемент массы, сосредоточенной в элементарном объеме 
dq = dq1dq2dq3, окружающем точку Q. Функция m  = m(q), вообще говоря, не­
дифференцируема. Поэтому интеграл (2.1) рассматривают как интеграл Ри­
мана–Стилтьеса. Если предположить, что масса m – это дифференцируемая 
функция координат, то dm = r(q)dq, где r(q) – плотность в точке Q. В этом 
случае

	
( )

( ) .
QP

d
U G

r

r
= - ∫∫∫

q q
r

B

Во внешних по отношению к телу B точках пространства потенциал может 
быть представлен в виде функционального ряда (см., например, [7, 30]):

	
0

( ,) n
n

U G U
∞

=

= - ∑r

где слагаемые Un имеют вид:

	 ( ) ( ) ,
! ! ! 1 2 3 31 2

1 2 3
1 2 3 1 2 3

1 1n n

n k k k kk k
k k k n

U I
k k k rr r r+ + =

- ∂  =   ∂ ∂ ∂
∑r 	 (2.2)

здесь k1, k2, k3 – целые неотрицательные числа, 
	 ( )31 2

1 2 3 1 2 3
kk k

k k kI x x x dm= ∫∫∫ x
B

 

– моменты инерции (интегралы инерции) порядка n.
Следуя Максвеллу [1] (см. также [2, 3, 30]), функции Un могут быть пред­

ставлены в виде:
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	 ( )
1 2

1
( 1) ,

!

n
n n

n
n

p
U

n h h h r
∂  = -  ∂ ∂ …∂  

r 	 (2.3)

где ∂/∂hk – дифференцирование вдоль единичного вектора hk = (ak, bk, gk)T, 
,2 2 2 1k k ka + b + g =  (k  = 1, 2, ..., n), pn – постоянная положительная величина, 

характеризующаяся распределением массы в теле B.
Функция 1/r – гармоническая, следовательно функция Un тоже, очевидно, 

гармоническая, т.е. удовлетворяет уравнению Лапласа. Функция Un определя­
ет потенциал так называемого мультиполя n-го порядка — предельного точеч­
ного объекта, задаваемого определенной конфигурацией материальных точек. 
Постоянную величину pn называют моментом мультиполя, а векторы hk — его 
осями. Свойствам мультиполей и их физической интерпретации посвящены 
многочисленные исследования (см., например, [1–3, 6, 30]).

Согласно Сильвестру [6] (см. также [2]), вычисление осей мультиполя сво­
дится к решению системы алгебраических уравнений:

	
( )

( )
 ,

, ,

2 1 0

0

n
nr U+ ⋅ =

=

r

r r
	 (2.4)

где r 2n+1 · Un(r) – однородный гармонический многочлен степени n. В моно­
графии [3] для решения системы (2.4) предлагается выполнить подстановку

	
2

1 2 32 2

1 2
, , ,

1 1

u u
r v r v r iv

u u

-
= = =

+ +
	 (2.5)

где ( );u ∈ -∞ +∞  и ( );v ∈ -∞ +∞ , .1i = - . В результате такой подстановки вто­
рое уравнение системы (2.4) оказывается выполненным тождественно. При 
этом первое уравнение системы (2.4) принимает вид:

	 ( ) .
( ) 22

0
1

n

nn

v
P u

u
⋅ =

+
	 (2.6)

Отбрасывая тривиальное решение v = 0, встает задача определения корней 
многочлена P2n(u) степени 2n относительно переменной u с комплексными 
коэффициентами.

Далее, для всех различных пар корней u1 и u2 многочлена P2n(u), рассмат­
ривают формы:

	 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ), , ,
1 2 3 2

1 2 3 1 1 2 2

2 2

1 2
0

1 1

r r r
u u

Ar Br Cr u u i u u
u u

u u i

-
+ + = ξ η = ξ = η =

+ +
ξ η

	 (2.7)

линейные относительно r1, r2, r3. Выбирают из них лишь те, для которых ко­
эффициенты A, B и C из соотношения (2.7) являются вещественными. Со­
гласно [3, 6], в общем случае таких пар будет ровно n. Пусть отвечающие им 
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коэффициенты (Ak, Bk, Ck), k  = 1, ..., n, тогда оси мультиполя n-го порядка 
определяются как

	  , , , , , .
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
T

k k k
k

k k k k k k k k k

A B C
k n

A B C A B C A B C

 = = …  + + + + + + 
h

Теперь, когда оси мультиполей известны, вычисляют мультипольный мо­
мент pn. Для этого приравнивают правые части соотношений (2.2) и (2.3). 
Подставляя координаты произвольной точки пространства в получающее­
ся равенство, а также вычисленные оси, приходят к линейному уравнению 
на величину pn. Момент pn считают величиной положительной [2, 3], поэто­
му в случае необходимости изменяют направление одного из векторов hk на 
противоположное.

3. Случай неполного набора корней многочлена P2n. Случай неполного на­
бора корней многочлена P2n из (2.6) является критическим для изложенного 
выше алгоритма, так как при этом не удается отыскать полного набора осей 
мультиполя порядка n.

Заметим, что подстановка (2.5) является примером одной из шести воз­
можных замен переменных, позволяющих упростить систему (2.4). Например, 
при подстановке

	 , ,
2

1 2 32 2

2 1

1 1

u u
r v r v r iv

u u

-
= = =

+ +

второе уравнение системы (2.4) также окажется выполненным тождественно, 
а решение первого уравнения системы (2.4) сводится к определению корней 
многочлена P2n(u), вообще говоря, отличающегося от многочлена из (2.6). 
Фактически для каждого фиксированного n имеется шесть различных много­
членов, которые можно отнести к одному из двух семейств {P2

i
n}, { ~P2

i
n}, i  = 1, 

2, 3. Циклическая перестановка индексов величин 
1 2 3 3 1 2 2 3 1k k k k k k k k kI I I→ →  

позволяет получить выражения всех многочленов из указанных семейств: 
1 2 3
2 2 2n n nP P P→ →  и 1 2 3

2 2 2n n nP P P→ →   . Приведем явный вид многочленов P2
1

n,   ~P2
1

n 
при n  = 1, 2, 3, по которым можно восстановить выражения для остальных 
многочленов из указанных семейств:

	 ( ) ( ), ,1 1 2 1 1 1 1 2 1 1
2 10 11 10 2 10 11 100 0P u c u c u c P u c u i c u c= + - = = + ⋅ + =

	 ,,1 1
10 100 001 11 0102c I iI c I= - + =

	 ( ) ,1 1 4 1 3 1 2 1 1
4 20 21 22 21 20 0P u c u c u c u c u c= + + - + =

	 ( ) ,1 1 4 1 3 1 2 1 1
4 20 21 22 21 20 0P u c u i c u c u i c u c= + ⋅ - + ⋅ + =

	 ( ) ( ) ,, ,1 1 1
20 002 200 101 21 110 011 22 200 020 002

1
2 2

2
c I I iI c I iI c I I I= - + = - = - +
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	 ( ) ,1 1 6 1 5 1 4 1 3 1 2 1 1
6 30 31 32 33 32 31 30 0P u c u c u c u c u c u c u c= + + + - + - =

	 ( ) ,1 1 6 1 5 1 4 1 3 1 2 1 1
6 30 31 32 33 32 31 30 0P u c u i c u c u i c u c u i c u c= + ⋅ - - ⋅ - + ⋅ + =

	 ( ) ( ), ,1 1
30 300 102 003 201 31 012 210 1113 3 6 2c I I i I I c I I iI= - + - = - +

	 ( )( ) ( ), .1 1
32 120 102 300 021 003 201 33 012 210 0303 4 4 4 3 3 2c I I I i I I I c I I I= - - + - + + = + -

Сдвиг индексов коэффициентов позволяет получить, например, такой 
многочлен:

	 ( )2 2 4 2 3 2 2 2 2
4 20 21 22 21 20,P u c u c u c u c u c= + + - +

	 ( ) ( )2 2 2
20 200 020 110 21 011 101 22 020 002 200

1
, 2 , 2 .

2
c I I iI c I iI c I I I= - + = - = - +

В зависимости от системы координат, связанной с телом B, а также от его 
формы и распределения масс, коэффициенты при старших степенях много­
членов ( )1

2nP u  и ( ),2
i
nP u  i  = 1, 2, 3, могут обращаться в ноль, при этом сами 

многочлены уже не будут обладать 2n корнями, что, как отмечалось, является 
препятствием для определения полного набора из n осей мультиполя n-го по­
рядка приведенным выше способом.

Рассмотрим случаи, когда многочлены ( )1
2nP u  имеют меньше 2n корней 

для n = 1, 2, 3. Многочлены ( )2
2nP u , ( )3

2nP u  могут быть исследованы анало­
гично. Заметим, что старший коэффициент многочлена ( ),1

2nP u  равный ,1
10c  

обращается в ноль в тех же случаях, что и коэффициент c1
1

0.
Для n = 1 старший коэффициент c1

1
0 обращается в ноль, если I100 = 0 и 

I001 = 0. Тогда P2
1(u) принимает вид c1

1
1u = 0 и имеет корень u = 0. Дополнитель­

но при I010 = 0 многочлен P2
1(u) обращается тождественно в ноль, что имеет 

место в случае, когда начало системы координат совпадает с центром масс 
тела: I100 = I010 = I001 = 0 и P2(u) ≡ 0. В этом случае U1(r) ≡ 0, а мультиполя первого 
порядка не существует.

Для n = 2 старший коэффициент c2
1

0 обращается в ноль, если I002 = I200 и 
I101 = 0, т.е. тело B является динамически симметричным с осью динамиче­
ской симметрии OX2, а начало системы координат лежит на этой оси. В этом 
случае многочлен примет вид: ( ) .1 3 2

4 21 22 21 0P u c u c u c u= + - =  Корни такого 
многочлена имеют вид:

	 ,
( )

, .
2 2 2

200 020 110 011 200 020
1 2 3

110 011

4 4
0

2 2

I I I I I I
u u

I I i

- ± + + -
= =

- +

Подставляя в соотношение (2.7) различные пары корней u1, u2 и u3, можно 
определить лишь одну ось мультиполя:

	
( )

( ), , .1 110 020 200 0112 2 2
200 020 110 011

1
2 2

4 4

T
I I I I

I I I I
= ⋅ -

- + +
h
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Чтобы отыскать вторую ось, предлагается сделать следующее. Полагая 
h2 = (a2, b2, g2), подставим найденную ось h1 в соотношение (2.3). Приравнивая 
коэффициенты в U2(r) из соотношений (2.2) и (2.3) при одинаковых степенях 
r1, r2, r3, получаем вторую ось и момент мультиполя:

	 ( ), , , ( ) .2 2 2
2 2 200 020 110 0110 1 0 4 4p I I I I= = - + +h

Отметим, что вторая ось оказывается сонаправленной с осью динамиче­
ской симметрии тела B.

Если тензор инерции тела не является шаровым, то выберем та­
кую замену переменных (2.5), которая приводит к случаю, когда 

( ) / ,2
20 200 020 1102 0c I I iI= - + ≠  а многочлен P4

2(u) обладает четырьмя корня­
ми, что позволяет найти обе оси мультиполя.

Рассмотрим случай, когда тело B обладает трехосным эллипсоидом инер­
ции, а связанная с ним система координат совпадает с его главными цен­
тральными осями инерции. В этом случае коэффициент c2

1
1 ≡ 0, и многочлен 

имеет вид:

	 ( ) ( ), / , .1 1 4 1 2 1 1 1
4 20 22 20 20 002 200 22 200 020 0022 2P u c u c u c c I I c I I I= + + = - = - +

Полагая для определенности I200 > I020 > I002, корни P4
1(u) = 0 имеют вид:

	
( )( )

,002 200 020 200 020 020 002
1 2

200 002

2 2I I I i I I I I
u u

I I

+ - - - -
= - =

-

	
( )( )

,002 200 020 200 020 020 002
3 4

200 002

2 2I I I i I I I I
u u

I I

+ - + - -
= - =

-

а оси мультиполя второго порядка при этом записываются как

	 , , , , , ,200 020 020 002 200 020 020 002
1 2

200 002 200 002 200 002 200 002

0 0

T T
I I I I I I I I

I I I I I I I I

   - - - -
= - =      - - - -   

h h

момент мультиполя равен p2 = I200 – I002.
Укажем геометрический смысл полученных осей. Рассмотрим круговые 

сечения эллипсоида инерции ,2 2 2 1x y zJ x J y J z+ + =  где ,020 002xJ I I= +  
Jy = I200 + I002, Jz = I200 + I020 тела B. Имеются два таких сечения, они лежат в 
пересечениях эллипсоида плоскостями, проходящими через его среднюю ось 
[31]. Вычисления показывают, что найденные оси h1 и h2 ортогональны этим 
круговым сечениям.

Замечание. Мультипольное представление потенциала спутникового при­
ближения, нашедшего широкое применение в небесной механике и динамике 
космического полета [7], имеет вид:

	
2

0 2
спутник

1 2

1
.

2 h h
p p

U G
r r

 ∂  = - +  ∂ ∂   
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Если тело обладает шаровым тензором инерции, то U2(r) ≡ 0 и мультиполя 
второго порядка не существует.

Особый случай вычисления мультиполя третьего порядка рассмотрим на 
примере однородного тела, имеющего форму равногранного тетраэдра. В об­
щем случае такое тело обладает трехосным эллипсоидом инерции, а в глав­
ных центральных осях инерции из десяти моментов инерции третьего порядка 
лишь один не является тождественным нулем.

4. Мультиполь третьего порядка однородного равногранного тетраэдра. Пусть 
твердое тело B – однородный равногранный тетраэдр массы m, а Ox1x2x3 – 
связанная с ним система отсчета, оси которой направлены вдоль его биме­
диан. Эти оси – главные оси инерции тетраэдра [32] (см. также [28, 33, 34]). 
Если 2a1, 2a2, 2a3 – длины бимедиан, то вершины тетраэдра P1, P2, P3 и P4 
в этой системе отсчета задаются радиусами-векторами:

	
,( , , ) , ( , , )

( , , ) , ( , , ) .
1 1 1 2 3 2 2 1 2 3

3 3 1 2 3 4 4 1 2 3

T T

T T

OP a a a OP a a a

OP a a a OP a a a

= = - - = = - -

= = - - = =

r r

r r

 

 

Для вычисления величин Ik1k2k3
 определим границы интегрирования. Так, 

например, полагая -a3 ≤ x3 ≤ a3, область, по которой берется оставшийся двой­
ной интеграл, представим в виде объединения трех областей со следующими 
границами:
	 /  1 1 1 3 3a x a x a- ≤ ≤ - ⋅  и 23 2 21x x x≤ ≤

	 1 3 3 1 1 3 3/ /a x a x a x a- ⋅ ≤ ≤ ⋅  и 22 2 21x x x≤ ≤

	 /1 3 3 1 1a x a x a⋅ ≤ ≤  и ,22 2 24x x x≤ ≤

где
	 ( ) ( ), / / , , / / ,21 1 3 2 1 1 2 3 3 2 22 1 3 2 1 1 2 3 3 2x x x a x a a x a a x x x a x a a x a a= ⋅ - ⋅ + = ⋅ + ⋅ -

	 ( ) ( ), / / , , / ,/23 1 3 2 1 1 2 3 3 2 24 1 3 2 1 1 2 3 3 2x x x a x a a x a a x x x a x a a x a a= - ⋅ - ⋅ - = - ⋅ + ⋅ +

причем имеют место следующие равенства:
	 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,21 1 3 23 1 3 22 1 3 24 1 3x x x x x x x x x x x x- = - - = -

	 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , .23 1 3 21 1 3 24 1 3 22 1 3x x x x x x x x x x x x- = - - = -

Утверждение. Если индексы ki, kj, i  ≠  j, i,  j = 1, 2, 3 имеют различную чет­
ность, то коэффициент Ik1k2k3 = 0.

Доказательство этого факта техническое и заключается в том, что если 
найдутся два индекса ki, kj, i  ≠  j, i,  j = 1, 2, 3 разной четности, то двойной инте­
грал по x1 и x2 является нечетной функций переменной x3. Интеграл от нечет­
ной функции в симметричных пределах равен нулю.

Ненулевые моменты инерции вплоть до третьего порядка имеют следую­
щий вид:
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	 2 2 2
000 200 1 020 2 002 3 111 1 2 3, /5, /5, /5, /15.I m I ma I ma I ma I ma a a= = = = =

В осях Ox1x2x3 главные центральные моменты инерции, отнесенные к мас­
се тетраэдра, имеют вид:

	 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
200 2 3 020 1 3 002 1 2/5, /5, /5.J a a J a a J a a= + = + = +

Замечание. Моменты инерции также могут быть вычислены с помощью 
их производящей функции. В осях Ox1x2x3 производящая функция моментов 
инерции Iabc однородного равногранного тетраэдра имеет вид [35] (см. также 
[36]):

	 ( )
( )

( ) ( )
( )( ), ,

, .; ,
1 1 1 1

2 2 3 3 2 2 3 3
1 2 3 1 2 3 1 12 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1

ch ch
4

a t a te a t a t e a t a t
F a a a a a a a t

a t a t a t a t

-+ - -
=

- -
∑t

В частном случае однородного правильного тетраэдра с бимедианами дли­
ны 2a эта функция записывается как

	 ( )
( )

( )( ) ( )( )1 1
2 3 2 3

12 2 2 2
1 2 3 11,2,3

ch ch
; 4

( )
.

( )

at ate t t a e t t a
F a t

t t t t

-+ - -
=

- -∑t

Для нахождения осей мультиполя третьего порядка выпишем многочлен 
P6

1(u). Подставляя найденные моменты инерции для равногранного тетраэдра, 
получим:

	 ( )1 1 1 1 1 1 5 1
30 32 33 31 1 2 3 6 31 310, 12 / 15, 0.c c c c i ma a a P u c u c u= = = = ⋅ = + =

Паре корней u  = ±1 отвечает ось мультиполя h1 = (1; 0; 0), паре корней u = ±i 
отвечает ось мультиполя h3 = (0; 0; 1). Приравнивая коэффициенты при соот­
ветствующих слагаемых в (2.2) и (2.3), находим третью ось h2 = (0; 1; 0), а также 
момент мультиполя, который оказывается равным / .3 111 1 2 36 2 5p I m a a a= = ⋅

Легко убедиться, что для любой из шести замен переменных типа (2.5) ко­
эффициент при старшей степени многочлена P6

1(u) всегда обращается в ноль.

5. Выводы. В работе рассмотрен восходящий к Максвеллу подход к пред­
ставлению гравитационного потенциала тела в виде суммы потенциалов 
мультиполей различных порядков. Определены критические случаи рабо­
ты алгоритма по нахождению параметров мультиполя – его осей и момента, 
основанного на теореме Сильвестра о существовании системы вещественных 
полюсов сферической функции. Такие случаи имеют место, когда тело обла­
дает теми или иными симметриями в распределении масс. В исследовании 
приведены рекомендации по преодолению трудностей с ними связанными.

В случае тела, обладающего трехосным эллипсоидом инерции, получены 
явные выражения для осей и момента мультиполя второго порядка. Вычис­
ления показали, что оси мультиполя ортогональны круговым сечениям эл­
липсоида инерции тела.
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Рассмотрено модельное тело с постоянной плотностью, имеющее форму 
равногранного тетраэдра. В общем случае такое тело имеет трехосный эл­
липсоид инерции, а в главных центральных осях инерции из десяти момен­
тов инерции третьего порядка лишь один не обращается в ноль тождественно. 
Приведен способ вычисления осей и момента мультиполя третьего порядка 
такого тела.
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ON THE MAXWELL REPRESENTATION OF THE GRAVITATIONAL 
POTENTIAL FOR A SYMMETRIC BODY
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of Sciences, Moscow, Russia
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Abstract – The article analyzes an approach that goes back to Maxwell to the 
representation of a potential, in particular, the potential of the Newtonian field of 
gravity as a sum of potentials of multipoles of different orders. Critical cases of the 
algorithm for finding the parameters of a multipole, namely, its axes and moment, 
are indicated. The cases take place when the body has certain symmetries in the 
mass distribution. Recommendations for overcoming the identified difficulties are 
formulated. For a body with a triaxial ellipsoid of inertia, explicit expressions for the 
axes and moment of a second-order multipole that are expressed via second-order 
inertia integrals are given. It is shown that the axes of the multipole are orthogonal 
to the circular cross-sections of the ellipsoid of inertia of the body. Critical cases 
of calculating a third-order multipole are considered using the example of a model 



88	 НИКОНОВА

body with constant density, that has the shape of an equihedral tetrahedron. A 
method for calculating the axes and moment of a third-order multipole for such a 
body is given.

Keywords: gravitational potential, moments of inertia integrals of higher orders, 
Maxwell representation of potential, multipole, isosceles tetrahedron
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1.  Введение. Экспериментальные исследования вблизи поверхности 
ударного нагружения представляют значительные трудности и практиче-
ски не реализуемы традиционными методами нагружения твердых тел (со-
ударение, использование взрывчатых веществ и т.д.). Разработанные в по-
следние десятилетия способы генерации коротких механических импульсов 
в твердых телах с помощью лазеров и пучков заряженных частиц, а также 
развитие методов регистрации таких импульсов напряжения позволяют 
проводить исследования поведения материалов в тонкой приповерхност-
ной зоне ударного нагружения. Эта область характеризуется существен-
но неустановившимися неравновесными ударно-волновыми процессами, 
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описание которых в реальных средах не решается в рамках представлений 
механики сплошных сред [1, 2]. При этом подавляющая часть работ, посвя-
щенных поведению сплошной среды при ударном нагружении, посвящена 
изучению установившихся или квазиустановившихся процессов. Процессы на 
начальной стадии нагружения (неустановившиеся процессы вблизи поверх-
ности нагружения) при этом моделируются введением интегральных величин, 
например параметра инкубационного времени [3]. Такой подход достаточно 
хорошо описывает прочностные характеристики материала, отступя на неко-
торое малое расстояние от поверхности нагружения или спустя малое время 
от начала процесса, но оставляет открытым вопрос о выборе адекватной обла-
сти, рассматриваемой как зона релаксации, что требует отдельного трудоем-
кого исследования для каждой конкретной задачи. Эта трудность объясняется 
отсутствием оценки параметров релаксации у разработанных моделей дина-
мического нагружения. Разработка модели релаксации, дающей конечные 
оценки таких параметров, является актуальной задачей механики.

В работах [4, 5] при воздействии импульсным лазером на поверхность 
алюминиевых образцов был обнаружен и исследован аномальный характер 
зависимостей скорости распространения волны и величин продольного и 
поперечного составляющих напряжения от расстояния вблизи поверхности 
ударного нагружения. Вид полученных зависимостей показал их релаксаци-
онный характер от некоторого значения, определяемого величиной ударной 
нагрузки, до значений при установившемся ударно-волновом процессе. Был 
сделан вывод о высокой динамической жесткости алюминия вблизи поверх-
ности ударного нагружения, объясняющей такой характер изменения указан-
ных параметров.

Ввиду отсутствия достоверной модели, описывающей процессы фор-
мирования и распространения волн вблизи поверхности нагружения, а также 
сложности измерения амплитуды упругого предвестника в этой области, кри-
вые затухания упругого предвестника обычно строятся, начиная с некоторой 
глубины (2–3 мм) материала, и экстраполируются на плоскость удара, либо 
амплитуда упругого предвестника считается постоянной по мере распростра-
нения упругопластической волны [6, 7].

В работе [8] предложена модель, описывающая затухание амплитуды упру-
гого предвестника с учетом обнаруженных в работах [4, 5] релаксационных 
явлений вблизи поверхности нагружения. Экспериментальные исследования, 
описанные в работе [9], подтвердили как наличие релаксационных процессов 
в области ≤10-3 м от плоскости нагружения, так и высказанное в работе [8] 
предположение, что об упругопластическом характере поведения материала 
можно говорить только по окончании релаксационных процессов в припо-
верхностной зоне, обусловленных сильно неравновесным состоянием среды. 
Следовательно, начальная амплитуда упругого отклика материала неадекватна 
начальному нагружению и интерполяция данных о величине упругого пред-
вестника по начальному значению ударной нагрузки не является корректной.

Настоящая работа посвящена исследованию релаксационных процессов 
вблизи поверхности ударного нагружения импульсным электронным пуч-
ком. Такое нагружение в отличие от лазерного имеет ряд специфических 
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особенностей, которые и будут рассмотрены далее. Существенным качествен-
ным отличием электронного облучения твердого тела от лазерного является 
большая глубина проникновения электронов по сравнению с электромагнит-
ными колебаниями (светом). К настоящему времени накопилось большое ко-
личество работ как теоретических, так и экспериментальных, освещающих 
процессы прохождения электронов через вещество. Процесс взаимодей-
ствия электронных пучков с твердыми телами определяется как свойствами 
самого пучка (энергетическим спектром частиц в пучке, распределением по 
плотности, углом падения электронов на мишень), так и свойствами среды 
(плотностью, атомным весом, потенциалом ионизации и др.). Основным ви-
дом потерь при прохождении электронов с кинетической энергией <0.5 МэВ 
(как в нашей работе) через вещество являются потери на ионизацию. При 
такой энергии существенную долю составляют отраженные от поверхности 
электроны.

Когда энергетически заряженные частицы падают на поверхность твердого 
тела, значительная часть поглощенной энергии проявляется как энергия акус
тических колебаний (фононов). Одним из проявлений фононного возбужде-
ния является генерирование упругих волн. Поглощенная веществом энергия 
электронного пучка называется дозой облучения, а производная от энергии 
по координате есть функция глубины дозы облучения или профиль энерге-
тического вклада. Его отыскание сводится в основном к статистическим ме-
тодам Монте-Карло. Профиль энергетического вклада является важной ха-
рактеристикой, поскольку он определяет механические напряжения, которые 
появляются в твердых телах при воздействии электронных пучков. По мере 
увеличения вкладываемой электроным пучком энергии возможно пластиче-
ское деформирование материала мишени, образование дефектов, упрочнение 
поверхности и даже его частичное плавление и испарение.

2. Формирование волн напряжений вблизи нагружаемой поверхности. Ка-
чественное описание формирования волн напряжений вблизи поверхности 
материала, нагружаемого кратковременным импульсным электронным пуч-
ком, проведенное на основе выполненных экспериментов, пожалуй, впер-
вые, приведено в работе [10]. В монографии [11] рассмотрены особенности 
формирования волн напряжений в термоупругой среде. В частности, проана-
лизировано формирование волн вблизи нагружаемой поверхности. В книге 
[12] рассматривается формирование знакопеременных импульсов нагрузки 
вблизи поверхности нагружения, генерируемых импульсным тепловыделени-
ем от электронного излучения, в акустическом приближении. Представлены 
результаты компьютерного моделирования генерации волн сжатия и растяже-
ния в металлической мишени. Предполагается, что скорость распространения 
волны сжатия меняется слабо. Однако, как будет показано в настоящей работе 
и отмечено в работе [5], эта скорость, релаксируя от неравновесного к стацио
нарному состоянию, меняется существенно.

Математические модели, описывающие термоупругое взаимодействие 
сильноточных электронных пучков с различными материалами, как прави-
ло, используют несвязанную теорию термоупругости. В соответствии с этой 
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теорией в случае одномерного нагружения динамическое уравнение термо-
упругости имеет следующий вид [13]:
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T0(x) – начальная температура в точке x; cv – удельная теплоемкость при по-
стоянном объеме; ΔT(x,t) – изменение температуры в точке x в момент вре-
мени t; Γ – параметр Грюнайзена, предполагаемый независимым от времени.

В соответствии с уравнением (2.1) смещение в любой точке определяется 
вложенной удельной энергией, величина которой зависит от параметров элек-
тронного пучка и характеристик облучаемого материала.

При рассмотрении процесса формирования волны смещения при термо-
упругом ударе электронным пучком необходимо учитывать также размеры 
зоны и форму профиля вклада электронов в материал. На границах зоны вкла-
да формируются две волны смещения противоположных направлений. Одна 
волна распространяется в глубь материала, вторая волна после отражения на 
передней (облучаемой) поверхности меняет знак напряжения на противопо-
ложный и с некоторым запаздыванием t*, равным времени прохождения по 
зоне вклада, распространяется далее в том же направлении, что и первая. В 
результате происходит наложение двух волн, причем форма результирующей 
волны зависит от соотношения между длительностью электронного импульса 
τ и t*. С целью изучения количественных характеристик взаимодействия этих 
волн в процессе возникновения и распространения по материалу в работе [10] 
была разработана экспериментальная методика, позволяющая одновременно 
измерять смещения облучаемой (передней) и свободной (тыльной) поверхно-
стей мишени с помощью лазерного интерферометра Майкельсона.

Для описания нагружения среды импульсным электронным пучком в на-
стоящей работе рассмотрим решение линейного волнового уравнения отно-
сительно напряжения:

	 ( , ), .
2 2

2
2 2

0c Q t x x
t x

∂ σ ∂ σ
- = ≥

∂ ∂
	 (2.3)
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Здесь σ – напряжение, c – продольная скорость звука.
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Функция энерговыделения в правой части уравнения (2.3) определяется 
согласно закону Бугера:

	 0
0 0( , ) ( ),RQ x t q e f t-χρ= χρ 	 (2.4)

где χ – массовый коэффициент поглощения энергии излучения, ρ0 – началь-
ная плотность, q0 – плотность потока мощности, R – глубина проникновения 
излучения в среду, f(t) – временная функция ввода энергии.

Как известно, внутри упругого материала прямоугольный импульс напря-
жения распадается на два половинной амплитуды [11, 12]. Они распростра-
няются в обе стороны со скоростью волны c. Рассмотрим случай мгновенно-
го тепловыделения вблизи поверхности нагружения. Одна волна половинной 
амплитуды движется к свободной (облучаемой) поверхности и отражается 
от нее, другая – в глубь материала. Согласно закону Бугера (2.4), начальный 
фронт волны будет экспоненциальным. Следуя работе [11], для простоты 
рассмотрения заменим его треугольником (рис. 1).

Пусть начальное напряжение имеет вид f(x) (экспонента, треугольник, 
прямоугольник и т.д.), то в момент времени t оно будет следующим:

	
( ) ( ), ,

( , )
( ) ( ), .

1 1

2 2
1 1

2 2

f x ct f x ct x ct
t x

f x ct f x ct x ct

 - + + >σ = 
- - + + + <


 	 (2.5)

При x  = ct функция f(t) имеет разрыв, равный f(0). Первое слагаемое первой 
строки соответствует волне половинной амплитуды, бегущей влево к границе. 
Для второй строки это слагаемое соответствует части волны, отраженной от 

Рис. 1. Формирование импульсов напряжения. 1 – начальные напряжения, 2 – полувол-
на, идущая в глубь материала, 3 – полуволна, идущая к свободной поверхности, 4 – от-
раженная волна, 5 – суперпозиция волн.
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свободной поверхности. Вторые слагаемые обеих строк уравнения (2.5) ука-
зывают на движение части волны вправо.

Длина области вклада энергии пучка электронов определяется их энерги-
ей. Пусть она имеет размер R. При этом длина формирующегося импульса 
будет 2R (рис. 2). Его форма существенно зависит от безразмерного соотно-
шения характерных параметров рассматриваемой задачи:
	 0,cΘ = τχρ 	 (2.6)
где τ – длительность электронного импульса.

В случае тепловыделения в области вклада энергии электронного пучка 
треугольной формы и прямоугольного по времени при Θ = 0 волна напряже-
ния имеет разрыв между сжимающей и растягивающей полуволнами (рис. 2). 
При Θ < 1 перепад напряжений становится все более пологим, а при Θ = 1 
треугольная полуволна сжатия уходит от полуволны растяжения, и при даль-
нейшем увеличении длительности тепловыделения ненапряженный участок 
между полуволнами все более увеличивает свою длину.

В настоящей работе τ = 10-7с, χ = 3 м3/кг, ρ0 = 2700 кг/м3, с = 6200 м/с. Со-
гласно выражению (2.6) Θ = 5 (>1), поэтому далее будем рассматривать релак-
сацию амплитуды только сжимающей полуволны и скорость ее распростране-
ния, а также траекторию движения волны. 

Таким образом, анализ формирования волн вблизи нагружаемой среды 
коротким импульсным электронным пучком показал, что их формирование 
начинается не с поверхности образца, как при лазерном облучении, а в не-
которой области, определяемой глубиной пробега электронов в среде R, что 
является принципиальным отличием. Как будет показано далее, релаксация 
амплитуды волны начинается не с поверхности образца, а от границы R обла-
сти вклада энергии электронного пучка, где сформировался импульс напря-
жения сжатия.

Рис. 2. Сформировавшиеся импульсы напряжения. 1 – импульс сжатия, 2 – импульс 
растяжения.
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3. Экспериментальная методика и результаты эксперимента. В работе в каче-
стве источника электронного пучка использовался генератор коротких высо-
ковольтных импульсов ГКВИ-300 со средней энергией электронов в спектре 
200 кэВ и длительностью импульса 100 нс. Воздействие электронного пучка на 
образцы осуществлялось в вакуумной камере при давлении остаточных газов 
~102 Па и комнатной температуре. Исследуемые образцы выполнялись в виде 
пластин диаметром 30 мм, толщиной от 0.5 до 3 мм из поликристаллического 
алюминия. Тыльная сторона образцов была отполирована. К ней через слой 
вакуумного масла прижимался специально разработанный широкополосный 

Рис. 3. 1 – вакуумная камера, 2 – высоковольтный ввод, 3 – катод, 4 – образец, 5 – из-
меритель тока (пояс Роговского), 6 – пьезодатчик.

Рис. 4. Характерная осциллограмма импульса тока пучка I (отн. ед.) и импульса напряже-
ния сжатия σ (отн. ед) (время t в нс).
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пьезоэлектрический датчик, информация с которого передавалась на широ-
кополосный осциллограф. Схема эксперимента представлена на рис. 3.

Для измерения времени прохождения импульса напряжения от места его 
формирования до сечения, где проводилось измерение с помощью пьезодат-
чика, применялась схема синхронизации. Задающим элементом схемы являл-
ся измеритель тока электронного пучка (пояс Роговского), сигнал с которо-
го подавался на вход запуска развертки осциллографа (CH1). На второй вход 
осциллографа (CH2) сигнал приходил с пьезодатчика. По интервалу времени 
между этими сигналами и определялось время прохождения импульса напря-
жения по образцу. Изменение амплитуды импульса по мере его прохождения 
также фиксировалось пьезодатчиком. Осциллограмма, приведенная на рис. 4, 
иллюстрирует сказанное выше.

В табл. 1 приведены времена (t) прохождения импульса через образцы раз-
личной толщины, на основании которых построена экспериментальная тра-
ектория движения импульса сжатия x(t) (рис. 5). Начало координат введено 
с учетом глубины формирования импульса сжатия (см. рис. 2, точка R) и от-
стоит от нагружаемой поверхности на 150 мкм. Последовательное увеличение 
толщины образцов позволило задать пять интервалов приращения координа-
ты распространения импульса.

Таблица  1. Зависимость координаты траектории движения импульса 
сжатия (x) от времени (t)

t, нс 65 120 170 245 295
x, мм 0.46 0.83 1.15 1.62 1.93

Для построения зависимости скорости распространения импульса напря-
жения сжатия от времени v(t) на каждом из пяти интервалов траектории дви-
жения импульса x(t) была оценена средняя скорость как отношение величи-
ны интервала Δ xi к времени его прохождении Δti с координатой ti в середине 
интервала Δti. Данные для построения этой зависимости приведены в табл. 2. 
По данным табл. 2 построен график изменения скорости распространения 
импульса напряжения сжатия от времени, приведенный на рис. 5.

Таблица 2. Средние скорости распространения импульса сжатия

Интервал I II III IV V
Длина интервала, Δxi, мм 0.46 0.37 0.32 0.47 0.31
Время прохождения интервала 
импульсом, Δti, нс

65 55 50 75 50

Время достижения импульсом середины 
интервала ti, нс

32.5 92.5 145 207.5 270

Средняя скорость на интервале vi, м/с 7100 6700 6400 6300 6200

Из рис. 5 следует, что скорость распространения импульса сжатия ре-
лаксирует в неравновесной области от начального значения 7100  м/с до 
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стационарного значения 6200 м/с. График траектории движения импульса 
x(t) также иллюстрирует релаксационный характер распространения импуль-
са сжатия, отклоняясь от стационарной траектории x(t) = ct.

Как было сказано выше, в каждом выбранном сечении образца с помощью 
пьезодатчика измерялся профиль напряжения сжатия. На рис. 6 приведена 
кривая изменения амплитуды напряжения сжатия от координаты σ(x). Дан-
ный рисунок показывает также релаксационный характер изменения ампли-
туды импульса сжатия в неравновесной области от его первоначального зна-
чения 320 МПа до стационарного значения 90 МПа.

Рис. 5. Изменение скорости распространения импульса напряжения v(t) (м/с), изменение 
координаты x(t) (мм), зависимость x(t) = ct (время t в нс).

Рис. 6. Изменение амплитуды импульса напряжения сжатия (МПа) от координаты (мм).

x

σ
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Таким образом, проведенные исследования по короткому ударному воз-
действию электронного пучка на алюминиевую преграду выявили явление 
релаксации скорости движения упругого импульса напряжения v(t) (рис. 5) и 
его амплитуды σ(x) (рис. 6) в неравновесной области от некоторого первона-
чального значения до их стационарного значения. Время релаксации соста-
вило tp = 145 нс, а длина релаксации xp = 1.5 мм.

Заключение. Анализируя полученные результаты, можно сделать вывод, 
что при воздействии кратковременного импульсного пучка электронов на 
металлические преграды (на примере алюминия) в приповерхностной об-
ласти наблюдаются сильнонеравновесные релаксационные процессы. Фор-
мирование волны напряжения имеет принципиальное отличие от лазерного 
импульсного воздействия. Оно заключается в том, что осуществляется в не-
которой области, длина которой определяется глубиной пробега электронов 
пучка в среде. Сам процесс формирования импульсов сжатия и растяжения 
определяется соотношением параметров пучка и среды, таких как длитель-
ность электронного импульса, скорость распространения импульсов, энергия 
электронов и плотность среды. Только после завершения формирования им-
пульса напряжения начинается релаксация его амплитуды. Необходимо отме-
тить, что релаксационный процесс осуществляется одноволновым способом 
и только после его завершения происходит разделение волны сжатия на упру-
гую часть (упругий предвестник) и пластическую часть, о чем сообщалось в 
наших работах ранее [9, 14].

Восстановление первоначального давления в области энерговыделения 
плотных электронных пучков является важной задачей для исследования 
прочности материалов и еще далеко не решенной. Полученные результаты 
содержат информацию, которая может найти применение в решении ряда во-
просов по взаимодействию сильноточных электронных пучков с преградой.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1.	  Khantuleva T.A. Specific features of processes far from equilibrium // Mathematical 
Modeling of Shock-Wave Processes in Condensed Matter: From Statistical Thermody-
namics to Control Theory. Shock Wave and High Pressure Phenomena. Springer, 2022. 
P. 31–63. 

	 https://doi.org/10.1007/978-981-19-2404-0_2
2.	  Khantuleva T.A. The shock-induced planar wave propagation in condensed matter // 

Mathematical Modeling of Shock-Wave Processes in Condensed Matter. From Statistical 
Thermodynamics to Control Theory. Shock Wave and High Pressure Phenomena. 
Singapore: Springer, 2022. P. 209–249. 

	 https://doi.org/10.1007/978-981-19-2404-0_7
3.	  Petrov Y.V., Utkin, A.A. Failure-delay effect under influence pulse dynamic loads // Mech. 

Solids. 2022. V. 57. № 1. P. 75–85. https://doi.org/10.3103/S0025654422010125 [Пет-
ров Ю.В., Уткин А.А. Эффект запаздывания разрушения при импульсных динами-
ческих нагрузках // Изв. РАН. МТТ. 2022. № 1. С. 89–102.] 

	 https://doi.org/10.31857/S0572329922010081



100	 МОРОЗОВ и др.

4.	  Судьенков Ю.В., Филиппов Н.М., Ронжин О.Ф., Недбай А.И. Влияние скорости на-
гружения на поведение упруго-вязкопластических материалов // Письма в ЖТФ. 
1980. Т. 6. № 18. С. 102–105.

5.	  Судьенков Ю.В. Релаксация упругих постоянных алюминия вблизи поверхности 
ударного нагружения // Письма в ЖТФ. 1983. Т. 9. № 23. С. 1418–1422.

6.	  Wood D. On longitudinal plane waves of elastic-plastic strain in solids // J. Appl. Mech. 
1952. V. 19. № 4. P. 521–525. 

	 https://doi.org/10.1115/1.4010552
7.	  Канель Г.И., Разоренов С.В., Уткин А.В., Фортов В.Е. Ударно-волновые явления в 

конденсированных средах. М.: Янус-К, 1996. 407 с.
8.	  Байзаков О.Д., Морозов В. А., Судьенков Ю.В. Модель затухания упругой волны 

с учетом релаксационных явлений в приповерхностной зоне ударного нагруже-
ния // Газодинамика и теплообмен. Вып. 9. Динамика однородных и неоднород-
ных сред. Л.: Изд-во Ленингр. ун-та, 1987. С. 187–191.

9.	  Морозов В.А., Судьенков Ю.В. Формирование и развитие импульсных напряжений 
в твердых телах с учетом релаксационных явлений в приповерхностной зоне удар-
ного нагружения // Физическая механика. Вып. 6. Динамические процессы в газах 
и твердых телах. Л.: Изд-во Ленингр. ун-та. 1990. С. 150–159.

10.	  Мещеряков Ю.И., Морозов В.А. О взаимодействии волн сжатия, инициируемых 
сильноточным импульсным пучком электронов в твердых телах. // ЖТФ. 1979. 
Том 49. № 9. С. 1982–1986.

11.	  Галиев Ш.У., Бабич Ю.Н., Жураховский С.В., Нечитайло Н.В., Ромащенко В.А. Чис-
ленное моделирование волновых процессов в ограниченных средах. Киев: Науко-
ва думка, 1989. 200 с.

12.	  Канель Г.И. Ударные волны в физике твердого тела. М.: Физматлит, 2018. 208 с.
13.	  Oswald R.B., Mc.Lean F.B., Schalhorn D.R., Buxton L.D. One‐dimensional thermoelastic 

response of solids to pulsed energy deposition. // J. Appl. Phys. 1971. V.  42. № 9. 
P. 3463–3473. 

	 https://doi.org/10.1063/1.1660755
14.	  Morozov V.A., Bogatko V.I. Elastoplastic wave formation in a near-surface region under 

short-term loading // Dokl. Phys. 2008. V. 53 № 8. P. 462–465. 
	 https://doi.org/10.1134/S1028335808080144 = Морозов В.А., Богатко В.И. Формиро-

вание упругопластической волны в приповерхностной области при кратковремен-
ном нагружении // Доклады академии наук. 2008. Том 421. № 6. С. 765–768.

RELAXATION PROCESSES CLOSE TO THE SURFACE 
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Abstract – The paper presents outcomes of the study of short-timed shock action 
of the pulse electron beam on the aluminum obstacle. Analysis of the generation of 
the stress wave near the loaded surface based on the experimental data is provided. 
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It is proved that wave generation in this case in contrast to theaction of laser beam 
takes place inside material in the area governed by the depth of electrons invasion.
Relaxationofthestress wave starts from the boarder of this area. It was established 
that strongly non-equilibrium processes are take place in this relaxation area 
causing dramatic change depending on the shock parameters of the velocity of 
the stress and strength waves compared theirs stationary values. It is underlined 
that relaxation process has solo-wave nature in spite of the high stress amplitude. 
Separation of the elastic and plastic stresses propagation takes place only after the 
end of relaxation process.

Keywords: impactstress, waveshaping, relaxation, electronbeam
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Для консервативных механических систем известен метод нормальных 
координат, в котором используется теорема о приведении двух квадра-
тичных форм к сумме квадратов. В этом случае система дифференци-
альных уравнений расщепляется на систему независимых осцилляторов. 
Линейная диссипативная механическая система с конечным числом 
степеней свободы определяется тремя квадратичными формами: кине-
тической и потенциальной энергией системы, а также диссипативной 
функцией Рэлея. Исследуется линейная задача о вынужденных колеба-
ниях двойного маятника, когда коэффициенты трения пропорциональ-
ны массам. Тогда все три квадратичные формы одним преобразовани-
ем приводятся к сумме квадратов. В нормальных координатах система 
расщепляется на две независимые системы второго порядка. Построено 
аналитическое решение в самом общем виде при произвольных длинах 
стержней и точечных масс. Дан полный анализ колебаний в нерезонанс-
ном случае и в случае резонансов. Получены также формулы для погреш-
ности аналитических формул, если пропорциональность коэффициен-
тов трения и масс нарушается.

Ключевые слова: метод Лагранжа, двойной маятник, квадратичные фор-
мы, нормальные координаты, диссипативные системы
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Введение. Общая теория малых линейных колебаний систем с конечным 
числом степеней свободы для консервативных систем дана в 1762–1765 гг. 
Лагранжем. В этом случае механическая система определяется двумя квад-
ратичными формами: кинетической и потенциальной энергией системы. 
Вейерштрасс показал в 1858 г., что в силу положительной определенно-
сти кинетической энергии можно ввести нормальные координаты, в ко-
торых кинетическая энергия приведется к сумме квадратов, а потенциаль-
ная энергия к сумме квадратов с некоторыми множителями. В нормаль-
ных координатах уравнения расщепляются на независимые осцилляторы, 
решения которых выражаются через тригонометрические и показательные 
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функции. Прежние исследователи (следуя Лагранжу) ошибочно предполага-
ли, что в случае кратных корней характеристического уравнения нормальные 
координаты не будут существовать и что в окончательных интегралах урав-
нений движения время будет входить не только через тригонометрические и 
показательные функции. Соответствующие библиографические ссылки при-
ведены в монографии [1].

Многие задачи интегрирования и качественного анализа дифференциаль-
ных уравнений значительно упрощаются при переходе к нормальным коорди-
натам и широко применяются для исследования колебаний консервативных 
механических систем [1–3]. Одновременное приведение к диагональной фор-
ме двух вещественных симметричных матриц A и B всегда выполнимо [4, 5], 
если одна из них соответствует знакоопределенной квадратичной форме. 

При анализе вынужденных колебаний диссипативных механических си-
стем кроме квадратичных форм для кинетической и потенциальной энергий 
возникает третья квадратичная форма – диссипативная функция Релея. Как 
известно [6–8], три квадратичные формы не всегда возможно привести к диа-
гональным и в связи с этим анализируются условия, при которых это возмож-
но. Наиболее общее условие приведения трех квадратичных форм с матрица-
ми A, B и C к диагональному виду получено в работе Новикова [9]. Для систем 
с n степенями свободы оно состоит из равенства нулю n2 элементов матрицы 
AB -1C – CB -1A = 0, Det[B] = 0. При выполнении этих условий уравнения Ла-
гранжа расщепляются на n независимых уравнений второго порядка.

В работе [10] показано, что n2 уравнений сводятся к n(n  – 1)/2 независимых 
уравнений. Если квадратичные формы зависят от двух переменных n  = 2, то 
условием расщепления является единственное условие равенства нулю опре-
делителя третьего порядка коэффициентов трех квадратичных форм. Для 
систем с тремя степенями свободы n  = 3 из условия Новикова получены три 
уравнения для матриц A, B и C. Даны примеры применения полученного усло-
вия для анализа малых колебаний механической системы с двумя и тремя сте-
пенями свободы с учетом сил трения. Для вынужденных колебаний двойного 
маятника показано, что условием расщепления уравнений Лагранжа является 
пропорциональность коэффициентов трения массам маятника. Таким путем 
исследованы вынужденные колебания двойного маятника при равенстве длин 
стержней маятника. Преобразование к нормальным координатам выражается 
через тригонометрические и обратные тригонометрические функции.

В данной работе нормализующее преобразование удалось упростить и вы-
разить через простые алгебраические функции. С его помощью построено 
аналитическое решение в самом общем виде, когда длины стержней и массы 
маятника произвольны. Дан полный анализ колебаний в нерезонансном слу-
чае и в случае резонансов. Получены простые формулы для максимальных 
отклонений маятника в случае резонансов. Найдены частоты, при которых 
угловые переменные равны нулю (антирезонанс). Рассмотрены случаи малых 
и больших диссипативных сил, для которых колебания описываются в упро-
щенной аналитической форме. Получены также формулы для погрешности 
аналитических формул, если пропорциональность коэффициентов трения и 
масс нарушается.
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1. Решение уравнений колебания в нормальных координатах. Система линей-
ных уравнений для вынужденных колебаний диссипативной механической 
системы с двумя степенями свободы под действием сил, меняющихся по гар-
моническому закону, имеет вид:

	 , , ,1 2
 i i i i

d T R N
i

dt x x x x
Π∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
=

∂
+ + =

∂ 

	 (1.1) 

где T, П, R и N – кинетическая и потенциальная энергия, диссипативная 
функция Рэлея и потенциал внешних сил:
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Воспользуемся теоремой [10].
Теорема. Пусть даны три квадратичные формы двух переменных T, R, П  

D = a11a22 - a1
2

2 > 0. Тогда для существования невырожденного преобразования
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приводящего их к виду

	
( ), ( ),

( ), ( )sin ,

2 2 2 2
11 1 22 2 11 1 22 2

2 2
11 1 22 2 1 1 2 2

1 1
2 2

1
2

T a y a y b y b y

c y c y N N y N y t

′ ′ ′ ′= + ℜ = +

′ ′ ′ ′Π = + = + w

   

 

 	 (1.4)

необходимо и достаточно, чтобы определитель, составленный из коэффици-
ентов исходных квадратичных форм, обратился в ноль:

	 .
11 12 22

11 12 22

11 12 22

0

a a a

D b b b

c c c

= = 	 (1.5)

Система уравнений в нормальных переменных расщепляется на два неза-
висимых уравнения второго порядка:
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Решение полученной системы для установившихся колебаний имеет вид:
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Переходный процесс из состояния покоя до установления дает решение 
уравнения начальными условиями ( ) , ( )0 0 0 0y y= =

	 /

( ) sin cos ( ),

( ) sin( ) cos( ) , / .2 22
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	 (1.8)

2. Алгебраическое преобразование, нормализующее систему дифференциаль-
ных уравнений. В работе [10] преобразование, нормализующее систему диф-
ференциальных равнений, выражено через тригонометрические и обратные 
тригонометрические функции. Ниже предлагается упрощенная форма такого 
преобразования, которое выражается только через алгебраические функции. 
Замену (1.3), приводящую формы к нормальному виду, можно построить сле-
дующим образом. В матричном виде составляется система уравнений:
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Из решения квадратного уравнения для B (равенство нулю определителя)
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находим два собственных значения B1, B2:
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Эти значения положительны в силу положительной определенности квад-
ратичных форм T и П. Поэтому дискриминант D не может быть отрицатель-
ным числом. Вырожденный случай D = 0, при котором оба корня равны, ис-
ключаем. Его нужно рассматривать отдельно.

Таким образом, без ограничения общности считаем, что D > 0 и B1 < B2. 
Собственным значениям B1, B2 соответствуют два собственных вектора: 
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Нормализующая замена имеет следующий вид:
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Она приводит квадратичные формы к виду (1.4) c коэффициентами 
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Коэффициенты b′11, b′22 не приводятся из-за громоздкости.
3. Погрешность решения укороченной системы. Однако условие (1.5) может 

точно не выполняться, но его можно смягчить, если считать выполнение не 
точно, а приближенно. Оценку погрешности такого приближения можно по-
лучить следующим образом.

Пусть линейная замена (2.3) приводит две квадратичные формы T и П к 
сумме квадратов, а третья квадратичная форма R остается не приведенной к 
такому виду:

	 ( ) ( ) ( ), , .12
2 2 2 2 2 2
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2 2 2
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Если коэффициент A12 достаточно мал, то его можно не учитывать, но уко-
роченная система дифференциальных уравнений будет описывать колебания 
системы с достаточной точностью.

Укороченная система уравнений имеет вид (1.6), а полная система:
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Наличие A12 вносит погрешность, которую можно оценить следующим об-
разом. Решаем систему методом комплексных амплитуд. Подставляя в урав-
нения решения в виде y1 = Y1eiwt, y2 = Y2eiwt, получим:
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Предполагая параметр A12 малым, решаем алгебраическую систему урав-
нений методом возмущений:
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Назовем относительной погрешностью решения без учета A12 величину
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Отсюда с помощью неравенства ( )1 2a ib a b+ > +  для любых 
0, 0a b≥ ≥  получаем
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Таким образом, величина 
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определяет верхнюю оценку относительной погрешности (3.1) решения (1.7).
4. Двойной плоский маятник. Малые колебания около положения равно-

весия двойного плоского маятника, у которого точка подвеса движется по 
горизонтали по гармоническому закону x = a sin wt (рис. 1, а), рассматрива-
ем в неинерциальной системе отсчета, в которой точка подвеса неподвижна. 
Запишем выражения T, R, П и N как функции обобщенных координат q1, q2 
и скоростей ,1 2qq   [10]:
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где N – потенциал сил инерции и в диссипативной функции R предполага-
ется линейный по относительной угловой скорости закон трения в шарнирах 
с коэффициентами трения r1, r2.

Из равенства нулю определителя (1.5) находим условие пропорциональ-
ности коэффициентов трения и масс r1 = rm1, r2 = rm2. При этом условии нахо-
дится преобразование, приводящее квадратичные формы к сумме квадратов. 
Прежде чем получить это преобразование, приведем все характеристические 
функции к безразмерному виду с помощью замен:

(a) (b) (c)

Рис. 1. Схема двойного маятника (а), амплитудный коэффициент угловой переменной q1 
(b), коэффициент, пропорциональный амплитуде угловой переменной q2 (c).
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g
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	 (4.2)

где t, l, m, W – безразмерные переменные. 
В этих переменных функции принимают вид:

	
( ), ( ) (

,

) ,

( )sin .

2
2 2 2 21

1 2 2 1 1 2

2 2
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2 1 2

1 1
1

2 2 2

1
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q W
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ℜ

t= W



     

	 (4.3)

Здесь точками обозначены производные по переменной t, несуществен-
ный множитель (m1 + m2)gl опущен. 

С помощью подстановки коэффициентов квадратичных форм (1.2) 

	
, , , , , ,

, , , ,

2
11 22 12 11 22 12

2 2

11 22 12 1 2
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1 0

a a a b b b

a a
c c с N N

l l
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= = lm = = = lm

	 (4.4)

в характеристическое уравнение (2.1) получаем квадратное уравнение

	  ( ) ( ) .2 2 21 3 2 2 0B B- + l + l m + + l + l m =

Оно имеет два корня B1, B2:

	 , ,
( )

( ) .1 2
2

2
1

4
1

1B
K

K= =
l - m
+ l

- l + lm
 	 (4.5)

Через них с помощью (4.4) выражается преобразование (2.3)

	
( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),
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	 (4.6)

приводящее формы (4.3) к каноническому виду:
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Коэффициенты форм вычисляются по формулам (2.4) и преобразуются к виду:
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Уравнения Лагранжа в новых переменных принимают вид:
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Решение уравнений для установившихся колебаний в переменных y1, y2 
находится подстановкой коэффициентов (4.7) в формулы: 

	
( ) ( )

sin cos , ,
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.
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22

2 2 2 2

2 2 2 2
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	 (4.8)

В исходных переменных решение получается подстановкой формул (4.8) 
в (4.6).

5. Нерезонансный случай. В системе имеются две резонансные частоты: 
W1

2 = B1 и W2
2 = B2. При малом трении e << 1 вне окрестностей резонансных ча-

стот решение с погрешностью порядка e можно получить в рамках консерва-
тивной системы. Нормальные моды (4.8) имеют вид: 

	 sin ,
( )

2

2
i

i
i

a
y

l B

eW
= Wt

- W
	 (5.1)

Отсюда c помощью (4.6) находим амплитуду a1 колебаний угловой пере-
менной q1:
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Функция a1′ представляет собой дробь. Ее числитель и знаменатель можно 
выразить через параметры маятника с помощью (4.5) и (4.7)
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Из равенства нулю числителя находится частота антирезонанса:

	 ( ) .2 2
0

1

1
W = W =

l - m
	 (5.6)

На рис. 1, b изображена зависимость a1′ от квадрата частоты W2 при l = 1, 
m = 1/2. Амплитуда a1 при l = 1, m = 1/2 обращается в ноль при W2 = 2.

Аналогично находится амплитуда a2 угловой переменной q2:
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Отсюда получаем: на отрезке B1 < W2 < B2 функция приводится к виду
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-′ = 	 (5.8)

На отрезке (B1, B2) функция отрицательна и стремится к -∞ на его концах. 
Можно найти максимальное значение функции W2a2′ с помощью следующих 
преобразований:
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Причем равенство достигается при частоте W2 = (B1, B2)1/2. Вывод: амплиту-
да второй угловой переменной a2 = (a/l)W2a2′ на отрезке B1 < W2 < B2 при частоте 
(B1, B2)1/2 достигает наибольшего значения: 

(a) (b) (c)

Рис. 2. Зависимости от параметра m максимального амплитудного коэффициента k1 (а), 
отношения k2/k1 (b); границы областей переменных l, m при r = 0.02; 0.023; 0.026; 003 для 
которых относительная погрешность решения менее 1% (c).
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Этот вывод иллюстрирует рис. 1, c. На нем изображена зависимость 
функции W2a2′ от квадрата частоты W2 при l = 1, m = 1/2. Максимум, равный 
-1 - √–2/2, достигается в том случае, если W2 = √–2. В этой точке абсолютной 
значение амплитуды второй угловой переменной имеет наименьшее значение 
среди всех амплитуд на отрезке W2 ∈ (B1, B2).

Интерес представляет горизонтальное отклонение нижней массы маят-
ника x = l1q1 + l2q2. Введем относительную величину отклонения, отнесенную 
к суммарной длине маятника:

	 sin .1 2 1 2

1 2 1 1
a ax

l l
q + lq + l

q = = =
+ + l l

Wt
+ 	 (5.9)

Уравнение a1 + la2 = 0 для частоты антирезонанса с помощью формул (5.5) 
и (5.8) приводится к виду:
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Отсюда находим частоту антирезонанса для угловой координаты нижней 
массы маятника:

	 ( ) .2 2
0

1

1

+ l
W = W =

l - m

Таким образом, при частоте / ( )1 1lW + l - m=  нижняя масса маятника 
остается неподвижной, а при частоте в 1 + l  раз меньшей ( )/1 1l - m  не-
подвижной является верхняя масса маятника.

Из этих зависимостей следует исключить e-окрестности резонансных то-
чек. В них угловые переменные обращаются в бесконечности. В резонансных 
точках следует учитывать трение и, как показано в следующем пункте, угло-
вые переменные в этих точках достигают больших значений порядка 1/e.

6. Случаи резонансов. Рассмотрим асимптотику решения при e  →  0 (малое 
трение) при резонансной частоте W2 = B1. С помощью (4.8) находим:
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Вторую переменную y2 порядка 1 в формуле (4.6) для угловых переменных 
можно не учитывать, что приводит для них к следующим зависимостям:
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На рис. 2, а представлены зависимости амплитудных коэффициентов k1 от 
параметра масс m при различных значениях отношений длин: l = l2/l2 = 1/4, 
1/2, 3/4, 1, 4/3, 2 и 4. Значения 1/4 и 4 для соответствующих кривых указаны 
на рисунке. На рис. 2, b представлены зависимости отношения амплитудных 
коэффициентов k2/k1 для угловых переменных q1, q2 соответственно от пара-
метра масс m при тех же значениях отношений длин. Графики строятся с по-
мощью формул (6.2). При l = 1 кривые изображены штриховыми линиями. 

7. Случай большой силы сопротивления. При e  →  ∞ с помощью (4.8) и (4.6) 
получаем следующее асимптотическое разложение для угловых переменных:
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	 (7.1)

Этими формулами удобно пользоваться при параметре e >> 1.
8. Маятник с равными длинами стержней. Для маятника с равными длинами 

при l = 1 формулы упрощаются:
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Отсюда с помощью (4.6) и (4.5) находятся угловые переменные:
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y y y y
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При отсутствии диссипативных сил угловые переменные имеют вид:
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При частоте W2 = (1 – m)-1 угловая переменная q1 = 0, а переменная  
q = (q1 + q2)/2 = 0 при частоте W2 = 2(1 - m)-1. Это антирезонансные частоты. 

При резонансной частоте W = √—B1 собственная функция y1 принимает 
большие значения порядка 1/e, а собственная функция y2 – меньшие значе-
ния порядка 1:
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При этой частоте угловые переменные примут вид:
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Аналогично находятся угловые переменные при частоте W = √—B2:

	
( )
( )max cos , ( ),

3 2

2 2

1
1

2 1

a
y y O

l

- m
= - Wt =

+ m me

	 max max max max,1 2 2 2
1 1

y y
mm

q = q = ⇒
- m - m

	 max
max maxcos , .1

1 2

1

2 1

a
l

- m q
⇒ q = - Wt q = -

e + m m
Из полученных формул следует, что максимальные амплитуды колебаний 

угловых переменных при второй резонансной частоте √—B2 меньше амплитуды 
при первой частоте √—B1 в 

	
/3 2

1

1

 + m
  - m 

 

раза. Например, при равных массах m = 1/2 в 14 раз.
Наконец, при большой силе сопротивления из формул (8.1) и (8.2) разло-

жение по параметру e  →  ∞
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Первый член разложения следует также из (7.1) при l = 1.
9. Относительная погрешность при невыполнении условия расщепления. 

Приведенные формулы определяют общее аналитическое решение зада-
чи о вынужденных колебаниях двойного математического маятника при 
единственном условии пропорциональности диссипативных коэффициентов 
массам мятника: r2/r1 = m2/m1. Если же это условие не выполняется, то дисси-
пативную функцию

	 ( )2 2
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можно представить в виде:
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и она заменой (4.6) приведется к виду:
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R b y b b y b rb rb b rb rb b rb= + + = + D = + D = D 

Относительная погрешность решения без учета b12 для малых Dr вычисля-
ется по формуле:
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При фиксированном и достаточно малом значении параметра r границей 
области параметров l, m с относительной погрешностью менее 1% являет-
ся контур k(l, m) = 0.01/r, r = Dr/r. Параметры l, m, находящиеся вне контура, 
удовлетворяют неравенству 

	 .( ) .0 01
,k l m ≤

r
 

В этой области переменных l, m относительная погрешность решения без уче-
та Dr менее 1%. 

На рис. 2, c представлены границы этих областей для r = 0.02; 0.023; 0.026; 
0.03.

Заключение. Представлена методика аналитического исследования вынуж
денных колебаний механических систем с двумя степенями свободы с по-
мощью перехода к нормальным координатам. Фактически реализовано из-
вестное высказывание Ж.Л. Лагранжа, что в механической задаче существует 
система координат, в которой дифференциальные уравнения движения и их 
решение имеют наипростейший вид. Это достигается с помощью одновре-
менной диагонализации трех матриц: кинетической, потенциальной энергий 
и диссипативной функции. Упрощенные предложенным способом уравнения 
движения позволили провести исчерпывающий анализ вынужденных малых 
колебаний двойного маятника с горизонтальной вибрацией точки подвеса. 
В задаче имеются 4 произвольных параметра: две длины и две массы. Пред-
ставлен полный анализ этой системы. 

Наиболее простой вид имеют антирезонансные частоты маятника:
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при которых остаются неподвижными нижняя и верхняя масса маятника со-
ответственно; наибольшие амплитуды угловых координат, достигаемые при 
резонансной частоте √—B1:
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выражения для угловых координат маятника при достаточно большом трении:

	 ( )
( )

( )
( )

cos , cos ;1 22 2

1 11 1

1 1

a a
O O

l l

+ lm + l   q = - W Wt + q = - W Wt +   e e- m - me e   

выражения для частот вибрации, при которых соответствующие угловые 
координаты имеют максимальные амплитуды.

Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации 
124012500443-0).
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Abstract – For conservative mechanical systems, the method of normal coordi-
nates is known, which uses the theorem on the reduction of two quadratic forms 
to the sum of squares. In this case, the system of differential equations is split into 
a system of independent oscillators. A linear dissipative mechanical system with 
a finite number of freedom degrees is defined by three quadratic forms: the ki-
netic energy of the system and potential energy of the system, and the dissipative 
Rayleigh function. We study the linear problem of forced oscillations of a double 
pendulum when the friction coefficients are proportional to the masses. Then all 
three quadratic forms are reduced to the sum of squares by a single transformation. 
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In normal coordinates the system splits into two independent systems of second 
order. An analytical solution is constructed in the most general form for arbitrary 
rod lengths and point masses. A complete analysis of the oscillations in the non-
resonant case and in the case of resonances is given. Formulas for the error of the 
analytical formulas if the proportionality of the friction coefficients and masses is 
violated are also obtained.

Keywords: Lagrange method, double pendulum, quadratic forms, normal coordi-
nates, dissipative systems
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В работе рассматривается процесс возникновения термоупругой не­
устойчивости во время нестационарного трения анизотропных дисковых 
образцов при наличии пленки третьего тела на поверхности трения. Дан­
ный процесс имеет место при работе высоконагруженных тормозных си­
стем (в авиации и железнодорожном транспорте), специализированных 
сцеплений автотранспорта и в других механизмах. Наличие пленки при­
водит к снижению износа поверхности одновременно с возникновени­
ем значительной нелинейности интенсивности изнашивания. Методом 
конечных разностей проведено моделирование взаимного влияния из­
нашивания, фрикционного разогрева, упругих деформаций и эволюции 
пленки на поверхности трения. Изучен процесс трения и изнашивания 
дисков с учетом истории серии торможений. Рассмотрена кольцевая 
форма распределения поверхностных давлений и температур и прове­
дено сравнение эволюции износа дисков от торможения к торможению 
для случаев наличия пленки, ее отсутствия и экспериментально изме­
ренного износа.

Ключевые  слова: термоупругая неустойчивость, износ, композиты, три­
бология, углеродные композиты, изнашивание композитов, третье тело, 
трибология композитов.
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1. Введение. Подавляющая часть современного мирового авиапарка обо­
рудована тормозными системами, работающими по схеме трения “коль­
цо–кольцо” с дисками, изготовленными из волокнистых композитов на 
основе углерода. Непрерывное развитие авиатехники приводит к постоян­
ному росту как механической, так и термической нагруженности рабочих 
поверхностей тормозных дисков. Хотя углерод способен выдерживать вы­
сокие температуры и контактные давления при трении [1], высокая удель­
ная плотность энергии трения на рабочей поверхности приводит к разви­
тию термоупругой неустойчивости [2]. При этом контактные давления и 
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высокие температуры концентрируются в отдельных областях поверхности 
трения (“горячих пятнах”), в то время как на остальной поверхности трения 
вообще может отсутствовать контактное взаимодействие [3]. Данное явление 
может иметь в качестве последствий не только вибрации и нестабильные ха­
рактеристики тормозного усилия трибосопряжения [4], но и повышенный из­
нос поверхностей трения [5]. Трибологические характеристики композитных 
материалов на основе углерода во многом определяются пленкой вторичных 
структур, образующейся на поверхности трения [6]. Свойства этой пленки 
зависят от многих параметров как самого материала [7], так и конфигура­
ции контактирующих поверхностей и их геометрических размеров [8]. По­
следнее может иметь решающее значение в процессе развития термоупругой 
неустойчивости при трении углеродных композитных дисков. Суть явления 
термоупругой неустойчивости заключается в самопроизвольном нарушении 
равномерного распределения контактных давлений и температур по поверх­
ности трения за счет положительной обратной связи между ними. Локальное 
повышение давления за счет флуктуаций влечет за собой дополнительный 
разогрев поверхности за счет фрикционного тепла. Это в свою очередь при­
водит к дополнительному расширению материала и увеличению локального 
контактного давления. Если поток фрикционного тепла достаточно высок, 
контакт между поверхностями происходит только в нескольких локальных 
участках (“горячих пятнах”). Так как при образовании “горячих пятен” ре­
альная конфигурация контакта претерпевает значительные трансформации, 
происходит значительное изменение толщины поверхностной пленки на пло­
щадках контакта. Таким образом, возникает взаимное влияние процессов об­
разования поверхностной пленки и развития термоупругой неустойчивости: 
пленка влияет на износ поверхности и тем самым на выравниваете поверх­
ностных давлений и температур за счет приработки. При этом изменение кон­
фигурации реального контакта за счет образования “горячих пятен” влияет на 
параметры поверхностной пленки.

2. Цель работы. Целью работы является моделирование взаимного влияния 
процесса образования пленки вторичных структур на поверхности трения уг­
леродного композита и процесса развития термоупругой неустойчивости при 
трении. Будет определено, как поверхностная пленка влияет на зарождение и 
эволюцию “горячих пятен” на поверхности контакта тормозных дисков и на 
их износ при циклических торможениях. Для этого будет проведено модели­
рование серии торможений зеркальной пары трения по схеме “кольцо–коль­
цо” в условиях близких к существующим в авиационных тормозных системах. 
Будет исследовано изменение рельефа поверхности дисков от торможения к 
торможению и проведено сравнение полученных результатов с моделиро­
ванием без учета влияния поверхностной пленки, а также с известными ре­
зультатами экспериментальных исследований.

3.  Постановка задачи. В работе рассматривается процесс трения пары 
кольцеобразных анизотропных дисков из пакета, состоящего из чередую­
щихся подвижных и вращающихся дисков (такая схема применяется в авиа­
ции, высокоскоростных поездах и в некоторых сцеплениях). Рассмотрим 
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пару контактирующих кольцеобразных дисков (вращающийся и неподвиж­
ный, рис. 1) имеющих толщину 2h, внутренний радиус R1 и внешний радиус 
R2. Введем цилиндрическую систему координат (0, r, φ, z) с центром в точке 
пересечения оси симметрии дисков с плоскостью их контакта и осью 0z, сов­
падающей с осью их вращения. Свойства материала дисков считаем одно­
родными и трансверсально анизотропными. Ось анизотропии параллельна 
оси вращения диска. Предполагаем, что условия на поверхностях трения с 
разных сторон каждого диска одинаковы и диск в процессе трения остается 
симметричен относительно своей срединной плоскости, перпендикулярной 
оси вращения. Тогда рассматривая поверхность трения между парой дисков 
можно считать, что плоскости их симметрии остаются плоскими в процес­
се трения и все условия (температура, напряжения и деформации) остаются 
симметричными относительно этих плоскостей в каждом диске. Также от­
сюда следует симметрия условий в соприкасающихся дисках относительно 
плоскости трения. Кроме того, считаем, что при трении сохраняются условия 
осевой симметрии относительно оси вращения. Тогда для исследования эво­
люции напряженно-деформированного состояния дисков в процессе трения 
достаточно рассмотреть сечение одного из дисков плоскостью, проходящей 
через ось симметрии. При этом, так как каждый из дисков остается симмет­
ричным относительно собственной срединной плоскости, рассмотрим поло­
вину сечения диска в виде прямоугольника высоты h и ширины R2–R1 (где 
2h – толщина диска). Сечение покоится на жестком основании (плоскость 
симметрии), на котором отсутствуют перемещения и через которое не проис­
ходит теплопередача (что следует из условий симметрии). Так как материал 
анизотропный, теплопроводность в радиальном направлении отличается от 
теплопроводности в осевом направлении. Также боковые поверхности (r  = R1 
и r  = R2) считаем теплоизолированными, так как теплопередача на боковых 
поверхностях тормозных дисков пренебрежимо мала из-за особенностей 
конструкции многодисковых трибосопряжений. Напряженно-деформиро­
ванное состояние сечения описывается одномерной моделью Винклера, при 
которой возможны только перемещения, нормальные к поверхности кон­
такта. Контакт между рабочими поверхностями дисков происходит в области 
Ω. Из соображений осевой симметрии контакта следует, что Ω представляет 
собой набор кольцеобразных областей, чей размер и расположение определя­
ются распределением термических деформаций, контактных давлений и из­
носом поверхности. Такую постановку задачи возможно также применить для 

Рис. 1. Схема контакта пары дисков.
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моделирования работы краевых дисков в пакете, установленных на жестких 
теплоизолированных плоских держателях. Диски сжимает внешнее усилие P, 
и они скользят друг относительно друга с угловой скоростью ω. Будем счи­
тать, что в процессе единичного акта торможения угловая скорость падает до 
нуля по линейному закону:

	 ( ) ,0
0

br
t t

t
w

w = w - 	

где ω0 – начальная угловая скорость вращения дисков, а tbr – время торможе­
ния. Тогда скорость скольжения поверхностей будет определяться формулой 
вида:
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На поверхности контакта действуют следующие граничные условия для 
нормальных перемещений поверхности (они будут различаться для области 
реального контакта Ω и области, в которой присутствует зазор между рабочи­
ми поверхностями): 
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где uE – нормальное перемещение поверхности под действием упругих де­
формаций, uT – нормальное перемещение поверхности под действием тер­
мического расширения, uW – линейный износ поверхности, uG – половина 
зазора между поверхностями в области отсутствия контакта, uΔ – половина 
нормального сближения срединных плоскостей дисков. Так как напряжен­
но-деформированное состояние материала моделируется одномерной моде­
лью Винклера, нормальные перемещения поверхности под действием упругих 
деформаций uT определяются формулой:
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где KE – коэффициент податливости поверхности диска в направлении 0z; 
p(r,t) – давление на поверхности контакта двух дисков. Нормальные переме­
щения поверхности под действием термического расширения определяются 
по формуле:
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где T(r, z, t) – температура материала диска, az – коэффициент линейного 
расширения материала в направлении 0z. Температура материала диска мо­
жет быть определена из уравнения теплопроводности в плоскости сечения [9]: 
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где λr и λz – коэффициенты теплопроводности материала диска в сечении в 
направлениях r и z, c – теплоемкость материала, ρ – его плотность. Начальное 
условие для уравнения (3.4) представляется равенством T(r, z, 0) = 0. Условия 
теплоизоляции на границах слоя и фрикционного разогрева рабочей поверх­
ности имеют вид: 
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, 
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где q(r, t) – плотность потока энергии фрикционного разогрева: 

	 ( ) ( ) ( ), , , ,1
2

q r t p r t V r t= m 	

где μ – коэффициент трения между дисками. Из соображений равновесия 
также получаем: 
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2

1

2
R

R
p r t rdr P=∫ 	

В соответствии с существующими теоретическими [8] и эксперименталь­
ными исследованиями [10, 11] линейная интенсивность изнашивания шеро­
ховатого материала может быть представлена в виде линейной зависимости от 
толщины поверхностной пленки и контактного давления:
	 ( ) ( ) ( )( )max, , , , ,W Su r t K p r t V r t H H r= - ∈ W 	
где KS – коэффициент интенсивности прироста толщины пленки за счет из­
носа материала, Hmax – максимальная толщина поверхностной пленки, при 
которой она полностью разделяет трущиеся поверхности и износ прекраща­
ется. Тогда в соответствии с работой [8] линейная скорость изнашивания по­
верхности будет определяться через параметры области контакта в виде:

	
( ) ( ) max, ,

,
1 1W

S W

p r t V r t H
u

S
K K L

=
+ ⋅

   ,r ∈ W 	 (3.5)

где S и L – площадь и периметр области контакта, KW – коэффициент интен­
сивности уменьшения объема пленки за счет потери вещества через периметр 
области контакта. Эти коэффициенты могут быть определены эксперимен­
тально при сочетании методов трибологических испытаний и микрострук­
турного исследования поверхности трения композита [10]. В случае если мы 
не учитываем влияние поверхностной пленки, интенсивность износа будет 
иметь вид: 
	 ( ) ( )* , , , ,Wu Kp r t V r t r= ∈ W 	

где K – коэффициент интенсивности изнашивания. Износ поверхности имеет 
вид:

	 ( ) ( )
0

, , ,
t

W Wu r t u r d= τ τ∫    .r ∈ W 	 (3.6)
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Таким образом, подставив формулы (3.2), (3.3), (3.5) и (3.6) в формулу (3.1) 
и используя формулу (3.4), получаем интегро-дифференциальную систему 
уравнений (3.7), описывающую процесс трения и изнашивания композитно­
го диска в течение цикла торможения: 
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	 (3.7)

Граничные условия для системы будут иметь вид: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

, 

, , , , ,

, , , , , ,
, , , ,

, ,

,
1

2

2

1

00

0

0 0

0 0
2

2

W t

r R zz h zr R

R

R

T r z u r t u r

T r z t T r z t T r z t
p r t V r t

r z z

p r t rdr P

=

=
= ==

= =

∂ ∂ ∂ m
= = = -

∂ ∂ ∂ l

p =∫

	
(3.8)

где u0(r) – рельеф поверхности трения до начала процесса торможения. Перед 
первым циклом торможения полагаем u0(r) = 0.

4. Методика решения. Интегро-дифференциальная система уравнений 
(3.7) может быть решена сочетанием методов конечных разностей и итера­
ционного метода. Введем дискретизацию по координатам (r,z,t) на отрезках 

; [ , ]; [, ][ ] ,1 2 0 0 brr R R z h t t∈ ∈ ∈  с шагом (Δr, Δz, Δt) соответственно: 
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Функцию T(z, r, t) будем отыскивать в точках (4.1), (4.2), (4.3), значения 
в этих точках обозначим T ni,j; функции p(r, t) и uW будем отыскивать в точках 
(4.2) и (4.3), значения в этих точках обозначим pi

n и uW
n

i
 соответственно. Функ­

цию uΔ(t) – рассматриваем в точках (4.3), обозначая ее значения uΔ
n. Уравнение 

(3.7.1) в разностном виде примет вид: 
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Уравнение теплопроводности (3.7.2) заменим на явную разностную схему:



124	 ШПЕНЕВ

	
, , , , , , , ,  ,

.. ,  .. ,  .. .

1
1 1 1 1

2 2

2 2

1 1 1 1 0 1

n n n n n n n n
i j i j i j i j i j i j i j i j

r z

T T T T T T T T
c

tr z

i I j J n N

+
+ - + +- + - + -

l + l = r
ΔΔ Δ

= - = - = -

	 (4.5)

Граничное условие (3.8) – вторая строка, в разностном виде будет иметь вид: 
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Граничное условие (3.8) – третья строка, в разностном виде примет вид: 
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Износ поверхности трения uW
n

i
  будет иметь вид:
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где соотношение периметра к площади пятна контакта S/Li
h, к которому при­

надлежит точка ri, определяется по формуле:

	 2 1/ ,
2

i i
i

R R
S L

h h
h -
= 	 (4.8)

где R1
h
i и R2

h
i – внутренний и внешний радиусы кольца контакта соответствен­

но, к которому принадлежит точка ri в момент времени tη. В случае если мы не 
учитываем влияние поверхностной пленки, uW

n
i
 будет иметь вид: 
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Суммарный средний линейный износ диска за одно торможение можно 
получить по формуле: 
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W ii
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После окончания цикла торможения из-за неравномерного распределе­
ния давлений в процессе трения износ по радиусу диска также будет рас­
пределен неравномерно (uW

n
i
 ≠ const), таким образом, на диске образуется ре­

льеф, который может повлиять на распределение давлений при последующих 
торможениях.
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В процессе решения применялась следующая схема расчетов: 
0. �В начальный момент времени распределение температур Ti,

0
j и износ uW i0 

заданы граничными условиями: температура равна нулю, износ опре­
делен рельефом рабочей поверхности после предыдущего торможения.

1. �Определяем сближение uD
n +1 и области контакта Ω методом последова­

тельных приближений таким образом, чтобы выполнялись равенства 
(4.4) и (4.6):

  a. Для очередного uD
n +1 ищем pi

n +1 по формуле (4.4).
  b. Если ,1 0n

ip + ≤  то ri  ∉  W, как следует из (3.1).
  c. �Для всех ri  ∈  W проверяем условие (4.6). Если нагрузка получается 

меньше P ′, то увеличиваем uD
n +1, в противном случае уменьшаем uA

n+1 .
  d. �Если разница между полученной нагрузкой и заданной больше 0.01%, 

возвращаемся к шагу а.
2. �Получив uD

n +1 и соответствующее ему Ω из (4.4), получаем новое распре­
деление давлений pi

n +1.
3. �В соответствии с полученным распределением контактных давлений 

pi
n +1, по формуле (4.5) отыскиваем распределение температур на следую­

щем шаге по времени Ti,
n

j
+1.

4. �Отыскиваем износ на новом шаге по времени в соответствии с форму­
лами (4.7) и (4.8) или по формуле (4.9), если мы не учитываем влияние 
поверхностной пленки. 

5. �Переходим к пункту 1 и новому шагу по времени.
В табл. 1 указаны численные значения параметров, использовавшихся при 

расчетах, соответствующих условиям работы авиационного тормоза. Парамет­
ры трибосопряжения и механические свойства материала указаны в соответ­
ствии с работой [5], коэффициент линейного износа без учета поверхностной 
пленки K указан в соответствии с работой [11], коэффициенты изнашивания 
при наличии пленки Hmax, KW и KS в соответствии с работой [10] для материала 
“АДФ-ОС”, исследованного в этих работах. Количество разбиений по коор­
динатам r, z и t равно соответственно:
	 I = 120, J = 60, N = 8000.

5. Результаты и выводы. На рис. 2 показан график распределения поверх­
ностных давлений p(r, t) при расчете, учитывающем наличие поверхностной 
пленки, для первых двух торможений. Из графика видно, что при первом 
торможении изначальное равномерное распределение контактных давлений 
быстро исчезает. Контактные давления концентрируются на внешнем ра­
диусе диска, а ближе к внутреннему радиусу становятся нулевыми (то есть 
возникает область отсутствия контакта между поверхностями). Это является 
следствием неравномерности распределения потока фрикционной тепловой 
энергии по радиусу диска: скорость скольжения на внешнем радиусе больше. 
Таким образом, за счет положительной обратной связи между температурой 
поверхности (рис. 3) и контактным давлением (рис. 2) развивается термо­
упругая неустойчивость, что приводит к большему износу внешней области 
рабочей поверхности диска и образованию поверхностного рельефа. При 
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следующем торможении начальные контактные давления за счет наличия ре­
льефа поверхности концентрируются ближе к внутреннему радиусу диска, что 
вызывает разогрев (рис. 3) и износ внутренней области рабочей поверхности. 
В результате форма поверхности меняется циклически, в течение цикла из 
двух торможений. Таким образом, торможения можно разбить на “четные” 
и “нечетные”, с различным распределением температур и контактных дав­
лений, которые чередуются друг с другом. При “четных” торможениях ре­
альная область контакта находится ближе к внешнему радиусу диска, при 

Рис. 2. Зависимость контактных давлений p(r, t) (МПа) от радиальной координаты r (мм) 
и временной координаты t (с) для первого (слева) и второго (справа) последовательных 
торможений с учетом наличия поверхностной пленки. 

Рис. 3. Зависимость контактных температур на поверхности трения T(r,0,t) (°C) от ра­
диальной координаты r (мм) и временной координаты t (с) для первого (слева) и второго 
(справа) последовательных торможений с учетом наличия поверхностной пленки.
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“нечетных” – к внутреннему. Как следствие, в каждой отдельной точке будут 
чередоваться от торможения к торможению высокие и низкие контактные 
температуры и давления. Этот эффект хорошо известен как из эксперимен­
тальных наблюдений [12], так и из других расчетных моделей [5]. На рис. 4 и 5 
показаны распределения поверхностных давлений p(r, t) и температур T(r, 0, t) 
при расчете без учета наличия поверхностной пленки для первых двух тормо­
жений. Хотя общий циклический характер расположения областей контакта 
сохраняется, пики температур и давлений становятся выше (1600–2000°С 

Таблица 1. Параметры материала и процесса трения, используемые в расчетах.

Параметр Обозначение Величина Ед. изм
Параметры композита

Плотность r 1.75 · 103 кг/м3

Теплоемкость с 800–20001 Дж/кг · оС
Теплопроводность в осевом 
направлении

lz 20 · 10-3 Вт/мм · оС

Теплопроводность в радиальном 
направлении

lr 30 · 10-3 Вт/мм · оС

Коэффициент теплового 
расширения

az 2 · 10-6 1/оС

Коэффициент трения m 0.5 —
Коэффициент податливости 
диска

KE 400 МПа/мм

Коэффициент изнашивания без 
пленки

K 24.3 · 10-7 МПа-1

Максимальная толщина пленки Hmax 9 мкм
Коэффициент роста толщины 
пленки

KS 2.43 · 10-9 мкм-1 · МПа-1

Коэффициент потери массы 
пленки

KW 12.69 · 10-6 МПа-1

Параметры процесса трения
Начальная скорость вращения 
диска

w0 12 об./с

Среднее контактное давление P/p(R2
2 – R1

2) 0.3 МПа
Время торможения tbr 16 с

Параметры диска
Внутренний радиус R1 240 мм
Внешний радиус R2 300 мм
Толщина 2h 30 мм

1 Использовалась переменная теплоемкость, так как углеродные материалы демон­
стрируют значительную зависимость этого параметра от температуры.
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против 800–1200°С и ≈2.4 МПа против ≈1.4 МПа). Это приводит к большей 
глубине износа в “горячих” пятнах и к развитию различных картин термо­
упругой неустойчивости при последующих торможениях с учетом поверх­
ностной пленки и без. На рис. 6 показана зависимость износа поверхности 
диска от радиальной координаты (то есть форма рельефа поверхности диска) 
после серии из 10 торможений с учетом наличия поверхностной пленки. Из 
графика на рис. 6 видно, как происходит чередование “четных” и “нечетных” 
торможений с концентрацией износа на внешней и на внутренней областях 
диска соответственно. На рис. 7 показана зависимость износа поверхности 

Рис. 4. Зависимость контактных давлений p(r, t) (МПа) от радиальной координаты r (мм) 
и временной координаты t (с) для первого (слева) и второго (справа) последовательных 
торможений без учета наличия поверхностной пленки.

Рис. 5. Зависимость контактных температур на поверхности трения T(r,0,t) (°C) от ра­
диальной координаты r (мм) и временной координаты t (с) для первого (слева) и второго 
(справа) последовательных торможений без учета наличия поверхностной пленки.
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диска от радиальной координаты (то есть форма рельефа поверхности диска) 
после серии из 10 торможений без учета наличия поверхностной пленки. Из 
сравнения графиков на рис. 6 и 7 следует, что расчетное изменение рельефа 
от торможения к торможению происходит более хаотично, чем при расче­
те, учитывающем наличие пленки. Так же сравнение с экспериментальными 
данными, полученными при снятии профилограмм с изношенных тормозных 
авиационных дисков [12] качественное соответствие формы рельефа авиаци­
онных дисков форме графиков па рис. 6.

Важным параметром, на который влияет неравномерное распределение 
контактных давлений и структура поверхностной пленки при трении, являет­
ся суммарный средний износ диска за одно торможение. На рис. 8 показан 
средний износ за одно торможение для смоделированных выше серий тормо­
жений. Для торможений, смоделированных без учета поверхностной пленки, 

Рис. 6. Зависимость линейного износа uW (мм) от радиальной координаты r (мм) (форма 
изношенной поверхности) для 10 последовательных торможений с учетом наличия по­
верхностной пленки. Жирными линиями выделены нечетные торможения.

Рис. 7. Зависимость линейного износа uW (мм) от радиальной координаты r (мм) (форма 
изношенной поверхности) для 10 последовательных торможений без учета наличия по­
верхностной пленки. Жирными линиями выделены нечетные торможения.
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средний износ примерно в 2.5 раза выше при тех же условиях, чем для тор­
можений, учитывающих наличие пленки. В табл. 2 представлено сравнение 
среднего износа с учетом пленки, без учета пленки и экспериментальных дан­
ных (в соответствии с работой [5]). Экспериментальное значение среднего из­
носа за одно торможение также близко к расчетному значению для модели, 
учитывающей наличие пленки. Это происходит потому, что коэффициент из­
нашивания, используемый при моделировании без учета пленки, измеряется 
при испытаниях кольцеобразных образцов, чей размер гораздо меньше (при­
мерно в 12 раз) размера тормозного диска (хотя схема контакта применяется 
аналогичная [11]). На рис. 9 показана зависимость отношения интенсивно­
сти изнашивания с учетом пленки к интенсивности изнашивания без учета 
пленки */W WI u u=    от геометрического параметра контакта S/L. Из графи­
ка следует, что интенсивность изнашивания с учетом пленки меньше интен­
сивности изнашивания без учета пленки (I < 1) при геометрическом факторе 
S/L, большем 2.5 мм; рост геометрического фактора соответствует росту абсо­
лютных размеров области контакта. Значение геометрического фактора, при 
котором интенсивности изнашивания равны друг другу (I  = 1), соответствует 
размерам области контакта для испытаний на машине трения, при которых и 
был определен коэффициент интенсивности изнашивания без учета влияния 
поверхностной пленки K [11]. Для моделируемого полноразмерного тормоз­
ного диска геометрический фактор равен 30 мм, что означает падение интен­
сивности изнашивания приблизительно в 3 раза по сравнению с маленьким 
образцом. Следует отметить, что учет наличия пленки в случае возникновения 
термоупругой неустойчивости приводит к нелинейной зависимости интен­
сивности изнашивания от контактного давления: концентрация контактных 
давлений в “горячем пятне” приводит к их росту с одновременным падением 
геометрического фактора S/L, что приводит к дополнительному росту интен­
сивности изнашивания. В этом случае феноменологические модели, исполь­
зующие нелинейную зависимость интенсивности изнашивания от контактно­
го давления вида (5.1), будут показывать хорошее соответствие эксперимен­
тальным данным [5]: 

	 * * , .1W
p

u K V
p

a
 = a > 
 





	 (5.1)

Однако константы в такой зависимости (K *,  ~p,a) не могут быть определе­
ны при стандартных испытаниях на малых образцах, их возможно определить 
только при имитационных испытаниях на образцах с близким геометриче­
ским фактором к моделируемому узлу трения (например, на больших инер­
ционных машинах трения).

Заключение. Поверхностная пленка вторичных структур может вносить 
значительный вклад в развитие термоупругой неустойчивости при трении 
высоконагруженных пар трения. Наличие поверхностной пленки значитель­
ной толщины и развитая термоупругая неустойчивость характерны для три­
босопряжений с определенными геометрическими параметрами (достаточ­
но широкая дорожка трения в сочетании с высоким отношением площади 



	 МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ПОВЕРХНОСТНОЙ ПЛЕНКИ...� 131

контактной поверхности к ее периметру). При этом большинство стандарт­
ных экспериментальных исследований проводится на образцах малых геомет­
рических размеров, что делает полученные таким образом данные малопри­
годными для описания процессов трения и изнашивания полноразмерных 
трибосопряжений. Материалы, демонстрирующие стабильные и линейные 
характеристики (коэффициенты трения и изнашивания) в отсутствии замет­
ной поверхностной пленки и термоупругой неустойчивости, будут показывать 
сложное нелинейное поведение при их наличии. Для корректного моделиро­
вания работы подобных сопряжений наряду со стандартными модельными 
экспериментами на малых образцах также необходимо:

•	 исследовать влияние поверхностной пленки на трение и износ материа­
лов (например, методами АСМ и СЭМ [10]);

Таблица 2. Средний линейный износ диска, мкм/торм

Без учета наличия 
поверхностной пленки

С учетом наличия 
поверхностной пленки

Экспериментально 
измеренный износ

2.3 0.68 0.1–1

Рис. 8. Зависимость среднего линейного износа за одно торможение UW (мм) от номера 
торможения N для 10 последовательных торможений с учетом наличия пленки (сплошная 
линия) и без учета наличия пленки (пунктирная линия).

Рис. 9. Зависимость отношения интенсивности изнашивания с учетом пленки к интен­
сивности изнашивания без учета пленки (I  =   .uW /  .uW

*  ) от геометрического параметра кон­
такта S/L (мм).



132	 ШПЕНЕВ

•	 проводить математическое моделирование работы узла с помощью ме­
тодов, учитывающих неравномерность термического расширения материала 
за счет фрикционного разогрева и динамику влияния поверхностной пленки 
на износ рабочей поверхности.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, грант № 19-19-00548-П.
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MODELING OF THE SURFACE FILM INFLUENCE ON 
THERMOELASTIC INSTABILITY DURING FRICTION OF 

COMPOSITE BRAKE DISCS

A. G. Shpenev a, *
aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS

*e-mail: kel-a-kris@list.ru

Abstract – The paper examines the process of thermoelastic instability occurrence 
during unsteady friction of anisotropic disk samples in the presence of a third body 
film on the friction surface. This process takes place during the operation of highly 
loaded braking systems (in aviation and railway transport), specialized clutches of 
motor vehicles and in other mechanisms. The presence of surface film leads to a 
decrease in surface wear simultaneously with the emergence of significant non­
linearity in the wear rate. The finite difference method was used to simulate the 
mutual influence of wear, frictional heating, elastic deformations and the evolution 
of the film on the friction surface. The process of friction and wear of discs was 
studied taking into account the history of a series of braking events. The annular 
shape of surface pressures and temperatures distribution is considered. A compari­
son was made of the evolution of disc wear from braking to braking for the cases of 
the film presence, its absence, and experimentally measured wear.

Keywords: thermoelastis instability, wear, composite, tribology, C/C composite, 
composite wear, third body, composite tribology
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В настоящее время различные роботы типа “Дельта” широко исполь-
зуются для решения многих технологических задач. В данной работе 
предлагается новый пятиподвижный робот параллельной структуры 
типа “Дельта” с четырьмя линейными и одним вращательным приво-
дами. Основная часть статьи посвящена кинематическому анализу дан-
ного робота, а именно разработке алгоритмов решения обратной и пря-
мой кинематических задач. Для демонстрации предлагаемых методик 
рассматриваются два численных примера. В первом примере решается 
задача обратной кинематики и определяются перемещения в приводных 
шарнирах, необходимые для реализации пространственной траектории 
выходного звена. Во втором примере показано решение прямой задачи 
кинематики и получены шесть различных конфигураций робота, соот-
ветствующих одному набору значений приводных координат. Предло-
женные алгоритмы являются основой для последующего определения 
скоростей и ускорений звеньев робота и его динамического анализа и 
могут быть адаптированы для других роботов параллельной структуры 
типа “Дельта”.

Ключевые  слова: дельта-робот, параллельная структура, обратная кине-
матика, прямая кинематика, конфигурация робота
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1.  Введение. Дельта-робот, разработанный Клавелем в середине 
1980-х гг., является одним из самых известных и широко используемых ро-
ботов параллельной структуры. Предложенная Клавелем структура кинема-
тических цепей в виде рычажных механизмов позволяет обеспечить посту-
пательные движения выходного звена на достаточно больших скоростях. 
Конструкция дельта-робота была представлена в патенте [1] в виде устрой-
ства с четырьмя степенями свободы, в котором выходное звено реализует 
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движение Шёнфлиса: три кинематические цепи рычажной структуры были 
дополнены четвертой центральной цепью, обеспечивающей вращательную 
степень свободы.

Роботы типа “Дельта” имеют два типа приводов: линейные и вращатель-
ные. Системы с линейными приводами используют в качестве приводных 
звеньев ползуны [2, 3] с горизонтальными, вертикальными или наклонны-
ми направляющими [4]. Роботы типа “Дельта” с вращательными приводами 
также могут иметь наклонные оси приводных шарниров. Например, в рабо-
те [5] предложен робот NUWAR — робот типа “Дельта” с наклонными осями 
приводных шарниров; такая конструкция способствует увеличению размеров 
рабочей зоны по сравнению с обычным дельта-роботом. В патенте [6] пред-
ставлена другая конструкция, в которой данные оси переориентированы и 
смещены. В статье [7] предложен оригинальный робот типа “Дельта”, исполь-
зующий в каждой кинематической цепи тросовую систему вместо параллело-
граммного механизма.

Уникальная конструкция дельта-робота стала основой для множества по-
хожих разработок. Среди них можно выделить четырехподвижный робот типа 
“Дельта” с одинаковыми симметрично расположенными кинематическими 
цепями [8]. Выходное звено данного робота исполнено в виде рычажного ме-
ханизма в форме буквы H. Для увеличения рабочей зоны робота и исключения 
особых положений был разработан другой вариант — робот I4 с линейными и 
вращательными приводами [9]. В этом роботе конструкция выходного звена 
была изменена путем замены вращательных шарниров и шестерен на поступа-
тельные шарниры и реечно-шестерную передачу. Продолжением данных ис-
следований является работа [10], в которой предложен новый робот Par4 с вы-
ходным звеном в форме параллелограмма, которое может вращаться на ±180°. 
По сравнению с оригинальной моделью дельта-робота [1], конструкция Par4 
выглядит более надежной и перспективной для практических применений.

Существуют также модели роботов типа “Дельта” с другим числом степе-
ней свободы, например двухподвижный плоский робот типа “Дельта”, обес-
печивающий выходному звену два линейных перемещения [11]. В работе [12] 
предложен пятиподвижный робот типа “Дельта” с гибридной структурой, 
в котором к выходному звену прикреплен модуль, обеспечивающий ему две 
дополнительные вращательные степени свободы. В статье [13] представлено 
шестиподвижное задающее устройство Delthaptic, разработанное на основе 
двух дельта-роботов и используемое для дистанционного управления дви-
жением. Другое шестиподвижное устройство с конструкцией типа “Дельта” 
показано в работе [14]. В данном устройстве дельта-робот дополнен двухпо-
движным пятизвенным механизмом карданного подвеса и одноподвижным 
вращательным модулем.

Настоящая статья посвящена исследованию роботов типа “Дельта” с ли-
нейными приводами, в частности кинематическому анализу нового пяти-
подвижного робота параллельной структуры. Данный анализ заключается 
в формировании алгоритмов решения обратной и прямой задач кинематики. 
Обратная задача состоит в определении перемещений в приводных шарнирах 
(приводных координат), необходимых для реализации заданной траектории 
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движения выходного звена робота. Решение этой задачи является основой по-
следующих этапов кинематического исследования робота, таких как анализ 
рабочих зон, скоростей и ускорений звеньев, а также последующего анализа 
динамики. Кроме того, решение обратной задачи кинематики закладывает-
ся непосредственно в систему управления роботом. В свою очередь, решение 
прямой задачи кинематики состоит в определении конфигурации выходного 
звена робота согласно заданным перемещениям в приводных шарнирах. Ре-
шение данной задачи может быть использовано при анализе рабочих зон ро-
бота, составлении уравнений его движения в пространстве приводных коор-
динат, а также для оценки конфигурации выходного звена на основе данных 
датчиков, которые обычно размещаются в приводных шарнирах. Это необ-
ходимо при разработке алгоритмов управления, отслеживающих траекторию 
движения выходного звена.

Статья имеет следующую структуру. Раздел 2 содержит описание структу-
ры нового пятиподвижного робота типа “Дельта” и принципов его работы. 
В разделе 3 представлен алгоритм решения обратной задачи кинематики в 
аналитическом виде. Раздел 4 посвящен разработке алгоритма, позволяющего 
вычислить все возможные решения прямой задачи кинематики. В разделе 5 
приведены примеры решения обратной и прямой задач кинематики соглас-
но разработанным методикам. Раздел 6 содержит обсуждение некоторых осо-
бенностей предложенных алгоритмов. Раздел 7 подводит итоги проведенной 
работы и указывает направления будущих исследований.

2. Структура робота. Рассмотрим семейство роботов типа “Дельта” с ли-
нейными приводами, выходное звено которых имеет от трех до пяти степе-
ней свободы. На рис. 1 показано развитие структуры этих роботов. Робот на 
рис. 1, a включает три одинаковые кинематические цепи I типа — P(SS)2: каж-
дая цепь ограничивает вращение подвижной платформы вокруг оси, перпен-
дикулярной плоскости соответствующего параллелограмма, оставляя плат-
форме три поступательные степени свободы1. Для получения четырех степе-
ней свободы заменим одну P(SS)2 цепь на две цепи II типа — PSS (рис. 1, b). 
Данная замена исключает одно ограничение на вращение, и теперь подвиж-
ная платформа робота имеет четыре степени свободы: три поступательные 
и одну вращательную вокруг любой оси, параллельной линии пересечения 
плоскостей двух параллелограммов. Новая структура с пятью степенями сво-
боды, предлагаемая и исследуемая в данной работе, имеет центральную цепь 
III типа — RUPUR (рис. 1, с). Эта цепь не накладывает связей на движение 
платформы и наделяет выходное звено дополнительной вращательной степе-
нью свободы вокруг оси второго вращательного шарнира.

Настоящая статья посвящена исследованию пятиподвижного робота, 
поэтому рассмотрим его структуру более подробно. На рис. 2, a показана ки-
нематическая схема робота с обозначением звеньев. Робот включает непо-
движное звено (основание) 1 и подвижную платформу 10, соединенные пятью 

1 Обозначения P, R, U и S соответствуют поступательным, вращательным, универсальным 
и сферическим шарнирам; подчеркивание означает, что шарнир является приводным.
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кинематическими цепями: четыре цепи расположены по периметру (две цепи 
I типа и две цепи II типа) и одна цепь III типа установлена в центре. Цепи 
I типа состоят из линейных направляющих 2, установленных на основании 1, 
ползунов 3 и штанг 5. Цепи II типа состоят из линейных направляющих 2, 
ползунов 4 и штанг 5. Центральная цепь III типа включает вилку 6, кулису 7, 

(b) (c)(а)

Рис. 1. Развитие роботов параллельной структуры типа “Дельта”: (a) исходная структура 
с тремя степенями свободы [15]; (b) измененная структура с четырьмя степенями свобо-
ды [16]; (c) новая структура с пятью степенями свободы.

Рис. 2. Исследуемый пятиподвижный робот параллельной структуры типа “Дельта”: 
(a) обозначения звеньев; (b) системы координат и кинематические обозначения.

(a) (b)
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камень 8 и выходное звено 9. Звенья 3, 4 и 6 являются приводными. Звенья 2 
и 3, 2 и 4, 7 и 8 образуют поступательные шарниры; звенья 3 и 5, 4 и 5, 5 и 10 
образуют сферические шарниры; звенья 1 и 6, 9 и 10 образуют вращательные 
шарниры; звенья 6 и 7, 8 и 9 образуют универсальные шарниры. Кроме того, 
звенья 3, 5 и 10 каждой цепи II типа образуют параллелограмм.

При такой структуре вращение выходного звена 9 развязано от движения 
платформы 10 с четырьмя степенями свободы. Две цепи I типа и две цепи 
II типа контролируют три поступательные степени свободы платформы и ее 
наклон, а центральная цепь III типа обеспечивает вращение выходного звена 
относительно платформы. Такая структура робота упрощает его управление, 
что может быть полезно на практике. Возможные применения робота вклю-
чают аддитивные технологии, обработку деталей машин и другие операции, 
требующие пяти степеней свободы и значительных линейных перемещений 
в одном направлении.

3. Обратная кинематика. Решение обратной задачи кинематики состоит в 
определении относительных положений звеньев в приводных шарнирах при 
заданной конфигурации выходного звена. Первые включают перемещения hi 
в линейных приводах и угол поворота α1 в приводе центральной цепи, где 
i  = 1, …, 4 — порядковый номер кинематической цепи (рис. 2, b). Конфигура-
цию выходного звена можно описать при помощи декартовых координат xE, 
yE и zE точки E, выраженных относительно неподвижной системы координат 
Oxyz, угла φy, определяющего ориентацию подвижной платформы, и угла α2, 
определяющего ориентацию выходного звена относительно платформы. Без 
потери общности предположим, что точка E находится на оси вращательного 
шарнира выходного звена. Алгоритм решения обратной задачи кинематики 
имеет следующий вид.

Введем систему координат Ex′y′z′, связанную с подвижной платформой 
в точке, которая совпадает с точкой E выходного звена (рис. 2, b), так что 
системы координат Oxyz и Ex′y′z′ имеют одинаковую ориентацию при φy = 0. 
Обозначим x′Ci, y′Ci и z′Ci координаты центра сферического шарнира платфор-
мы (точка Ci) в этой системе координат (для кинематических цепей с парал-
лелограммами мы можем выбрать Ci как среднюю точку между смежными 
сферическими шарнирами). Мы можем вычислить координаты xCi, yCi и zCi той 
же точки относительно системы координат Oxyz следующим образом:
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	 (3.1)

Далее запишем уравнение, связывающее координаты в выражении (3.1) 
с координатами xBi, yBi и zBi центра сферического шарнира ползуна (точка Bi) 
и постоянной длиной lBiCi штанги BiCi:

	 ( ) ( ) ( ) .2 2 2 2
BiCi Ci Bi Ci Bi Ci Bil x x y y z z= − + − + − 	 (3.2)

Наконец, полагая zBi = hi и учитывая то, что координаты xBi и yBi известны 
из геометрии робота, мы можем найти приводную координату i-й цепи:
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	 ( ) ( ) .2 2 2
i BiCi Ci Bi Ci Bi Cih l x x y y z= ± − − − − + 	 (3.3)

В приведенном выше выражении знак “−” соответствует конфигурации с 
ползуном ниже подвижной платформы, а знак “+” означает, что ползун на-
ходится над ней.

Остается определить угол поворота α1 привода, который передает свое вра-
щение выходному звену через центральную кинематическую цепь с универ-
сальными шарнирами. Пусть β1 — угол между осью поступательной пары и 
валом привода, а β2 — угол между этой осью и осью вращательного шарнира 
выходного звена (рис. 2, b). Данные углы связаны следующим образом [17]:

	
cos( )

tg( ) tg( ).
cos( )

2
2 1

1

β
α = α

β
	 (3.4)

Для нахождения углов β1 и β2 сначала вычислим координаты точки N (цен-
тра универсального шарнира, установленного на подвижной платформе), 
используя соотношение, аналогичное выражению (3.1). После этого угол β1 
можно посчитать как угол между осью Oz и прямой NM, а угол β1 — как угол 
между прямыми NM и EN, где точка M — центр универсального шарнира, 
установленного на основании. Стоит отметить, что угол β2 зависит от значе-
ния угла φy. На практике центральная цепь может быть изготовлена с при-
менением шарниров равных угловых скоростей, так что угол α1 будет всегда 
равен углу α2.

4.  Прямая кинематика. Решение прямой задачи кинематики состоит 
в определении конфигурации выходного звена при заданных перемещениях 
в приводных шарнирах, то есть в нахождении параметров xE, yE, zE, φy и α2 
при известных значениях hi, i  = 1, …, 4, и α1. В п. 2 было показано, что движе-
ние центральной цепи не влияет на движение платформы. Поэтому сначала 
рассмотрим решение прямой задачи кинематики для подвижной платформы 
при заданных значениях hi.

Рассмотрим соотношение (3.2). Данное выражение представляет собой 
систему четырех нелинейных и взаимосвязанных уравнений относительно 
четырех переменных: xE, yE, zE и φy. Без потери общности мы можем выбрать 
координаты точки C4 в качестве переменных вместо координат точки E: это 
позволит упростить последующие расчеты. Обозначая эти переменные x, y и 
z, мы можем переписать уравнение (3.2) следующим образом:

	 ,2 2 2 0i i i ix y z a x b y c z d+ + + + + + = 	 (4.1)

где коэффициенты ai, ci и di при i = 1, 2, 3 линейно зависят от cos(φy) и sin(φy); 
коэффициенты a4, c4 и d4 постоянны и не зависят от φy; коэффициенты bi по-
стоянны для всех i = 1, …, 4.

Далее вычтем уравнение (4.1) для i = 4 из трех оставшихся уравнений и 
получим систему из трех линейных уравнений относительно переменных x, y 
и z, которую можно представить в матричной форме:
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 или .=Ax b 	 (4.2)

Пусть Ai, i = 1, 2, 3, обозначает матрицу A, в которой i-й столбец заменен 
вектором b. С учетом данных обозначений, мы можем решить систему урав-
нений (4.2), используя метод Крамера [18, с. 207]:
	 / , / , / ,1 0 2 0 3 0x F F y F F z F F= = = 	 (4.3)
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В приведенных выше выражениях коэффициенты f0jk, f1jk, f2jk и f3jk име-
ют известные и постоянные значения; cφ и sφ — сокращенные обозначения 
cos(φy) и sin(φy). Можно видеть, что F0, F1 и F3 — полиномы второй степе-
ни относительно cφ и sφ, тогда как F2 — полином третьей степени, поскольку 
второй столбец матрицы A имеет постоянные элементы, а два других столбца 
линейно зависят от cφ и sφ.

Далее подставим выражение (4.3) в уравнение (4.1) для i = 4. Предполо-
жим, что F0 ≠ 0 (случай F0 = 0 будет рассмотрен в п. 6). Тогда уравнение при-
мет вид:
	 ,2 2 2 2

1 2 3 4 1 0 4 2 0 4 3 0 4 0 0F F F a F F b F F c F F d F+ + + + + + =

что при подстановке выражений (4.4) эквивалентно следующему 
соотношению:
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где коэффициенты gjk имеют известные и постоянные значения.
Выражение (4.5) представляет собой полиномиальное уравнение ше-

стой степени относительно cφ и sφ. Преобразуем его в уравнение относи-
тельно одной переменной t, используя универсальную тригонометрическую 
подстановку:
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1 2
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Подставляя выражения (4.6) в (4.5), после преобразований получим:

	 ( ) ,
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где коэффициенты mj имеют известные и постоянные значения.
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Второй множитель в выражении (4.7) представляет собой уравнение вось-
мой степени, решения которого соответствуют восьми различным значениям 
угла φy. Определив φy, можно вычислить параметры F0, …, F3 и найти пере-
менные x, y и z из уравнения (4.3). Таким образом, было получено решение 
прямой задачи кинематики для подвижной платформы2. Оставшийся угол α2 
можно найти из соотношения (3.4). 

5. Примеры. Для демонстрации предложенных теоретических алгоритмов 
рассмотрим два примера кинематического анализа робота со следующими па-
раметрами (в метрах):

1. Длины звеньев: lBiCi = 0.30 для всех i = 1, …, 4.
2. Координаты точек Bi и M относительно системы координат Oxyz: 

xB1 = 0.15, yB1 = 0, xB2 = 0.04, yB2 = 0.19, xB3 = −0.04, yB3 = 0.19, xB4 = −0.15, yB4 = 0, 
zB1 = … = zB4 = 0, xM = 0, yM = 0, zM = 0.65.

3. Координаты точек Ci и N относительно системы координат Ex′y′z′: 
x′C1 = 0.08, y′C1 = 0, x′C2 = 0.04, y′C2 = 0.04, x′C3 = −0.04, y′C3 = 0.04, x′C4 = −0.08, 
y′C4 = 0, z′C1 = … = z′C4 = 0.05, x′N = 0, y′N = 0, z′N = 0.10.

5.1. Пример решения обратной задачи кинематики. Предположим, что точка E  
выходного звена должна следовать по спирали с n витками, обернутыми во-
круг тора с радиусами направляющей и образующей окружностей R и r соот-
ветственно, расположенного на высоте z0 над плоскостью Oxy (рис. 3). Пусть 
также подвижная платформа меняет свой угол наклона от −φ0 до +φ0, в то 
время как выходное звено совершает один полный оборот. Данную траекто-
рию можно задать параметрическим способом с помощью параметра s ∈ [0, 1] 
следующим образом:
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Для примера положим n = 15, R = 0.1 м, r  = 0.025 м, z0 = 0.2 м и φ0 = π/6 рад. 
На рис.  4 приведено решение обратной задачи кинематики, полученное 
предложенным алгоритмом. Высокочастотные колебания в координатах 
ℎ1, …, ℎ4 соответствуют движению по виткам спирали, в то время как низко-
частотные колебания соответствуют движению вокруг оси тора. Как и ожи-
далось, угол α1 изменяется от 0 до 2π рад, что соответствует полному обороту 
выходного звена. Данное изменение имеет практически линейный характер 
из-за небольших изменений углов β1 и β2 согласно выражению (3.4).

5.2. Пример решения прямой задачи кинематики. Во втором примере 
рассмотрим решение прямой задачи кинематики. Сначала предположим, что 
нужно решить обратную задачу кинематики для следующих (произвольно 
выбранных) значений параметров, определяющих конфигурацию выходного 
звена:

2 Файл программы MATLAB, реализующей представленный алгоритм решения 
прямой задачи кинематики, находится в свободном доступе онлайн по ссылке:  
http://doi.org/10.17632/j6c63s927b.1
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Рис. 3. Траектория движения выходного звена робота при решении обратной задачи ки-
нематики (координаты x, y и z в метрах).

Рис. 4. Решение обратной задачи кинематики (параметры ℎ1, …, ℎ4 в метрах, α1 в радианах).
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	 . , . , . , . , .20 0121 м 0 0732 м 0 1857 м 0 1594 рад 0 5123 рад.E E E yx y z= = − = ϕ = α =

Используя алгоритм, представленный в п. 3, можно получить следующие 
значения приводных координат, соответствующие данной конфигурации (с 
точностью до десятитысячных):

	 . , . , . , . , .1 2 3 4 10 5088 м 0 4282 м 0 4408 м 0 5241 рад 0 5231 рад.h h h h= = = = α =

Далее решим задачу прямой кинематики для указанных выше значений 
приводных координат. С помощью алгоритма из п. 4 были найдены шесть 
различных действительных решений уравнения (4.7), которые соответствуют 
шести различным конфигурациям робота, представленным в табл. 1 и пока-
занным на рис. 5. Можно видеть, что решение 3 совпадает со значениями, 
использованными в обратной кинематике, — это подтверждает корректность 
предложенного алгоритма. Решения 5 и 6 соответствуют перевернутому поло-
жению платформы, решения 2 и 5 — расположению платформы над ползуна-
ми. Три данные конфигурации, скорее всего, будут недостижимы на практике 
из-за конструктивных особенностей робота, но оставшиеся конфигурации 1, 
3 и 4 возможны, если сферические шарниры допускают большие угловые от-
клонения или если вместо них используются универсальные шарниры.

6. Обсуждение результатов. Алгоритм решения обратной задачи кинема-
тики является достаточно простым и имеет аналитический вид. Необходи-
мо лишь проверить, что рассматриваемая конфигурация робота принадлежит 
его рабочей зоне, так что уравнение (3.3) имеет действительное решение для 
каждой кинематической цепи. С другой стороны, предложенный алгоритм 
решения прямой задачи кинематики может быть вычислительно затратным 
из-за трудоемкости расчетов, необходимых для получения уравнения (4.7) и 
его последующего решения. В связи с этим прямую задачу кинематики ста-
новится целесообразно решать численно, например применяя метод Ньютона 
для уравнения (3.2). В данном случае представленный в п. 4 алгоритм необхо-
димо использовать только один раз, чтобы правильно выбрать первое началь-
ное приближение для численного метода. Отметим несколько особенностей 
предложенного алгоритма.

При выводе выражения (4.5) было сделано предположение, что F0 ≠ 0. 
В этом случае можно найти различные значения угла φy согласно разрабо-
танному алгоритму. Параметр F0 зависит от данного угла, и мы не можем 
гарантировать, что он отличен от нуля для каждого полученного решения. 

Таблица 1. Решения прямой задачи кинематики

№ решения 1 2 3 4 5 6
xE, м −0.0441 –0.0230 0.0121 0.0431 −0.0187 −0.0046
yE, м −0.1079 0.1974 −0.0732 0.1027 0.0475 −0.1334
zE, м 0.3446 0.6810 0.1857 0.3184 0.7538 0.4278

φy, рад −1.8149 0.1588 0.1594 1.6591 2.9246 3.1343
α2,  рад −0.3623 0.5138 0.5123 −0.2837 −0.4683 −0.5230
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Если F0 = 0 для некоторого угла φy, использовать уравнение (4.2) для вычис-
ления переменных x, y и z нельзя, поскольку матрица A вырождается и ее ранг 
уменьшается. Для решения задачи прямой кинематики необходимо рассмот-
реть два независимых линейных уравнения из системы (4.2) и квадратное 
уравнение (4.1): в результате можно получить одно квадратное уравнение 
относительно одной переменной, исключая две другие с помощью линей-
ных уравнений. В этом случае мы определим две различные конфигурации 
подвижной платформы для одного значения угла φy. Например, при “сим-
метричной” геометрии робота, как рассматривалось в примерах выше, и при 
ℎ1 =…= ℎ4 существует решение φy = 0 (подвижная платформа горизонтальна), 
при котором F0 = 0. Используя вышеупомянутый подход, мы получим две кон-
фигурации подвижной платформы для данного угла: одна над ползунами, а 
другая под ними. Если же ранг матрицы A уменьшается на два, становится не-
возможно выбрать три независимых уравнения для нахождения переменных 

Рис. 5. Шесть конфигураций робота, соответствующие шести различным решениям пря-
мой задачи кинематики (табл. 1); центральная цепь скрыта для ясности.

№ 1

№ 4 № 5 № 6

№ 2 № 3
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x, y и z. В результате задача прямой кинематики может иметь бесконечное 
количество решений, а робот, скорее всего, находится в особом (сингуляр-
ном) положении, соответствующем потере управляемости, — данный анализ 
выходит за рамки текущей работы.

Также нельзя утверждать, что полученное в выражении (4.7) полиноми-
альное уравнение восьмой степени имеет восемь действительных решений, 
соответствующих восьми различным конфигурациям робота. После ряда ис-
следований с различными геометрическими параметрами робота и различ-
ными значениями приводных координат мы получили максимум шесть дей-
ствительных решений, и один из примеров был представлен в предыдущем 
разделе. Кроме того, даже если уравнение (4.7) имеет восемь действительных 
решений, нельзя гарантировать, что F0 ≠ 0 для всех решений. Исследование 
данного случая и определение максимально возможного количества конфигу-
раций робота, соответствующих одному набору значений приводных коорди-
нат, также выходит за рамки настоящей статьи, но представляет интерес для 
будущих исследований.

Заключение. В статье представлен новый пятиподвижный робот парал-
лельной структуры типа “Дельта”, выходное звено которого имеет три по-
ступательные и две вращательные степени свободы. Вращательные степени 
свободы расширяют область возможных применений робота по сравнению с 
классическим трехподвижным дельта-роботом. Для исследуемого робота по-
лучен простой алгоритм решения обратной задачи кинематики в аналитиче-
ском виде. В свою очередь, анализ прямой кинематики показал, что данная 
задача может иметь несколько различных решений, соответствующих различ-
ным конфигурациям робота для одного и того же набора значений приводных 
координат. Согласно численному примеру, можно получить шесть действи-
тельных решений прямой задачи кинематики и шесть соответствующих им 
конфигураций робота, однако определение максимально возможного числа 
таких конфигураций является предметом будущих исследований.

Разработанные алгоритмы решения обратной и прямой задач кинематики 
являются основой последующих этапов кинематического анализа, включаю
щих построение рабочих зон, определение скоростей, ускорений звеньев и 
особых положений робота, а также фундаментом динамического анализа, 
заключающегося в составлении уравнений движения. Решение перечислен-
ных задач позволит спроектировать реальную робототехническую систему, 
подобрать параметры приводов и решить проблему управления движением. 
Предложенные в статье методы решения кинематических задач могут быть 
также адаптированы к другим роботам параллельной структуры.

Финансирование работы. Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда № 21-79-10409, https://rscf.ru/project/21-79-10409/.
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Abstract – Nowadays, various Delta-type robots are widely used in many techno-
logical fields. In this work, we propose a novel 5-DOF Delta-type parallel robot 
with four linear and one rotational actuators. The major part of the article is devot-
ed to the kinematic analysis of the robot, including solving its inverse and forward 
kinematic problems. To demonstrate the developed techniques, we consider two 
numerical examples. In the first one, we solve the inverse kinematics and deter-
mine the actuator displacements required to realize a spatial trajectory of the out-
put link. The forward kinematic analysis, presented in the second example, results 
in six different assembly modes of the robot for the given set of the actuator dis-
placements. The proposed algorithms represent the basis for subsequent velocity, 
acceleration, and dynamic analysis of the robot, and they can be adapted to other 
Delta-type parallel robots.

Keywords: Delta robot, parallel structure, inverse kinematics, forward kinematics, 
assembly mode
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На основании точного аналитического решения двумерной задачи о 
полосе из ортотропного материала с главными осями тензора упруго-
сти направленными параллельно и перпендикулярно ее границам, и 
центральной полубесконечной трещиной получены выражения для 
Т-напряжений. Сбалансированная система нагрузок в виде четырех 
независимых активных мод нагружения предполагается приложенной 
достаточно далеко от вершины трещины. Показано, что для двух (анти-
семмитричных) мод нагружения Т-напряжения равны нулю, а для двух 
других (симметричных) – определяются одним либо двумя параметрами, 
составленными из компонент тензора упругости. Зависимости Т-напря-
жений для симметричных мод нагружения получены в виде двукрат-
ных интегралов от комбинаций элементарных функций, зависящих от 
одного из безразмерных параметров, второй из безразмерных парамет-
ров входит в выражение для Т-напряжений только одной из мод в виде 
мультипликативного коэффициента. 

Ключевые слова: Т-напряжения, интегральное преобразование, двусто-
роннее преобразование Лапласа, метод Винера–Хопфа

DOI: 10.31857/S1026351924040104, EDN: UCLGVK

1. Введение. Напряженное состояние вблизи вершины трещины опре-
деляется в первую очередь главным сингулярным членом, имеющим по-
рядок r -1/2, где r – расстояние до вершины трещины. Коэффициенты при 
этой сингулярности для нормальных и касательных напряжений, носящих 
название коэффициентов интенсивности напряжений [1], являются глав-
ными параметрами, с помощью которых описываются процессы развития 
трещин, в том числе направление их роста (см., напр., обзор [2]). Следую-
щий член разложения поля напряжения вблизи вершины трещины имеет 
порядок r 0 (т.е. константы) и носит название Т-напряжения. Для трещин 
со свободными берегами единственной ненулевой компонентой данного 
члена разложения тензора напряжений, очевидно, может быть компонента 
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нормальных напряжений, действующих на площадках перпендикулярных ли-
нии трещины. Роль Т-напряжений важна, в частности, в задачах об устойчи-
вости прямолинейного пути распространения трещины при растяжении [3]. 
Концепция Т-напряжений использовалась также для объяснения других яв-
лений, связанных с распространением трещин [4–7], в том числе в критериях, 
определяющих направление роста трещин [2]. Вычислению Т-напряжений 
посвящен большой ряд работ, авторы которых используют аналитические [8], 
полуаналитические [9] и численные, прежде всего МКЭ, методы [10, 11]. Об-
зор по Т-напряжениям, их экспериментальному определению, методам рас-
чета и использованию в механике разрушения был дан в работе [12]. 

Задачи, связанные с распространением трещин в полосе, привлекают вни-
мание как из-за их важности для различных приложений: расчета напряже-
ний, вычисления коэффициентов интенсивности напряжений для стандарт-
ных испытаний на разрушение, таких как трех- и четырехточечный изгиб; 
изучение процессов разрушения в многослойных конструкциях; исследова-
ния адгезионных взаимодействий и отслоений покрытий, так и благодаря ее 
относительной простоте, позволяющей анализировать и выделять особенно-
сти процесса распространения трещин в подобных и более сложных системах 
[13–26]. 

Среди аналитических подходов к решению задач о полубесконечных тре-
щинах следует отметить применение интегральных преобразований (преоб-
разования Фурье либо двустороннего преобразования Лапласа) с последую-
щим применением метода Винера–Хопфа [27–32]. Достоинством данного 
подхода является применимость полученных решений для всего диапазона 
упругих параметров. Данный подход позволяет получить аналитические выра-
жения для коэффициентов интенсивности напряжений в виде интегралов от 
алгебраических функций. Аналитическое решение задачи для анизотропной 
полосы было получено с помощью данного подхода в работе [33] для частно-
го вида нагрузки. В работе [34] было получено удобное для использования 
численное решение аналогичной задачи, пригодное для диапазона наиболее 
часто встречающихся упругих свойств, однако не охватывающего всего диапа-
зона. Решение для системы симметрично приложенных на бесконечности на-
грузок было получено в работе [35] и обобщено в [36] на случай произвольной 
системы нагрузок, приложенной на бесконечности. Достоинством решения 
[35, 36] является его пригодность для всего диапазона термодинамически до-
пустимых значений упругих констант ортотропного тела. Обобщение реше-
ния [36] на случай полосы, составленной из двух полуполос равной толщины 
из одинакового линейно упругого ортотропного материала с главными осями 
тензора упругости, симметрично наклоненными к границе раздела, было сде-
лано в работе [37]; обобщение на случай полосы, составленной из двух анизо-
тропных полуполос различной толщины и различных свойств для некоторой 
комбинации параметров путем применения масштабирования, было сделано 
в работе [38]. 

Однако в работах [35–38] исследования ограничивались вычислением 
КИН. В работе [39] для трещины в изотропной полосе данный подход был 
применен для вычисления Т-напряжений. В настоящей работе этот подход 
применяется для вычисления Т-напряжений в ортотропной полосе.
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В реальных задачах внешние нагрузки действуют на некоторых конечных 
расстояниях от вершины трещины. Однако если эти расстояния много больше 
толщины слоя, то согласно принципу Сен-Венана данные нагрузки можно 
считать приложенными на бесконечности. Относительная погрешность, вы-
званная использованием данного допущения, экспоненциально убывает с 
увеличением расстояния между точкой приложения нагрузки и вершиной 
трещины по сравнению с толщиной слоя. Данное обстоятельство оправды-
вает использованное ранее [35–39] и в настоящей работе отнесение системы 
приложенных усилий на бесконечность. 

2. Формулировка задачи. Рассмотрим линейно упругую ортотропную пла-
стину -h < y < h с центральной полубесконечной трещиной y = 0, x < 0 в де-
картовой системе координат с началом, совпадающим с вершиной трещины 
(рис. 1). Без потери общности можно положить h  = 1.

Предполагаются выполненными условия плоской деформации или плоско-
го напряженного состояния, так что закон Гука может быть записан в виде [40]:

	
,

,

.

11 12

12 22

662

xx xx yy

yy xx yy

xy xy

e = b s + b s

e = b s + b s

e = b s

 	 (2.1) 

Здесь sxx, syy, sxy — компоненты тензора напряжения; exx, eyy, exy – компо-
ненты тензора малых деформаций; bjk – компоненты матрицы податливости, 
либо исходные, либо модифицированные для условий плоской деформации:

	 3 3

33

плоское напряженное состояние,

плоская деформация.

jk

jk j k
jk

b


b = b b
b - b

	 (2.2)

 Полный набор уравнений включает также уравнения равновесия: 

 	 , ,0 0xy xy yyxx

x y x y

∂s ∂s ∂s∂s
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
	 (2.3) 

Рис. 1. Геометрия и система приложенных нагрузок.
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и уравнение совместности:

	 ( ) .
2 2

2 2
0xx yy

x y

 ∂ ∂
+ s + s =  ∂ ∂ 

	 (2.4) 

Граничные условия включают: 
– отсутствие напряжений на внешней границе полосы и берегах трещины:

	

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )(u) (u) (d) (d)

, , , , , | | ,

, , , , , ,

0

0 0 0 0 0

yy xy yy zy

yy xy yy zy

x h x h x h x h x

x x x x x

s = s = s - = s - = < ∞

s = s = s = s <  	 (2.5) 
где индексы u, d соответствуют верхнему и нижнему берегу трещины.

Нагрузки приложены достаточно далеко от вершины трещины так, что их 
можно рассматривать как приложенные на бесконечности, в виде трех изгиба-
ющих моментов, M1, M2, M3, трех продольных сил, P1, P2, P3, и трех попереч-
ных сил, V1, V2, V3 p, с компенсирующими моментами, V1l1, V2l1, V3l2, l1  → ∞,  
l2  → ∞ (рис. 1) [41, 42]. 

Вследствие глобального равновесия только шесть из девяти силовых пара-
метра независимы:

	 , , .1
3 1 2 3 1 2 3 1 2

2

2
P P

P P P M M M V V V= - = - + = -
+ 	 (2.6)

Таким образом, шесть величин P1, P2, M1, M2, V1, V2 могут быть выбра-
ны в качестве параметров, описывающих внешнюю нагрузку. Ввиду суще-
ствования двух независимых комбинаций внешних усилий, не приводящих 
к относительному смещению берегов трещин [14, 15, 20, 42], так называемых 
“пассивных нагрузок”, можно выделить четыре независимые активные моды 
нагружения, вызывающие относительные смещения берегов трещины. Следуя 
работе [41], выберем четыре моды, соответствующие ненулевым значениям 
соответствующих параметров:

	

( ) ( ) ( )
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0 0 0

0 0 0

0
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x

KPM x x dx V x dx x dx

x

∞ ∞ ∞

∞
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τ

= - s = s = s

= s

∫ ∫ ∫
	 (2.7)

Введенные таким образом силовые параметры могут быть выражены через 
приложенные усилия следующим образом [41]:
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Задача состоит в нахождении T-напряжений, т.е. предела компоненты тен-
зора напряжения sxx при приближении к вершине трещины двигаясь вдоль ее 
берегов для четырех мод активного нагружения.

3. Решение для слоя; вычисление Т-напряжений. Распределение нормальных 
и касательных напряжений вдоль линии продолжения трещины было получе-
но в работе [36] для всех четырех указанных мод нагружения (2.7). Задача была 
решена путем применения двустороннего преобразования Лапласа к системе 
уравнений и граничным условиям и использованием метода Винера–Хопфа 
[43–45]. Выражения для Лаплас-образов нормальных напряжений, действую
щих вдоль линии продолжения центральной полубесконечной трещины в ор-
тотропной полосе, полученные в работе [36], могут быть записаны следую-
щим образом
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∞
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где
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Здесь Г – гамма-функция Эйлера. Функция, определяемая (3.1), голоморфна 
при Re(p) > 0, следовательно ее оригинал syy(x, 0) тождественно равен нулю 
при x  < 0, как и должно быть.

Функция Y(r) была вычислена в работе [36] и табулирована в [42].
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Прямое и обратное преобразование Лапласа определены следующим об-
разом [45, 46]:

	 ( ) ( )ˆ , , ,pxf p y f x y e dx
∞

-

-∞

= ∫ 	 (3.6)

	 ( ) ( )ˆ, , ,1
2

px

L

f x y f p y e dp
i

= -
π ∫ 	 (3.7)

где контур L соответствует мнимой оси комплексной плоскости p, а направ-
ление обхода – сверху вниз. Здесь и далее циркумфлекс над символом обозна-
чает трансформанту от соответствующей функции.

Знание распределения нормальных и касательных напряжений, действую-
щих на продолжении линии трещины, а следовательно, знание распределения 
напряжений на границе верхней и нижней полуполос, позволяет сформули-
ровать первую основнйю задачу для данных областей для нахождения всех 
интересующих величин, включая Т-напряжение. 

Отметим, что, подобно изотропному случаю [39], ненулевые Т-напряжения 
могут возникнуть только благодаря симметричным модам нагружения (М и Т 
в рассматриваемом случае). В этой связи распределения напряжений только 
благодаря этим модам выписаны в (3.1)–(3.5) и будут рассматриваться далее. 

Рассмотрим верхний слой. Внутри области справедливы уравнения (2.1)–
(2.4), вид граничных условий следует из (2.5) и (3.1)
	 ( , ) ( , ) , ( , ) ( ), ( , ) , .0 0 0 0yy xy yy xyx h x h x qy x x xs = s = s = s = < ∞  	 (3.8) 

Введение функции напряжений Эри F как

	 , ,
2 2 2

2 2xx yy xy
F F F

x yy x

∂ ∂ ∂
s = s = s = -

∂ ∂∂ ∂
 	 (3.9)

позволяет тождественно удовлетворить уравнения равновесия (2.3). Подста-
новка (3.9) в (2.1), а затем в сводит систему уравнений упругости для двумер-
ного случая к одному уравнению относительно одного неизвестного (функ-
ции напряжений), например [40]:

	 ( )
4 4 4

22 66 12 114 2 2 4
2 0.
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∂ ∂ ∂ ∂
	 (3.10)

Уравнение удобно записать, выразив коэффициенты податливости через 
безразмерные параметры 0 < l < ∞, -1 < r < ∞ [34]:

	 66 1211

22 11 22

2
, .

2

b + bb
l = r =

b b b
 	 (3.11)

Применение двустороннего преобразования Лапласа (3.6) к уравнению 
(3.10) с использованием (3.11) приводит к обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению для образа: 
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Решение уравнения удовлетворяющее граничным условиям есть

	 ( )ˆ , cos( ) cos( ) sin( ) sin( ),1 1 2 2 3 1 4 2C C C CF p y k py k py k py k py= + + + 	 (3.13)
где

	

( )( )

( )( )

( sin( )sin( ) cos( ) cos( ) )
,

sin( )sin( ) (cos( ) cos( ) )

( sin( )sin( ) cos( ) cos( ) )
,

sin( )sin( ) (cos( ) cos( ) )

2 2 1 2 1 1 2 1
1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 1 2 2
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

3

C
2 1

C
2 1

C

k k k p k p k k p k p k

p k k k p k p k k k p k p

k k k p k p k k p k p k

p k k k p k p k k k p k p

+ -
=

+ + -

+ -
=

+ + -

( )( )

( )( )

( sin( ) cos( ) cos( )sin( ))
,

sin( )sin( ) (cos( ) cos( ) )

( cos( )sin( ) sin( ) cos( ))
,

sin( )sin( ) (cos( ) cos( ) )

2 1 1 2 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2
4 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1

C
2 1

k k k p k p k k p k p

p k k k p k p k k k p k p

k k k p k p k k p k p

p k k k p k p k k k p k p

-
=

+ + -

-
=

+ + -

	 (3.14)

	
/ / /

,

/ /

, , ,

, .

1 4 2 1 4 1 2
1 2 1 2 1 2

2 2 1 2 2 2 1 2 2
1 2 1 2

1 2 1

2 2 1

k k k k k

k k k k

- - -

- -

= l r ± r - ± = l r ± = l

+ = l r - = l r -
	 (3.15)

Применение первой из формул (3.9) к (3.16) дает выражение для трансфор-
манты напряжения sxx(x, y). В частности, для y  = 0 имеем:

	 ( ) ( )( ) ( )ˆˆ , .0 1xx yp f p q ps = + 	 (3.16)

Здесь

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

cos cos sin sin
.

sin sin cos cos
1 2 1 2

1 2 1 2 1

k p k p k p k p

k p k p k p k
f

p
p

-r - + r

l r + -
= 	 (3.17)

Оригинал функции qy(p) равен нулю при x  < 0, следовательно, не имеет 
членов порядка x0 в степенном разложении возле нуля. Таким образом, для 
нахождения Т-напряжения, т.е. члена порядка x 0 в степенном разложении 
напряжения возле нуля, мы можем добавить в выражение (3.16) функцию 
q̂y(p) с произвольным коэффициентом. При этом желательно выбрать дан-
ный коэффициент таким образом, чтобы интеграл обратного преобразования 
Лапласа сходился по возможности быстрее, что предполагает выбор его зна-
чения равным -1, так что
	 ( ) ( ) ( )ˆˆ , .0xx yp f p q ps = 	 (3.18)
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Применение обратного преобразования (3.7) к (3.18) дает распределение 
напряжений sxx вдоль линии трещины:

 	 ( ) ( ) ( )ˆ, .1
0

2
px

xx y

L

x f p q p e dp
i

s = -
π ∫ 	 (3.19)

Данное представление справедливо для отрицательных x. Здесь контур ин-
тегрирования – вертикальная линия в комплексной плоскости p, проходящая 
между нулем и ближайшем к нулю полюсом p1 с положительной действитель-
ной частью функции (3.17). Для x  = 0 формула (3.19) вместе с (3.17), (3.1)–
(3.5), где ˆ ˆ( ) ( ),y yyq p p+= s  дает выражение для Т-напряжений. Однако наличие 
двух параметров l, r в подынтегральных выражениях приводит к тому, что 
использование данных формул становится неудобным. Подстановка p  = l-1/4p′ 
позволяет вынести параметр l из-под интеграла, после чего выражение для Т-
напряжений преобразуется к виду: 

	 / ,1 4
M VT T M T V-= + l 	 (3.20)

здесь TM, TV – величины T-напряжений, вызванных действием единичного 
момента M и единичной пары сил V с компенсирующим моментом. Подста-
новка p′ = g + it, 0 < g < Re p1, приводит к следующим выражениям для TM, TV :

( )
( )

( )( )
( )( ) ( )

/ /

//

/
,

3 13 4 1 2
1

1 4 3 13 2

1 22 3 1
6

2 11
M

it
T M f it J it dt

it

-∞
-
+-

-∞

Γ + + g π
= - + g + g′

π Γ + + g ππ r+ ∫ 	 (3.21)
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1
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it
T f it
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J it it Y dt

-∞

-
-∞

-
+

Γ + + g π
′= - + g ×

π Γ + + g ππ r +

× + g + + g r  

∫

	 (3.22)

В выражении (3.21) внеинтегральный член соответствует вычету подынте-
гральной функции в нуле, в выражении (3.22) внеинтегральный член отсут-
ствует, поскольку вычет подынтегральной функции в нуле равен нулю.

Функции (3.17) и (3.2) для l = 1 преобразуется следующим образом:
( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
cos cos cos cos

,
cos cos cos cos

2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2

p p p p

p p p

f

p

p

r - r- + r+ - r- + r+ + r

r- + r+ - r r+ - r-

′

-

=

=

	 (3.23)
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s s ds
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+
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 ′ = r - × π
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∫
	

(3.24)
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Функция Y(r) по-прежнему определяется формулами (3.4), (3.5).

4. Численные результаты. Величины TM, TV как функции r рассчитывались 
для значений g  > 0, не превышающих действительной части ближайшего нуля 
знаменателя функции (3.23), уменьшающегося с ростом r. Результаты вычис-
лений приведены в табл. 1. Из представленных результатов видно, что обе 
функции TM, TV возрастают с увеличением r, причем функция TV меняет знак.

Таблица 1. Т-напряжения, вызванные действием изгибающего момента и 
пары поперечных сил (с компенсирующим моментом)

ρ Y TV TM

–0.99 0.173 –1.27535 3.97972
–0.9 0.246 –1.26183 4.11123
–0.4 0.415 –1.19768 4.47525
–0.2 0.462 –1.16935 4.5786

0 0.504 –1.13935 4.66992
0.4 0.578 –1.07563 4.827
0.9 0.658 –0.99112 4.99027
1 –0.9748 5.0196

1.1 0.691 –0.95989 5.048067
2 0.806 –0.79592 5.270964
5 1.111 –0.24484 5.774636

10 1.458 0.644107 6.280166
20 2.036 2.319428 6.873
40 2.832 5.276163 7.5276
70 3.719 9.141553 8.087

100 4.432 12.59656 8.455

Величина для r = 1 взята соответствующей изотропному телу [39]. 
В настоящее время получил распространение другой набор независимых 

мод нагружения расслаиваемый полосы [14, 15, 20], а именно: 
1. �Симметричное нагружение изгибающими моментами (совпадает с од-

ним из рассмотренных случаев):

	 ( ), .1 2 3 1 2 3 1 2 3 0M M M M P P P V V V= = = = = = = = =  	 (4.1)

2. �Нагружение одинаковыми по величине и разнонаправленными продоль-
ными силами и компенсирующим моментом, приложенным к нижней 
отслаиваемой части полосы:

	  ( ), , .1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 0SP P P M P M M P V V V= = = = = = = = =  	 (4.2)
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3. �Нагружение парой поперечных сил с компенсирующими моментами, 
приложенными к обоим отслаиваемым частям полосы (совпадает с од-
ним из рассмотренных случаев): 

	 ( , ).1 2 1 2 3 1 2 3 3 0V V D M M M P P P V= = = = = = = = = 	 (4.3)
4. �Нагружение двумя одинаковыми по абсолютной величине и разно-

направленными поперечными силами с компенсирующими момента-
ми, одна из которых приложена к верхней отслаиваемой полуполосе, а 
другая – к цельной части:

	 ( ,1 3V V S= =  ).1 3 2 2 1 2 3 0M M M V P P P= = = = = = = 	 (4.4)
Сравнение данных мод с модами, рассмотренными выше, приводит к сле-

дующему представлению эквивалентному (3.20) :

	 .
2 2
S

M V
P S

T T M T D
   = + + +     

	 (4.5)

Заключение. Рассмотрена задача о полосе из ортотропного материала 
с главными осями тензора упругости, направленными параллельно и пер-
пендикулярно ее границам и центральной полубесконечной трещиной. Сба-
лансированная система нагрузок в виде четырех независимых активных мод 
нагружения предполагается приложенной достаточно далеко от вершины тре-
щины. На основании точного аналитического решения данной задачи получе-
ны выражения для Т-напряжений, т.е. главного несингулярного члена в раз-
ложении в близи вершины трещины нормального напряжения, действующего 
по нормали к линии трещины. 

Показано, что для двух (антисеммитричных) мод нагружения Т-напряже-
ния равны нулю, а для двух других (симметричных) – определяются одним 
либо двумя безразмерными параметрами, составленными из компонент тен-
зора упругости. 

Зависимости Т-напряжений для симметричных мод нагружения получены 
в виде двукратных интегралов от комбинаций элементарных функций, зави-
сящих от одного из безразмерных параметров, при этом второй безразмерный 
параметр входит в выражение для Т-напряжений только одной из мод в виде 
мультипликативного коэффициента. 

Работа выполнена при финансовой поддержке госзадания (№ госрегистра-
ции 124012500441-6).
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Abstract – Based on an exact analytical solution to the two-dimensional problem 
of a strip of orthotropic material with the main axes of the elasticity tensor directed 
parallel and perpendicular to its boundaries and a central semi-infinite crack, 
expressions for T-stresses are obtained. A balanced load system in the form of 
four independent active loading modes is assumed to be applied sufficiently far 
from the crack tip. It is shown that for two (antisemimetric) loading modes the 
T-stresses are equal to zero, and for the other two (symmetric) they are determined 
by one or two parameters composed of components of the elasticity tensor. The 
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dependences of T-stresses for symmetric loading modes are obtained in the form 
of double integrals from combinations of elementary functions depending on one 
of the dimensionless parameters; the second of the dimensionless parameters is 
included in the expression for T-stresses of only one of the modes in the form of a 
multiplicative coefficient.

Keywords: T-stress, integral transforms, bi-lateral Laplace transform, method of 
Wiener-Hopf
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При проведении лабораторных испытаний образцов горных пород, 
имеющих целью определение их механических и прочностных свойств, 
одна из основных проблем состоит в переносе результатов испыта-
ний образцов, имеющих относительно малые размеры, на достаточно 
большие участки горного массива, часто имеющего сложную структуру. 
Это связано с тем, что обобщенных численных показателей, характе-
ризующих степень влияния структурных неоднородностей различных 
размеров на деформирование и разрушение горных пород и массивов, 
пока не имеется. Кроме того, на изучаемые процессы, помимо неодно-
родностей, оказывают и другие факторы, такие как напряженное состоя-
ние массива, наличие геологических нарушений, макротрещиноватость 
и др. В работе эти вопросы изучены на основе сравнения результатов 
экспериментов, выполненных на Испытательной системе трехосного 
независимого нагружения ИПМех РАН по схеме “полый цилиндр” на 
образцах с центральным отверстием диаметром 10 и 20 мм, и физическо-
го моделирования деформационных процессов в окрестности скважин 
при понижении давления на их забое для пород-коллекторов нефтяного 
месторождения Приразломное. Полученные результаты иллюстрируют 
проявление масштабного эффекта. 

Ключевые слова: масштабный эффект, установка истинно трехосного 
нагружения, схема “полый цилиндр”, физическое моделирование, сква-
жина, образец, вынос песка

DOI: 10.31857/S1026351924040118, EDN: UCLBPL

1. Введение. По определению, данному М.И. Койфманом в работе [1], 
“Масштабный эффект – это принципиальные закономерности, а также 
конкретные для различных пород количественные зависимости, характе-
ризующие изменение в зависимости от линейных размеров (площади се-
чения, объема) образцов горных пород или частей горного массива реаль-
ных механических свойств…” Он проявляется в той или иной мере у всех 
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неоднородных по составу и структуре материалов. Данное понятие применя-
ется в научных работах главным образом при изучении механических свойств 
горных пород. Масштабный эффект сказывается практически на всех извест-
ных свойствах материалов: механических, фильтрационных, волновых и т.д.

Данный вопрос изучался многими специалистами и учеными, но до сих 
пор оценка влияния размеров образцов на прочность горных пород является 
актуальной задачей ввиду многообразия видов горных пород и их структур-
ных особенностей, приобретенных в зависимости от условий образования в 
ходе различных геологических процессов. Имеющиеся данные эксперимен-
тов в массивах, сложенных различными породами, показывают, что для гео-
материалов и горных пород наблюдается общая тенденция – с увеличением 
объемов, вовлекаемых в процесс деформирования, модули деформации мас-
сива существенно снижаются. Это же относится и к прочностным характери-
стикам пород [2–7].

Количественные показатели масштабного эффекта изучались пока на ма-
лом числе объектов и преимущественно в отношении предела прочности по-
роды при одноосном сжатии. Еще в меньшей степени масштабный эффект 
изучен в отношении деформационных свойств пород.

Наиболее сильно масштабный эффект проявляется в условиях концентра-
ции напряжений у отверстий, полостей, выработок, когда характерный размер 
неоднородности напряжений сопоставим с характерными размерами структу-
ры материала. В работах [8, 9] теоретически и экспериментально исследова-
но влияние диаметра отверстия в изотропной однородной линейно-упругой 
пластине из квазихрупкого геоматериала на возникновение трещины отрыва 
на ее контуре при неравномерно распределенном сжатии на бесконечности 
с учетом масштабного фактора. В ходе опыта определялась критическая на-
грузка, при которой в пластине достигалось предельное состояние (образо-
вание трещин отрыва, исходящих от отверстия) в зависимости от диаметра 
отверстия. Опыты выявили существенный масштабный эффект, заключаю-
щийся в значительном влиянии диаметра отверстия на локальную прочность 
материала. С его уменьшением критическое давление (давление образования 
трещины отрыва) возрастало, достигая предела прочности на сжатие.

На Испытательной системе трехосного независимого нагружения 
(ИСТНН) была проведена серия экспериментов по изучению влияния диа-
метра центрального отверстия в кубических образцах на их деформирование 
и разрушение в ходе проведения экспериментов по схеме “полый цилиндр”. 

Для понимания соответствия величин критических депрессий, получен-
ных при испытаниях образцов по схеме “полый цилиндр”, предельным де-
прессиям в скважине приведены результаты физического моделирования на 
установке ИСТНН деформационных процессов в окрестности скважины при 
понижении давления на ее забое.

2. Экспериментальная установка. Установка ИСТНН создана в ИПМех 
РАН и представляет собой исследовательский комплекс для изучения дефор-
мационных, прочностных и фильтрационных характеристик горных пород 
в условиях истинно трехосного независимого нагружения [10]. Установка 
ИСТНН позволяет нагружать образцы горных пород в форме куба с ребром 
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40 и 50 мм по любым траекториям нагружения независимо по каждому из трех 
направлений. Это дает возможность осуществлять прямое физическое моде-
лирование процессов деформирования и разрушения породы в окрестности 
нефтяных и газовых скважин при изменении давления на их забое.

По сравнению с другими испытательными машинами, осуществляющими 
сложное нагружение с использованием жестких нажимных плит, установка 
ИСТНН обеспечивает равномерное приложение нагрузок по всей площади 
образца в течение всего процесса деформирования, включая стадию разру-
шения. Существенно упрощается анализ результатов экспериментов, так как 
отпадает необходимость учета возможности концентрации напряжений вбли-
зи ребра образца 

Наибольшее давление рабочей жидкости в гидроцилиндре установки со-
ставляет 200 МПа, при этом гидроцилиндр развивает усилие 500 кН. Это поз-
воляет на образцах с гранью 40 мм создавать напряжения до 280 МПа. Об-
разцы для испытания на установке ИСТНН изготавливаются на специально 
созданном обрабатывающем комплексе, включающем два станка – камне-
резный и шлифовальный. Этот комплекс позволяет изготавливать кубические 
образцы высокой точности и любой ориентации относительно оси скважины.

3. Методика проведения экспериментов по модифицированной схеме “полый 
цилиндр”. В классических опытах по схеме “полый цилиндр” используются 
цилиндрические образцы длиной около 10–12 см и диаметром около 4–5 см. 
По центру каждого цилиндра просверливается отверстие диаметром 8–10 мм. 
Нагружение проводится по схеме Кармана, т.е. нагрузка на образец осуще-
ствляется равномерным боковым обжатием и осевой сжимающей нагрузкой. 
В ходе испытания боковая и вертикальная сжимающие нагрузки на образец 
увеличиваются с постоянной скоростью до момента выявления признаков вы-
носа песка. В ходе эксперимента фиксируется момент начала выноса песка и 
непрерывно измеряется вес выносимого песка, поступающего из отверстия на 
весы под действием силы тяжести.

Установка ИСТНН позволяет проводить специальные эксперименты, ана-
логичные экспериментам по схеме “полый цилиндр” на установках с карма-
новской схемой нагружения, на кубических образцах с центральным отвер-
стием. С этой целью в нагружающем узле установки ИСТНН используются 
специально изготовленные две нажимные плиты с центральными каналами, 
рис. 1. 

В образцах, предназначенных для испытаний по схеме “полый цилиндр”, 
по центру грани в направлении одной из осей просверливается отверстие диа-
метром 10 или 20 мм. В ходе эксперимента через канал в наконечнике верхней 
активной нажимной плиты, совпадающий с отверстием в образце, продува-
ется воздух под давлением около 1 ат. Для отвода прошедшего через канал 
в образце газа в наконечнике нижней нажимной плиты также имеется от-
верстие, совпадающее с каналом в образце. Через него образовавшийся при 
разрушении отверстия песок под действием продуваемого воздуха по специ-
альной трубке поступает на электронные весы, соединенные с компьютером. 
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В ходе эксперимента к граням образца прикладываются равные сжима-
ющие напряжения s, которые ступенчато увеличиваются в ходе опыта. При 
этом регистрируются деформации образца в трех направлениях и измеряется 
вес песка, выносимого из образца потоком воздуха. Точность электронных ве-
сов составляет 0.001 г, а запись осуществляется через каждые 2 с. Испытание 
образца продолжается до разрушения отверстия.

Проведение на установке ИСТНН опытов по схеме “полый цилиндр” 
можно рассматривать как моделирование создания депрессии на забое гори-
зонтальной скважины. При этом величина обжатия образца отвечает разности 
между горным давлением и забойным давлением, так что ситуация, когда дав-
ление в скважине практически отсутствует (“осушение скважины”), отвечает 
всестороннему обжатию образца напряжением, равным горному давлению на 
глубине отбора керна.

Испытания на установке ИСТНН обладают значительными преиму
ществами:

– ИСТНН позволяет нагружать кубический образец независимо по каж-
дой из трех осей по любой программе нагружения, отвечающей реальным 
напряжениям, действующим в пласте; 

– в ходе испытания образца установка ИСТНН позволяет измерять де-
формации образца по каждой из трех осей и фиксировать начало разрушения 
стенок отверстия по отклонению кривых деформирования образца от линей-
ности. Как показали опыты, это обстоятельство дает дополнительную важную 
информацию об устойчивости стенок скважины.

Подробно ознакомиться с результатами экспериментов по схеме “полый 
цилиндр”, выполненных на установке ИСТНН, можно в работах [11, 12].

4. Результаты экспериментальных исследований с использованием нагруже-
ния по схеме “полый цилиндр”. На рис. 2 и 3 показаны результаты испытания 
по схеме “полый цилиндр” образца породы П10-5 с центральным отверстием 

Рис. 1. Схематичное изображение нагружающего узла установки ИСТНН для проведения 
испытаний по схеме “полый цилиндр”: 1 – образец.



170	 КАРЕВ, КОВАЛЕНКО

диаметром 10 мм, отобранного из коллектора Приразломного нефтяного ме-
сторождения с глубины 2537.5 м.

На рис. 2 показана программа нагружения образца, а на рис. 3 – кривые 
деформирования образца по трем осям во время опыта. Ось 3 была направле-
на вдоль отверстия, а оси 1 и 2 – перпендикулярно его оси.

Из рис. 3 видно, что неупругое деформирование образца, которое приве-
ло к его разрушению, началось при внешнем сжатии около 70 МПа. Тогда 
из решения задачи Ламе [13] для толстостенного цилиндра с внешним ра-
диусом 20 мм и внутренним радиусом 5 мм, нагруженного внешним дав-
лением 70 МПа, для кольцевого напряжения на контуре отверстия имеем 
Sq

* = 149.3 МПа. Использование решения Ламе здесь правомерно, поскольку 
установка ИСТНН при нагружении обеспечивает равномерное приложение 
нагрузок по всей площади образца в течение всего процесса нагружения, что 
обеспечивает однородность полей деформаций и напряжений внутри образца 
в ходе эксперимента.

На рис. 4 приведена фотография образца после опыта. На ней видно, что 
отверстие в образце после испытания оказалось сильно деформированным и 
забитым разрушенной породой.

В таблице представлены результаты испытания на установке ИСТНН по 
схеме “полый цилиндр” образцов породы с центральным отверстием 10 мм, 
отобранных с разных глубин коллектора Приразломного нефтяного месторо-
ждения. 

В табл. 1 горное давление q = gH, где H – глубина залегания пласта, g – 
средний удельный вес вышележащих пород, g = 2.3 г/см3. Из таблицы вид-
но, что разрушение отверстия в большинстве образцов происходило при 

Рис. 2. Программа нагружения образца с отверстием 10 мм: S – напряжение обжатия 
образца, МПа; t – время, с. 
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величинах внешнего обжатия S * выше горного. Применительно к скважи-
не это означает, что разрушение ее стенок не произойдет вплоть до полно-
го “осушения” скважины, т.е. полного сброса давления на ее забое. Однако 
это не соответствует наблюдаемым на практике фактам, согласно которым на 
Приразломном месторождении разрушение стенок необсаженных скважин 
зачастую начиналось при небольших депрессиях.

Рис. 3. Кривые деформирования образца с отверстием 10 мм: S – напряжение обжатия 
образца, МПа; ei – деформации по трем осям образца.

Рис. 4. Образец с отверстием после испытания.
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Такое различие между полученными в опытах результатах и наблюдаемым 
на практике становится понятным, если принять во внимание масштабный 
эффект. Дело в том, что в опытах по схеме “полый цилиндр” диаметр ство-
ла скважины (около 220 мм) моделируется отверстием диаметром 10 мм. Со-
вершенно очевидно, что при таком моделировании на первый план выходят 
вопросы влияния на прочность породы кривизны отверстия, величина зерна 
породы (тем более, как показали эксперименты, размер зерна в изучаемых 
породах достаточно большой), размера образца по сравнению с диаметром 
отверстия и т.д. Все эти факторы влияют на механические свойства в одну 
сторону, а именно приводят к значительному увеличению прочностных ха-
рактеристик породы, извлекаемых из опытов, по сравнению с реальными.

Чтобы выявить влияние размера отверстия на величину масштабного эф-
фекта в проведенных экспериментах, было проведено испытание по схеме 
“полый цилиндр” образца П 10 с отверстием диаметром 20 мм. Образец П 10 
был изготовлен из того же куска керна, что и образец П 10-5 с отверстием 
диаметром 10 мм, а опыт проводился абсолютно по той же схеме, что и испы-
тание образца П 10-5. 

Результаты испытания образца П10 по схеме “полый цилиндр” приведены 
на рис. 5 и 6. На рис. 5 показана программа нагружения образца, а на рис. 6 – 
кривые его деформирования по трем осям во время опыта. Ось 3 была направ-
лена вдоль отверстия, а оси 1 и 2 – перпендикулярно его оси.

Из рис. 6 видно, что уже при внешнем сжатии около 30 МПа началось 
неупругое деформирование образца. Тогда из решения задачи Ламе [13] для 
толстостенного цилиндра с внешним радиусом 20 мм и внутренним радиусом 
10 мм, нагруженного внешним давлением 30 МПа, для кольцевого напряже-
ния на контуре отверстия имеем Sq

* = 80 МПа.
Эти значения значительно ниже, чем для образца с отверстием 10 мм (со-

ответственно 70 и 149 МПа). Применительно к скважине напряжение разру-
шения отверстия отвечает давлению на забое 28.4 МПа.

Таблица 1. Результаты экспериментов по схеме “полый цилиндр” для образцов 
с отверстием 10 мм

№ образца Глубина отбора 
керна, м

Горное давле-
ние q,
МПа

Напряжение S *  
начала разрушения  

отверстия, МПа
П1-5 2542.75 58.5 65
П2-5 2548.5 58.6 63
П3 2453.6 56.4 68 

П4-5 2566.75 59.0 62
П5-5 2514.75 57.8 53
П6-5 2521 58.0 70
П7-5 2517 57.9 62

П10-5 2537.5 58.4 70
П11-5 2528.75 58.2 51
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Рис. 5. Программа нагружения образца с отверстием 20 мм: S – напряжение обжатия 
образца, МПа; t – время, с.

Рис. 6. Кривые деформирования образца с отверстием 20 мм: S – напряжение обжатия 
образца, МПа; ei – деформации по трем осям образца.
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Таким образом, увеличение диаметра отверстия в два раза резко снизило 
величину напряжения разрушения, что подтверждает сделанный выше вывод 
о значительном влиянии масштабного эффекта на прочность образцов с от-
верстиями малого диаметра в сторону ее существенного завышения. 

5. Эксперименты по прямому физическому моделированию механических 
процессов в окрестности скважины при понижении давления в ней. Чтобы по-
нять, насколько полученные в опытах по схеме “полый цилиндр” значения 
напряжений, при которых происходит разрушение отверстий, близки к ре-
ально наблюдаемым на скважинах, на установке ИСТНН было выполнено 
прямое физическое моделирование процессов деформирования и разрушения 
породы в окрестности скважины при различных режимах ее работы. В этих 
экспериментах кубический образец с гранью 40 мм фактически моделирует 
“точку” на контуре скважины. В этом случае влияние масштабного эффекта 
на изучаемые механические и прочностные свойства породы сводится к ми-
нимуму, поскольку размер образца и размер исследуемой области на контуре 
скважины совпадают. 

На рис. 7 показана программа нагружения образца на установке ИСТНН, 
отвечающая моделированию деформационных процессов на контуре необса-
женной скважины при понижении давления на ее забое [14]. Представлены 
зависимости от времени напряжений S1, S2, S3, прикладываемых в ходе опыта 
к граням образца по осям 1, 2, 3 в нагружающем узле установки ИСТНН и 

Рис. 7. Программа нагружения образца П 10-4: Si – напряжения, прикладываемые к гра-
ням образца, МПа; t – время, с.
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отвечающих эффективным напряжениям |Sz|, |Sq|, |Sr|, действующим на контуре 
скважины. Испытанный образец П10-4 был отобран из коллектора Прираз-
ломного нефтяного месторождения практически с той же глубины, что и два 
предыдущих.

На рис. 8 приведены кривые деформирования образца П 10-4 по трем осям 
в зависимости от параметра нагружения S2.

Из рис. 8 видно, что разрушение образца П 10-4 в опыте по физическо-
му моделированию произошло при значении напряжения S2, отвечающему 
кольцевому напряжению Sq

w на контуре скважины, около 64 МПа, что близко 
к величине напряжения Sq

* = 80 МПА, при котором произошло разрушение 
отверстия диаметром 20 мм в образце П10 в опыте по схеме “полый цилиндр”.

Поскольку горное давление q на глубине отбора образца П10-4 составляет 
около 58 МПа, а величина давления на забое скважины pw связана с кольце-
вым напряжением Sq

w на ее контуре соотношением pw = q - Sq
w/2 [14], для дав-

ления на забое скважины, при котором начинается разрушение на ее контуре, 
находим pw = 26 МПа. Это значение близко к значению 28.4 МПа, получен-
ному из испытания образца с отверстием 20 мм по схеме “полый цилиндр”. 

Эти факты являются еще одним подтверждением, что повышенная проч-
ность образцов с отверстиями 10 мм в опытах по схеме “полый цилиндр” объ-
ясняется влиянием масштабного эффекта.

Рис. 8. Кривые деформирования образца П 10-4 в ходе опыта: S2 – параметр нагружения, 
МПа; ei – деформации по трем осям образца.
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Заключение. Выполненные на установке ИСТНН испытания образцов по-
род из коллектора Приразломного нефтяного месторождения по схеме “по-
лый цилиндр” с центральными отверстиями 10 и 20 мм и эксперименты по 
физическому моделированию деформационных процессов на контуре необ-
саженной скважины при понижении давления на ее забое показали:

– эксперименты по схеме “полый цилиндр”, которые можно рассматри-
вать как прямое моделирование процесса понижения давления на забое необ-
саженной скважины, при малой величине отверстия (около 10 мм) в силу 
масштабного эффекта не позволяют количественно определить величину до-
пустимых депрессий, не приводящих к разрушению отверстия;

– увеличение диаметра отверстия в два раза (до 20 мм) резко снизило ве-
личину напряжения разрушения, что подтверждает сделанный выше вывод о 
значительном влиянии масштабного эффекта на прочность образцов с отвер-
стиями малого диаметра в сторону ее существенного завышения; 

– еще одним подтверждением того, что завышенная прочность образцов 
с отверстиями 10 мм в опытах по схеме “полый цилиндр” объясняется влия-
нием масштабного эффекта, является то обстоятельство, что напряжение раз-
рушения образца с отверстием 20 мм очень близко к тем значениям, которые 
получились при физическом моделировании процессов деформирования и 
разрушения породы в окрестности необсаженной скважины при понижении 
давления на ее забое;

– полученные результаты о значительном увеличении прочности отвер-
стий небольшого диаметра вследствие масштабного эффекта объясняют, по-
чему на практике, даже при создании глубоких депрессий, в обсаженных сква-
жинах не наблюдается растрескивание и разрушение породы в окрестности 
перфорационных отверстий, приводящих к росту продуктивности скважин. 
Это вполне объяснимо малым диаметром перфорационных отверстий – при 
кумулятивной перфорации он составляет 8–12 мм (при длине до 350 мм), что 
сопоставимо с диаметром отверстий в опытах “полый цилиндр”;

Работа выполнена по теме госзадания (№ госрегистрации 124012500441-6).
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Abstract – One of the main problems when conducting laboratory tests of rock 
specimens aimed at determining their mechanical and strength properties  is to 
transfer the test results of relatively small specimens to sufficiently large areas of a 
rock massif, often with a complex structure. This is due to the fact that generalized 
numerical indicators characterizing the degree of influence of structural hetero-
geneities of various sizes on the deformation and destruction of rocks and massifs 
are not yet available. In addition to heterogeneity, other factors also affect the pro-



178	 КАРЕВ, КОВАЛЕНКО

cesses under study,  such as the stress state of the massif, the presence of geological 
disturbances, macrofractures, etc. These issues are studied in this paper based on 
a comparison of the results of experiments performed on the Triaxial Indepen-
dent Loading Test System of the Institute of Problems in Vechanics of the Russian 
Academy of Sciences using the “hollow cylinder” scheme on specimens with a 
central hole of 10 and 20 mm in diameter and physical modeling of deformation 
processes in the vicinity of wells with a decrease in pressure at their bottomhole for 
reservoir rocks of the Prirazlomnoye oil field.

Keywords: scale effect, true triaxial loading setup, hollow cylinder scheme, physical 
modeling, borehole, specimen, sand production
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Введение. Решение задач оптимизации свойств упругих тел направлено 
на улучшение некоторых характеристик (максимизация первой резонанс-
ной частоты или критической силы) за счет выбора формы или переменно-
сти упругих модулей. Подробный исторический обзор приводится в моно-
графии [1], где отмечается, что задачи оптимизации упругих конструкций 
берут свое начало с работы Г. Галилея по оптимизации профиля консоль-
ной балки, нагруженной силой на конце. Таким образом, первый тип за-
дач оптимизации связан с нахождением законов изменения геометрических 
характеристик (в основном толщины для пластин и формы поперечного 
сечения для колонн и балок), обеспечивающих минимальный вес при за-
данной нагрузке, или, что эквивалентно, максимальную прочность при за-
данном весе. Второй тип задач связан с максимизацией критической силы 
в задачах устойчивости колонн [2, 3], где фундаментальные результаты 
принадлежат Ж. Лагранжу, Т. Клаузену и Е.Л. Николаи. Третий тип за-
дач – динамические, как и задачи устойчивости, связаны со спектральны-
ми задачами [4]. Динамические задачи по оптимизации частот собственных 
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колебаний струны и балки были впервые рассмотрены в работах М.Г. Крейна 
[5] и Ф. Ниордсона [6].

Особо отметим работу [6], так как в ней впервые предложен подход к мак-
симизации первой собственной частоты на основе нахождения максималь-
ного значения для функционала Релея и позволяющий свести задачу к итера-
ционному решению краевой задачи для нелинейного дифференциального 
оператора. Там же решена задача о нахождении оптимального распределения 
толщины балки, которое обеспечивает максимальное увеличение первой соб-
ственной частоты изгибных колебаний. Этот подход далее развит и описан 
для ряда задач в работе [7].

С ростом применения на практике армированных композитов возни-
кали задачи по оптимизации внутренней структуры упругих тел, которые 
в большинстве случаев решались на основе моделей кусочно-однородных и 
анизотропных тел. Однако в работах [8, 9] решены задачи об оптимизации 
первой собственной частоты для продольно неоднородной балки. В обеих 
работах получены оптимальные законы изменения безразмерного модуля 
Юнга, причем в [8] учтены предварительные напряжения, а в [9] приведены 
результаты для всех основных типов граничных условий (консоль, шарнирное 
опирание, закрепленные торцы).

В настоящее время с развитием технологий производства материалов и 
конструкций из функционально-градиентных материалов (ФГМ) стала акту-
альной задача по отысканию непрерывных оптимальных распределений плот-
ности, пористости, упругих модулей, позволяющих увеличить резонансную 
частоту. Так, например, в работе [10] при помощи использования генетиче-
ского алгоритма решена задача об определении переменного модуля упруго-
сти для увеличения критической силы. В работе [11] рассмотрена задача уве-
личения критической силы для колонны, где в качестве управляющих функ-
ций фигурируют как модуль Юнга, так и форма поперечного сечения.

Большинство работ по максимизации первой резонансной частоты выпол-
нено в рамках вариации геометрических характеристик. В работе [12] изуча-
ется задача о максимизации основной резонансной частоты башни за счет 
оптимизации формы ее поперечного сечения. Оптимальное решение для диа-
метра и толщины секций разыскивается в классе кусочно-линейных функций. 
Предложено использование МКЭ с кубической аппроксимацией прогиба и 
реализован алгоритм по отысканию оптимального решения. В работе [13] изу-
чена задача об оптимизации первой собственной частоты для круглой анизо-
тропной пластинки. Управляющей функцией является переменная толщина 
пластинки, а решение задачи строится при помощи метода разложения по 
малому параметру для определенного типа анизотропии. В работе [14] описан 
итерационный алгоритм решения оптимизационной задачи, основанный на 
методе возмущений. Решена задача об оптимизации частоты колебаний при 
помощи управления площадью поперечного сечения. В работе [15] в рамках 
градиентного подхода осуществляется максимизация первой резонансной ча-
стоты для трехмерного стержня с использованием МКЭ.

В настоящей работе получены условия оптимальности для полей де-
формации при исследовании задачи о максимизации первой резонансной 
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частоты упругого тела за счет вариации модуля (модулей) упругости, приве-
дены примеры.

1. Общие условия оптимальности. Рассмотрим установившиеся колебания 
неоднородного тела, занимающего объем V и ограниченного гладкой поверх-
ностью S. Уравнения колебаний имеют вид:
	 , , , , ,2 0 1 2 3ij j iu is + rw = = 	 (1.1)
определяющие соотношения запишем в виде закона Гука для анизотропной 
среды:
	 , ,ij ijkl k lc us = 	 (1.2)
где cijkl – компоненты тензора упругих модулей, обладающие обычными свой-
ствами симметрии и положительной определенности.

Будем считать, что граница S состоит из двух частей Su, Ss, на которых за-
даны однородные граничные условия:

	 , .0 0
u

i ij jS S
u n

s

= s = 	 (1.3)

Здесь nj – компоненты вектора внешней нормали к поверхности S.
Умножим (1) на ui и проинтегрируем по объему V. Получим:

	 , .2 0ij j i i i

V V

u dV u u dVs + w r =∫ ∫
Используя теорему Гаусса–Остроградского и граничные условия (1.3), 

получим:
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.2 П
ijkl i j k l
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J
Ku u dV

= w = =
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∫

∫
	 (1.4)

Поставим задачу максимизации первой резонансной частоты за счет выбо-
ра условного модуля упругости E(x). Введем новый тензор (с безразмерными 
компонентами) Rijkl следующим образом: cijkl = E(x)Rijkl, где компоненты Rijkl 
не зависят от координат; в случае изотропного тела эти компоненты зависят 
только от коэффициента Пуассона.

Будем считать, что среднее по объему значение модуля фиксировано:

	
( ) ,0

1

V

E x dV m
V

=∫
 	 (1.5)

и введем функционал

	 ( ) .1 0
1

V

J E x dV m
V

= -∫ 	 (1.6)
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Затем сформируем функционал:
	 [ ]* ,1J E J J= + L 	 (1.7) 
где L – множитель Лагранжа.

Проварьируем функционал (1.7) и найдем его первую вариацию:
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Условие стационарности функционала J* дает

	 * [ ] ,0i i

V

E u dVJ = Φd + Φ d =d ∫ 	 (1.8)

где введены следующие обозначения:
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	 (1.9)

Учитывая независимость вариаций dE, dui , получим следующее условие 
оптимальности:
	 , , * ,2 ijkl i j k lR u uΠ = = L   * .1

02 V -L = - LΚ 	 (1.10)
Дополняя (1.10) уравнениями движения и условием нормировки (1.5), по-

лучаем полную систему:

	 ( ), ,
, , , ,2 0 1 2 3ijkl k l ij

ER u u i+ rw = =  ( ) .0
1

V

E x dV m
V

=∫
Таким образом, задача об оптимальном законе изменения модуля E(x) сво-

дится к нелинейной краевой задаче относительно E, ui, которая может быть 
решена только численно, например итерационным способом, подобно изло-
женному в работе [6].

2. Условие оптимальности в изотропном случае для параметров Ламе. В рам-
ках такого же подхода можно получить условие оптимальности в изотропном 
случае для двух функций – параметров Ламе l(x) и m(x), характеризующих 
упругие свойства неоднородного материала. Для этого можно использовать 
полученный выше функционал (1.4), причем для изотропного случая: 
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а условие оптимальности будем отыскивать при дополнительных условиях: 
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В этом случае сформируем функционал:

	 * ,1 1 2 2J J J J= + L + L

где L1, L2 – множители Лагранжа, и из условия dJ* = 0, приравнивая нулю 
коэффициенты при независимых вариациях, находим следующие условия 
оптимальности:
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Таким образом, имеем:
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Эти условия характеризуют постоянство некоторых инвариантов тензора 
деформаций.

Из них можно определить ui, j (один из простейших вариантов ui = aij xj + bi, 
aij, bi – постоянные), а затем из соотношений (2.2) получить систему диффе-
ренциальных уравнений в частных производных первого порядка для нахо-
ждения функций l, m:
	 ( ) ( )( ) ( ), ,

, , , .2 0 1 2 3kk ik ki ik k ii k
a a a a x b il + m + + rw + = = 	 (2.4)

Возвращаясь к условию (1.10), отметим, что оно содержит выражение для 
условной потенциальной энергии деформаций. Для одномерных задач (изгиб, 
растяжение, кручение стержня) это выражение может быть упрощено, откуда 
сразу получается условие на соответствующую деформационную характери-
стику, позволяющее достаточно просто получить аналитическое решение за-
дачи. Так, например, для стержня V = S × [0, l] (S – поперечное сечение) в слу-
чае продольных колебаний (заложены гипотезы u1 = u2 = 0, u3 = u(x), x = x3) 
имеем 2П = F(u′)2, где u – характеризует продольное смещение, F – площадь 
поперечного сечения. Далее, находя u из условия (u′)2 = l1

2
*, получаем уравне-

ние первого порядка относительно E(x). Наряду с гладким решением u(x) = x  
существует негладкое решение с изломом { }( ) , , , .0 0 02u x x x x x x x x= < - ≥  
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Как показали расчеты для случая жесткой заделки на левом конце первое 
(гладкое) решение отвечает первой собственной частоте, а второе (негладкое) 
решение отвечает второй собственной частоте.

В случае изгибных колебаний (заложены гипотезы модели Эйлера–Бер-
нулли) ( ), , ( ),1 2 2 3 30u x w x u u w x x x′= - = = =  имеем 2П = J(w″)2, где J – мо-
мент инерции, w – прогиб нейтральной оси стержня, и условие оптимально-
сти (w″)2 = l2

2
* позволяет сразу определить прогиб и получить дифференциаль-

ное уравнение второго порядка для E(x).
В качестве частных случаев рассмотрим задачи о продольных и изгибных 

колебаниях стержня, с различными типами граничных условий. Будем счи-
тать для простоты, что плотность постоянна r = r0.

3. Продольные колебания. Пример 1. Обезразмерив задачу о продольных 
колебаниях неоднородного стержня, получим:

	 ( ) ,0gu u′′ + k =  ( ) ,0 0u =  ( ) ( ) ,1 1 0g u′ =  [ ], ,0 1x ∈ 	 (3.1)

где g – безразмерный модуль Юнга, k – безразмерный спектральный пара-
метр, пропорциональный квадрату частоты колебаний, u = u(x) — в данном 
случае безразмерная функция, описывающая продольные смещения. Будем 
искать такую функцию g = g(x), которая удовлетворяет условию

	 ( )
1

0

1g x dx =∫ 	 (3.2)

и для которой первое собственное значение k примет максимальное значение. 
Используя условие оптимальности, которое имеет вид (u′)2 = const, с точно-
стью до амплитудного множителя получаем u(x) = x. Решая дифференциаль-
ное уравнение (3.1), получаем: 

	 ( ).23
1

2
g x= -

На основе соотношения Релея или на основе численных расчетов получа-
ем k = 3. Заметим, что первое собственное значение для однородной балки 
k = 0.25p2 ≈ 2.467 и выигрыш составляет порядка 20%.

Найдено также негладкое решение задачи: 

	
, / ,

( )
/ , / ,

1 3

2 3 1 3

x x
u x

x x

<
=  - ≥

которому отвечает функция 

	
( )
( )

/ , / ,

/ , /

2

2

1 9 18 1 3
27

4 3 1 6 1 3

x x
g

x x x

 - <= 
- - ≥

и собственное значение k = 27, которое является вторым.
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4. Изгибные колебания. Пример 2. Рассмотрим обезразмеренное уравнение 
изгибных колебаний неоднородной балки:

	 ( ) ( )( ) ( ), , ,0g x w x w x′′k - k k =′′  [ ], ,0 1x ∈ 	 (4.1)

где g(x) = E(xl)E0
-1, k = r0Fl 4w2E0

-1J -1, E0 – характерное значение модуля упруго-
сти (например, среднее значение). Будем искать такую функцию g = g(x), кото-
рая удовлетворяет условию (3.2) и для которой первое собственное значение k 
принимает максимальное значение. При этом можно рассмотреть следующие 
типы граничных условий:

а) шарнирное опирание 

	 ( ) ( ) ;
0 1 0 1

0
x x x x

w w gw gw= = = =
′′ ′′= = = = 	 (4.2)

б) консоль 

	 ( ) ( ) ;
0 0 1

1
0

x x x
x

w w gw gw= = =
=

′= = = =′ ′′ ′′ 	 (4.3)

в) заделка обоих концов 

	 ;
0 0 1 1

0
x x x x

w w w w= = = =
′ ′= = = = 	 (4.4)

г) консоль при наличии упругой заделки на конце x = 0

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) .1 2 0 10 1
0

x xx x
gw c w gw c w gw gw

= == =

′′′′ ′′ ′ ′′ ′′+ = - = = = 	 (4.5)

Здесь c1, c2 – положительные параметры, характеризующие характеристики 
упругости в заделке [16].

Были построены оптимальные решения для граничных условий (4.2)–
(4.4), которые совпали с рассмотренными ранее в работе [9]. Заметим, что при 
условиях (4.2) и (4.3) существуют, соответственно, гладкие решения в виде 
полиномов 4-го порядка:

	 ( ) ( ) ( ), ,4 31 5 2w x x x g x x x= - = - +

	 ( ) ( ) ( ), , ,
4

2 1
20

24 6 8
x x

w x x g x x
 

= = ϕ ϕ = - +  
 

	 (4.6)

а при условиях (4.4) функция w(x) имеет два разрыва второй производной, а 
g(x) – разрывы первой производной. Эти решения можно представить в виде:

	 ( ) ( ) ( ){ , . , . . , . . , , . ;2 22 0 25 0 125 0 5 0 25 0 75 1 0 75w x x x x x x x= < - - ≤ ≤ - >

можно записать с учетом симметрии относительно середины отрезка:

	 ( )
( )
( )

, . ,

, . ,
1

1

0 5

1 0 5

g x x
g x

g x x

<= 
- ≥
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	 ( )
, ,

, .

4

1 4 3 2

23 1
15360 6144 24 64 4

23 7 1 1
24 12 32 96 2048 4 2

x x
x

g x
x x x x

x


+ - <= 

 - + + - ≤ ≤

	 (4.7)

Результаты нахождения спектрального параметра приведены в табл. 1.

Таблица 1. Первое собственное значение для трех вариантов граничных 
условий

Однородная балка Оптимальный закон
Шарнирное опирание (4.2) k = p4 ≈ 97.41 k = 120
Консоль (4.3) k ≈ 12.36 k = 20
Заделка обоих концов (4.4) k ≈ 500.564 k ≈ 667.826

Оказалось, что по сравнению с однородным случаем первое собственное 
значение k удается увеличить соответственно на 23, 61 и 33%.

Обратимся теперь к задаче с граничными условиями (4.5). Получим соот-
ношение Релея. Для этого умножим уравнение (4.1) на w и проинтегрируем 
по отрезку [0, 1]:

	 ( )( ) .
1

2

0

0gw w w dx′′′′ - k =∫
Выражая спектральный параметр и интегрируя по частям, получаем:

	

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
.

1 11
1 2

0
0

0 0
1 1

2 2

0 0

1
2 22

1 2

0
1

2

0

0 0

gw wdx gw w gw w g w dx

w dx w dx

c w c w g w dx

w dx

′′ ′′′ ′′ ′′ ′ ′′- +

k = = =

′ ′′+ +

=

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫
Условие оптимальности принимает тот же вид (w ″)2 = const. Решение с 

точностью до амплитудного множителя будем искать в виде w(x) = x2 + kx + b. 
Заметим, что в зависимости от граничных условий решение задачи может 
иметь или не иметь разрывов второй производной, что демонстрируют слу-
чаи (4.6) и (4.7). Следовательно, не для всех значений параметров c1, c2 гладкое 
решение вида w(x) = x2 + kx + b существует.

Решая (4.1) относительно g(x), находим:
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	 ,
4 3 2

2 12 6 2
x x x

g k b mx p
 k

= + + + +  
 

	 (4.8)

г д е  ( ) ,13k ck - k D=  ( ) ( ) ,224 6b c+k k D=  ,1 2m c b= -  ,2 2p c k=  
.2

1 2 2 14 12 12c c c c- - +D = k k k
В результате решение запишется в виде:

	
( ) ( ) ( )

( ) ( )

,

.

1 22
2 2

1 2 1

1

2

2 1

4 3 2
23 24

3 241
63 3

24 2 6 12 2

c c
w x x x

x x xc c
g c xc

- k + k
= + k + k

D D - k D D - k

  k k
= k + k + + k -    D D  

 - +

 




Параметр k определяется из условия (3.2). Возникающее кубическое 
уравнение 

	
( )
( )

2
1 2 1 2

2
1 2 1 2

9 192 432
1

720 4 12 12

c c c c

c c c c

- - +
=

- - +

k k kk

k k k
 

решается численно. Для анализа полученного результата рассмотрим 2 част-
ных случая:

Случай 1 (c2  →  ∞): ( )(( ) ) , .1
0

0 0 0
x

gw c w w
=

′′′ ′+ = =

Параметры в (4.8) принимают вид k = 0, b = k/3D1, m = -c1k/6D1, 
p = k(3c1 – k)/24D1, D1 = c1 – k, что позволяет записать решение оптимизаци-
онной задачи в виде:

	
( ) ( )

( )
,

.

2

4 2
1

1 1 1

1

1

3 3

3

24 12 6 24

w x x

cxx x
g

c

c

= + k k

 - kk
= k + - +  D D D 

-

	 (4.9)

Параметр k определим из условия (3.2), которое сводится теперь к квадрат-
ному уравнению, имеющему решение следующего вида: 

	 2
1 1 1

45
9 40 360

3
8

0.
2

9
8

c c c+ +k + -= 	 (4.10)

Случай 2 (c2  →  ∞): w(0) = 0, ( ) .2 0
0

x
gw c w

=
′′ ′- =

Аналогично имеем: 

	 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,, ,2 2 2 2 2 2 20 3 4 24 48 3 8 3k mb cp cc= k D k + k D k D D == = = - k-  

  ( ) ( ) ( )
, ,

4 3
22 2

2 2 2
212 4

24 3
3

24 16 48 8

c x cx x
cw x x x g

 + kk
= + k k = k + +  D D D 

- - 	 (4.11)

	 2
2 2 2160 24 9 105 40 .8 0c c c+ +k = + - 	 (4.12)
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Асимптотические представления решений (4.9), (4.11) при больших c1, c2 
имеют вид:

	 ( )
2

2

1 1

1 1 1
12 6 12
x x

g x o
c c

   = kϕ + k - + +       
 (Случай 1),	 (4.13)

	 ( )
3

2

2 2

1 1 1
48 16 24
x x

g x o
c c

   = kϕ + k - + +       
 (Случай 2).	 (4.14)

На основе приведенных асимптотических представлений параметр k также 
может быть определен как один из корней квадратного уравнения, возникаю-
щего при удовлетворении условию (3.2):

	 ,2
1 1 1

9 3
10 10

9 400c c ck = - + + 	 (4.15)

	 .2
2 2 2

8 8
5 5

25c c ck = - + + 	 (4.16)

Используя асимптотический подход при анализе кубического уравнения 
в общем случае, удается получить следующее представление для нужного 
решения:

	 .
2 2

2 1

40

15 1 20 1
1

3 3
1

c c
   + + +   
   

k = 	 (4.17)

5. Результаты численных расчетов. Выполним расчеты первого собственно-
го значения для однородной и оптимальной балок. В случае конечных значе-
ний c1, c2 будем находить k численно и при помощи формулы (4.17). В случае, 
когда c2 → ∞, будем сравнивать точное k, найденное из (4.10), и асимптотиче-
ское из (4.15). Аналогично сравним (4.12) и (4.16) для случая c2 → ∞.

Замечание 2. У возникающих квадратного и кубического уравнений отно-
сительно k соответственно 2 и 3 корня. В (4.10), (4.12), (4.17) и в табл. 2 указан 

Рис. 1. Собственное значение k: по (4.10) – сплошная линия, по (4.15) – пунктир.
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только один из них, поскольку остальные приводят к знакопеременной функ-
ции g(x); соответственно, в (4.15), (4.16) указаны положительные корни, а от-
рицательные опущены.

Таблица 2. Первое собственное значение для различных параметров 
закрепления

k – однородное 
(численно) k – оптимальное

k – 
оптимальное | 
(асимптотики)

1 2c c= → ∞ 12.362 20 20

1 2 10 000c c= = 12.348 19.965 (численно) 19.965 | (4.17)

1 2 1000c c= = 12.220 19.656 (численно) 19.664 | (4.17)

1 2100, 350c c= = 11.331 17.557 (численно) 17.928 | (4.17)

1 2350, 100c c= = 11.639 18.248 (численно) 18.404 | (4.17)

1 21000,c c= → ∞ 12.313 19.876 | (4.10) 19.877 | (4.15)

1 2100,c c= → ∞ 11.454 17.846 | (4.10) 18.167 | (4.15)

1 2, 1000c c→ ∞ = 12.269 19.778 | (4.12) 19.783 | (4.16)

1 2, 100c c→ ∞ = 11.886 18.819 | (4.12) 18.885 | (4.16)

Заключение. Рассмотрена общая задача оптимизации первой собственной 
частоты колебаний за счет управления законом изменения упругих моду-
лей функционально-градиентного упругого тела. Рассмотрены примеры для 
изгибных колебаний балки с модифицированными граничными условиями 
(пружинного типа).

Работа выполнена за счет гранта РНФ № 22-11-00265, https://rscf.ru/
project/22-11-00265/ в Южном федеральном университете

Рис. 2. Собственное значение k: по (4.12) – сплошная линия, по (4.16) – пунктир.
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Abstract – The paper considers a non-classical optimization problem associated 
with the development of the production of new functionally graded materials. It is 
proposed to optimize the first natural frequency of oscillations by choosing the law 
of change in elastic moduli, and not the shape, as is done in most works devoted 
to optimization. This formulation of the problem becomes practically justified with 
the development of 3D printing and the production of FGM ceramics with speci-
fied properties. As an example, the problems of oscillations of a FGM rod and a 
FGM beam with spring boundary conditions at one of the ends are considered.

Keywords: inhomogeneity, optimization, rod, oscillations
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В рамках шестимерного формализма Коши впервые обнаружены ано­
мальные поверхностные волны, возникающие при неполупростом вы­
рождении фундаментальной матрицы. Условие неполупростого вырож­
дения получено в явной форме для волн Лэмба, распространяющихся 
в слое с произвольной упругой анизотропией и свободными границами. 
Получен новый тип дисперсионного уравнения и соответствующее дис­
персионное решение. Обсуждается связь с поверхностными волнами 
нерэлеевского типа.

Ключевые слова: формализм Коши, направленная волна, анизотропия, 
дисперсия, вырождение
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1. Введение. Установлено, что в некоторых случаях анизотропии экспо­
ненциально затухающая с глубиной рэлеевская волна превращается в более 
сложную волну, в которой вариация по глубине определяется некоторым 
полиномом, умноженным на экспоненту [1–6]. Такая волна известна, как 
волна нерэлеевского типа [7, 8]. Для анализа волн Рэлея в анизотропных 
средах разработано несколько методов. 

1.1. Полупростая фундаментальная матрица. Ниже рассматривается бо­
лее простой случай волн Рэлея, распространяющихся в анизотропном по­
лупространстве с полупростой фундаментальной матрицей.

1.1.1. Трехмерный формализм. Исторически первым появился трехмер­
ный формализм, используемый для решения обыкновенного матрично­
го дифференциального уравнения второго порядка, полученного путем 
подстановки представления для гармонической плоской волны [9]
	 ( )( , ) ( ) exp ( )t ir ir ct= ⋅ ⋅ -u x m x n x 	 (1.1)
в уравнение движения для анизотропной упругой среды

	 ( , ) ( , ),2div ttt t⋅ ⋅ ∇ = ρ∂x xC u x u x 	 (1.2)
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где u – поле смещения; m – амплитуда вектора; ν и n – единичные векторы, 
см. рис. 1; r – волновое число; c – фазовая скорость; t – время; C – тензор 
упругости четвертого порядка, предполагаемый строго эллиптичным; ρ – 
плотность материала; двойные точки в уравнении (1.2) означают свертку по 
двум индексам; i = √—-1. 

Подставляя представление (1.1) в уравнение (1.2), получаем искомое обык­
новенное уравнение второго порядка; см. [7, 10–15]:

	 ( ) ( ) ,2
1 2 3 0xx x x∂ + ∂ + ⋅ =A A A m 	 (1.3)

где
	 x ir= ⋅ x 	 (1.4)
и

	 , , ,2
1 2 3 c= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ - ρA C A C n n C A n C n I   + 	 (1.5)

здесь I – единичный тензор второго порядка (3 × 3-матрица). Общее решение 
уравнения имеет вид [16]:

	 ( ) ,
3

1

k x
k k

k

x C eg

=

= ∑m m 	 (1.6)

где Ck – произвольные комплексные коэффициенты, определяемые с точно­
стью до множителя из граничных условий; mk – собственные векторы 
комплексной матрицы

	 ( )2
1 2 3 0.k k kg + g + ⋅ =A A A m 	 (1.7)

В множители gk являются корнями соответствующего уравнения 
Кристоффеля:

Рис. 1. Полупространство; n – волновой вектор; ν – единичная нормаль к свободной 
границе.
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	 ( )det .2
1 2 3 0k kg + g + =A A A 	 (1.8)

Заметим, что только корни с положительной мнимой частью обеспечивают 
затухание с глубиной волн Рэлея [14]. Также было обнаружено [7, 8], что для 
некоторых типов упругой анизотропии два собственных вектора уравнения 
могут совпадать, что приводит к необходимости введения обобщенного соб­
ственного вектора [17]; этот случай, известный как неполупростое вырожде­
ние, более подробно рассматривается в разделе 2.

1.1.2. Шестимерные формализмы. Известны два шестимерных формализ­
ма: формализм Стро [15, 16], см. также [1–6, 18–25], и формализм Коши [26, 
27]. Оба эти формализма эквивалентны в терминах дисперсионных уравнений 
[28]. При рассмотрении формализма Коши вводится новый 6-вектор

	
( )

( ) ,
( )
x

x
x

 
=  
 

m
Y

w
	 (1.9)

где
	 ( ) ( ).xx x= ∂w m 	 (1.10)

С учетом (1.10), уравнение (1.3) в терминах вектора Y приобретает вид:

	 ( ) ( )x x x∂ = ⋅Y G Y ,	 (1.11)
где G – фундаментальная матрица [28] 

	 ,
1 1

1 3 1 2
- -

 
=   - ⋅ - ⋅ 

0 I
G

A A A A
	 (1.12)

см. в [1–6, 24, 25] для его аналога в формализме Стро. Осуществляя приведе­
ние фундаментальной матрицы G к Жордановой нормальной форме, дает [17]

	 1,-= ⋅ ⋅G W D W 	 (1.13)
где W – матрица 6 × 6, содержащая либо собственные векторы, если G полу­
простая, либо собственные и обобщенные собственные векторы, если G не­
полупростая; в обоих случаях W не ортогональна ввиду несимметричности G, 
кроме того, W невырожденная матрица [17]; матрица D либо диагональная, 
если G полупростая, либо D содержит как диагональные элементы, так и жор­
данов(ы) блок(и).

Случай полупростой матрицы G и, соответственно, диагональной матри­
цы D приводит к общему решению уравнения, которое можно представить 
в виде [16]:
	 ( )( ) ;...; ,61 1

0diag xxx e egg -= ⋅ ⋅ ⋅Y W W Y 	 (1.14)

где gk, k  = 1, .., 6 – собственные значения фундаментальной матрицы G; Y0 – 
произвольный 6-вектор, определяемый граничными условиями. Уравнение 
вместе с граничным условием на свободной границе при x  = 0 дает:
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	 ( )( ) ; ( ) .4 10 0
0

x x
x x= =

≡ ⋅ =t A A Y 	 (1.15)
Наряду с условием (0.15), необходимо условие затухания Зоммерфельда 

при x  →  ∞ [29, 30]:
	 ( ) ,0

x
x →-∞ =Y 	 (1.16)

обеспечивающее экспоненциальное затухание с глубиной для волн Рэлея [31, 
32]. Отметим, что условие (1.16) подразумевает, что в решении могут сохра­
няться только собственные значения с положительной мнимой частью.

1.2. Неполупростая фундаментальная матрица. Как уже отмечалось ранее, 
случай неполупростого вырождения фундаментальной матрицы приводит 
к появлению волн нерэлеевского типа [1–8, 33, 34, 35] с более сложным по­
лем смещений, имеющих следующую поляризацию [7, 8]:

	 ( )( ) ,1 2
1 1 2 2 3 2

x xx C e C C x eg g= + +m m m g 	 (1.17)
где g1 – некратное собственное значение с Im(g1) > 0, которое соответству­
ет истинному собственному вектору m1; g2 – кратное собственное значе­
ние с Im(g2) > 0, которое соответствует истинному собственному вектору m2 
и обобщенному собственному вектору g2. Заметим, что векторы m1, m2 и g2 
являются линейно независимыми [2, 36]. Наконец, случай двух жордановых 
блоков третьего порядка приводит к следующему вектору поляризации:

	 ( )( ) ,12
1 1 2 1 3 2

xx C C x C x eg= + +m m g g 	 (1.18)
где g1 – кратное собственное значение с Im(g1) > 0, которое соответствует ис­
тинному собственному вектору m1 и двум обобщенным собственным векто­
рам g1 и g2. Аналогично предыдущему случаю, векторы m1, g1 и g2 являются 
линейно независимыми [36]. Как показано в разделе 2, в случае волн Лэмба 
допустимы только жордановы блоки второго ранга.

Замечание 1.2. Физическую ситуацию, приводящую к неполупростому вы­
рождению матрицы (появлению жорданова блока), можно продемонстри­
ровать, рассмотрев собственные векторы следующей однопараметрической 
2 × 2-матрицы:

	 .
1 1

1

 
=  a 

A 	 (1.19)

Заметим, что при a = 0 рассматриваемая матрица становится не полупро­
стой, но при a ≠ 0 она полупростая и имеет два собственных вектора:

	 ; .1 2

1 1

1 1

1 1

-   
   + a + a   = =
   a a
   + a + a   

m m 	 (1.20)

Скалярное произведение этих собственных векторов имеет вид:

	 .1 2
1

1
a -

⋅ =
+ a

m m 	 (1.21)
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И при a → 0 скалярное произведение m1 · m2  →  -1, что означает, что эти 
собственные векторы коллинеарны и направлены в противоположные сторо­
ны. Таким образом, вблизи неполупростого вырождения собственные векто­
ры (в нашем случае парциальные волны), будучи изначально линейно неза­
висимыми, начинают вырождаться.

1.3. Постановка задачи. В данной работе с помощью шестимерного форма­
лизма Коши в сочетании с методом экспоненциальных матриц анализирует­
ся дисперсия волн Лэмба, распространяющихся в однородном анизотропном 
слое со свободными границами и при неполупростом вырождении фундамен­
тальной матрицы. Анализ полей перемещений показывает, что они в значи­
тельной степени зависят от нормальной жордановой формы фундаменталь­
ной матрицы, которая может быть как полупростой, так и неполупростой, см. 
(1.6) и (1.17). В следующем разделе анализируется подробная спектральная 
структура фундаментальной матрицы и соответствующее экспоненциальное 
представление для волн Лэмба, распространяющихся в однородном анизо­
тропном слое со свободными границами.

2. Формализм Коши для волн Лэмба. Ниже анализируются волны Лэмба, 
распространяющиеся в однородном слое со свободными границами, рис. 2.

2.1. Спектральный анализ фундаментальной матрицы.
2.1.1. Разложение по жордановой нормальной форме. Полупростая фунда­

ментальная матрица G, допускающая нормальную жорданову форму

	 ( ) 1
1 6diag ;...; -= ⋅ g g ⋅G W W 	 (2.1)

и экспоненциальное общее решение, задаваемое уравнением (1.14), имеет 
собственные значения gk, k  = 1, ..., 6, которые в случае волн Лэмба могут быть 
как вещественными, так и комплексными числами, без необходимости на­
кладывать какие-либо ограничения на мнимую часть, поскольку условие за­
тухания Зоммерфельда (1.16) для волн Лэмба не требуется [28]. Заметим так­
же, что поскольку G – вещественная матрица, все комплексные собственные 
значения должны появляться в комплексно-сопряженных парах [17].

2.1.2. Характеристические полиномы. Характеристический многочлен мат­
рицы G имеет вид:
	 ( )( ) det ,0P g ≡ - g =G 1 	 (2.2)

Рис. 2. Однородный анизотропный слой со свободными границами толщиной 2h.
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где 1 обозначает единичную матрицу 6 × 6. Учитывая, что матрица G имеет 
блочную структуру, заданную уравнением (1.12), характеристический поли­
ном становится [37]
	 ( )( ) det .2 1 1

1 2 1 3 0P - -g = g + g ⋅ - ⋅ =I A A A A 	 (2.3)

Уравнение показывает, что g = 0 является собственным значением, когда

	 ( ).2
3Spcρ ∈ A 	 (2.4)

Действительно, из условия (2.4), det( ) ,1
1 3 0- ⋅ =A A  поэтому g = 0 становится 

корнем уравнения (2.3). 
2.1.3. Спектральный анализ. Замечание о блочной структуре матрицы G и 

блочной структуре вектора Y позволяет записать для собственного вектора

	  
=  
 

m
Y

w
	 (2.5)

соответствующее уравнение:

	 ,     
g = ⋅     
     

m 0 I m

w M N w
	 (2.6)

где 

	 ; .1 1
1 3 1 2
- -= - ⋅ = - ⋅M A A N A A 	 (2.7)

Из уравнения следует
	 g =m w 	 (2.8)
и 
	 ,g = ⋅ + ⋅w M m N w 	 (2.9)

откуда	 ( ) .2g = + g ⋅m M N m 	 (2.10)
Умножение обеих сторон уравнения на A1, а затем свертка с вектором m 

дают скалярный многочлен

	 ,2 0a b cg + g + = 	 (2.11)
где 
	 ; ; .1 2 3a b c= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅m A m m A m m A m 	 (2.12)

Уравнения гарантируют, что коэффициенты a, b и c являются веществен­
ными, а из-за предполагаемой сильной эллиптичности тензора упругости, 
a  > 0. Теперь из уравнения следует, что собственные значения удовлетворяют 
следующему соотношению:

	 .
2

22 4

b b c
a aa

g = - ± - 	 (2.13)
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Необходимо отметить, что (2.13) не является уравнением для нахождения 
собственных значений, так как уравнение (2.13) содержит лишь часть соот­
ветствующего собственного вектора. Однако уравнение (2.13) показывает, что 
для конкретного собственного вектора (2.5) выражение в правой части (2.13) 
может соответствовать либо некратному корню, если дискриминант не ра­
вен нулю, либо кратному корню, если дискриминант обращается в нуль. По­
следний случай соответствует неполупростому вырождению фундаменталь­
ной матрицы G. Таким образом, единственным неполупростым вырождением 
фундаментальной матрицы G может быть вырождение второго ранга, а в фун­
даментальной матрице может быть не более трех блоков Жордана.

2.2. Экспоненциальные решения. 
2.2.1. Полупростая фундаментальная матрица. Экспоненциальное решение 

для волн Лэмба, распространяющихся в однородном анизотропном слое, в 
случае полупростой фундаментальной матрицы G совпадает с соответствую­
щим экспоненциальным решением для волн Рэлея, которое дается уравне­
нием (0.22).

2.2.2. Неполупростые фундаментальные матрицы. Если фундаментальная 
матрица G содержит жордановы блоки, то соответствующие экспоненциаль­
ные решения имеют вид:

A. Одиночный блок Жордана

	 ( ) ;...; ; .
5

1 4

5 5

1
0

0
diag

x
x x

x x

e
x e e

xe e

g
g g -

g g

  
 = ⋅ ⋅ ⋅     

Y W W Y 	 (2.14)

Последний (столбец) вектор в W – это обобщенный собственный вектор, 
который ортогонален первым пяти собственным векторам [36].

Б. Два жорданова блока

	 ( ) ; ; ; .
3 5

1 2

3 3 5 5

1
0

0 0
diag

x x
x x

x x x x

e e
x e e

xe e xe e

g g
g g -

g g g g

    
 = ⋅ ⋅ ⋅           

Y W W Y 	 (2.15)

При этом два (столбца) вектора в W, а именно четвертый и шестой, яв­
ляются обобщенными собственными векторами, которые ортогональны друг 
другу и другим собственным векторам.

В. Три жорданова блока

    ( ) ; ; .
3 51

1 1 3 3 5 5

1
0

0 0 0
diag

x xx

x x x x x x

e e e
x

xe e xe e xe e

g gg
-

g g g g g g

     
 = ⋅ ⋅ ⋅                

Y W W Y 	 (2.16)

При этом три (столбца) вектора в W, а именно второй, четвертый и шестой, 
являются обобщенными собственными векторами, которые ортогональны 
друг другу и другим собственным векторам.

2.2.3. Поля смещения для неполупростых фундаментальных матриц. Если 
фундаментальная матрица G содержит жордановы блоки, то соответствую­
щие экспоненциальные решения имеют вид:

A. Одиночный жорданов блок

	 ( ) ... ( ) ,5 51 4
1 1 4 4 5 5 6 61x xx xx C e C e C e x C eg gg g= + + + + +m m m m m 	 (2.17)
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где m1,...,m5 – “верхние” части собственных векторов, а m6 – “верхняя” часть 
обобщенного собственного вектора, см. [16, 36].

Б. Два жорданова блока

	
( ) ( )

( ) ,

3 31 2

5 5

1 1 2 2 3 3 4 4

5 5 6 6

1

1

x xx x

x x

x C e C e C e x C e

C e x C e

g gg g

g g

= + + + + +

+ + +

m m m m m

m m
	

(2.18)

где m1, m2, m3, m5 – “верхние” части собственных векторов, а m4, m6 – “верх­
ние” части обобщенных собственных векторов.

В. Три жорданова блока

	
( ) ( )

( )
( )

,

3 31 1

5 5

1 1 2 2 3 3 4 4

5 5 6 6

1 1

1

x xx x

x x

x C e x C e C e x C e
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+ + +

m m m m m

m m
	

(2.19)

где m1, m3, m5 – “верхние” части собственных векторов, а m2, m4, m6 – “верх­
ние» части обобщенных собственных векторов.

Замечание 2.2. Ввиду уравнений (1.4), (2.12) и (2.13), экспонента egk x, соот­
ветствующая жордановым блокам, является чисто мнимой

	 sin( ),k x
ke i rg = g ⋅ x 	 (2.20)

поскольку соответствующий γk – вещественный, что вытекает из уравнения 
(2.13). Аналогично соответствующий собственный вектор и обобщенный соб­
ственный вектор также должны быть чисто мнимыми, поскольку уравнение 
содержит только вещественные матрицы. Рассмотрим теперь комплексный 
скалярный коэффициент Ck:
	 k k kC i= a + b 	 (2.21)
с ak, bk ≠ 0, тогда вещественная часть выражения Ckmkegkx(1 + x) становится

	 ( ) ( ) ( ) ( )Re ( ) sin Im .1k x
k k k k k kC e x r rg + = b ⋅ - a g ⋅m x x m  	 (2.22)

Уравнение показывает, что частичное решение ( ),1k x
k kC e xg +m  соответ­

ствующее жорданову блоку, не является ни симметричным, ни асимметрич­
ным относительно срединной плоскости x  = 0. Таким образом, решения, свя­
занные с жордановыми блоками, могут привести к новому типу волн Лэмба 
“смешанного режима”.

2.3. Уравнение дисперсии.
2.3.1. Импедансная матрица. Введем матрицу акустического импеданса 6×6 

[28, 38]:

	 ,
4 1

 
=  
 

I 0
Z

A A
	 (2.23)

	 .4 = ⋅ ⋅A C nν 	 (2.24)
Матрица Z преобразует 6-вектор Y(x) в 6-вектор, состоящий из перемеще­

ний и поверхностных сил, действующих на горизонтальную плоскость в точке 
x = const:
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( )

( ).
( )
x

x
x

 
= ⋅ 

 

m
Z Y

t
	 (2.25)

Заметим, что Y(x) определяется одним из уравнений (1.14), (2.14)–(2.16) и 
поэтому в значительной степени зависит от нормальной жордановой формы 
матрицы G.

2.3.2. Дисперсионное уравнение. Независимо от полупростоты или неполу­
простоты фундаментальной матрицы G, дисперсионное уравнение для волн 
Лэмба в слое со свободными границами можно представить в виде [28, 38]:

	 ( ) ( )( )det ; exp ,12 0irh -  
⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ =  

  

I
0 I Z G Z

0
	 (2.26)

где согласно уравнениям (0.14), (0.35)–(0.37) экспонента матрицы exp(-2irhG) 
зависит от ее нормальной жордановой формы.

Заключение. Настоящее исследование посвящено спектральному анализу 
волн Лэмба, распространяющихся в однородном анизотропном слое со сво­
бодными границами. Проведенный анализ показывает возможность непо­
лупростого вырождения фундаментальной матрицы. Выявлена возможность 
появления жордановых блоков, отмечено, что жордановы блоки могут быть 
максимально второго ранга. Также впервые получены поля перемещений для 
случая неполупростого вырожденияе. Показано, что при неполупростом вы­
рождении фундаментальной матрицы возникают волны Лэмба, напоминаю­
щие волны нерэлеевского типа. Одним из отличительных свойств обнаружен­
ных волн является их необычная поляризация. Как показывают уравнения 
(2.17)–(2.19), мода волн Лэмба, соответствующая жорданову блоку, не являет­
ся ни симметричной, ни асимметричной; см. замечание 2.2.

Проведенный анализ основан на шестимерном формализме Коши в со­
четании с методом экспоненциальных матриц и спектральным разложением 
фундаментальной матрицы. Исследование полей смещений показывает, что 
они в значительной степени зависят от жордановой нормальной формы фун­
даментальной матрицы, которая может быть как полупростой, так и непо­
лупростой. Можно ожидать, что этот анализ послужит лучшему пониманию 
возможных спектральных и дисперсионных аномалий волн Лэмба, распро­
страняющихся в анизотропных пластинах [39], а также выявлению условий 
аномального затухания волн Лэмба по глубине [40, 41]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фон­
да, грант 24-49-02002.
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NON-SEMISIMPLE DEGENERACY OF LAMB WAVES
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Abstract – Anomalous guided waves appearing at a non-semisimple degeneracy 
of the fundamental matrix are observed and analysed in the framework of the 
Cauchy sextic formalism. The non-semisimple degeneracy condition is explicitly 
constructed for the most general case of Lamb waves propagating in a traction-
free layer with arbitrary elastic anisotropy. A new type of dispersion equation and 
the corresponding dispersion solution are obtained. The connection with surface 
waves of the non-Rayleigh type is discussed. 
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Экспериментально изучались механические свойства метаматериалов, 
имеющих различную ячеистую внутреннюю структуру, при пробивании 
по нормали жестким сферическим ударником. На 3D-принтере из e-PLA 
пластика были изготовлены ауксетические и неауксетические образцы 
метаматериалов, имеющие хиральную структуру из ячеек, соответствен-
но, в форме вогнутых или выпуклых шестиугольников. На основе про-
веденных экспериментов по пробиванию сравнивались свойства хи-
ральных ауксетических и неауксетических образцов одинаковой массы 
для случаев, когда внутри ячеек находился воздух и когда ячейки были 
заполнены желатином. Относительная потеря кинетической энергии 
ударника при пробивании заполненных желатином образцов была су-
щественно выше для ауксетического метаматериала, чем для неауксети-
ка. Для незаполненных (“воздушных”) образцов относительная потеря 
кинетической энергии была незначительно выше у неауксетика.

Ключевые слова: метаматериалы, ауксетики, экспериментальные иссле-
дования, проникание, пробивание, жесткие ударники
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Данная работа посвящена продолжению экспериментальных исследова-
ний механических свойств создаваемых метаматериалов с ячеистой структу-
рой из металла [1] или e-PLA пластика [2] при пробивании жестким сфери-
ческим ударником. На 3D-принтере из e-PLA пластика были изготовлены 
ауксетические (АС) и неауксетические образцы метаматериалов, имею-
щие хиральную структуру из ячеек, соответственно, в форме вогнутых или 
выпуклых шестиугольников (рис.1a–г). В отличие от обычных материалов 
с положительным коэффициентом Пуассона для ауксетических материалов 
сжатие в одном (например, продольном) направлении приводит не к растя-
жению, а к сжатию также и в другом (поперечном) направлении [3–9].  
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Целью проведенных исследований было изучить влияние ауксетических 
свойств рассматриваемых образцов метаматериалов на относительную потерю 
кинетической энергии ударника по сравнению с неауксетическими образца-
ми той же массы. При этом наряду с образцами, ячейки которых были запол-
нены воздухом, испытывались образцы, заполненные пищевым желатином 
(см. рис. 2).

 Для рассматриваемых хиральных структур проверялась установленная 
в работе [2] для хиральной звездчатой структуры (hexachirals honeycomb) воз-
можность отклонения направления движения ударника после пробивания от 
подлетного направления.

Пробивание образцов осуществлялось стальным сферическим ударни-
ком, имеющим диаметр 10 мм и массу 4.06 г. Образцы устанавливались на 

(d)

Рис. 1. Образцы метаматериалов и их внутренняя хиральная структура: а), b) – ауксети-
ческие; c), d) – неауксетические. На рис. (b) и (d) S = 6 мм, L = 3 мм, h = 0.4 мм, r  = 0.8 мм.

Рис. 2. Подготовленные образцы, заполненные желатином.
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экспериментальном стенде и жестко закреплялись так, чтобы боковая по-
верхность была перпендикулярна направлению движения ударника, который 
разгонялся пневматической пушкой. Давление в камере пушки выставлялось 
таким образом, чтобы скорость вылета ударника составляла приблизительно 
150 м/с. Скорость ударника на вылете из ствола пушки принималась за ско-
рость входа в преграду (v1), сопротивлением воздуха движению тела можно 
было пренебречь в силу небольших размеров экспериментальной установки. 
Скорость входа измерялась с помощью оптического рамочного хронографа 
ИБХ-АСС-0021 “Стрелец” и осциллографа. Скорость ударника на выходе 
из преграды (v2) определялась с помощью высокоскоростной видеокаме-
ры FASTCAM mini AX200, на которую записывался весь процесс пробива-
ния. Камера размещалась таким образом, что на видеозаписи ударник про-
бивает образец, двигаясь справа налево. Боковая сторона образцов, которая 

Таблица 1. Толщина и масса образцов с воздушным заполнением ячеек, 
значения скорости входа и выхода ударника для каждого образца

Номер 
экспери-

мента 
Рисунок Структура 

образца
Толщина 

H, мм
Масса 

m, г
Скорость 
входа v1, 

м/с

Скорость 
выхода v2, 

м/с

1 1(б) ауксетик,  
5 слоев 25 38.4 146.7 124

2 1(б) ауксетик,  
5 слоев 25 39.4 141 115

3 1(г) неауксетик, 
5 слоев 40.5 41.3 147 118.5

4 1(г) неауксетик, 
5 слоев 40.5 41.4 150 124.5

5 1(б) ауксетик,  
8 слоев 38.5 62 154.5 112.5

6 1(б) ауксетик,  
8 слоев 38.5 61.7 150 108

7 1(г) неауксетик, 
8 слоев 62.5 66.9 152.1 105

8 1(г) неауксетик, 
8 слоев 62.5 66.5 139.3 97.5

9 1(г) ауксетик, 
11 слоев 52 79.6 153.8 100.5

10 1(г) ауксетик, 
11 слоев 52 80.2 150 98

11 1(б) ауксетик, 
11 слоев 52 83.6 150 92.5

12 1(г) неауксетик, 
11 слоев 85 84 150 84

13 1(г) неауксетик, 
11 слоев 85 88.8 145 87
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подвергалась удару, во всех случаях имела размеры ~70 × 72 мм.  Результа-
ты экспериментов приведены в табл. 1 (заполнение ячеек – воздух) и табл. 2 
(заполнение – желатин). 

На рис. 3, а представлена зависимость относительной потери кинетиче-
ской энергии ударника d = (v1

2 − v2
2)/v1

2 (%) от массы m [г] пробиваемых образ-
цов. Для наглядности добавлены линейные линии тренда для АС-образцов 
(синяя) и неауксетиков (красная). Видно, что линии тренда проходят очень 

Таблица 2. Толщина и масса образцов с заполнением ячеек желатином, 
значения скорости входа и выхода ударника для каждого образца

Номер 
экспери-

мента 
Рисунок Структура 

образца
Толщина 

H, мм
Масса 

m, г
Скорость 
входа v1, 

м/с

Скорость 
выхода v2, 

м/с

14 1(б) ауксетик,  
5 слоев 25 130.1 147 103.3

15 1(б) ауксетик,  
5 слоев 25 137.9 148.3 102

16 1(г) неауксетик, 
3 слоя 25 133.6 150 113.2

17 1(г) неауксетик, 
3 слоя 25 131.6 150 118.8

18 1(б) ауксетик,  
8 слоев 38.5 205.7 159 78

19 1(б) ауксетик,  
8 слоев 38.5 211 153 66

20 1(б) ауксетик,  
8 слоев 38.5 206 156 67.5

21 1(г) неауксетик, 
5 слоев 40.5 215.2 150 96

22 1(г) неауксетик, 
5 слоев 40.5 211 144 90

23 1(б) ауксетик, 
11 слоев 52 280 150 31.4

24 1(б) ауксетик, 
11 слоев 52 269.5 150.2 33.8

25 1(б) ауксетик, 
11 слоев 52 269.5 153 30.8

26 1(б) ауксетик, 
11 слоев 52 276.5 153 45.8

27 1(г) неауксетик, 
7 слоев 55 285.5 147 60

28 1(г) неауксетик, 
7 слоев 55 280 156.6 48

29 1(г) неауксетик, 
7 слоев 55 278 153.3 50.3
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близко, при этом сотовые неауксетические образцы чуть лучше сопротив-
ляются пробиванию. Были также подготовлены и испытаны ауксетические и 
неауксетические образцы, заполненные желатином (из расчета 50 г желатина 
на 500 г воды) и примерно равные по массе. Экспериментальные зависимо-
сти величины d от m для ауксетических и неауксетических структур с желати-
новым наполнением приведены на рис. 3, б и показывают, что АС-образцы 
в данном случае существенно эффективнее неауксетитических образцов.

В условиях проведенных экспериментов отклонение направления движения 
ударника после пробивания образцов с рассматриваемым видом хиральности 
(в отличие от хиральных звездчатых структур (hexachirals honeycomb) из работы 
[2]) было незначительным или (в большинстве случаев) не наблюдалось совсем. 

Рис. 3. Зависимость относительной потери кинетической энергии ударника d [%] от мас-
сы m [г] пробиваемых образцов: с заполнением ячеек воздухом (а) и желатином (b).

(а)

(b)
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Заключение. Проведенные эксперименты показали лучшую сопротивляе-
мость заполненных желатином хиральных АС-образцов из e-PLA пластика по 
сравнению с неауксетическими при пробивании жестким сферическим телом. 
Для АС-образцов из пластика с воздухом в ячейках вышеописанный (и уста-
новленный ранее для металлических структур в работе [1]) эффект не наблю-
дался. Это, возможно, связано с особенностями разрушения более хрупкого 
пластика, по сравнению с металлом, и может быть предметом для дальней-
шего изучения. 

Работа выполнена по темам госзадания (номера госрегистрации 
124012500437-9, 124013000674-0). Авторы выражают благодарность А.И. Де-
мину за помощь в подготовке 3D-моделей образцов.
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EXPERIMENTAL STUDY OF THE PROPERTIES 
OF  METAMATERIALS BASED ON PLA PLASTIC 

WHEN  PERFORATED BY A RIGID STRIKER
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Abstract – The mechanical properties of metamaterials with different cellular 
internal structures were experimentally studied when perforated along the normal 
by a rigid spherical striker. Auxetic and non-auxetic samples of metamaterials with 
a chiral structure of cells, respectively, in the form of concave or convex hexagons, 
were produced using a 3D printer from e-PLA plastic. Based on the penetration 
experiments, the properties of chiral auxetic and non-auxetic samples of the same 
mass were compared for the cases when there was air inside the cells and when 
the cells were filled with gelatin. The relative loss of kinetic energy of the striker 
when perforating gelatin-filled samples was significantly higher for the auxetic 
metamaterial than for the non-auxetic one. For unfilled (“air”) samples, the 
relative loss of kinetic energy was slightly higher for the nonauxetic.

Keywords: metamaterials, auxetics, experimental studies, penetration, perforation, 
rigid strikers
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