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В работе рассматривается проблема регуляризации особенностей классических
уравнений небесной механики и механики космического полета (астродинамики), в
которых используются переменные, характеризующие форму и размеры мгновенной
орбиты (траектории) изучаемого движущегося тела, и углы Эйлера, описывающие
ориентацию используемой вращающейся (промежуточной (intermediate)) системы ко-
ординат или ориентацию мгновенной орбиты, или плоскости орбиты движущегося
тела в инерциальной системе координат. Особенности типа сингулярности (деления
на ноль) этих классических уравнений порождаются углами Эйлера и затрудняют
аналитическое и численное исследование задач орбитального движения. Эти осо-
бенности эффективно устраняются с помощью использования четырехмерных па-
раметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватернионов поворотов (вращения) Га-
мильтона. В настоящей (второй) части работы получены новые регулярные кватер-
нионные модели небесной механики и астродинамики, не имеющие выше
указанных особенностей и построенные в рамках возмущенной пространственной
ограниченной задачи трех тел (например, Земля, Луна (или Солнце) и космический
аппарат (или астероид)): уравнения траекторного движения, записанные в неголо-
номной или в орбитальной, или в идеальной системах координат, для описания вра-
щательного движения которых использованы параметры Эйлера (Родрига–Гамиль-
тона) и кватернионы поворотов Гамильтона. Получены также новые регулярные
кватернионные уравнения возмущенной пространственной ограниченной задачи
трех тел, построенные с использованием двухмерных идеальных прямоугольных ко-
ординат Ганзена, параметров Эйлера и кватернионных переменных, а также с ис-
пользованием комплексных композиций координат Ганзена и параметров Эйлера
(параметров Кейли–Клейна). Преимущество предлагаемых уравнений орбитально-
го движения, построенных с использованием параметров Эйлера, перед уравнения-
ми, построенными с использованием углов Эйлера, обусловливается хорошо извест-
ными преимуществами кватернионных кинематических уравнений в параметрах
Эйлера, входящих в состав предлагаемых уравнений, перед кинематическими урав-
нениями в углах Эйлера, входящих в состав классических уравнений.
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1. Устранение особенностей типа сингулярности (деления на ноль) в классических
уравнениях небесной механики и астродинамики, записанных во вращающихся системах
координат и использующих углы Эйлера (угловые оскулирующие элементы орбиты) для
описания орбитального движения изучаемого тела. Эффективность аналитического ис-
следования и численного решения задач небесной механики и механики космическо-
го полета (астродинамики) во многих случаях повышается за счет использования
уравнений орбитального движения, записанных в той или иной вращающейся (про-
межуточной (intermediate)) системе координат с помощью использования таких поня-
тий как форма, размеры и ориентация мгновенной орбиты изучаемого движущегося
тела (например, космического аппарата (КА), астероида). В уравнениях движения та-
кого рода присутствуют переменные, характеризующие угловое движение используе-
мой вращающейся системы координат или ориентацию мгновенной орбиты, или
плоскости орбиты движущегося тела.

В качестве таких переменных в механике и астродинамике традиционно использу-
ются углы Эйлера (угловые оскулирующие элементы орбиты) или направляющие ко-
синусы. Использование углов Эйлера позволяет записать уравнения орбитального
движения в наглядной форме, но приводит к появлению в уравнениях движения гро-
моздких тригонометрических выражений и дополнительных особых точек (деление на
ноль), в которых уравнения вырождаются. Так, в состав широко используемых урав-
нений Ньютона–Эйлера для оскулирующих элементов (медленно изменяющихся пе-
ременных) [1, 2] входят дифференциальные уравнения для угловых элементов: долго-
ты восходящего узла, наклона (наклонения) орбиты, углового расстояния перицентра
от узла. Эти уравнения вырождаются, когда угол наклона мгновенной орбиты изучае-
мого тела становится равным нулю или 180 градусам. Использование направляющих
косинусов позволяет устранить тригонометрические выражения и указанную особен-
ность уравнений движения изучаемого тела, однако приводит к существенному повы-
шению размерности системы уравнений движения и к потере геометрической нагляд-
ности.

Этих недостатков использования углов Эйлера и направляющих косинусов удается
избежать, если в качестве параметров ориентации используемой вращающейся систе-
мы координат или мгновенной орбиты изучаемого тела, или плоскости его орбиты
выбрать параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона). В этом случае для описания ори-
ентации этой системы координат и орбиты изучаемого тела удобно использовать ги-
перкомплексную переменную – кватернион поворота Гамильтона, компонентами ко-
торого являются вещественные параметры Эйлера. При этом в составе уравнений тра-
екторного (орбитального) движения появляется дифференциальное кватернионное
уравнение углового движения используемой вращающейся системы координат или
мгновенной орбиты, или плоскости орбиты изучаемого тела, имеющее компактную,
симметричную и невырождающуюся структуру. Эти уравнения в настоящее время
стали широко использоваться в небесной механике и астродинамике, также как и ква-
тернионные уравнения в четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля и па-
раметрах Эйлера, регулярные для орбитального движения тела в гравитационных и
других центральных силовых полях (в этих регулярных кватернионных уравнениях
устраняются другие особенности (деление на ноль), порождаемые действием гравита-
ционных сил).

Параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватернионы поворотов Гамильтона
давно и успешно используются в механике, навигации и управлении движением для
описания углового (вращательного) движения твердого тела, в частности, космиче-
ского аппарата. Использование параметров Эйлера и кватернионов для описания ор-
битального (поступательного, траекторного) движения и для построения кватернион-
ных динамических уравнений такого движения стало распространенным сравнитель-
но недавно.
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В первой части нашей работы [3] дан обзор и анализ известных нам регулярных мо-
делей небесной механики и астродинамики, построенных с использованием веще-
ственных параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватернионов поворота Га-
мильтона на основе дифференциальных уравнений возмущенной пространственной
задачи двух тел с помощью их записи в той или иной вращающейся системе коорди-
нат. В этих моделях устранены особенности (деление на ноль), порождаемые исполь-
зованием в классических уравнениях углов Эйлера. Рассмотрены приложения этих
моделей в задачах оптимального управления орбитальным движением космического
аппарата, решаемых с использованием принципа максимума Понтрягина. Показано,
что эффективность аналитического исследования и численного решения краевых за-
дач оптимального управления траекторным (орбитальным) движением космических
аппаратов может быть кардинально повышена за счет использования указанных регу-
лярных кватернионных моделей астродинамики.

Также дан обзор и анализ публикаций, в которых используются дуальные парамет-
ры Эйлера (Родрига–Гамильтона) с комплексностью Клиффорда s, обладающей
свойством s2 = 0, и дуальные кватернионы (бикватернионы Клиффорда) для решения
задач управления общим пространственным движением твердого тела (космического
аппарата), представляющим собой композицию углового (вращательного) и траектор-
ного (орбитального) движений, с использованием принципа обратной связи (с ис-
пользованием дуальных обратных связей).

В этой (второй) части работы нами получены новые регулярные кватернионные
уравнения небесной механики и механики космического полета. Уравнения построе-
ны в рамках возмущенной пространственной ограниченной задачи трех тел. К ним от-
носятся уравнения траекторного движения, записанные в неголономной или в орби-
тальной, или в идеальной системах координат. Для описания вращательного движе-
ния этих систем координат использованы вещественные параметры Эйлера
(Родрига–Гамильтона) и кватернионы поворотов (вращений) Гамильтона. Из полу-
ченных уравнений следуют, как частные, регулярные модели небесной механики и
астродинамики, построенные ранее автором статьи и другими исследователями с ис-
пользованием параметров Эйлера и кватернионов Гамильтона на основе дифферен-
циальных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел. Полученные в
статье уравнения целесообразно использовать для решения в рамках возмущенной
пространственной ограниченной задачи трех тел (Земля, Луна, космический аппарат)
такой актуальной задачи механики космического полета, как полет космического ап-
парата на Луну.

В статье также выведены другие новые регулярные кватернионные уравнения воз-
мущенной пространственной ограниченной задачи трех тел. Уравнения построены с
использованием двухмерных идеальных прямоугольных координат Ганзена, парамет-
ров Эйлера и кватернионных переменных, а также комплексных композиций пара-
метров Эйлера (параметров Кейли–Клейна) (используемая в них традиционная ком-
плексность i обладает свойством i2 = –1).

2. Исходные дифференциальные уравнения возмущенной пространственной ограничен-
ной задачи трех тел. Задачи регуляризации уравнений. Рассмотрим три материальные
точки M0, M1 и M2 с массами m0, m1 и m2, взаимно притягивающие друг друга по зако-
ну всемирного тяготения. Неограниченная задача трех тел состоит [1, 2] в определе-
нии и изучении всевозможных движений материальных точек M0, M1 и M2. Ограни-
ченная задача трех тел – это задача [1, 2] о движении материальной точки M2 = M с ну-
левой массой m2 = 0 (точнее с массой m2, пренебрежимо малой по сравнению с
массами m0 и m1), притягиваемой по закону Ньютона двумя другими материальными
точками M0 и M1, имеющими отличные от нуля массы m0 и m1.
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Ограниченная задача трех тел представляет собой [1, 2] предельный вариант не-
ограниченной задачи трех тел. Она нашла широкое применение как в классической
небесной механике (например, теория движения Луны), так и в механике космиче-
ского полета (например, задача достижения Луны). Дифференциальные уравнения
ограниченной задачи трех тел получаются из уравнений неограниченной задачи трех
тел (5.1.04) [1], если в них положить m2 = 0, и имеют вид

d2ξ0/dt2 = fm1(ξ1 – ξ0)/ , d2η0/dt2 = fm1(η1 – η0)/ , d2ζ0/dt2 = fm1(ζ1 – ζ0)/

d2ξ1/dt2 = fm0(ξ0 – ξ1)/ , d2η1/dt2 = fm0(η0 – η1)/ , d2ζ1/dt2 = fm0(ζ0 – ζ1)/

d2ξ2/dt2 = fm0(ξ0 – ξ2)/  + fm1(ξ1 – ξ2)/  + pξ (2.1)

d2η2/dt2 = fm0(η0 – η2)/  + fm1(η1 – η2)/  + pη

d2ζ2/dt2 = fm0(ζ0 – ζ2)/  + fm1(ζ1 – ζ2)/  + pζ

(2.2)

Здесь ξ0, η0, ζ0; ξ1, η1, ζ1 и ξ2, η2, ζ2 – декартовы координаты материальных точек
M0, M1 и M2 в инерциальной системе координат Oξηζ (т.е. в системе координат, в ко-
торой выполняются законы Ньютона); , ,  – взаимные расстояния между
точками M0 и M1, M0 и M2, M1 и M2 соответственно; f – гравитационная постоянная.

Отметим, что в уравнениях (2.1), (2.2) в отличие от уравнений (5.1.04) [1], дополни-
тельно введены проекции pξ, pη и pζ на оси инерциальной системы координат Oξηζ
возмущающего ускорения p материальной точки M2 от других действующих на точку
M2 = M сил, не вызванных силами гравитационного притяжения, действующими со
стороны точек M0 и M1.

Введем векторы r0 = , r1 = , r01 = , r10 =  = –r01. Проекции век-
торов r0 и r1 на оси инерциальной системы координат Oξηζ соответственно равны ξ2 – ξ0,
η2 – η0, ζ2 – ζ0 и ξ2 – ξ1, η2 – η1, ζ2 – ζ1.

Используя введенные векторы r0 и r1 в качестве новых векторных переменных, из
дифференциальных уравнений (2.1) получим следующую векторную форму диффе-
ренциальных уравнений возмущенной ограниченной задачи трех тел:

(2.3)

(2.4)

Дифференциальное уравнение (2.3) описывает движение точки M2 = M в системе
координат M0X0Y0Z0, имеющей начало в точке M0 и координатные оси M0X0, M0Y0,
M0Z0, параллельные одноименным осям инерциальной системы координат Oξηζ, а
дифференциальное уравнение (2.4) – движение этой же точки в системе координат
M1X1Y1Z1, имеющей начало в точке M1 и координатные оси M1X1, M1Y1, M1Z1, также
параллельные одноименным инерциальным осям Oξ, Oη, Oζ.
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Дифференциальное уравнение (2.3) может рассматриваться независимо от диффе-
ренциального уравнения (2.4), если в нем использовать соотношение r1 = r0 – r01 и
учесть, что вектор r01 удовлетворяет дифференциальному уравнению

(2.5)
невозмущенной задачи двух тел (M0 и M1), которое, как известно, интегрируется. По-
этому можно считать, что вектор r01, фигурирующий в уравнении (2.3), является из-
вестной функцией времени: r01 = r01(t). Аналогично, дифференциальное уравнение
(2.4) может рассматриваться независимо от дифференциального уравнения (2.3), если
в нем использовать соотношение r0 = r1 – r10 и учесть, что вектор r10 = –r01 является
известной функцией времени.

Уравнения (2.3) и (2.4) могут также рассматриваться как система двух дифференци-
альных уравнений с неизвестными векторными переменными r0 и r1.

Отметим, что координатная запись уравнения (2.3) совпадает (при p = 0) с уравне-
ниями ограниченной задачи трех тел (6.1) [2].

Уравнения (2.3) и (2.4) можно также записать в виде

d2r0/dt2 = – ((fm0/ ) + (fm1/ ))r0 + fm1((1/ ) – (1/ ))r01 + p (2.6)

d2r1/dt2 = – ((fm0/ ) + (fm1/ ))r1 – fm0 ((1/ ) – (1/ ))r01 + p (2.7)

Векторные уравнения (2.3) и (2.4) или (2.6) и (2.7) возмущенной пространственной
ограниченной задачи трех тел содержат особые точки r0 = 0, r1 = 0, в которых эти урав-
нения вырождаются. Такого рода особенности (сингулярности) создают не только
теоретические, но и практические (вычислительные) трудности в небесной механике
и астродинамике, в особенности при изучении движения небесных и космических тел
по сильно вытянутым орбитам.

Проблема устранения этих особенностей (как отдельное исключение одной из этих
особенностей, так и одновременное исключение обеих особенностей) и составляет
предмет классической регуляризации дифференциальных уравнений возмущенной
пространственной ограниченной задачи трех тел.

Отметим, что одновременное выполнение условий r0 = 0 и r1 = 0 в большинстве за-
дач небесной механики и астродинамики не возможно. Тем не менее, представляет
как теоретический, так и практический интерес (с точки зрения построения эффек-
тивных высокоточных алгоритмов численного интегрирования дифференциальных
уравнений задачи трех тел, необходимых для высокоточного прогноза движения не-
бесных и космических тел) получение таких регулярных уравнений, которые не вы-
рождаются при одновременном выполнении этих условий.

В наших работах [4–8] даны краткие обзоры и анализ кватернионных методов и мо-
делей регулярной небесной механики и механики космического полета, в которых ис-
пользуются четырехмерные переменные Кустаанхеймо–Штифеля и параметры Эйле-
ра, чаще называемые в России параметрами Родрига–Гамильтона, для регуляризации
дифференциальных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел, воз-
мущенной пространственной ограниченной задачи трех тел и возмущенного про-
странственного центрального движения материальной точки, а также даны обзоры их
приложений к решению задач оптимального управления орбитальным движением
космического аппарата (КА). С помощью этих методов и моделей устраняются осо-
бенности (деление на ноль), порождаемые гравитационными силами и возникающие
в уравнениях этих задач при соударении тел.

Наряду с указанными особенностями другие особенности типа сингулярности (де-
ления на ноль) имеют классические модели небесной механики и астродинамики

= +2 2
01 0 1 00 1

3
1( ( )/ – /)d dt f m rmr r
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[1, 2], записанные во вращающихся системах координат и использующие углы Эйлера
для описания углового движения этих систем координат, а также модели, описываю-
щие в угловых переменных мгновенную ориентацию орбиты или плоскости орбиты
небесного тела, космического аппарата. Отметим, что этих особенностей не имеют
классические модели орбитального движения, записанные в декартовых координатах
или в векторной форме. Такие модели обладают большой компактностью и наглядно-
стью. Однако во многих случаях они оказываются малоэффективными как для анали-
тического, так и численного исследования движения небесных тел и космических ап-
паратов, а также для решения задач оптимального управления траекторным движени-
ем КА.

Задачей настоящей статьи является регуляризация (устранение особенностей типа
деления на ноль) классических дифференциальных уравнений возмущенной про-
странственной ограниченной задачи трех тел, записанных в той или иной используе-
мой вращающейся системе координат и порождаемых использованием углов Эйлера
для описания ориентации этих систем координат или ориентации орбиты изучаемого
тела. В статье построены новые регулярные кватернионные дифференциальные урав-
нения возмущенной пространственной ограниченной задачи трех тел, полученные из
классических векторных дифференциальных уравнений (2.3) и (2.4) или (2.6) и (2.7)
этой задачи в декартовых координатах с помощью их записи в неголономной или в ор-
битальной, или в идеальной системе координат и использования для описания угло-
вого (вращательного) движения этих систем координат параметров Эйлера (Родрига–
Гамильтона) и кватернионов поворотов Гамильтона.

3. Энергетические соотношения и уравнения в пространственной ограниченной задаче
трех тел. Интеграл Якоби. При построении регулярных уравнений небесной механики
и астродинамики используются энергетические характеристики движения тел и диф-
ференциальные уравнения для этих характеристик.

Введем в рассмотрение приведенную энергию h0 движения точки M2 = M в системе
координат M0X0Y0Z0 и приведенную энергию h1 движения этой точки в системе коор-
динат M1X1Y1Z1:

(3.1)

где v0 и v1 – векторы скоростей движения точки M в системах координат M0X0Y0Z0 и
M1X1Y1Z1 соответственно.

Дифференцируя соотношения (3.1) по времени и учитывая уравнения (2.3) и (2.4),
получаем различные формы дифференциальных уравнений для энергий h0 и h1 [9]:

(3.2)

(3.3)

Здесь центральная точка – символ скалярного произведения векторов.
Отметим, что уравнения энергий (3.2) и (3.3) справедливы для общей возмущенной

ограниченной задачи трех тел и что особенности (сингулярности) этих уравнений обу-
словлены ненулевой скоростью v01 движения тела M1 относительно тела M0.

Отметим также, что для задачи двух тел
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и уравнения для энергий h0 и h1 принимают вид

Здесь и далее верхняя точка – символ дифференцирования по времени.
При p = 0 (отсутствии возмущающего ускорения p) они интегрируются, давая пер-

вые интегралы задачи двух тел

Для задачи двух неподвижных центров r01 = – r10 = const, v01 = – v10 = 0. Поэтому в

уравнениях (3.2) и (3.3) исчезают слагаемые с множителями  и . Уравнения для
энергий h0 и h1 принимают вид

(становятся регулярными).
Эти уравнения могут быть записаны в виде

(h0 + fm1 (r0 · r01)) = v0 · p; (h1 + fm0 (r1 · r10) = v1 · p

и при p = 0 интегрируются, давая первые интегралы задачи двух неподвижных центров

h0 + fm1 (r0 · r01) = (1/2)  – (fm0)/r0 – (fm1)/r1 + fm1 (r0 · r01) = const

h1 + fm0 (r1 · r10) = (1/2)  – (fm0)/r0 – (fm1)/r1 + fm0 (r1 · r10) = const

Как известно, для уравнений невозмущенной ограниченной круговой задачи трех
тел (когда p = 0) существует первый интеграл, называемый интегралом Якоби [1, 2].

Обозначим через x0, y0, z0 декартовые координаты точки M в системе координат
M0X0Y0Z0 (проекции вектора r0 на оси этой системы координат), а через x01, y01, z01 –
проекции вектора r01 на оси этой же системы координат (координаты точки M1 в си-
стеме координат M0X0Y0Z0). Проектируя уравнение (2.6) на оси системы координат
M0X0Y0Z0, получим скалярные уравнения возмущенной ограниченной задачи трех тел
в следующем виде:

(3.4)

(3.5)

Здесь x1, y1, z1 и px = pξ, py = pη, pz = pζ – проекции векторов r1 и p на оси системы ко-
ординат M0X0Y0Z0 (они равны соответствующим проекциям этих векторов на оси си-
стемы координат M1X1Y1Z1).

Уравнения (3.4) и (3.5) при px = 0, py = 0, pz = 0 совпадают с уравнениями (6.1) и (6.2) [2].
Проектируя уравнение (2.7) на оси системы координат M1X1Y1Z1, получим скаляр-

ные уравнения возмущенной ограниченной задачи трех тел в следующем виде:
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(3.6)

(3.7)

Здесь x1, y1, z1 – декартовые координаты точки M в системе координат M1X1Y1Z1
(проекции вектора r1 на оси этой системы координат, равные проекциям этого векто-
ра на оси системы координат M0X0Y0Z0), x10 = –x01, y10 = –y01, z10 = –z01 – проекции
вектора r10 = –r01 на оси системы координат M1X1Y1Z1 (координаты точки M0 в системе
координат M1X1Y1Z1).

Рассмотрим частный случай ограниченной задачи трех тел – круговую ограничен-
ную задачу трех тел. Будем считать, что материальная точка M0 – Земля, вокруг кото-
рой по круговой орбите движется по законам Кеплера материальная точка M1 – Луна.
Будем также считать, что плоскость круговой орбиты Луны совпадает с координатной
плоскостью M0X0Y0Z0. Тогда для координат x01, y01, z01 Луны будем иметь следующие
выражения [2]:

(3.8)

При этом полагается, что ось M0X0 проходит через начальное положение Луны (этот
момент времени принят за начальную эпоху отсчета времени).

Радиус круговой орбиты Луны a и угловая скорость n движения ее по круговой ор-
бите связаны известным соотношением

(3.9)

Проекции вектора скорости Луны в системе кординат M0X0Y0Z0 получим, диффе-
ренцируя соотношения (3.8) по времени:

 = –ansin(nt) = –ny01,  = ancos(nt) = –nx01,  = 0 (3.10)

Соотношения (3.8)–(3.10) могут быть также получены интегрированием уравнения
(2.5) с учетом выше сделанных предположений о движении тела M1 (Луны) и о выборе
системы координат M0X0Y0Z0.

Из уравнений (3.4) и (3.6) можно получить [9] следующие дифференциальные урав-
нения для энергий h0 и h1 движения точки M в системах координат M0X0Y0Z0 и
M1X1Y1Z1 в случае возмущенной круговой ограниченной задачи трех тел:

 =  – n  +  + n(y0px – x0py) (3.11)

 =  – n  +  + n(y1px – x1py) (3.12)

где скалярные произведения

Уравнения (3.11) и (3.12) можно записать в следующем виде:
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(3.14)

где

 =  + fm1 (r0 · r01)  

(3.15)

(3.16)

Величины (функции времени) H0 и H1 отличаются на константу:

Для равных масс H1 = H0.
Отметим, что величины

присутствующие в соотношениях (3.15) и (3.16) с обратными знаками, являются мо-
ментами векторов скоростей v0 и v1 точки M относительно координатных осей M0Z0 и
M1Z1 соответственно, а величины x0py – y0px и x1py – y1px, присутствующие в уравнени-
ях (3.13) и (3.14) также с обратными знаками, являются моментами относительно этих
осей вектора возмущающего ускорения p.

Уравнения возмущенной ограниченной круговой задачи трех тел получаются из
уравнений (2.3) и (2.4) или (2.6) и (2.7) при задании проекций вектора r01 в системе ко-
ординат M0X0Y0Z0 соотношениями (3.8) и при задании проекций вектора r10 в системе
координат M1X1Y1Z1 соотношениями

соответственно. Из уравнений (3.13) и (3.14) следует, что уравнения невозмущенной
ограниченной круговой задачи трех тел, когда возмущающее ускорение p = 0, имеют
первые интегралы

(3.17)

(3.18)

Отметим, что интеграл (3.17) совпадает с интегралом (6.9) [2] невозмущенной огра-
ниченной круговой задачи трех тел (интегралом Якоби).

4. Дифференциальные уравнения возмущенной пространственной ограниченной задачи
трех тел, записанные во вращающихся системах координат. Введение в уравнения движе-
ния параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватернионов поворотов. Введем в рас-
смотрение две вращающиеся системы координат  и , оси которых

 и  направлены по радиус-векторам r0 и r1 соответственно. Направления
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двух других осей в общем случае может быть произвольным. Обозначим через  и 
векторы абсолютных угловых скоростей вращения систем координат  и

, а через  и  (i = 1, 2, 3) – проекции этих векторов на оси систем коорди-
нат  и  соответственно.

Для описания ориентации (углового положения) системы координат  в
системе координат M0X0Y0Z0 (а, следовательно, и в инерциальной системе координат
Oξηζ) будем использовать нормированный кватернион поворота , а для описания
ориентации системы координат  в системе координат M1X1Y1Z1 (а, следова-
тельно, и в инерциальной системе координат Oξηζ) будем использовать нормирован-
ный кватернион поворота :

 =  +  +  + , 2 =  +  +  +  = 1, i = 0, 1

где i, j, k – векторные мнимые единицы Гамильтона;  (j = ) – компоненты ква-
терниона ориентации  (параметры Родрига–Гамильтона (Эйлера) [10–13]), характе-
ризующие ориентацию системы координат  в инерциальной системе коор-
динат.

Запишем векторное дифференциальное уравнение (2.3) во вращающейся системе
координат , а векторное дифференциальное уравнение (2.4) во вращающей-
ся системе координат :

(4.1)

(4.2)

2d /dt =  ∘ (4.3)

 =  + i + j + k,  = i + j + k

 – r1  + fm1  = – fm0r1 + fm0

= – fm0r1 + fm0 (4.4)

(4.5)

(4.6)

Здесь и далее символ ◦ (центральный кружок) означает кватернионное умножение.
В уравнениях возмущенной пространственной ограниченной задачи трех тел (4.1)–

(4.3) и (4.4)–(4.6) в качестве переменных выступают расстояния r0 и r1 от точки M до
точек M0 и M1, производные от них  и  (проекции векторов скоростей v0 и v1 точки
M в системах координат M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 соответственно на направления радиус-
векторов r0 и r1), проекции ,  и ,  векторов абсолютных угловых скоростей

 и  вращения систем координат  и  на оси этих же систем ко-
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ординат  и  соответственно и параметры Родрига–Гамильтона 
и  (j = 0, 1, 2, 3) (компоненты кватернионов  и ), характеризующие ориентацию

систем координат  и  в инерциальной системе координат Oξηζ.
Фигурирующие в уравнениях проекции  и  векторов угловых скоростей  и 
на направления радиус-векторов r0 и r1 соответственно являются произвольно задава-
емыми параметрами. Величины , , ; , ,  и , ,  в этих уравнениях яв-
ляются проекциями радиус-векторов r1, r01 и вектора возмущающего ускорения p на

оси вращающейся системы координат , а величины , , ; , ,  и
, ,  – проекциями радиус-векторов r0, r01 и вектора ускорения p на оси вращаю-

щейся системы координат .
Декартовые координаты x0, y0, z0 и x1, y1, z1 точки M в системах координат M0X0Y0Z0

и M1X1Y1Z1 находятся через указанные переменные по формулам

(4.7)

которые в кватернионной записи принимают вид

 = i + j + k = ri , i = 0, 1 (4.8)

Здесь и далее верхняя черта – сопряженный кватернион, например,  =  – i –
‒ j – k; дифференцирование кватерниона выполняется в предположении неиз-
менности ортов i, j, k.

Проекции  и  векторов скоростей v0 и v1 точки M в системах координат

M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 на оси систем координат  и  соответственно
находятся по формулам

 = ,  = ri ,  = – ri (4.9)

Проекции  и  векторов скоростей v0 и v1 точки M на оси систем координат
M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 соответственно, совпадающие с их проекциями на оси инерци-
альной системы координат, находятся по кватернионным формулам

 = i + j + k = , i = 0, 1 (4.10)

 = i + j + k = i + ri j – ri (4.11)

Проекции p1 = px, p2 = py, p3 = pz вектора p на оси системы координат M0X0Y0Z0, сов-
падающие с его проекциями на оси системы координат M1X1Y1Z1, связаны с его проек-
циями  и  на оси систем координат  и  кватернионными соот-
ношениями перепроектирования

 = i + j + k = 

 = i + j + k = ,  = i + j + k = 

Проекции , , ; , ,  и , , ; , ,  радиус-векторов r1, r0 и r01,
присутствующие в уравнениях (4.1), (4.2) и (4.4), (4.5), определяются через новые пе-
ременные кватернионными соотношениями

 = i + j + k =  = r1 ,  = 

 = i + j + k =  = r0 ,  = 
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 = i + j + k = ,  = i + j + k

 = i + j + k = 
5. Дифференциальные уравнения возмущенной пространственной ограниченной задачи

трех тел, записанные в неголономных (азимутально свободных) сопровождающих коорди-
натных трехгранниках с использованием параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и
кватернионов поворотов. Введем в рассмотрение векторы c0 и c1 моментов скоростей v0
и v1 точки M в системах координат M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 относительно точек M0 и M1
соответственно:

Проекции cik (k = 1, 2, 3) вектора ci на оси вращающейся системы координат 
определяются соотношениями

 = 0,  = ,  = , i = 0, 1 (5.1)

Доопределим движение системы координат , полагая произвольно задава-
емую проекцию  вектора ее абсолютной угловой скорости  на направление ради-
ус-вектора ri (ось ) равной нулю:

(5.2)

Система координат  в этом случае, как это следует из (5.1), (5.2), вращает-
ся с абсолютной угловой скоростью , коллинеарной вектору момента скорости ci:

(5.3)

Такая система координат называется неголономным (азимутально свободным) со-
провождающим координатным трехгранником.

Дифференциальные уравнения ограниченной задачи трех тел (4.1)–(4.6) с учетом
(5.2) принимают следующий вид:

 – r0  + fm0  = – fm1r0  + fm1

= – fm1r0  + fm1

 + r0  = fm1  +  = fm1

 + r0  = – fm1  –  = –fm1  – 

2d /dt =  ∘ 
 =  + i + j + k,  = j + k
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Эти уравнения с учетом (5.1) принимают вид

 –  + fm0  = – fm1r0 + fm1

= – fm1r0  + fm1  + (5.4)

c01 = 0

(5.5)

2d /dt =  ∘ (5.6)

 =  + i + j + k,  = j + k

 –  = – fm0r1  + fm1  + fm0  +  =

= – fm0r1  + fm0  + (5.7)

c11 = 0

(5.8)

2d /dt =  ∘ (5.9)

 =  + i + j + k,  = j + k

Уравнения (5.5) и (5.8) запишем в кватернионном виде

 = fm1 r0  + r0 (5.10)

 = fm0 r1  + r1 (5.11)

или в другом кватернионном виде

 = fm1 r0  + r0 (5.12)

 = fm0 r1  + r1 (5.13)

В уравнениях возмущенной пространственной ограниченной задачи трех тел (5.4)–
(5.6) и (5.7)–(5.9), записанных в неголономных (азимутально свободных) координат-
ных трехгранниках, в качестве переменных выступают расстояния r0 и r1 от точки M до
точек M0 и M1, производные от них  и  (проекции векторов скоростей v0 и v1 точки
M в системах координат M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 соответственно на направления радиус-
векторов r0 и r1), проекции c02, c03 и c12, c13 векторов c0 и c1 моментов скоростей v0 и v1
точки M в системах координат M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 относительно точек M0 и M1 на

оси вращающихся систем координат  и  соответственно и парамет-
ры Родрига–Гамильтона (Эйлера)  и  (j = 0, 1, 2, 3) (компоненты кватернионов

 и ), характеризующие ориентацию систем координат  и  в
инерциальной системе координат Oξηζ.
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Декартовые координаты x0, y0, z0 и x1, y1, z1 точки M в системах координат M0X0Y0Z0

и M1X1Y1Z1 находятся через указанные переменные по формулам (4.7), а проекции 
и  векторов скоростей v0 и v1 точки M в системах координат M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 на

оси систем координат  и  соответственно находятся по формулам

Проекции  и  векторов скоростей v0 и v1 точки M на оси систем координат
M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 соответственно, совпадающие с их проекциями на оси инерци-
альной системы координат, находятся по кватернионным формулам (4.10), (4.11).

Из уравнений (5.4)–(5.6) при m1 = 0 и уравнений (5.7)–(5.9) при m0 = 0 следуют
дифференциальные уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел, запи-
санные в неголономном (азимутально свободном) координатном трехграннике, полу-
ченные автором статьи в [14–16]. Другие варианты вывода и примеры использования
этих уравнений задачи двух тел приводятся в работах автора статьи [4, 5, 17–19]. Из
этих уравнений задачи двух тел, как показано автором статьи, наиболее просто выво-
дятся регулярные кватернионные уравнения пространственной задачи двух тел в че-
тырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля.

6. Дифференциальные уравнения возмущенной пространственной ограниченной задачи
трех тел, записанные в орбитальных координатных трехгранниках с использованием па-
раметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватернионов поворотов. Полагая, по-преж-
нему, оси  и  вращающихся систем координат  и  на-
правленными по радиус-векторам r0 и r1 соответственно, направим их оси  и

 вдоль векторов  и  моментов скоростей v0 и v1 точки M в си-
стемах координат M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 относительно точек M0 и M1 соответственно.

В этом случае проекции cik (k = 1, 2, 3) вектора ci на оси вращающейся системы ко-

ординат  определяются соотношениями

(6.1)

Проектируя векторное равенство  на оси орбитальной системы
координат  (i = 0, 1) будем иметь:

 (6.2)

где, напомним,  – проекции вектора скорости vi точки M в системе координат MiXiYiZi

на оси системы координат .
Таким образом, в рассматриваемом случае проекции  вектора скорости vi точки

M на оси орбитальной системы координат  определяются соотношениями

(6.3)

Из (4.9) и (6.3) находим:

(6.4)

Подставляя равенства (6.4) в уравнения (4.1), (4.2) и (4.4), (4.5), получим
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= – fm1r0  + fm1  + (6.5)
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 = fm1r0  + r0  = fm1r0  + r0 (6.6)

r0  = fm1  +  = fm1  + (6.7)

 –  + fm1  –fm0r1  + fm0  +  =

= – fm0r1  + fm0  + (6.8)

 = fm0r1  + r1  = fm0r1  + r1 (6.9)

r1  = fm0  +  = fm0  + (6.10)
Из уравнений (6.7) и (6.10) с учетом второго соотношения (6.4) находим

 = r0 [fm1  + ] = r0 [fm1  + ] (6.11)

 = r1 [fm0  + ] = r1 [fm0  + ] (6.12)

Таким образом, проекции ωik вектора абсолютной угловой скорости  орбиталь-
ной системы координат  на ее же координатные оси имеют вид соотношений
(6.11), (6.12) и (6.4), в которых , i = 0, 1.

Кватернионное кинематическое уравнение, описывающее вращательное движение
орбитальной системы координат  в инерциальной системе координат Oξηζ,
в соответствии с уравнениями (4.3) и (4.6) имеет вид

2d /dt =  ∘ , i = 0, 1 (6.13)

 =  + i + j + k,  = i + k = i + ( / )k
где проекция угловой скорости ωi1 для i = 0 описывается соотношением (6.11), а для
i = 1 – соотношением (6.12).

В полученных уравнениях возмущенной пространственной ограниченной задачи
трех тел (6.5), (6.6), (6.13) (при i = 0), (6.11) и (6.8), (6.9), (6.13) (при i = 1), (6.12), запи-
санных в орбитальных системах координат  и , в качестве перемен-
ных выступают расстояния r0 и r1 от точки M до точек M0 и M1, модули c0 и c1 векторов
c0 и c1 моментов скоростей v0 и v1 точки M в системах координат M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1

относительно точек M0 и M1 и параметры Родрига–Гамильтона  и  (j = 0, 1, 2, 3)
(компоненты кватернионов  и ), характеризующие ориентации орбитальных си-
стем координат в инерциальной системе координат Oξηζ.

Декартовые координаты x0, y0, z0 и x1, y1, z1 точки M в системах координат M0X0Y0Z0

и M1X1Y1Z1 находятся через указанные переменные по формулам (4.7), а проекции 
и  векторов скоростей v0 и v1 точки M в системах координат M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 на
оси систем координат  и  соответственно находятся по формулам
(6.3).

Проекции  и  векторов скоростей v0 и v1 точки M на оси систем координат
M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 соответственно, совпадающие с их проекциями на оси инерци-
альной системы координат, находятся по кватернионным формулам

 = i + j + k = ,  = i + j = i + ( /ri) j, i = 0, 1 (6.14)
Отметим появление в кватернионном кинематическом уравнении (6.13) движения

сопровождающего (орбитального) трехгранника  (в выражении для проек-
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ции  вектора абсолютной угловой скорости орбитальной системы координат) сла-
гаемого, содержащего массу m1 или m0 и проекцию  или  вектора возмущающего
ускорения р на ось  или  вращающейся системы координат  или

 соответственно (на направление, ортогональное плоскости мгновенной ор-
биты точки M в системе координат M0X0Y0Z0 или M1X1Y1Z1).

Компоненты λij кватерниона  ориентации орбитальной системы координат

 связаны с угловыми элементами орбиты точки M в системе координат MiXiYiZi
соотношениями

в которых Ωiu – долгота восходящего узла, Ii – наклон (наклонение) орбиты, Σi – аргу-
мент широты, равный сумме углового расстояния перицентра от узла и истинной ано-
малии.

Таким образом, кватернион ориентации  орбитальной системы координат
 характеризует собой одновременно ориентацию плоскости мгновенной ор-

биты точки M в системе координат MiXiYiZi и положение точки на этой орбите.
Из уравнений (6.5), (6.6), (6.13) (при i = 0), (6.11) при m1 = 0 и уравнений (6.8), (6.9),

(6.13) (при i = 1), (6.12) при m0 = 0 следуют дифференциальные уравнения возмущен-
ной пространственной задачи двух тел, записанные в орбитальной системе координат,
полученные автором статьи в [16] (1992). Различные варианты вывода и использова-
ния этих уравнений приводятся в других работах автора статьи [18, 4, 5]. Кватернион-
ное уравнение ориентации орбитальной системы координат в задаче двух тел было
также получено и использовалось для описания орбитального движения космическо-
го аппарата Брагазиным, Бранцем и Шмыглевским (1986, 1992) [20, 11]. Уравнения
возмущенного кеплеровского движения, записанные в рамках задачи двух тел в орби-
тальной системе координат и состоящие из уравнений для расстояния r, модуля мо-
мента орбитальной скорости с и уравнений для угловых переменных, описывающих
движение орбитальной системы, были получены Andoyer (1923) [21].

7. Дифференциальные уравнения возмущенной пространственной ограниченной задачи
трех тел, записанные в орбитальных и идеальных системах координат с использованием
параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватернионов поворотов. Введем новую
кватернионную переменную , связанную с кватернионом  ориентации орбиталь-
ной системы координат  соотношением (формулой, вытекающей из форму-
лы сложения двух конечных поворотов)

(7.1)

где ϕi – угловая переменная, удовлетворяющая дифференциальному уравнению

(7.2)

Кватернион  характеризует собой ориентацию идеальной системы координат

 [21] в системе координат MiXiYiZi, оси которой параллельны одноимен-

ным осям инерциальной системы координат Oξηζ. Ось  этой системы координат
параллельна вектору ci момента скорости vi точки M в системе координат MiXiYiZi от-

носительно точки Mi, а координатные оси  и  лежат в плоскости координатных
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осей  и  и получаются из них поворотом вокруг оси  на угол  по ходу часовой
стрелки.

Вектор Ωi абсолютной угловой скорости идеальной системы координат 
параллелен радиус-вектору ri точки Mi и определяется формулой

(7.3)

где  – орт координатной оси , ωi1 – проекция вектора абсолютной угловой ско-

рости орбитальной системы координат  на ось , определяемая соотно-
шением (6.11) при i = 0 и соотношением (6.12) при i = 1.

Проекции  (k = 1, 2, 3) вектора Ωi на оси идеальной системы координат

 в соответствии с формулами (6.11) и (6.12) имеют вид

 =  = r0 [fm1  + 

= r0 [fm1  + 

 =  = r0 [fm1  + (7.4)

= r0 [fm1  + 

 =  = r1 [fm0  + 

= r1 [fm0  + 

 =  = r1 [fm0  + (7.5)

= r1 [fm0  + 

Отметим, что введенная система координат , проекция вектора угловой
скорости которой  = 0, была названа Deprit [21] идеальной системой координат.

Переходя в уравнениях (6.5), (6.6), (6.13) (при i = 0), (6.11) и (6.8), (6.9), (6.13) (при
i = 1), (6.12) к новым переменным Λi по формулам (7.1) и учитывая уравнение (7.2) и
соотношения (7.4), (7.5), получим уравнения

 –  + fm0  = – fm1r0 + fm1

= – fm1r0  + fm1  + (7.6)

 = fm1r0  + r0  = fm1r0  + r0 (7.7)

(7.8)

 –  + fm1  = – fm0r1  + fm0  +  =

= – fm0r1  + fm0  + (7.9)

 = fm0r1  + r1  = fm0r1  + r1 (7.10)
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(7.11)

2d /dt =  ∘ ,  =  + i + j + k, i = 0, 1 (7.12)

 = i + j = [ i + j] (7.13)

 = r0 [ fm1  + ] = r0 [fm1  + ] (7.14)

 = r1 [fm0  + ] = r1 [fm0  + ] (7.15)

Уравнения (7.6)–(7.8), (7.12) и (7.13) (при i = 0), (7.14) и уравнения (7.9)–(7.11), (7.12)
и (7.13) (при i = 1), (7.15) являются дифференциальными уравнениями возмущенной
пространственной ограниченной задачи трех тел, записанными в двух вращающихся
системах координат: в орбитальной системе координат  (уравнения (7.6)–

(7.8) и (7.9)–(7.11)) и в идеальной системе координат (уравнения (7.12),
(7.13) (при i = 0), (7.14) и уравнения (7.12), (7.13) (при i = 1), (7.15)). В этих уравнениях
переменными являются расстояния r0 и r1 от точки M до точек M0 и M1, модули c0 и c1
векторов c0 и c1 моментов скоростей v0 и v1 точки M в системах координат M0X0Y0Z0 и
M1X1Y1Z1 относительно точек M0 и M1, угловые переменные  и , и параметры Род-
рига–Гамильтона (Эйлера)  и  (j = 0, 1, 2, 3) (компоненты кватернионов  и

), характеризующие ориентации идеальных систем координат  и

 в инерциальной системе координат Oξηζ соответственно. Величины ,
, , , ,  и , ,  в этих уравнениях являются проекциями радиус-векторов

r1, r01 и вектора возмущающего ускорения p на оси орбитальной системы координат
, а величины , , ; , ,  и , ,  – проекциями радиус-векто-

ров r0, r01 и вектора ускорения p на оси орбитальной системы координат .
Декартовые координаты x0, y0, z0 и x1, y1, z1 точки M в системах координат M0X0Y0Z0

и M1X1Y1Z1 находятся через указанные переменные по формулам (4.7), в которых па-
раметры Эйлера , являющиеся в рассматриваемом случае компонентами кватерни-
она  ориентации орбитальной системы координат, предварительно должны быть
найдены через переменные  (компоненты кватерниона ) в соответствии с кватер-
нионной формулой сложения двух конечных поворотов

(7.16)

Проекции  и  векторов скоростей v0 и v1 точки M в системах координат
M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 на оси систем координат  и  соответственно
находятся по формулам (6.3), а проекции  и  векторов скоростей v0 и v1 точки M
на оси систем координат M0X0Y0Z0 и M1X1Y1Z1 соответственно, совпадающие с их про-
екциями на оси инерциальной системы координат, находятся по кватернионным
формулам (6.14), (7.16).

Из уравнений (7.6)–(7.8), (7.12) и (7.13) (при i = 0), (7.14) при m1 = 0 и уравнений
(7.9)–(7.11), (7.12) и (7.13) (при i = 1), (7.15) при m0 = 0 следуют дифференциальные
уравнения возмущенной пространственной задачи двух тел, записанные в орбиталь-
ной и идеальной системах координат, полученные автором статьи в [16, 22], а также в
[5, 23]. В случае невозмущенной пространственной задачи двух тел, когда вектор воз-
мущающего ускорения p = 0, из этих уравнений следуют первые интегралы  = const,

 = const. Поэтому в возмущенной пространственной задаче двух тел переменные  = c и
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 =  являются медленно изменяющимися переменными (оскулирующими элемен-
тами).

Отметим, что уравнения возмущенного кеплеровского движения, записанные в
идеальной системе координат и состоящие из уравнений для полярных координат и
уравнений для угловых переменных, описывающих ориентацию идеальной системы
координат, были получены Andoyer (1923), а также Musen (1959) [21].

8. Дифференциальные уравнения возмущенной пространственной ограниченной задачи
трех тел, записанные в идеальных системах координат с использованием идеальных пря-
моугольных координат Ганзена, параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватернио-
нов. Введем идеальные прямоугольные координаты Ганзена ,  и  = 0 (i = 0, 1),
являющиеся проекциями радиус-вектора ri точки M в системе координат MiXiYiZi на

оси идеальной системы координат , связанные с переменными ri = 
(расстояниями) и ϕi (полярными координатами) соотношениями

(8.1)
Дифференцируя соотношения (8.1) дважды по времени и используя уравнения

(7.6)–(7.8) и (7.9)–(7.11), получим вместо уравнений (7.6)–(7.8), (7.12) и (7.13) (при i = 0),
(7.14) и уравнений (7.9)–(7.11), (7.12) и (7.13) (при i = 1), (7.15) следующие уравнения:

 +  = –  +  + 

 +  = –  +  + (8.2)

 = 0

 +  = –  +  + 

 +  = –  +  + (8.3)

 = 0

2d /dt =  ∘ ,  =  + i + j + k,  i = 0, 1 (8.4)

 = i + j = ( ) (8.5)

 = [fm1  + ] (8.6)

 = [fm0  + ] (8.7)

 = ,  =  = (8.8)
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. Отметим, что  =  и  = , а также, что  =  и  = , т.е. про-

екции радиус-вектора r01 и вектора ускорения p на оси  и  идеальных си-

стем координат  и  совпадают с их проекцими на оси  и
 орбитальных систем координат  и .

Уравнения (8.2), (8.4)–(8.6), (8.8) (при i = 0) и уравнения (8.3)–(8.5), (8.7), (8.8) (при
i = 1) являются дифференциальными уравнениями возмущенной пространственной
ограниченной задачи трех тел, записанными в идеальных системах координат

 и  соответственно. Уравнения (8.2), (8.4)–(8.6), (8.8) (при i = 0)
описывают движение точки M в системе координат M0X0Y0Z0, а уравнения (8.3)–(8.5),
(8.7), (8.8) (при i = 1) – в системе координат M1X1Y1Z1. Начала этих систем координат
находятся в точках M0 и M1, а их координатные оси параллельны одноименным осям
инерциальной системы координат Oξηζ. В этих уравнениях переменными являются
идеальные прямоугольные координаты Ганзена , ,  = 0 (i = 0, 1), их первые про-
изводные по времени и параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона)  и  (j = 0, 1, 2, 3)
(компоненты кватернионов  и ), характеризующие ориентации идеальных си-

стем координат  и  в инерциальной системе координат Oξηζ
соответственно.

Отметим, что уравнения (8.2) и (8.3) можно также записать в другом виде:

 +  = –  –  + 

 +  = –  –  + (8.9)

 = 0

 +  = –  +  + 

 +  = –  +  + (8.10)

 = 0

Величины  и  в этих уравнениях являются проекциями радиус-вектора r1 на оси

 и  идеальной системы координат , а величины  и  –

проекциями радиус-вектора r0 на оси  и  идеальной системы координат

.
Отметим также, что уравнения возмущенной пространственной ограниченной за-

дачи трех тел (8.2), (8.4)–(8.6), (8.8) (при i = 0) могут рассматриваться независимо от
уравнений (8.3)–(8.5), (8.7), (8.8) (при i = 1), если модуль r1 радиус-вектора r1, фигури-
рующий в этих уравнениях, представить, используя соотношение r1 = r0 – r01, в следу-
ющем виде:

(8.11)

Аналогично, уравнения возмущенной пространственной ограниченной задачи трех
тел (8.3)–(8.5), (8.7), (8.8) (при i = 1) могут рассматриваться независимо от уравнений
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(8.2), (8.4)–(8.6), (8.8) (при i = 0), если модуль r0 радиус-вектора r0, фигурирующий в
этих уравнениях, представить, используя соотношение r0 = r1 + r01, в следующем виде:

(8.12)

Отметим, наконец, что уравнения (8.2), (8.3) или (8.9), (8.10) возмущенной про-
странственной ограниченной задачи трех тел в идеальных прямоугольных координа-
тах Ганзена ,  и  = 0 (i = 0, 1) имеют вид дифференциальных уравнений возму-
щенной плоской ограниченной задачи трех тел.

Декартовые координаты xi, yi, zi (i = 0, 1) точки M в системе координат MiXiYiZi, оси
которой параллельны одноименным осям инерциальной системы координат Oξηζ, и
проекции  (k = 1, 2, 3) вектора скорости vi точки M в системе координат MiXiYiZi на
ее же координатные оси находятся через идеальные координаты и их первые произ-
водные по времени по формулам

xi =  + 2

yi = 2  + (8.13)

zi = 2  + 2

vi1 =  =  + 2

vi2 =  = 2  + (8.14)

vi3 =  = 2  + 2

Проекции , ,  =  вектора возмущающего ускорения p на оси идеальной си-

стемы координат  связаны с его проекциями p1 = px, p2 = py, p3 = pz на оси
системы координат M0X0Y0Z0 соотношениями

 =  + 2  + 2

 = 2  +  + 2 (8.15)

 = 2  + 2  + 

Проекции , ,  =  вектора возмущающего ускорения p на оси идеальной

системы координат  связаны с его проекциями p1 = px, p2 = py, p3 = pz на
оси системы координат M1X1Y1Z1 аналогичными соотношениями, в правых частях ко-
торых вместо первого нижнего индекса “0”, стоящего в правых частях соотношений
(8.15), будет стоять индекс “1”.

Соотношения (8.13)–(8.15) и соотношения для проекций , ,  =  можно за-
писать в следующем кватернионом виде:

 = i + j + k = , i = 0, 1 (8.16)

 = vi1  vi2j + vi3k =  = i + j + k =  (i = 0, 1) (8.17)
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Обратим внимание на то, что в соответствии со свойствами идеальных координат в
формулах (8.14) и (8.17) для проекций  вектора скорости точки M в системе коорди-
нат MiXiYiZi отсутствуют слагаемые с производными  от параметров Эйлера , ко-
торые, казалось, должны были бы появиться при дифференцировании соотношений
(8.13) и (8.16) (для получения формул (8.14) и (8.17)). Покажем, что в действительности
эти слагаемые обращаются в ноль.

Дифференцируя соотношение (8.16) по времени и учитывая уравнение (8.4), полу-
чим после преобразований

Но в силу формулы (8.5) кватернион  = ( ) , поэтому в последнем
соотношении выражение в квадратной скобке обращается в ноль, и в итоге получает-
ся формула  =  = , совпадающая с формулой (8.17).

Дифференциальные уравнения возмущенной пространственной ограниченной задачи
трех тел в комплексных переменных. Уравнения (8.2), (8.3) и система четырех скаляр-
ных уравнений, эквивалентная кватернионному уравнению (8.4), могут быть записа-
ны в комплексной форме. Введем комплексные переменные

(8.18)

(8.19)

Здесь нижний индекс i = 0, 1; основная буква i – мнимая (комплексная) единица:
i2 = – 1.

В комплексных переменных (8.19) (параметрах Кейли–Клейна) кватернионное ки-
нематическое уравнение (8.4) в переменных Эйлера с учетом (8.5) эквивалентно си-
стеме скалярных дифференциальных уравнений

2  = i , 2  = i

2  = i , 2  = i (8.20)

 = ,   = 

В комплексных переменных (8.18) и (8.19) дифференциальные уравнения возму-
щенной пространственной ограниченной задачи трех тел (8.2)–(8.8) в идеальных пря-
моугольных координатах Ганзена с учетом уравнений (8.20) принимают вид

 +  = –  + (8.21)

 +  = –  + (8.22)

2  = i( ) , 2  = i

2  = i , 2  = i (8.23)

 =  + i ,  = – i ,  = +  = (8.24)

 =  + i ,  =  + i ;  =  + i ,  =  + i (8.25)

Здесь, по-прежнему, нижний индекс i = 0, 1; основная буква i – мнимая единица.
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Вместо уравнений (8.21) и (8.22) могут быть использованы другие комплексные
уравнения, вытекающие из уравнений (8.9) и (8.10)

(8.26)

(8.27)

Уравнения (8.21)–(8.25) или (8.26), (8.27), (8.23) могут оказаться удобными в чис-
ленных и аналитических исследованиях возмущенной пространственной ограничен-
ной задачи трех тел. Так, известно [24], что в численных расчетах перспективно ис-
пользование системы остаточных классов – непозиционной системы кодирования
цифровой информации, позволяющей по остаткам осуществлять переход из про-
странства комплексных чисел в область целых действительных чисел, распараллели-
вать вычислительные операции на арифметическом уровне, повышать надежность
вычислений, эффективно использовать микропроцессорную аппаратуру в вычисли-
тельных устройствах.

Интегралы Якоби уравнений невозмущенной пространственной ограниченной круговой
задачи трех тел в идеальных координатах Ганзена и параметрах Эйлера. Запишем пер-
вые интегралы (3.17) и (3.18) уравнения невозмущенной пространственной ограничен-
ной круговой задачи трех тел (интегралы Якоби), когда возмущающее ускорение p = 0,
в идеальных координатах Ганзена и параметрах Эйлера. Учитывая равенства

r0·r01 =  = , r1 · r10 =  = 

 = 

 =   – 1 
получим эти интегралы в следующем виде:
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альных координатах Ганзена и параметрах Эйлера. Эти уравнения получаются из выше
полученных уравнений возмущенной пространственной ограниченной задачи трех
тел и имеют следующий вид
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Здесь X, Y и Z = 0 – идеальные координаты Ганзена изучаемого тела,  – кватерни-
он ориентации идеальной системы координат, в которой записаны уравнения движе-

ния изучаемого тела,  – кватернион абсолютной угловой скорости этой системы

координат, m – сумма масс тел, , ,  – проекции возмущающего ускорения на
оси идеальной системы координат.

Отметим, что эти уравнения задачи двух тел были получены автором статьи в работе
[25], скалярные уравнения возмущенного кеплеровского движения в ганзеновских
координатах и параметрах Эйлера, записанные в идеальной системе координат, ранее
были получены в других формах и другими способами Deprit (1976) [21] и Брумбергом
(1980) [26].

9. Обсуждение полученных уравнений и их приложений. Отметим основные особен-
ности полученных уравнений и их возможные приложения.

1) В статье получены различные новые регулярные кватернионные уравнения не-
бесной механики и механики космического полета (астродинамики), построенные в
рамках возмущенной пространственной ограниченной задачи трех тел (например,
Земля, Луна (или Солнце), космический аппарат (или астероид)). Уравнения записа-
ны или в неголономной, или в орбитальной, или в идеальной системах координат.
В этих уравнениях возмущенного орбитального движения одна группа (подсистема)
уравнений описывает изменение размеров и формы мгновенной орбиты изучаемого
тела (например, космического аппарата или астероида), имеющего пренебрежимо ма-
лую массу в сравнении с двумя другими гравитирующими телами, а другая группа
(подсистема) уравнений, имеющая вид кватернионных кинематических уравнений в
параметрах Эйлера (Родрига–Гамильтона), описывает изменение ориентации мгно-
венной орбиты или плоскости орбиты изучаемого движущегося тела в инерциальной
системе координат, или изменение ориентации вращающейся системы координат, в
которой записаны уравнения орбитального движения тела. Предложенные уравнения
не имеют особенностей (деления на ноль), порождаемых использованием в моделях
орбитального движения углов Эйлера, и имеют аналитические и вычислительные
преимущества перед классическими уравнениями небесной механики и механики
космического полета, состоящими из уравнений орбитального движения, описываю-
щих изменение размеров и формы мгновенной орбиты изучаемого тела, и из уравне-
ний, имеющих вид кинематических уравнений в углах Эйлера и описывающих изме-
нение ориентации мгновенной орбиты или плоскости орбиты изучаемого движущего-
ся тела или используемой вращающейся системы координат. Преимущество
предлагаемых уравнений обусловливается хорошо известными преимуществами вхо-
дящих в их состав кватернионных кинематических уравнений в параметрах Эйлера
перед кинематическими уравнениями в углах Эйлера.

Из полученных уравнений следуют, как частные, широко используемые в настоя-
щее время уравнения орбитального движения, построенные в рамках возмущенной
пространственной задачи двух тел. Обзор этих известных уравнений и их приложений
в задачах управления орбитальным движением космического аппарата дан в первой
обзорной части нашей работы [3].

Полученные в статье уравнения орбитального движения могут быть эффективно
использованы в силу их свойств для изучения орбитального движения небесных и
космических тел и космических аппаратов, для прогноза их движения, а также для ре-
шения задач инерциальной навигации в космосе, задач управления орбитальным дви-
жением космических аппаратов, в частности, для решения в рамках возмущенной
пространственной ограниченной задачи трех тел (Земля, Луна, космический аппарат)
таких актуальных задач механики космического полета, как полет на Луну, а также за-
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дач оптимальной переориентации орбиты космического аппарата, плоскости орбиты,
коррекции угловых элементов орбиты КА (в частности, КА спутниковой навигацион-
ной группировки “Глонасс”) с учетом влияния Луны.

2) В наших работах [5, 23, 27, 28] с использованием принципа максимума Понтря-
гина и различных вариантов регулярных кватернионных уравнений орбитального
движения, записанных во вращающихся системах координат с использованием пара-
метров Родрига–Гамильтона (Эйлера) и кватернионных переменных для описания
ориентаций этих систем координат и орбиты КА, решены в рамках возмущенной про-
странственной задачи двух тел в различных постановках задачи оптимального управ-
ления о мягкой или жесткой встрече в ньютоновском гравитационном поле управляе-
мого космического аппарата с неуправляемым аппаратом, движущимся по кеплеров-
ской орбите.

В этих работах отмечено, что кватернионные регулярные уравнения орбитального
движения центра масс КА, в состав которых входят уравнения в параметрах Эйлера, в
отличие от классических уравнений орбитального движения в угловых оскулирующих
элементов, содержащих особые точки (деление на ноль), этих особых точек не имеют.
Эти кватернионные уравнения позволили кардинально повысить эффективность ана-
литического исследования и численного решения задач об оптимальной мягкой или
жесткой встрече в ньютоновском гравитационном поле управляемого космического
аппарата с неуправляемым аппаратом, улучшить сходимость итерационных процес-
сов численного решения полученных краевых задач оптимизации. Нами с использо-
ванием параметров Эйлера установлены новые свойства оптимального управления
орбитальным движением космических аппаратов и новые кватернионные первые ин-
тегралы полученных пространственных краевых задач оптимального управления, со-
держащие параметры Эйлера и сопряженные к ним переменные. Использование най-
денных кватернионных первых интегралов позволило понизить размерности кватер-
нионных дифференциальных уравнений краевых задач оптимального управления на
5 единиц с одновременным их упрощением. Было показано, что известные векторные
первые интегралы этих задачах, справедливые для оптимального управления, являют-
ся частными случаями найденных нами кватернионных первых интегралов, справед-
ливых для любого управления, и что эти векторные первые интегралы не позволяют
эффективно понизить размерности получаемых векторных дифференциальных урав-
нений краевых задач оптимизации, записанных с использованием декартовых коор-
динат, из-за равенства нулю определителя трехмерного кососимметрического матрич-
ного коэффициента в матричном уравнении, соответствующем известным векторным
первым интегралам.

Эти достоинства решения задач оптимального управления орбитальным движени-
ем, обусловленные наличием в уравнениях орбитального движения кватернионных
кинематических уравнений в параметрах Эйлера (Родрига–Гамильтона), могут быть
использованы для решения задач оптимальных полетов на Луну в рамках возмущен-
ной пространственной ограниченной задачи трех тел с использованием предложен-
ных в статье уравнений.

3) В наших работах [29–37] решены (в рамках возмущенной пространственной за-
дачи двух тел) задачи оптимальной переориентации орбиты космического аппарата,
плоскости орбиты, коррекции угловых элементов орбиты посредством реактивного
ускорения или реактивной тяги (для КА с переменной массой), ортогональных плос-
кости орбиты КА, с использованием принципа максимума Понтрягина и кватернион-
ных дифференциальных уравнений ориентации орбитальной системы координат или
орбиты КА в параметрах Эйлера в непрерывной (с ограниченным по модулю управле-
нием) или в импульсной постановке. При таком управлении форма и размеры орбиты
КА остаются в процессе управляемого движения неизменными, а сама орбита повора-
чивается в инерциальной системе координат как неизменяемая (недеформируемая)
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фигура, что важно, например, при управлении спутниковой навигационной группи-
ровкой.

Решены задачи быстродействия, минимизации импульса реактивного ускорения
или реактивной тяги, характеристической скорости КА, а также задачи минимизации
комбинированных функционалов качества: времени и суммарного импульса величи-
ны ускорения или тяги, затраченных на процесс управления, времени и характеристи-
ческой скорости КА.

Решение задач оптимальной переориентации орбиты и плоскости орбиты космиче-
ского аппарата, коррекции угловых элементов орбиты КА посредством реактивного
ускорения или реактивной тяги, ортогональных плоскости оскулирующей орбиты, с
помощью уравнений в классических угловых элементах орбиты [38–43] в строгой не-
линейной постановке достаточно сложно в силу нелинейности этих уравнений, нали-
чия в них особых точек, в которых угол наклона орбиты i = 0, π, а также в силу гро-
моздкости уравнений для сопряженных переменных. Поэтому для решения этих задач
вместо угловых элементов орбиты целесообразно использовать параметры Эйлера
(Родрига–Гамильтона).

Нами для решения указанных задач в рамках возмущенной пространственной зада-
чи двух тел использовано кватернионное дифференциальное уравнение, описываю-
щее ориентацию орбитальной системы координат в параметрах Эйлера, или кватер-
нионное дифференциальное уравнение мгновенной ориентации орбиты КА в пара-
метрах Эйлера и скалярное дифференциальное уравнение для истинной аномалии,
характеризующей положение центра масс КА на орбите. Использование кватернион-
ного дифференциального уравнения ориентации орбитальной системы координат бо-
лее удобно при аналитическом исследовании задачи оптимальной переориентации
орбиты КА в непрерывной постановке (с использованием малой тяги реактивного
двигателя), однако использование кватернионного дифференциального уравнения
ориентации орбиты КА имеет преимущество при численном решении задач опти-
мальной переориентации орбиты КА и ее плоскости и коррекции угловых элементов
орбиты, так как кватернион ориентации орбиты КА является оскулирующим (медлен-
но изменяющимся) элементом орбиты. Кватернион ориентации орбитальной систе-
мы координат таким свойством не обладает, так как является быстро меняющейся пе-
ременной.

Отметим, что проблема вырожденности классических орбитальных элементов ор-
биты движущегося тела (например, КА) частично решается в механике космического
полета за счет использования так называемых “невырожденных” орбитальных эле-
ментов (иногда для них используют термин “equinoctial elements”) и соответствующих
уравнений ориентации орбиты Battin [44]. Эти уравнения, также как и предложенные
нами кватернионные уравнения ориентации орбиты КА в параметрах Эйлера, не име-
ют особой точки (деления на ноль при равенстве нулю угла наклона орбиты), однако в
этих уравнениях сохраняется особое значение угла наклона орбиты, равное 180 град.
К тому же уравнения Battin и сопряженные к ним уравнения задач оптимального
управления орбитальным движением КА, решаемых с использованием принципа
максимума, значительно сложнее предложенных нами кватернионных регулярных
фазовых и сопряженных уравнений в задачах оптимального управления орбитальным
движением КА (например, в задачах оптимальной переориентации орбиты КА), как с
аналитической, так и вычислительной точек зрения.

Кроме этого, кватернионное уравнение ориентации орбиты КА в параметрах Эйле-
ра обладает свойством самосопряженности: оно с точностью до обозначения кватер-
нионной переменной совпадает с кватернионным сопряженным ему уравнением, что
позволяет понизить размерность краевых задач оптимизации (с одновременным их
упрощением) на четыре единицы с использованием новой кватернионной перемен-
ной, являющейся мультипликативной композицией кватернионных фазовой и сопря-
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женной переменных (в виде их кватернионного произведения). Таким свойством
классические дифференциальные уравнения ориентации орбиты в угловых элементах
орбиты и уравнения Battin не обладают, причем соответствующие им сопряженные
уравнения гораздо сложнее фазовых. Отметим, что эти интегралы для оптимального
орбитального движения аналогичны кватернионным первым интегралам, существую-
щим в задачах оптимального управления вращательным движением твердого тела,
установленным впервые Бранцем и Шмыглевским [11].

Полученные в статье уравнения орбитального движения целесообразно использо-
вать для решения задач оптимальной переориентации орбиты космического аппарата,
плоскости орбиты, коррекции угловых элементов орбиты в более общей постановке: в
рамках возмущенной пространственной ограниченной задачи трех тел (Земля, Луна,
космический аппарат), учитывающей влияние Луны.

4) В статье также получены новые регулярные кватернионные уравнения возму-
щенной пространственной ограниченной задачи трех тел, построенные с использова-
нием двухмерных идеальных прямоугольных координат Ганзена, параметров Эйлера
и кватернионных переменных, а также с использованием комплексных композиций
координат Ганзена и параметров Эйлера (параметров Кейли–Клейна), в которых ис-
пользуется обычная комплексность i, обладающая свойством i2 = –1. Получены инте-
гралы Якоби уравнений невозмущенной пространственной ограниченной круговой
задачи трех тел в идеальных координатах Ганзена и параметрах Эйлера. Уравнения в
комплексных переменных целесообразно использовать для численного решения за-
дач небесной механики и механики космического полета с использованием системы
остаточных классов – непозиционной системы кодирования цифровой информации
[24], позволяющей, распараллеливать вычислительные операции на арифметическом
уровне, повышать надежность вычислений, эффективно использовать микропроцес-
сорную аппаратуру в вычислительных устройствах.

5) Другие особенности типа деления на ноль классических уравнений небесной ме-
ханики и механики космического полета, порождаемые гравитационными силами,
также эффективно устраняются с помощью использования параметров Эйлера и ква-
тернионов Гамильтона. Так, нами показано [45, 46], что из дифференциальных урав-
нений возмущенной пространственной задачи двух тел, записанных в неголономной
системе кординат с использованием параметров Эйлера и кватернионов поворотов,
(т.е. из уравнений, которые получаются из уравнений (5.4)–(5.6) при m1 = 0 или из
уравнений (5.7)–(5.9) при m0 = 0), наиболее просто и наглядно получаются регуляр-
ные кватернионные уравнения пространственной задачи двух тел в четырехмерных
переменных Кустаанхеймо–Штифеля [47], широко используемые в настоящее время
в астродинамике. Обзор работ по кватернионной регуляризации особенностей клас-
сических уравнений небесной механики и механики космического полета, порождае-
мых гравитационными и другими центральными силами, в рамках возмущенной про-
странственной задачи двух тел с помощью использования параметров Эйлера (Родри-
га–Гамильтона), четырехмерных переменных Кустаахеймо–Штифеля и других
модифицированных четырехмерных переменных, предложенных нами, двухмерных
переменных Леви-Чивита, а также с помощью использования в качестве дополни-
тельных переменных энергетических переменных и регуляризующего преобразования
времени дан в нашей недавней работе [48].

Использование полученных в нашей статье уравнений позволяет эффективно ре-
шить проблему устранения особенностей уравнений небесной механики и механики
космического полета, порождаемых гравитационными силами, в рамках возмущен-
ной пространственной ограниченной задачи трех тел и построить различные новые
регулярные кватернионные уравнения небесной механики и механики космического
полета с помощью перехода в полученных уравнениях от параметров Эйлера к четы-
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рехмерным переменным Кустаахеймо–Штифеля и другим четырехмерным перемен-
ным, использования двухмерных переменных Леви-Чивита, а также с помощью ис-
пользования в качестве дополнительных переменных энергетических переменных и
регуляризующего преобразования времени.
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Доказана возможность частичного расщепления динамических уравнений линей-
ной теории упругости для объемного расширения и компонент вектора вращения
частиц среды в цилиндрических координатах в общем случае нестационарной задачи.
Этот результат является обобщением аналогичного факта, установленного А. Лявом
при простой гармонической зависимости названных функций от времени и двух
пространственных координат. Дано точное аналитическое решение задачи об изгиб-
ных колебаниях упругого пространства с круговой цилиндрической полостью (внеш-
ней задачи Похгаммера–Кри). Показано, что опубликованное К. Токи и Ш. Такада
исследование по этому вопросу не дает решения названной задачи. На основе полу-
ченного решения внешней задачи Похгаммера–Кри изучены изгибные колебания
подземного трубопровода, вызванные действием сейсмической волны. Полученные
при этом результаты дают, по-видимому, первое теоретическое обоснование широ-
ко используемой в нормативных документах по сейсмостойкому строительству ин-
женерной теории жесткого защемления трубопровода в грунте для случая изгибных
колебаний.
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1. Введение. Теме изгибных колебаний протяженных подземных сооружений, в
частности, трубопроводов посвящено значительно меньшее число работ, чем изуче-
нию продольных сейсмических движений таких сооружений в направлении их протя-
женности. На то существуют, по крайней мере, два объяснения ([1], гл. 9). Первое из
них состоит в том, что при землетрясениях деформации в осевом направлении трубы,
как правило, заметно превышают ее деформации от изгиба. Второе объяснение связа-
но с многократно подтвержденным на практике наблюдением о примерно одинако-
вых поперечных колебаниях трубопроводов и грунта, за исключением случаев очень
сильных землетрясений. Даже когда трубопроводы соединяются со смотровыми ко-
лодцами, то как трубопроводы, так и колодцы колеблются одинаково с грунтом. По-
следнее положение служит экспериментальным обоснованием простейшей инженер-
ной теории “жесткого защемления” трубы в грунте (согласно которой движения грун-
та и трубопровода совпадают) для случая изгибных колебаний трубопровода.
Считается, что названная теория дает верхнюю границу для сейсмических нагрузок, и

УДК 539.3:534.1
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потому, она до сих пор широко используется в качестве расчетной базы в принятых
нормах по сейсмостойкому строительству (см., например, [2]).

Более сложное взаимодействие трубопровода с грунтом при изгибных колебаниях
описывается моделью “балки на упругом основании”. Достаточно полный обзор ра-
бот этого направления содержится в монографии О’Рурке [3].

Т. Рашидов и соавторы предложили модель взаимодействия с грунтом, в которой
силы взаимодействия при изгибных колебаниях (так же, как и при продольных) счи-
таются пропорциональными относительному перемещению, равному разности между
перемещением грунта в сейсмической волне (вдали от трубопровода) и перемещением
самого трубопровода. Описание метода и ссылки на предшествующие работы содер-
жатся в монографии [4]. Дифференциальные уравнения изгибных колебаний выпи-
сываются в предположении, что изгибные колебания трубы и “грунтового стержня”,
замещающего трубопровод, одинаковы, если совпадают их погонные массы. Такое
предположение будет верным, если изгибная жесткость трубы совпадает с “изгибной
жесткостью” грунтового стержня, что может реализоваться в весьма редких случаях.

Изгибные колебания протяженных подземных трубопроводов, рассматриваемых
как тонкостенные цилиндрические оболочки изучались методом конечных элементов
в работах [5, 6] (здесь же можно найти ссылки и на другие работы авторов по этому
предмету). Однако в них динамика взаимодействия между трубопроводом и грунтом
полностью игнорируется и считается, что сейсмические волны без искажения падают
на оболочку.

Попытка решения задачи об изгибных колебаниях трубопровода под воздействием
сейсмических волн, рассматривая совместные движения трубы и окружающего его
упругого грунта, была предпринята К. Токи и Ш. Такада в статье [7], опубликованной
в малоизвестном издании (“Бюллетене Института предупреждения катастроф” Киот-
ского университета). Однако допущенные авторами ошибки не дают возможности
считать, что задача для грунта решена и цель авторов достигнута.

Настоящая статья посвящена рещению этой задачи (названной нами внешней за-
дачей Похгаммера – Кри) и исследованию на основе этого решения изгибных сей-
смических колебаний подземного трубопровода. В соответствующих местах ниже ука-
зано в чем состоят принципиальные упущения работы [7].

2. Преобразование динамических уравнений Ламе в отдельные уравнения для объемно-
го расширения и компонент вектора вращения в цилиндрических координатах. Уравнения
движения упругой среды в перемещениях (уравнения Ламе), записанные в векторной
форме [8]

(2.1)

справедливы в такой же форме не только в декартовой, но и в любой ортогональной
криволинейной системе координат, если операторы grad, div и rot выписаны в этой
системе.

В цилиндрической системе координат , в которой компоненты вектора пере-
мещений u частиц среды обозначены через , , , векторное уравнение (2.1) запи-
сывается в виде системы уравнений (А. Ляв [9], гл. XII):

(2.2)
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где

(2.3)

обозначает объемное расширение, а компоненты вектора вращения  задают-
ся соотношениями

(2.4)

При этом компоненты (2.4) удовлетворяют тождественно равенству div(2ω) =
= , т.е. равенству

(2.5)

Таким образом, только две компоненты вектора  являются независимыми и, сле-
довательно, компоненты вектора перемещений могут быть выражены через объемное
расширение и любые две из компонент вектора вращения.

Векторное уравнение (2.1) или связанная система уравнений (2.2) могут быть при-
ведены в цилиндрических координатах к частично разделенной системе отдельных
уравнений для Δ и компонент , . После того как эти функции найдены, компо-
нента вращения  может быть найдена (при необходимости) из тождества (2.5). Дей-
ствительно, применяя сначала к уравнению (2.1) операцию  и пользуясь известным
из векторного анализа тождеством  (для любого вектора a), получаем, что

(2.6)

где входящий в правую часть оператор Лапласа в цилиндрических координатах опре-
делен выражением

(2.7)

Применим теперь к уравнению (2.1) операцию rot. Тогда, пользуясь тождеством
, имеем

(2.8)

Выпишем уравнение (2.8) для компоненты  в цилиндрических координатах,
пользуясь определением ротора,

Выражая сумму двух последних слагаемых в правой части этого уравнения через 
при помощи тождества (2.5) получаем окончательно отдельное волновое уравнение
для этой компоненты

( ) ( )∂ ∂∂Δ ∂= + − +
∂ ∂ ∂∂

2

θ2
ω2μ 2μρ λ 2μ ω
θ

z ru
r

r r r rt

( )∂ ∂∂Δ ≡ = + +
∂ ∂ ∂

θ1 1div
θ

r zru uu
r r r z

u

=2 rot ω u

( )∂∂ ∂∂ ∂ ∂ = − = − = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
θθ

θ
1 12ω ‚ 2ω ‚ 2ω

θ θ
zrz r

r z
ruu u

z z
u u u

r r r r

≡div(rot  ) 0u

( )∂ ∂∂+ + =
∂ ∂ ∂

θω ωω1 1 0
θ

r zr
r r r z

ω

ωz ωr

θω
div

( ) ≡div rot  0a

( ) ( )ρ ∂ Δ = Δ ≡ ∇ Δ
+ ∂

2
2

2 div grad   
λ 2μ t

∂ ∂ ∂ ∂∇ ≡ + + +
∂∂ ∂ ∂

2 2 2
2

2 2 2 2
1 1

θr rr r z

( ) ≡rot grad 0a

( )∂ = −
∂

2

2ρ μrot rot 
t
ω ω

ωz

{ }∂ ∂ ∂ ∂∂    ∂ ∂= − − − − =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ∂

2
θ

2
ω ω ω ωωρ 1 1

μ θ θ
z z zrr

r r z r r zt

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂   = + − −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     ∂

2
θ

2 2
ω ω ωω1 1 1 1   

θθ
z z rr r

r r r r r z r zr
ωz



36 ИСРАИЛОВ

(2.9)

в котором оператор Лапласа  определен формулой (2.7).
Запишем теперь проекцию уравнения (2.8) на ось r, т.е. уравнение для компоненты :

Если из правой части этого уравнения исключить с помощью тождества (2.5) чле-
ны, содержащие , приходим к уравнению

(2.10)

Уравнение (2.10) упрощается введением новой неизвестной функции  и
приводится к виду в котором часть, зависящая от , сводится к волновому оператору

(2.11)

Таким образом, связанная система динамических уравнений Ламе (2.2) сведена к
отдельным волновым уравнениям (2.6), (2.9) для объемного расширения Δ и третьей
компоненты вектора вращения  и к уравнению (2.10) или (2.11) для компоненты
вращения , содержащему еще и функцию . Уравнение (2.11) может быть проинте-
грировано как неоднородное волновое уравнение после того, как функция  опреде-
лена из отдельного уравнения (2.9). Нахождение трех функций Δ,  и  достаточно
для вычисления компонент вектора перемещений частиц среды, поскольку функция

 может быть определена из тождества (2.5) при известных  и .
Полученный выше результат хотя и является простым обобщением изложения,

данного в трактате А. Лява (для случая, когда все упомянутые функции являются эле-
ментарными гармоническими функциями t и  и зависимость их от θ дается простыми
функциями  или ), однако он, по-видимому, не был известен до сих пор в об-
щем случае произвольной зависимости названных функций от всех переменных и мо-
жет представлять интерес при решении нестационарных динамических задач теории
упругости в цилиндрических координатах.

3. Постановка и точное решение внешней задачи Похгаммера–Кри. По аналогии с по-
становкой задачи об изгибных колебаниях упругого кругового цилиндра сформулиру-
ем задачу об изгибных колебаниях неограниченной упругой среды, занимающей про-
странственную область, внешнюю по отношению к круговому цилиндру.

Первоисточниками по первой задаче (которую будем называть внутренней задачей)
являются работы Похгаммера [10] (1876 г.) и Кри [11] (1886 г.). Предельно ясное реше-
ние внутренней задачи дано А. Лявом в его трактате по математической теории упру-
гости [9]. Поэтому, отсылая за подробностями к трактату [9], ограничимся кратким
изложением постановки внешней задачи, обращая, прежде всего, внимание на суще-
ствующие отличия в этих постановках.

Чтобы прийти к стационарным изгибным колебаниям области, внешней по отно-
шению к круговому цилиндру, рассмотрим, как и в случае кругового цилиндра [9],
класс решений динамических уравнений теории упругости, выписанных в п. 2, в кото-
рых все компоненты вектора перемещений являются гармоническими функциями
времени  и координаты z (измеряемой вдоль оси цилиндра), принимая, кроме того,
что  и  пропорциональны , а  пропорционально , т.е.
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(3.1)

где  являются функциями r. Тогда, согласно формулам (2.3), (2.4), имеем

(3.2)

и уравнения (2.6), (2.9), (2.10) (эквивалентные уравнениям Ламе в цилиндрических
координатах) принимают вид:

(3.3)

(3.4)

(3.5)

где

(3.6)

В соотношениях (3.6) c1 и c2 есть скорости распространения продольных и попереч-
ных волн в упругой среде. Предполагается, что правые части этих соотношений поло-
жительны, т.е. что фазовая скорость  распространения возмущений (3.1) вдоль
оси z больше скоростей  и  (это условие не оговорено А. Лявом [9], однако подразу-
мевается выполненным). Такая ситуация реализуется, например, при падении на-
клонной волны на подземный трубопровод [12]. Если это не так, то возможен только

случай, когда , т.е. . Тогда решение уравнения (3.3) должно быть взято
не в виде функции Ханкеля, как ниже, а в виде функции Бесселя от чисто мнимого ар-
гумента (т.е. в виде модифицированной функции).

Уравнения (3.3), (3.4) являются уравнениями Бесселя, а (3.5) сводится к уравнению
Бесселя после подстановки в него решения (3.4) для  и нахождения частного реше-
ния полученного таким образом неоднородного уравнения.

А. Лявом показано, что ограниченные на оси цилиндра r = 0 решения уравнений
(3.3)–(3.5) в виде бесселевых функций первого рода приводят к изгибным колебаниям
кругового цилиндра.

При решении задачи о стационарных колебаниях в области, внешней по отноше-
нию к круговому цилиндру, требуется, для обеспечения единственности, искать реше-
ния уравнений (3.3)–(3.5), удовлетворяющие условиям излучения Зоммерфельда на
бесконечности (см., например, [8, 13])

(3.7)
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Физически условия (3.7) означают, что для выделения единственных решений не-
достаточно требования убывания их при  (все функции Бесселя, кроме моди-
фицированных первого рода, исчезают на бесконечности), а необходимо, чтобы они
образовывали волны, уходящие на бесконечность. Решения же уравнений (3.3)–(3.5)
в виде функций Бесселя первого и второго рода (используемые во внутренней задаче)
образуют стоячие волны и не удовлетворяют условиям (3.7), а из решений этих урав-
нений в виде функций Ханкеля, образующих бегущие волны, только функции первого

рода  и  образуют волны уходящие на бесконечность, при умножении
на принятую выше для всех функций Δ,  экспоненциальную зависимость по време-

ни в виде  (формулы (3.2)). Последнее утверждение легко устанавливается с помо-
щью известных асимптотических представлений функций Ханкеля для больших зна-
чений аргумента [14] (функции Ханкеля второго рода образуют волны, приходящие из
бесконечности).

Замечание 1. Отметим, что если, как и в книге А. Лява, взять временную зависимость

для функций в (3.2) в виде , то условия излучения (3.7) должны быть записаны со
знаком плюс перед вторыми слагаемыми и решения уравнений (3.3)–(3.5), удовлетво-

ряющие таким условиям, будут функции Ханкеля второго рода  и .
Учитывая сказанное, имеем решения уравнений (3.3) и (3.4), удовлетворяющие

условиям излучения (3.7), в следующем виде:

(3.8)

(3.9)
В этих решениях для удобства в дальнейших вычислениях произвольные константы A

и C взяты с множителями  и .

Подставляя выражение (3.9) для  в уравнение (3.5) и интегрируя полученное та-
ким образом неоднородное уравнение Бесселя, приходим к решению

(3.10)

удовлетворяющему условию излучения (3.7).
Найденные значения для , ,  (формулы (3.8)–(3.10)) приводят к следующим

соотношениям для перемещений

(3.11)

Подставляя эти выражения в формулы (3.1), мы получим решения уравнений (2.2).
Решение внутренней задачи Похгаммера–Кри, аналогичное (3.11), вместо функций

Ханкеля содержит функции Бесселя первого рода (и первого порядка) [9] и потому, в
силу равенства , на оси r = 0 перемещение W (или uz) равно нулю. Поэтому
точки цилиндра, лежащие на оси r = 0 движутся в плоскости, перпендикулярной оси
(совершают изгибные колебания). Причем это положение имеет место при произ-

→ ∞r

( ) ( )1
1H hr ( ) ( )1

1 κH r

βω
−ipte

+ipte

( ) ( )2
1H hr ( ) ( )2

1 κH r

( ) ( ) Δ = −  
 


2

1
1

1
 p AH hr

c

 ( ) ( )= 12
12ω κ   κ  z C H r

( )2
1/p c 2κ

ωz


( ) ( ) ( ) ( ) = +  

 

21 1
1 1

2

  κ   κ
2 ω γr

d H r H rpi C iB
dr c r

Δ ω  z
ωr

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + +
1 1 1

1 1 1    κ   κ
γ

d H hr d H r H r
U A B C

dr dr r
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − − −
1 1 1

1 1 1    κ   κ
γ   

H hr H r d H r
V A B C

r r dr
( ) ( ) ( ) ( )= −1 12
1 1γ   κ   κ               W i AH hr iB H r

( ) =1 0 0J



39РЕШЕНИЕ ВНЕШНЕЙ ЗАДАЧИ ПОХГАММЕРА

вольных константах A и B, входящих в выражение для W. Но точки вне оси не остают-
ся в процессе движения в перпендикулярной к оси цилиндра плоскости, т.е. 
при . Или, иначе, имеет место дилатация (нарушение закона плоских сечений).
Однако, поскольку аргументы Бесселевых функций определены равенствами

(3.12)

в которых  есть длина волн (3.1), а  фазовая скорость распространения
их вдоль оси z, то , если  Следовательно, во внутренней задаче Похгам-
мера–Кри колебания цилиндра будут тем ближе к чисто изгибным, чем меньше ради-
ус цилиндра в сравнении с длиной волны.

В решении рассматриваемой внешней задачи Похгаммера–Кри можно добиться
равенства W = 0 на поверхности цилиндра (полости) r = a, что, согласно решению
(3.11), выполнено, если константы A и  связаны соотношением

(3.13)

Однако (так же, как и в описанной выше ситуации во внутренней задаче Похгамме-
ра–Кри) невозможно добиться, чтобы W = 0 при всех . Но, в силу непрерывно-
сти функций Ханкеля при любом конечном значении аргумента, будет выполнено
приближенное равенство , если .

Следовательно, при выполнении соотношения (3.13), точки среды, находящиеся в
окрестности цилиндрической поверхности малой по размеру в сравнении с длиной
волны, будут при движениях, подчиняющихся законам (3.11), мало отклоняться от
плоскости, перпендикулярной оси цилиндрической полости (т.е. будут совершать
приближенно изгибные колебания).

Потребуем теперь, чтобы эти изгибные колебания происходили (приближенно) в
одном каком-нибудь направлении, скажем, в направлении прямой, от которой отсчи-
тывается угол . Это направление примем за ось x декартовой системы координат

, вводимой здесь наряду с цилиндрической. Указанное требование выполнено,
если точки поверхности цилиндра r = a движутся в направлении x, т.е. когда

(3.14)

Подставляя в условие (3.14) перемещения U и  из (3.11), получаем, что оно будет
выполнено, если

(3.15)

где обозначено

(3.16)

Таким образом, формулы (3.11), в которых константы B и  выражены соотноше-
ниями (3.13), (3.15) через единственную константу A, дают решение внешней задачи
Похгаммера–Кри об изгибных колебаниях внешности кругового цилиндра. Неизвест-
ная константа A определяется из дополнительного краевого условия на цилиндриче-
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ской поверхности r = a. Так, в задаче о совместных изгибных колебаниях бесконечной
упругой среды и трубопровода, таким условием служит условие непрерывности (ра-
венства) перемещений трубы и точек среды, примыкающих к поверхности трубы, в
направлении изгиба (т.е. в направлении оси ).

Во внутренней задаче Похгаммера–Кри соотношение (3.14) так же, как и условие W
= 0, выполнено при произвольных константах, входящих в выражения для перемеще-
ний, подобных (3.11). Однако, равенство (3.14) даже для точек, лежащих на оси r = 0, так
же, как и во внешней задаче выполнено уже только приближенно, когда радиус цилиндра
мал в сравнении с длиной волны (это обстоятельство не отмечено А. Лявом [9]).

Указанное выше различие, состоящее в том, что во внутренней задаче Похгамме-
ра–Кри все три константы в выражениях для перемещений остаются неопределенны-
ми при изгибных колебаниях, связано с тем что в ней существуют собственные коле-
бания только при определенных (собственных) частотах, выводимых из условий от-
сутствия напряжений на боковой поверхности цилиндра. В то время как во внешней
задаче (с неограниченной областью) все частоты являются собственными.

Замечание 2. К. Токи и Ш. Такада утверждают в работе [7], что они нашли решение
рассмотренной в настоящем пункте задачи, в котором во всех точках области (внеш-
ности кругового цилиндра) перемещения в направлении оси цилиндра равны нулю
(W = 0). Как показано выше такого решения не существует. Можно добиться только,
чтобы названные перемещения были равны нулю на цилиндрической поверхности
(при выполнении соотношения (3.13) между константами) и малости W в окрестности
этой поверхности, размер (диаметр) которой мал в сравнении с длиной сейсмической
волны (ситуация здесь вполне аналогична той, что возникает во внутренней задаче
Похгаммера–Кри, как отмечено выше). Токи и Такада сразу выписывают свое реше-
ние в виде первых двух соотношений из (3.11), полагая в них B = 0. Такое предположе-
ние заметно упрощает последующие выкладки (нахождение оставшихся двух кон-
стант), однако полученные авторами результаты не дают решения внешней задачи
Похгаммера–Кри, поскольку, как видно из третьего уравнения (3.11) перемещения W
в их решении остаются произвольными.

4. Вычисление поперечной силы при заданном поперечном перемещении границы поло-
сти во внешней задаче Похгаммера–Кри. Прежде всего установим, что при выполнении
всех условий п. 3 и при одной, пока произвольной, константе A в решении внешней
задачи Похгаммера–Кри, перемещения всех точек сечения  цилиндрической
поверхности  в направлении оси x, т.е. в направлении изгиба, одинаковы (не за-
висят от угла ). Действительно, поскольку, в силу принятых соотношений (3.1), пере-
мещения вдоль осей r и  равны , , то

Используя теперь в полученном выражении для  условие (3.14), получаем

(4.1)

Выражения (4.1) представляют собой одно условие, а не два, поскольку, в силу най-
денных выше зависимостей между A,  и  ((3.13), (3.15)),  и  совпадают при

.
Если в цилиндрическую полость помещены цилиндрический стержень или труба,

то полученный результат (4.1) позволяет обеспечить условие прилипания, т.е. условие
непрерывности перемещений среды и стержня на его поверхности. Отсюда и находится
последняя неопреденная константа A в полученном в п. 3 решении. Действительно,
пусть перемещение стержня/трубы в произвольном сечении в направлении оси x (в на-

правлении изгиба) есть  (или ). Следовательно, сагласно (4.1) и (3.11),

x
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(4.2)

Записывая равенства (3.13) и (3.15) в виде , , где обозначено

(4.3)

получаем из (4.2) значение константы A через заданное перемещение  в направле-
нии изгиба:

(4.4)

Вычислением константы A по формуле (4.4) завершается окончательное решение
внешней задачи Похгаммера–Кри, сформулированной в п. 3. Радиальные и тангенци-
альные перемещения точек среды в этом решении принимают, в соответствии с пред-
ставлениями (3.1), вид

(4.5)

В формулах (4.5) величины ,  и  определены выражениями (4.3) и (4.4).
Легко установить, что сила, действующая стержень или трубопровод при переме-

щении его в направлении оси x, дается равенством (напомним, что угол  отсчитыва-
ется против часовой стрелки от этой оси)

(4.6)

Здесь  и  представляют собой физические компоненты тензора напряжений в
цилиндрической системе координат; они выражаются через физические компоненты
тензора малых деформаций так же, как компоненты тензора напряжений выражаются
через компоненты тензора деформаций в декартовой системе координат (однако, при
записи закона Гука в компонентах тензоров напряжений и деформаций в цилиндри-
ческой системе координат, как и в любой криволинейной ортогональной системе, не-
обходимо в шаровой части единичный тензор Кронекера заменить на метрический
тензор системы координат, на что, иногда, ошибочно не обращается внимания [15]).

При вычилении физических компонент напряжений по закону Гука используем
полученное выше выражение для объемного расширения (3.8). Кроме того, при вы-
числении физических компонент деформаций по известным формулам [16]

в них, а значит, и в соответствующие физические компоненты напряжений войдут
вторые производные функций Ханкеля. Исключим вторые производные функций
Ханкеля в этих выражениях, пользуясь тем, что функции Ханкеля удовлетворяют со-
ответствующим уравнениям Бесселя. Далее, первые производные функций Ханкеля
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первого порядка исключим пользуясь известной формулой ([17], ч. III, формула
(3.1.1)):

(4.7)

Упрощенные таким образом выражения для физических компонент напряжений
приводятся после простых, но несколько длинных выкладок, к следующему виду

(4.8)

Подставляя найденные напряжения (4.8) в формулу (4.6), получаем

Следовательно, принимая во внимание значение константы A из (4.4), имеем для
погонной силы (силы, действующей на поверхности элемента трубы единичной дли-
ны) окончательный результат

(4.9)

где

(4.10)

В формулах (4.10) введены безразмерные параметры , , а безразмерная
величина  есть умноженный на  знаменатель правой части соотношения (4.4) для
коэффициента A, после исключения из него производных функций Ханкеля по фор-
муле (4.7).

5. Изгибные колебания трубопровода в неограниченной упругой среде при воздействии
сейсмическх волн. Пусть цилиндрическую полость в рассмотренной в предыдущих
пунктах задаче занимает трубопровод круглого сечения (с внешним радисом a и внут-
ренним радиусом b). И пусть поперечные колебания трубопровода совершаются из-за
воздействия на него сейсмической волны

(5.1)

в которой перемещения частиц направлены в направлении оси x.
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Обозначим возникающие при падении волны (5.1) поперечные перемещения тру-

бопровода в направлении оси x через . Получаемая при этом задача для
грунта (среды) отличается от рассмотренной выше тем, что ее решение на бесконеч-
ности ( ) должно стремиться к волне (5.1). Поскольку не существует функций
Бесселя, принимающих конечные значения на бесконечности (они либо стремятся к
нулю, либо не ограничены), представим  в виде

(5.2)
Тогда u должно исчезать на бесконечности и задача ее нахождения совпадает с внеш-
ней задачей Похгаммера–Кри, рассмотренной в пп. 3,4. Только при записи условия
прилипания на поверхности трубы (при нахождении константы A) и в в выражении (4.9)
для силы, действующей на трубопровод, необходимо в п. 4 положить .

Следовательно, сила, действующая на трубопровод в задаче для u, согласно (4.9),
равна

(5.3)

где множитель f определен теми же формулами (4.10).
Эта же сила (5.2) действует на трубопровод и в полной задаче (для ), поскольку ес-

ли бы трубопровод двигался по закону падающей волны (5.1), то никаких сил на него
со стороны грунта не действовало бы. Ситуация здесь аналогична той, что возникает в
хорошо изученной задаче о продольных колебаниях трубопровода под воздействием
сейсмических волн. В обоих случаях сила, действующая на трубопровод со стороны
упругого грунта, пропорциональна относительному перемещению трубы (или, вер-
нее, “глобальному” относительному перемещению, под которым понимается раз-
ность между перемещениями частиц грунта в сейсмической волне вдали от трубопро-
вода и перемещениями самого трубопровода).

Уравнение поперечных (изгибных) колебаний трубопровода составляется как
обычно (см., например, [18]), рассматривая динамическое равновесие дифференци-
ального (малого) элемента трубы между произвольными сечениями z и ). Это
уравнение, выражающее равновесие суммы перерезывающих сил, действующих в се-
чениях z и , силы инерции и распределенной поперечной силы (5.3), записыва-
ется следующим образом:

(5.4)

Здесь  и E соответственно плотность и модуль Юнга материала трубопровода,

 площадь его поперечного сечения, а I – момент инерции сечения трубы
относительно нейтрального (не деформированного) диаметра, расположенного в дан-
ном случае вдоль оси y, так что I = Iy (I равен моменту инерции сечения относительно
оси y).

Подставляя в уравнение (5.4) выражения для перемещений (5.1), (5.2), получаем
для безразмерной амплитуды изгибных колебаний трубопровода (амплитуды, отне-
сенной к амплитуде падающей сейсмической волны) соотношение

(5.5)

в котором значение  f определено выражениями (4.10).
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û
( )−= + = + γ

0 0( )ˆ i z ptu u u e8 8

= = − +1 0
ˆ8 8 8 8

( ) ( )γ −= − + = − +2 2
2 0 2 0 ˆˆ ˆ ˆπρ  ( ), πρ  i z ptc f e c f u u^ 8 8 ^

û
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Тот же результат можно получить составляя уравнение относительного движения
трубопровода (движения относительно среды, возмущенной падающей волной), пу-
тем введения функции . Такой путь принят в упомянутой выше работе К. Токи
и Ш. Такады [7]. Однако полученное ими уравнение содержит неточность так же, как
и уравнение для относительных продольных колебаний, приведенное там же [19]. Эта
неточность связана с тем, что переносное движение, представляемое падающей вол-
ной (5.1), не является движением грунта как абсолютно твердого тела и потому в урав-
нении относительного движения трубопровода необходимо учесть не только силу
инерции переносного движения, но и член, содержащий четвертую производную u0
по z.

6. Анализ решения и выводы. Изучим поведение полученного решения (5.5) в наибо-
лее естественном для сейсмической задачи случае, когда длина сейсмической волны
значительно (на порядок или несколько порядков) превосходит радиус трубопровода.
Для этого используем известные (см., например, [20]) представления функций Ханкеля

для малых значений аргумента (в нашем случае эти аргументы, определяемые равен-
ствами (3.12), являются действительными и положительными). Тогда верны следую-
щие асимптотические преставления для параметров и функций, входящих в решение
(5.5), при :

(6.1)

Обозначая через  стержневую скорость распространения волн в трубе и
имея ввиду, что момент инерции его кольцевого поперечного сечения относительно

диаметра , получаем при помощи соотношений (6.1) окончательное
выражение для безразмерной (относительной) амплитуды изгибных колебаний трубо-
провода

(6.2)

где

(6.3)

Отметим, что теми же соотношениями (6.2), (6.3) определяются амплитуды (а зна-

чит, максимальные значения) изгибающего момента  и перерезываю-
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щей силы , отнесенные к соответствующим значениям, которые они име-
ли бы, если бы движение трубопровода происходило по закону падающей волны (5.1).

На рис. 1 приведен график относительной амплитуды Y в функции от аргумента ξ
(отношения длины сейсмической волны к примерно полутора диаметрам трубы) для
железного трубопровода, когда окружающий его грунт является сухой глиной. При
построении графика приняты следующие численные значения параметров: ,

 г/см3,  г/см3,  м/с,  м/с,  м/с,

 м/с (числовые значения для глины взяты из справочника [21]).
Интервал изменения аргумента  принят от 10 и выше, что охватывает практически

весь имеющий интерес интервал изменения этого аргумента в сейсмической задаче.
Дело в том, что при длинах волн сравнимых и, тем более, меньших диаметра трубо-
провода его движение не может описываеться уравнением изгибных колебаний стержня.

Главный вывод, следующий из рассмотренного примера, а также и из общей фор-
мулы (5.5), состоит в том, что амплитуды поперечных перемещений трубопровода (а
также амплитуды моментов и перерезывающих сил) не превышают амплитуд, вычис-
ленных на основе простейшей инженерной теории, в которой поперечные перемеще-
ния считаются совпадающими с перемещениями в сейсмической волне (на рис. 1 ре-
шение этой теории изображено линией). Тем самым, полученный результат дает, по-
видимому, первое теоретическое обоснование и оценку точности инженерной теории
“жесткого защемления” подземного трубопровода в грунте для случая его изгибных
колебаний.

Отметим, что полученный К. Токи и Ш. Такада результат в [7] не может считаться
достоверным из-за неверного решения внешней задачи Похгаммера–Кри и пропу-
щенного члена в уравнении относительного движения трубопровода. Авторы также не
обратили внимания на то, что в их решении амплитуда колебаний трубопровода все-
гда больше амплитуды падаюшей сейсмической волны, что физически никак не обос-
новано.

В знаменателе формулы (5.5) первый член пропорционален квадрату отношения

радиуса трубы к длине сейсмической волны ( ), а третий член – обратной вели-

чине . Поэтому влияние жесткости трубопровода на изгиб будет сказываться в

= ∂ ∂/Q M z
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Рис. 1. Графики относительных амплитуд изгибных колебаний трубопровода в зависимости от относитель-
ной длины падающей волны: сплошная линия соответствует решению (6.2), а штриховая – результату тео-
рии жесткого защемления.
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случае сравнительно коротких сейсмических волн, в случае же длинных волн трубо-
провод будет следовать колебаниям грунта в сейсмической волне.
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В работе рассматривается потенциальная задача заглубленного импульсного воздей-
ствия в начальный момент времени на гидрогеофизический массив, что может
иметь место при подземных (подводных) взрывах, извержениях вулканов, сейсмах и
т.д. Воздействие очага импульса моделировалось источником округленной формы с
единичным напором, а область стока – линией нулевого потенциала. Получено
строгое гидромеханическое решение задачи с установлением аналитической взаи-
мосвязи между физической областью течения и комплексным потенциалом на ос-
нове теории функции комплексного переменного – использования метода последо-
вательных конформных отображений с определением всех необходимых характери-
стик потока. Приведены примеры расчета для частных случаев с построением
криволинейных ортогональных гидродинамических сеток, очертаний семейств ли-
ний равных напоров и линий токов, профилей источников импульса, а также эпюр
скоростей, напоров и расходов потенциального потока.

Ключевые слова: потенциальный поток, импульсное воздействие, конформные отоб-
ражения, комплексный потенциал, комплексная область, эллиптические функции,
линии токов, линии равных напоров
DOI: 10.31857/S0572329922060022, EDN: KFXNIJ

Введение. Импульсные воздействия на гидрогеофизические массивы могут иметь
естественное (падения астероидов, извержения вулканов, сейсмические воздействия
и т.д.) и искусственное (надземные, подземные и подводные взрывы) происхождения.
Во многих случаях они сопровождаются крупномасштабными динамическими изме-
нениями окружающей природной среды с возникновениями цунами, наводнений,
оползней и обвалов береговых склонов [1–5] и, нередко, оказывают значительные не-
гативно-разрушающие воздействия на населенные пункты, селитебные территории,
объекты экономики, представляя значительную угрозу для безопасности жизнедея-
тельности людей. При научных исследованиях указанных воздействий с оценкой их
мощности и прогнозом возможных последствий наиболее широкое применение полу-
чила гидродинамическая модель тяжелой идеальной жидкости [3, 5, 6]. В частности, в
работах [6, 7] рассматриваются случаи падения (ударов) высокоскоростных (до 15–
50 км/с) астероидов на земную и водную поверхности с проникновениями, соответ-
ственно, в грунтовую толщу и до дна водной акватории.

УДК 517.54:532.031
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Особенности развития во времени подводного импульса (взрыва) рассматривается
в работе [3, с. 279–281], где указано также на наличие гидродинамического парадокса –
при увеличении глубины расположения источника импульса (в определенном интер-
вале) не происходит снижение силы импульсного воздействия, то есть пробивная сила
ударной волны остается постоянной. Задача о распределении импульсных давлений
по ряду плавающих тел в покоящейся жидкости при ударном воздействии на одного
из них в момент времени, непосредственно следующий за ударом, изложена в [6, с. 259].

Импульсные (взрывные) методы воздействия на гидрогеофизические массивы мо-
гут быть использованы также при создании искусственных островов и оградительных
дамб (преимущественно в относительно мелкой воде) путем комбинированных разно-
временных взрывов, при которых первые (вспомогательные заряды) удаляют слой во-
ды, а вторые (наклонные заряды с двух сторон) набрасывают (сгребают) грунт дна во-
доема в тело насыпи [8, с. 8].

В работе [9, с. 77] рассматривается задача о распределении давления в безграничной
несжимаемой жидкости от воздействия подводного импульсного источника (взрыва
мины) в начальный (весьма малый) промежуток времени в гидромеханической поста-
новке как плоская задача осесимметричного потенциального потока без учета нали-
чия водной поверхности.

1. Постановка задачи. В работе начальное импульсное воздействие заглубленного
источника округленного профиля на гидрогеофизический массив (водный, грунто-
вый) рассматривается в плоской постановке как задача гидромеханического модели-
рования потенциального потока [1, 2, 6, 10], принимая контур источника импульса за
полный (единичный) потенциал, а горизонтальную поверхность массива (линию сто-
ка) – за линию нулевого потенциала (рис. 1).

2. Метод и построение решения. Задача решается на основе теории функции ком-
плексного переменного с использованием метода последовательных конформных
отображений, отличительной особенностью от [1, 3, 6] которой является аналитиче-
ское определение в элементарных функциях характеристик потенциального потока в
первоначальный момент времени импульсного воздействия.

В силу симметрии физической области течения  (рис. 1, a) в качестве рас-
четной схемы принята правая ее половина  (рис. 2, a), представленная в IV
квадранте источником импульса округленного профиля (размером d по вертикальной
оси), заглубленным в гидрогеофизический массив на величину . Решение задачи
отыскивается на основе аналитической однозначной взаимосвязи между указанной
областью физической течения  (рис. 1, 2, a) и областью комплексного потен-
циала , геометрический образ которого для принятой расчетной схемы
представлен прямоугольником  с точкой A в центре координат  (рис. 2, i),
где  и  – напорная (потенциальная) функция и функция тока. В указанном прямо-
угольнике линии равного напора  и  соответствуют значениям потенциала, рав-
ным напорам – единичному  (в усл. ед.) и нулевому , а линии тока 
и  – значениям функции тока нулевого ( ) и полного (для правой половины
области течения ) расходов.

При этом имеем следующие граничные условия (рис. 1, 2):
– по линиям осевой симметрии (непроницаемые границы)  и  функция тока

 равна, соответственно, нулевому  и полному расходу ψ = q;
– вдоль очертания импульсного источника  и линии поверхности стока 

функции тока  растут от нулевого значения  до полного расхода ψ = q;
– напорная (потенциальная) функция  на линии контура источника импульса 

равна полному (единичному) напору  ( ), а на выходном участке стока  –
нулевому значению .
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Аналитическая взаимосвязь между комплексными областями физического течения
 (рис. 2, a) и комплексного потенциала  (рис. 2, i) устанавливает-

ся путем их последовательного конформного отображения на единую связующую по-
луплоскость  (рис. 2, h) [10–12]. При этом для конформного отображения об-
ласти  на полуплоскость  используются промежуточные комплекс-
ные области , , , , ,  + iJ2
(рис. 2, b, c, d, e, f, g) с помощью функции [10–14]:

(2.1)

в которых

(2.2)

= +z x iy = +φ ψW i

= +ζ ξ ηi
= +z x iy = +ζ ξ ηi

= +1 1 1z x iy = +1 2t t it = +1 2S S iS = +1 2γ γ γi = +1 2ε ε εi = 1J J

 = − = − = − = = + = 
 

2 2 2 2 2
1 1

1 1, , , γ , ε γ , ε
2 γ

Sz iz t z h S t m J
m

( )= + 0.5m d h d

Рис. 1. Расчетные характеристики поля потенциального потока при заглубленном начальном импульсном
воздействии: a) общий симметричный характер потенциального потока; b) криволинейные ортогональные
гидродинамические сетки потока при  (правая половина) и  (левая половина); 1 – очерта-
ния профилей импульсного источника ; 2 – очертания семейства кривых функции тока (относительных

расходов ) – через 0.25; 3 – очертания семейства кривых линий равных напоров (потенциальной функции

) – через 0.25; 4 – эпюры расходов (функции тока ) вдоль границ стока; 5 – эпюры выходных скоростей

потока  вдоль границ стока; 6 и 7 – соответственно, эпюры действующих вертикальных скоростей

 и напоров  вдоль осевой линии области течения.
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С другой стороны, необходимо также конформно отобразить на полуплоскость
 область комплексного потенциала , имеющего вид прямоуголь-

ника шириной H = 1 и длиной равной q (рис. 2, i), для точного отображения которого
на полуплоскость требуется использование эллиптического синуса Якоби [10–15].
Однако, возникающие при этом математические сложности (в том числе при последу-
ющих преобразованиях эллиптических функций Якоби [15, 16]), затрудняют получе-
ние итоговых аналитических выражений в элементарных функциях для непосред-
ственного определения гидромеханических характеристик потока в начальный мо-
мент импульсного воздействия, что имеет важное значение как для теоретического
анализа, так и решения прикладных задач.

= +ζ ξ ηi = +φ ψW i

Рис. 2. Схема последовательных конформных отображений, устанавливающая аналитическую взаимосвязь
областей физического течения  и комплексного потенциала  (прямоугольника).
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Для преодоления изложенных математических трудностей ниже приводится новая
методика конформного отображения области комплексного потенциала ,
представленного в виде прямоугольника, на полуплоскость  [10, 17, 18]. При
этом используется промежуточная комплексная область  – прямоуголь-
ник шириной  с осевым расположением мнимой оси  ( рис. 2, j), определяемая
зависимостью (при H = 1)

(2.3)
который (при “удлиненном” прямоугольнике ) отображается на полуплос-
кость  элементарными алгебраическими соотношениями (с погрешностью
≪1%) [17, 18]:

(2.4)

При этом комплексные области  (рис. 2, g) и  (рис. 2, h) связы-
ваются между собой по соответствию трех точек:  ( , ),  ( ,

) и  ( , ) зависимостями:

(2.5)

где a – модуль точки A в комплексной области  (рис. 2, g), определяемый из
последовательных отображений областей  по формуле

(2.6)

При этом, для определения в формулах (2.4) значений параметров ,  и расхода , из
зависимости (2.5) для образа точки C в области  (рис. 2, h)

выразим (при ; ) значение  в виде

(2.7)

подставляя которое в формулы (2.4), получим

(2.8)

Таким образом, устанавливаем аналитическую взаимосвязь  между обла-
стями физического течения  (рис. 2, a) и комплексного потенциала

 (рис. 2, i) с учетом значений промежуточных функций ,
определяемых по зависимостям (2.1)–(2.8). Разделяя в последних действительную и
мнимую части и преобразовывая получим окончательные выражения в элементарных
функциях для определения координат x и y области физического течения 
при известных величинах  и  в зависимости от заданных значений напорной функ-
ции  и функции тока  в виде:

(2.9)
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в которых

(2.10)

3. Анализ результатов и примеры. Полученное строгое решение рассматриваемой за-
дачи, представленное в виде аналитической взаимосвязи , позволяет опреде-
лять на основе элементарных расчетных зависимостей (2.7)–(2.10) для заданных зна-
чений параметра импульсного очага d и глубины его расположения h значения всех
необходимых гидромеханических характеристик потенциального потока (поля) в об-
ласти физического течения в начальный момент времени.

При этом значения скоростей потока  и  – горизонтальной и вертикальной со-
ставляющих полной скорости , определяются по зависимостям [10, 15]:

(3.1)

в которых ,  и ,  расчетные величины приращений напоров и функции тока
при соответствующих приращениях координат для рассматриваемых (весьма малых)
участков области течения.

Очертание же профиля самого источника импульса определяется полуобратным
методом – последовательным конформным отображением четверти дуги  единич-
ной окружности в области  (рис. 2, e) на область физического течения

 (рис. 2, a) через промежуточные комплексные области , t = t1 + it2,
 (рис. 2, d, c, b). При этом профиль источника импульса BC получает вид,

описываемый параметрическими зависимостями:

(3.2)
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для задаваемых значений  – от 0 (точки ) до 1 (точки ), где величина m на-
ходится по формуле (2.2).

На рис. 1, a, b приведены общая схема задачи в виде симметричного потенциально-
го потока, а также результаты расчетов основных гидромеханических параметров для
двух частных случаев при начальном импульсном воздействии (в усл. ед.):

– при ; d = 1 (на правой половине рисунка)

– при ;  (на левой половине рисунка)

При этом, для указанных случаев на рисунке также представлены:
– криволинейные ортогональные гидродинамические сетки потенциального потока;
– очертания профилей импульсного источника  в физической области течения

(кривые 1);
– очертания семейств кривых функции тока (относительных расходов ) –

через 0.25 (кривые 2);
– очертания семейств кривых линий равных напоров (потенциальной функции ) –

через 0.25 (кривые 3);
– эпюры функции тока  вдоль границ стока (кривые 4);
– эпюры выходных скоростей потока  вдоль границ стока (кривые 5);
– эпюры действующих вертикальных скоростей  и напоров  вдоль осевой линии

области течения при  (соответственно, кривые 6 и 7).
Ортогональность расчетных криволинейных ячеек гидродинамических сеток (рис. 1, b)

непосредственно подтверждает потенциальность распределения гидромеханических
характеристик потока импульсного источника.

Заключение. В работе дано новое гидромеханическое решение задачи заглубленного
начального импульсного воздействия на гидрогеофизический массив (водный, грун-
товый) с непосредственным аналитическим определением в элементарных функциях
гидромеханических характеристик потенциального потока. При этом, воздействие
очага импульса для начального момента времени моделировалось источником потен-
циального потока округленного профиля с единичным напором, а область стока – ли-
нией нулевого потенциала. Полученное строгое решение рассматриваемой задачи с
установлением аналитической взаимосвязи между физической областью течения и
комплексным потенциалом основано на теории функции комплексного переменного –
использовании метода последовательных конформных отображений с определением
полей гидромеханических характеристик потока в начальный момент времени. При-
ведены примеры расчета для двух частных случаев с построением: криволинейных ор-
тогональных гидродинамических сеток, очертаний семейств линий равных напоров и
линий токов, профилей источников импульса, а также эпюр скоростей потока, напо-
ров и относительных расходов потенциального потока.

Часть работы, связанная с гидродинамикой водоемов, выполнена в рамках темы
№ FMWZ-2022-0001 государственного задания ИВП РАН.
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ции построены диаграммы линий уровня напряжений для начала пластического тече-
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1. Введение. Как хорошо известно, описание деформационного поведения метал-
лов с гексагональной плотноупакованной кристаллической решеткой (ГПУ) пред-
ставляет серьезные трудности из-за большого количества действующих деформацион-
ных мод [1, 2].

Для описания механических свойств материалов, в настоящее время используются
различные физические теории пластичности, в том числе новые к ним подходы [3].
Зачастую физические модели приводят к сложным компьютерным расчетам (кроме
простейшей модели Закса) на основе трудоемких экспериментов. Кроме того, они
приводят к негладкой поверхности текучести, что создает значительные математиче-
ские трудности. Модели, опирающиеся на закон Шмида, не всегда выполняются для
ГПУ кристаллов, ввиду того, что для них двойникование – действующий и подавляю-
щий механизм пластической деформации при комнатной температуре [2]. Проблемы,
возникающие при использовании модели идеально-жесткопластических сред также
известны, и в последнее время подобные определяющие соотношения редко исполь-
зуются исследователями. Основным их недостатком является наличие несжимаемо-
сти, из-за чего определение напряженного состояния только по изменению деформи-
рованного состояния оказывается невозможным.

Данная статья является продолжением работ [4, 5]. В работе [5] представлена фено-
менологическая модель для описания механических свойств ГПУ металлов, а именно

УДК 539.374
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нахождение простого критерия текучести монокристалла производной ориентировки.
Предлагаемый критерий текучести является обобщением известного критерия Мизе-
са. Для различных схем деформирования монокристаллического магния при комнат-
ной температуре определены коэффициенты этой модели, согласно эксперименталь-
ным данным для пределов текучести монокристаллов различных ориентировок. Для
перехода к модели поликристаллического тела требуется подходящая процедура
усреднения, чему и посвящена данная работа. Известно, что простейшими способами
усреднения, оценивающими значения для верхней и нижней границ эффективных
свойств композитов – являются усреднения по Рейсу и Фойгту [6]. Применительно к
нашему случаю, первый способ означает предположение, что все зерна испытывают
одинаковые напряжения, а второй – одни и те же деформации. При пластической де-
формации усреднение по Рейсу невозможно, так как в рамках жесткопластической
модели без упрочнения одни и тех же напряжения при одной ориентировке зерна не
вызовут никаких деформаций, при других – окажутся абсолютно недостижимыми.
Усреднение по Фойгту применительно к жесткопластической модели использовали
Тейлор, а также Бишоп и Хилл [7]. Его использование требует решения задачи о на-
хождении тензора напряжений по известному тензору скоростей деформации и при-
ложенному гидростатическому давлению, что и является целью настоящей работы.

2. Постановка задачи и ее решение. Пусть в лабораторной системе координат задан
тензор скоростей деформации . (Следуя нашей предыдущей работе [5], большими
буквами обозначаем величины в лабораторной системе координат, маленькими – в
кристаллографической системе координат. В последнем случае оси 1 и 2 лежат в ба-
зисной плоскости гексагональной ячейки, а ось 3 – ей перпендикулярна). Критерий
текучести, предложенный нами в работах [4, 5], имеет вид полинома

(2.1)

где инварианты тензора напряжений относительно группы симметрии ГПУ–решетки

(2.2)

Выбор полиномального вида функции текучести позволяет избежать нарушения ана-
литичности функции в некоторых точках.

Согласно ассоциированному закону, связь между компонентами тензоров напря-
жений Pij и скоростей деформаций Eij имеет вид [8]

(2.3)

Так как критерий (2.1)–(2.2) обладает цилиндрической симметрией, то для задания
ориентировки зерна достаточно знать единичный вектор нормали к базисной плоско-
сти . Так как мы используем прямоугольную систему координат, то верхние и ниж-
ние индексы не различаем, так что наличие двух повторяющихся латинских индексов
означает суммирование по ним.

Выразим инварианты (2.2) через компоненты тензора напряжений и вектора нор-
мали  к базисной плоскости. Инвариант I1 равен разности квадратов модуля вектора
напряжений, действующего на базисную плоскость и нормальной компоненты этого
напряжения

(2.4)

Второй инвариант имеет вид

(2.5)
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Инвариант I3 равен максимальной разности растягивающих напряжений, действую-
щих в базисной плоскости (0001). Эти напряжения могут быть найдены, как экстрему-
мы функции , где  – единичный вектор, перпендикулярный n, что можно запи-
сать в виде ограничений , . Задача поиска таких экстремумов, как
известно, методом множителей Лагранжа сводится к задаче о поиске экстремума (без
ограничений), для функции

(2.6)

которые достигаются на векторах , удовлетворяющих уравнениям

(2.7)

Для решения системы уравнений (2.7) введем оператор проектирования  на базис-
ную плоскость по формуле

(2.8)

Подействовав оператором  на уравнение (2.7), получим

(2.9)

Так как по определению , , это позволяет записать уравнение (2.9) в
виде задачи на собственные значения и векторы для оператора проектирования

(2.10)

где . Заметим, что оператор A – симметрический, как произведение симметри-
ческих операторов. Так как , то оператор A вырожден и среди его собствен-
ных значений имеется нулевое. Следовательно, характеристический полином опера-
тора A имеет вид [9]

(2.11)
где

(2.12)

(2.13)

где  – матрица оператора A,  – шпур матрицы. Тогда, используя опре-
деление третьего инварианта, выражения (2.12)–(2.13) и определение оператора A по-
лучим

(2.14)

Теперь, используя выражения для инвариантов (2.4), (2.5) и (2.14), запишем критерий
текучести  (2.1) через компоненты тензора напряжений в лабораторной системе
координат при произвольной ориентировке кристалла

(2.15)

Это выражение позволяет, с использованием ассоциированного закона (2.3) устано-
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бораторной системе координат. Дифференцирование необходимо проводить с учетом
симметрии тензора Pij. Следуя [9], находим

(2.16)

где

(2.17)

Подставляя выражение (2.17) в (2.16), получаем

(2.18)

Аналогично находим

(2.19)

и

(2.20)

Кроме того, заметим, что

(2.21)
Используя ассоциированный закон (2.3), дифференцируя функцию текучести (2.15), с
использованием выражений (2.18)–(2.20) получаем связь тензора напряжений и тен-
зора деформаций

(2.22)

Заметим, что шпур тензора напряжений равен взятому с обратным знаком утроен-
ному гидростатическому давлению . Эту величину нельзя найти, зная только
тензор скоростей деформации – она задается внешними условиями. Гидростатиче-
ское давление не зависит от выбора системы координат. Для нахождения тензора на-
пряжений при известном тензоре деформации и гидростатическом давлении, разре-
шив систему уравнений (2.16) относительно компонент тензора напряжений Pij. Учи-
тывая  и , умножим обе части уравнения (2.22) на компоненты вектор
нормали к базисной плоскости nj и проведем свертку по индексу j

 (2.23)
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(2.26)

Заменив в (2.26) i на j и j на i, сложим с (2.26)

(2.27)

Подставив выражения (2.25), (2.26) в уравнение (2.22) и разрешив его относительно
, получим выражение
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(2.35)

Используя (2.25), получаем

(2.36)

а используя (2.29) –

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Подставляя (2.35)–(2.39) в выражение для 3-го инварианта (2.14), находим его выра-
жение через компоненты тензора скоростей деформации.

(2.40)

Подставляя выражения для инвариантов (2.28), (2.29), (2.41) в критерий текучести

(2.1), группируя члены при одинаковых степенях  и умножая на , находим уравне-
ние для нахождения , которое имеет единственное положительное решение

(2.41)

Уравнения (2.28), (2.29) и (2.41) решают поставленную задачу исследования – опре-
делить тензор напряжений при известном тензоре пластической деформации. Далее
за оси координат примем главные оси тензора скоростей деформации. В этой системе
координат, с учетом условия несжимаемости, тензор скоростей будет иметь вид

(2.42)

Тогда выражения (2.29) принимают вид

(2.43)
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(2.44)

а выражение (2.41) – вид

(2.45)

Используя (2.28), находим компоненты тензора напряжений

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

3. Случай плоской деформации. Рассмотрим теперь в главных осях случай плоской
деформации

(3.1)
Этот случай представляет большой практический интерес, поскольку в некоторых
экспериментальных работах [1, 2], по изучению механических свойств монокристал-
лов магния, исследуется именно плоская деформация. Уравнение (2.45) с учетом (3.1)
принимает вид

(3.2)

а уравнения для компонент тензора напряжений (2.46)–(2.50) вид –

(3.3)

(3.4)

Ориентировка кристалла задается углами Эйлера способом, используемым в кри-
сталлографии [11]. Кристалл, кристаллографические оси которого первоначально
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совпадают с осями лабораторной системы координат X, Y, Z, (ось Z совпадает с кри-
сталлографической осью c) последовательно поворачивается на угол  вокруг оси Z,
затем на угол  вокруг оси X' (которое принимает ось X после первого поворота), за-
тем вокруг оси Z'' (новое положение оси Z после двух предыдущих поворотов) на угол

. Поскольку критерий (1) обладает цилиндрической симметрией вращения вокруг
кристаллографической оси , то последнее вращение на угол  и сам этот угол можно
не рассматривать, и задавать ориентировку кристалла парой углов . Единич-
ный, нормальный к базисной плоскости) вектор n имеет вид

(3.5)

Особый интерес представляет случай, когда недиагональные компоненты равны
нулю и таким образом, главные компоненты тензоров напряжений и деформаций
совпадают. Согласно формулам (3.3), (3.5) таким случаям соответствуют значения уг-
лов . Кроме того, из уравнения (3.3) легко увидеть, что недиагональные
члены обращаются в ноль, когда

(3.6)

Тогда из уравнения (3.4), (3.8) следует

, (3.7)

и

(3.8)

Тогда из уравнений (3.3), (3.4) находим уравнение для определения 

(3.9)

где

(3.10)

соответственно, а из второго условия (3.6) следует

(3.11)

причем . Разрешая уравнение (3.11) относительно , находим

(3.12)

Для дальнейшего анализа рассмотрим линии уровня для каждой из компонент, ис-
пользуя значения коэффициентов модели, полученных в нашей предыдущей работе

[5]  МПа2, , ,  МПа. Поскольку
для определения диагональных компонент тензора деформаций необходимо знание
приложенного гидростатического давления, ограничимся построением графиков для
компонент девиаторов напряжений, которые совпадают с соответствующими компо-
нентами тензора напряжений в случае недиагональных компонент. Диагональные
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компоненты отличаются от компонент девиаторов на величину гидростатического
давления.

(3.13)

Линии уровней диагональных компонент  представлены на рис 1, a–c соот-
ветственно, и линии уровней недиагональных компонент  на рис 2, a–c со-
ответственно.

Зависимости компонент от углов  и  являются достаточно сложными, имеют
большое количество локальных максимумов и минимумов и нулевые изолинии доста-
точно сложного вида, особенно  и , за исключением компоненты , которая
всегда отрицательна. Компонента  достигает максимальных значений при углах

 и , а также  и . Эти ориентировки для свободного
зерна являются наиболее легкими для пластической деформации, но здесь направление
легкого скольжения заблокировано приложенной ограничивающей силой, обеспечиваю-
щей плоскую геометрию деформации. Наибольшее по абсолютной величине значение
компоненты  возникает при  и соответствуют сжатию в направлении нор-

= − δ = + δ1
3ij ij ij kk ij ijS P P P p

, ,xx yy zzS S S
, ,xy xz yzS S S

1φ Φ

yzS xzS zzS

xxS
Φ = °45 Φ = °135 = °1φ 0 = °1φ 180

zzS Φ = ° °0 , 180

Рис. 1. Линии уровней диагональных компонент (a)  (b)  (c) .  измеряются в градусах.
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мали к базисной плоскости. Из внешнего вида кривых изолиний недиагональных компо-
нент (рис. 2) и согласно формулам (3.3) и (3.5), видно, что недиагональные компоненты
обращаются в нуль при углах , а также при четырех ориентировках, соответ-
ствующих всем возможным комбинациям углов ; .

4. Случай одноосной деформации. Рассмотрим теперь случай одноосной деформа-
ции, определяемый условием

(4.1)

Фактически имеем два случая. Случай E > 0 (сжатие вдоль оси z и растяжение вдоль
осей x, y) и E < 0 (сжатие вдоль осей x и y, растяжение вдоль оси z). Аналогичные два
случая можно рассмотреть и для плоской деформации, при этом второй случай полу-
чается из первого заменой координатных осей.

Для одноосной деформации, формулы (2.46)–(2.50) для компонент тензора напря-
жений, соответствующих пределу текучести, с учетом (3.5) принимают вид

(4.2)

(4.3)

где  – это гидростатическое давление,

Φ = ° °0 , 180
= ° = °1 1φ 90 , φ 270 Φ ≈ ° Φ ≈ °46 , 134

= = = − −,x y z x yE E E E E E

= − − = − − = −2 2
0 1 0 12 sin φ , 2 cos φ ,xx xyM yy xyM zz zzP S P p P S P p P S p

= = = −1 1 1sin 2φ , cos φ , sin φxy xyM yz yzM xz yzMP P P P P P

p

Рис. 2. Линии уровней недиагональных компонент (a)  (b)  (c) .  измеряются в градусах.
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(4.4)

 – это составляющая девиатора диагональных компонент тензора напряжений, не
зависящая от угла ;

(4.5)

 – значение , соответствующее углу , при котором эта абсолютная ве-
личина этой компоненты достигает максимального по  значения;

(4.6)

 – значение компоненты , соответствующее углу ,

(4.7)

 – девиатор компоненты  тензора напряжений;

(4.8)

(4.9)

(4.10)

где  находится из формулы (3.5). Данный случай затруднительно реализовать прак-
тически при произвольной ориентировке монокристалла, но он, по-видимому, играет
важную роль при одноосевой деформации поликристаллического образца со случай-
ной ориентировкой кристаллитов. Из формул (4.4)–(4.10) видно, что коэффициенты

, , , как и компонента девиатора тензора напряжений , зависят только от
угла  между направлением приложения внешней силы и нормалью к плоскости ба-
зиса (0001). Эти зависимости для сжатия (рис. 3,а) и растяжения (рис. 3,b).

5. Осреднение. Осреднение в физических теориях пластичности применяется в при-
ближении Фойгта. В механической теории пластичности этот метод впервые приме-
нен Тейлором и развит Бишопом и Хиллом [7]. Данный подход предполагает, что все
зерна деформируются одинаково, т.е. макроскопический тензор скоростей деформа-
ции  задан и совпадает с микроскопическим. Тогда с использованием критерия те-
кучести (в подходе Тейлора – это закон Шмида с явным учетом работающих систем
скольжения) вычисляется тензор напряжений для каждого зерна и проводится осред-
нение. В данной работе в качестве критерия текучести используется феноменологиче-
ский критерий [4]. При этом кроме тензора скоростей деформации должно быть из-
вестно гидростатическое давление, которое задается независимо и связано с внешни-
ми условиями. Исходя только из компонент тензора  можно определить только
девиатор тензора напряжений.

Зная тензор напряжений для каждой ориентировки , умножим его на
функцию распределения ориентировок [7], где  – плотность распределения
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зерен по различным ориентировкам, затем проинтегрируем по всем возможным ори-
ентировкам и окончательно получим

(5.1)

Здесь  – единичная сфера с центром в начале координат. Одним из очевидных пре-
имуществ такого подхода является возможность рассмотрения различной геометрии
деформации. Ограничимся здесь, как и ранее, случаем свободного растяжения и сжа-
тия при равномерном распределении зерен по ориентировкам, т.е.  и тек-
стура отсутствует. Образец – прямоугольный параллелепипед, ориентированный
вдоль оси Oz, квадратного поперечного сечения. С торцов приложены силы растяже-
ния или сжатия вдоль оси Oz, причем касательные составляющие предполагаем рав-
ными нулю. На боковых сторонах образца напряжения отсутствуют.

(5.2)

Из симметрии задачи следует, что деформация должна быть одноосной и в лаборатор-
ной системе координат имеет вид (4.1). Гидростатическое давление p находится из
условий на свободных поверхностях (5.2). Из определения девиатора тензора напря-
жений (4.3), и гидростатического давления имеем

(5.3)

Из условия (5.2) следует, что

(5.4)

Выражение для девиатора тензора напряжения получается из (4.2)–(4.10), если при-
нять p = 0. При отсутствии текстуры  и соответствующие критические
напряжения растяжения  и сжатия  с учетом (3.20) принимают вид

(5.5)
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Рис. 3. (а) Зависимость , , ,  угла Ф в случае сжатия, (b) Зависимость , , , 

угла Ф в случае растяжения.  измеряется в градусах, S – в МПа.

40

20

0

0 50 100 150
� �

�20

�40

�60

S
40

20

0

0 50 100 150

�20

�40

(a) (b)
S0
SxyM
SyzM
Szz

0S xyMS yzMS zzS 0S xyMS yzMS zzS
Φ



67ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРЕДЕЛА ТЕКУЧЕСТИ МОНОКРИСТАЛЛОВ

(5.6)

Заметим, что случай (5.5) соответствует , а случай (5.6) – . Видно, что кри-
тические напряжения для сжатия и растяжения равны между собой. Полученные рас-
четные значения критических напряжений для сжатия и растяжения примерно в
1.5 раза превышают экспериментальные значения для литого поликристаллического
магния  [12].

6. Заключение. В рамках обобщенного на гексагональные кристаллы критерия теку-
чести Мизеса, решена задача определения напряжения при заданном тензоре скоро-
стей пластической деформации и известном значении приложенного внешнего давле-
ния.

Применен метод осреднения по Фойгту значений предела текучести по различным
ориентировкам гексагональных монокристаллитов, с целью получения оценочных
значений пределов текучести для поликристаллических образцов при одноосной де-
формации, в рамках предложенной модели. Данный подход дает правильный порядок
условного предела текучести и, таким образом, значительно точнее описывает свой-
ства поликристаллического гексагонального материала, в частности магния, чем
классический подход Закса. Тем не менее, вычисленный предел текучести остается
сильно завышенным.

Подробно исследован случай плоской деформации, найдены условия, когда глав-
ные оси тензора напряжений и деформаций совпадают.

Построены диаграммы линий уровня напряжений для начала пластического тече-
ния, рассчитаны компоненты девиатора тензора напряжений.

Работа выполнена в рамках государственного задания по теме “Давление” Г.р.
№ 122021000032-5.
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В статье излагается проблема определения углового положения при спуске на аппа-
рате с малым аэродинамическим качеством. Представлено решение с помощью ме-
тода наименьших квадратов, который сводится к определению кватерниона ориен-
тации с помощью системы линейных алгебраических уравнений. Предлагаемый ме-
тод основан на алгебраических свойствах кватернионов. Для получения измерений
ускорения и угловой скорости используются вибрационно-струнный акселерометр
и волоконно-оптический гироскоп. Данные о скорости и координатах аппарата до-
ступны по показаниям аппаратуры спутниковой навигации.

Ключевые слова: спутниковая навигация, кватернионы, бесплатформенная инерци-
альная навигационная система (БИНС), метод наименьших квадратов
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1. Введение. В настоящее время основным космическим транспортным средством,
осуществляющим спуск с орбиты искусственного спутника Земли, является аппарат с
малым аэродинамическим качеством [1–3]. У таких аппаратов боковая управляющая
аэродинамическая сила составляет ~0.3 от силы продольного сопротивления воздуха.
Характерными особенностями спуска на аппарате данного класса являются большие
перегрузки, низкая точность и высокая надежность. Обеспечение высокой точности
спуска является одной из основных задач системы управления и успешность ее вы-
полнения напрямую зависит от успешности решения навигационной задачи, частью
которой является определение углового положения спускаемого аппарата. Обычно за-
дача определения ориентации космического аппарата (КА) решается с помощью при-
боров первичной информации: звездные датчики [4], приборы ориентации по Земле,
приборы ориентации по Солнцу. По ним ориентация определяется непосредственно.
Тем не менее, во время высокодинамичного процесса спуска использование оптико-
электронных приборов невозможно в силу их уязвимости к помехам, создаваемым на-
бегающим потоком. Таким образом, задача определения ориентации сводится к ее
вычислению по показаниям аппаратуры спутниковой навигации (АСН) [5] и инерци-
альных измерительных приборов (ИИП): акселерометров [6] и волоконно-оптиче-
ских гироскопов (ВОГ) [7].

Один из основных вопросов при решении навигационных задач – какой математи-
ческий аппарат использовать для параметризации углового движения [8]? Как прави-

УДК 531.3:681.5.01
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ло, это матрицы или кватернионы. Оба подхода имеют свои преимущества и недостат-
ки. В процессе навигации кватернионы или матрицы используются в двух основных
операциях: перепроектирование, то есть перевод вектора из одной системы координат
в другую, и интегрирование кинематического уравнения, которое показывает как мат-
рица или кватернион перехода изменяется со временем. Матрицу перехода можно па-
раметризовать самолетными углами: крен, тангаж, рыскание. При этом кинематиче-
ские уравнения для углов нелинейны и могут вырождаться. Непосредственное инте-
грирование кинематического уравнения для матрицы перехода не содержит эту
проблему, однако возникает вопрос об отслеживании ортонормированности матри-
цы. Кватернионное кинематическое уравнение является линейным и не вырождается,
но при этом необходимо следить за нормой. В вопросах выставки и коррекции БИНС
предпочтительно использовать те параметры, на которые не накладываются условия
нормировки, а также уравнение перепроектирования которых линейно. Несмотря на
то, что перепроектирование с помощью кватернионов этим условиям не удовлетворя-
ет, возникающих осложнений можно избежать. В данной работе показано как это
можно сделать с помощью алгебраических свойств кватернионов. Как альтернатива,
существует описание задачи об определении ориентации аппарата на спуске с исполь-
зованием матрицы перехода [9]. Однако, оставлен без внимания вопрос: как избежать
осложнений, возникающих из-за условий нормировки, налагаемых на компоненты
матрицы?

Общая навигационная задача ставится следующим образом: определить все состав-
ляющие вектора состояния (ВС) – координаты, скорость, кватернион ориентации – в
данный момент времени. Традиционно эта задача решается численным решением си-
стемы дифференциальных уравнений, а также использованием специальных систем
уравнений – фильтров [10]. Они возникли на стыке теории управления и теории веро-
ятностей и впервые описаны в статьях Р. Калмана в 1960 годах. Термин “фильтр” обо-
значает систему дифференциальных или разностных уравнений для ВС, в которую
входит информация от внешних измерителей о какой-либо части ВС. В данном случае
ВС содержит вектор координат, вектор скорости и кватернион ориентации. Внешней
информацией служит скорость АСН. Использование фильтров в случае системы не-
линейных дифференциальных уравнений затруднено, поскольку изначально они
предназначались для линейных систем. Для нелинейных систем возникает необходи-
мость применения дополнительных итерационных методов, позволяющих искать ми-
нимум квадратичного критерия, например метод градиентного спуска. Более того,
фильтрация подразумевает точное знание параметров шума измерителей и наблюдае-
мой системы, что трудно осуществить на практике. Поэтому в данной работе рассмат-
ривается наиболее классический метод наименьших квадратов (МНК), применение
которого не требует знания свойств погрешности приборов. При этом воздействие си-
стематических составляющих должно быть минимальным, либо учитываться отдель-
но. Одна из причин, по которой был выбран именно МНК, заключается в следующем
принципе решения практических вопросов управления/навигации: необходимо све-
сти задачу к наиболее изученной математической форме, имеющей единственное ре-
шение. Такой математической формой является система линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ). Практика показывает, что если МНК применим, то он сводится
именно к СЛАУ, что продемонстрировано в данной работе.

2. Постановка задачи. Система дифференциальных уравнений (СДУ) БИНС выгля-
дит следующим образом

=r v

( )= +      K R R Kv g r a

= 1
2

R R ω
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Здесь  – негравитационное ускорение и угловая скорость, измеренные акселе-
рометром и ВОГ. Основная часть ВС  – координаты скорость в замороженной
гринвичской системе координат (ЗГСК) и кватернион перехода из ЗГСК в связанную
с аппаратом систему координат (ССК). Вспомогательная часть ВС  – интеграл не-
гравитационного ускорения в ЗГСК. Используемые обозначения: кватернионное
умножение , сопряженный кватернион , скалярное и векторное произведение (,),
[,]. Понятие “негравитационное ускорение” используется вместо традиционного “ка-
жущееся ускорение” для того, чтобы подчеркнуть суть измерений акселерометра.

Для того, чтобы обосновать наличие кватерниона K, фигурирующего в СДУ БИНС,
необходимо воспользоваться следующим свойством. Решение уравнения:

с начальным условием , отличается от решения того же уравнения с начальным
условием  умножением на кватернион  слева. Можно убедиться непосред-
ственной подстановкой

В связи с этим корректирующий кватернион K считается постоянным и в вектор
состояния не входит в данной постановке. Полная информация об ориентации аппа-
рата содержится в произведении  после того, как найден K. Более того, точность
начальной ориентации  не влияет на конечный результат, если удается найти ква-
тернион K. Вектор гравитации g(r) моделируется с учетом второй зональной гармони-
ки разложения гравитационного потенциала по сферическим функциям. В качестве
инерциальной системы координат, в которой интегрируется СДУ БИНС, использует-
ся ЗГСК.

Решение системы дифференциальных уравнений БИНС численным методом, на-
пример Рунге-Кутты четвертого порядка, позволяет осуществить основную навигаци-
онную задачу – определение ВС в данный момент времени. Задание начальных усло-
вий интегрирования, то есть  в начальный момент времени – это задача вы-
ставки БИНС. Поскольку численное интегрирование, а также показания приборов не
являются идеально точными, со временем ВС становится известен с некоторой по-
грешностью . Задача коррекции заключается в устранении этой погрешно-
сти. Показания АСН с высокой точностью определяют непосредственно координаты
и скорость, что по сути является коррекцией и выставкой r, v. Кватернион ориентации
R по показаниям АСН определяется с низкой точностью и только при определенном
наведении антенн на навигационные спутники, а это невозможно гарантировать во
время спуска. Например, в [9] указано, что точность ориентации после накопления
измерений в течение 5 минут составляет 2 градуса, согласно моделированию и летным
испытаниям аппаратуры АСН-К. Поэтому в СДУ БИНС вводится корректирующий
кватернион K, который необходимо определить косвенно.
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3. Решение навигационной задачи с помощью МНК. Вариационные методы в класси-
ческой механике насчитывают многолетнюю историю. Их характерной чертой явля-
ется математическое выражение практической задачи в виде функционала – функции
расхождения измеряемых и модельных переменных. В рассматриваемой задаче неза-
висимой переменной в функционале должен быть кватернион ориентации. Тогда пер-
вый шаг на пути решения – составление функционала, который подлежит минимиза-
ции. Для этого уравнение для скорости СДУ БИНС интегрируется между получением
данных АСН:

Для интегрирования гравитационного ускорения по времени используется линейная
интерполяция для концов интервала , поскольку только в эти моменты с высо-
кой точностью известны :

Данный подход к вычислению интеграла гравитационного ускорения ограничивает
применимость в том смысле, что точность ухудшается по мере увеличения интервала

. Интеграл скорости:

Интеграл негравитационного ускорения можно рассчитать по соответствующей пере-
менной ВС:

Таким образом, если совершить замену:

можно прийти к формуле, в которой неизвестен только кватернион K:

В [8, 11] указан способ определения кватерниона перехода по двум неколлинеар-
ным векторам, заданным в своих базисах. Основная проблема данного подхода заклю-
чается в том, что на протяжении небольшого промежутка времени векторы  и  не
меняют направления. Это наталкивает на использование не двух векторов, а всех на-
копившихся в полете. Тогда формально составленный функционал для  измерений
выглядит следующим образом:
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Здесь новая независимая переменная  – множитель Лагранжа. Он необходим, по-
скольку среди четырех компонент кватерниона  независимых только три в
силу условия нормировки:

То есть возникает задача поиска условного экстремума. Ее решение в режиме ре-
ального времени не представляется возможным, поскольку она сводится к нелиней-
ной системе из 5 алгебраических уравнений. Для того чтобы избавиться от уравнения
связи и от нелинейности выражение

умножается справа на , а также делится на . В результате:

, 

Поскольку требуется, чтобы все

необходимо минимизировать сумму соотношений:

Второй шаг на пути решения: поиск стационарной точки функционала F. Посколь-
ку F является скалярной функцией векторного аргумента, для дальнейшего понадо-
бятся некоторые мнемонические формулы

Здесь a, b – некоторые постоянные векторы. Итак, произведение сопряженных ква-
тернионов:

И производные отдельных компонент:

После упрощений:
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Здесь E – единичная матрица. Итоговое условие стационарности точки e у функции
 сводится к СЛAУ:

Определив из этой системы вектор , можно вычислить кватернион  по формуле:

,
В случае, если СЛАУ не имеет решения, то есть ее определитель равен 0, можно

принять  и , то есть коррекция отсутствует. Для того, чтобы стационарная
точка была минимумом необходимо, чтобы вторая производная:

была положительно определенной матрицей. Для доказательства можно проверить
свойство соответствующей квадратичной формы:

для любых . Аналогично для всей суммы. В связи с этим, единственная стацио-
нарная точка F – это минимум.

В доказательство того, что приведенный алгоритм согласуется с уже существующей
теорией, можно проверить соответствие с формулой определения кватерниона ориен-
тации по двум векторам [8, 11]:

для случая N = 2. Рассмотрение производных отдельных членов суммы до раскрытия:

с подстановкой , убеждает в том, что формулы взаимно однозначны. Для i = 1, 2:

в силу того, что:

( )F e

( ) [ ]
=

= − − + + + + =
1

(( 4 4 2 , ) 4 , ) 0
N

T T
i i i i i i i i i i

i

dF E
d

p u u p u p u p e u p
e

( ) [ ]
= =

 
− − + + + = 

 
 

1 1
2 2 , 2 ,

N N
T T

i i i i i i i i i i
i i

Ep u u p u p u p e p u

e K

( )( )−= + 0.5
0 1 ,k e e = 0kk e

=0 1k = 0k

( ) ( )
=

= − − + + +
1

( 2 2 , )
N

T T
i i i i i i i i

i

d dF E
d d

p u u p u p u p
e e

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

− − + + + =

= − − − + + + + + =

= − − + + + + ≥2 2

( 2 2 , )

( , )

, , , , 0

T T T
i i i i i i i i

T TT
i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i

E

E

e p u u p u p u p e

e p u p u p u p u u p u p e

e p u e p u e e u p u p

,i iu p

[ ]
( )

− −
=

− +
1 1 2 2

1 1 2 2

,
,

u p u p
e

u p u p

( ) ( ) [ ] [ ][ ]= − − + − + + + +
( ) 2 2 , 2 , ,Ti i

i i i i i i i i i i i i
d Q Q

d
p u p u e u p u p u p e u p

e
e

( ) [ ]
( )

− −
− =

− +
1 1 2 2

1 1 2 2

,
0

,
T

i i
u p u p

p u
u p u p

[ ] [ ][ ] [ ][ ]− + + + + = − + + + =, , , , ,i i i i i i i i i i i i i iu p u p u p e u p u p u p e u p

[ ]
( )

− −   
− + + + =   − +   

1 1 2 2

1 1 2 2

,
, ,

,i i i i i i
u p u p

u p u p u p
u p u p

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

 + − + −
− + − − − + = − + − + 

2 2 1 1
1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

, ,
, 0

, ,
i i i i

i i i i
u p u p u p u p

u p u p u p u p
u p u p u p u p

( ) ( ) ( )+ − = − =, , , 0i i i i i i i iu p u p u u p p



74 КОРОЛЕВ

Таким образом

4. Анализ результатов. Приводимый алгоритм определения углового положения КА
имеет ряд преимуществ и недостатков по сравнению с аналогичными методами. Ос-
новное преимущество – независимость от свойств шумов приборов и входных воздей-
ствий. В противоположность фильтру Калмана, в котором ковариационные матрицы
используются для интегрирования дифференциального уравнения матрицы ошибок.
Более того, размер матрицы ошибок в задаче с ВС , состоящим из 10 компонент
– 10х10, ее интегрирование в реальном времени может потребовать значительных вы-
числительных затрат. Еще одно преимущество данного метода – четкий критерий
корректности выполнения, а именно определитель СЛАУ не равен 0. Также использо-
вание МНК в данном случае позволяет хранить сумму измерений, а не каждое измере-
ние в отдельности, и модифицировать ее при поступлении новых данных.

Недостаток метода коротко можно обозначить так: МНК находит среднее значение
K. Это означает, что если ошибка определения кватерниона ориентации  меняет-
ся со временем, то МНК позволит устранить не текущую ошибку, а именно среднюю

 за некоторый временной интервал сбора данных T. Например, при длительной
работе алгоритма  медленно меняется в связи с ошибками численного метода ре-
шения СДУ БИНС, а также из-за погрешности измерений . Также может возник-
нуть сильное кратковременное изменение  из-за выхода ВОГ за линейный диа-
пазон измерений и в этом случает ошибка также не может быть полностью устранена.
Поэтому МНК не является легко применимым автономным методом, для его дли-
тельного использования требуются дополнительные настройки типа обнуления дан-
ных или весовых коэффициентов для отдельных членов суммы. Еще одно свойство
метода заключается в том, что для его стабильной работы требуется наличие значи-
тельного негравитационного ускорения, хотя это характерно для всех методов коррек-
ции подобного рода.

На практике решаются совершенно аналогичные задачи определения ориентации по
измерениям блока определения координат звезд (БОКЗ) на орбите. В противополож-
ность полученному методу, демонстрирующему быстродействие, методы представлен-
ные в [4] используют глубокий анализ данных звездных датчиков, гироскопических из-
мерителей угловых скоростей и показаний АСН. При этом для оценки кватерниона
ориентации в различных постановках используются МНК, метод множителей Лагран-
жа, дискретное преобразование Фурье. Зачастую минимизация полученного функцио-
нала требует использования итерационного метода Гаусса–Ньютона. Основным не-
достатком подробного анализа большого объема измерений являются значительные
вычислительные затраты, хотя результатом является высокая точность ориентации.
Еще одна практическая задача об ускоренном построении орбитальной ориентации
по показаниям измерителей угловой скорости и априорном знании об ориентации ра-
кеты-носителя при разделении представлена в [12]. При этом на борту совершается
интегрирование назад кинематических и динамических уравнений углового движе-
ния, и общее затрачиваемое время на построение ориентации составляет примерно
600 с. Дополнительно результат работы алгоритма можно сравнивать с показаниями
прибора ориентации по Земле. Использовать подобные операции во время быстро-
протекающего процесса спуска длительностью порядка 700 с не представляется воз-
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можным, а использование датчиков ориентации по Земле и других оптико-электрон-
ных приборов невозможно в силу помех, создаваемых воздушным потоком.

5. Заключение. В работе представлено решение проблемы определения ориентации
КА на спуске с помощью МНК. Задача характеризуется высокими требованиями к
быстродействию. Хотя для навигационного обеспечения обычно используются тради-
ционные алгоритмы динамической фильтрации, заявленный метод позволил прийти
к математически законченной формуле для кватерниона ориентации. Несмотря на то,
что исходная СДУ БИНС имеет 10 уравнений и является нелинейной, использование
МНК сводит задачу определения ориентации к СЛАУ порядка 3. Это удовлетвори-
тельный результат, поскольку решение физической задачи с помощью хорошо изу-
ченных математических алгоритмов является важным для систем реального времени.
Привести задачу к данной форме позволили исключительные алгебраические свой-
ства кватернионов.
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Представлено кватернионное решение динамической задачи оптимального разво-
рота твердого тела (например, космического аппарата) из известного начального в
заданное конечное угловое положение. Оптимизация программы управления про-
водится с использованием комбинированного показателя, сочетающего квадратич-
ный критерий качества и время разворота, минимизируемый функционал объеди-
няет в заданной пропорции энергетические затраты и длительность маневра. На ос-
нове принципа максимума и кватернионных моделей и методов исследования
управляемого движения твердого тела (космического аппарата) получено решение
поставленной задачи. Построение оптимального вращения основано на дифферен-
циальном уравнении, связывающем кинетический момент и кватернион ориента-
ции твердого тела. В аналитической форме записаны условия оптимальности и изу-
чены свойства оптимального движения. Представлены аналитические уравнения и
расчетные формулы для нахождения оптимального управления. Закон управления
сформулирован в виде явной зависимости управляющих переменных от фазовых ко-
ординат. Даны ключевые соотношения, определяющие оптимальные значения па-
раметров алгоритма управления кинетическим моментом. В случае динамически
симметричного тела дается полное решение задачи разворота в замкнутой форме:
получены аналитические зависимости как явные функции времени для управляю-
щих переменных и соотношения для расчета параметров закона управления. Приво-
дятся численный пример и результаты математического моделирования вращения
космического аппарата как твердого тела при оптимальном управлении, демонстри-
рующие практическую реализуемость предложенного метода управления.

Ключевые слова: кватернион, кинетический момент, управляющая функция, опти-
мальность, комбинированный критерий качества, принцип максимума, закон
управления, краевая задача
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Введение. Решается задача перевода твердого тела (в частности, космического аппа-
рата (КА)) из исходного углового положения в положение заданной ориентации.
Главное отличие рассматриваемой задачи и предлагаемого решения состоит в опти-
мизации на основе нового критерия качества. Построение оптимальной программы
разворота основывается на кватернионных моделях и принципе максимума.
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Управляемые вращения твердого тела и соответствующие оптимизационные задачи
исследовались неоднократно [1–28]. Большое количество работ соответствуют враще-
нию вокруг неподвижной оси [1–8]; при этом принципы оптимизации и алгоритмы
управления различны (в том числе на базе нечеткой логики [2], обратных задач дина-
мики [3] или с помощью прогнозирующих моделей [4]). Проблема разработки высо-
коэффективных алгоритмов управления ориентацией КА остается актуальной и сего-
дня. Большой практический интерес представляют аналитические решения задачи
оптимального разворота в замкнутой форме, поскольку они дают готовые законы про-
граммного управления и изменения оптимальной траектории движения КА, которые
могут непосредственно применяться на борту КА. Для плоских вращений КА вокруг
одной из главных центральных осей инерции и пространственного вращения сфери-
чески-симметричного тела оптимальные управления угловым движением изучены до-
статочно подробно [1, 5, 6, 9]. Также известны решения для осесимметричных КА
[10–13], задачи оптимального по времени разворота [1, 7, 11–18], и кинематические
задачи разворота в различных постановках [18–22]. В работе [19] минимизировался
модуль кинетического момента во время разворота, что крайне важно при использо-
вании инерционных исполнительных органов, которые в настоящее время широко
применяют для управления КА [23–25]. В [20, 21] рассматриваются задачи построения
с помощью принципа максимума оптимальных законов изменения вектора кинетиче-
ского момента твердого тела для разворота за фиксированное время [20] (с минимиза-
цией интегрального квадратичного функционала качества с подынтегральным выра-
жением, являющимся взвешенной суммой квадратов проекций вектора кинетического
момента) или разворота динамически симметричного тела, используя комбинирован-
ные функционалы качества, один из которых объединяет в заданной пропорции вре-
мя и интеграл от квадрата модуля вектора кинетического момента, а другой – расход
времени и импульса модуля вектора кинетического момента на разворот твердого тела
[21]. Причем в обеих работах управлением считается вектор кинетического момента
твердого тела [20, 21].

Для КА с произвольным соотношением моментов инерции и произвольными на-
чальным и конечным угловыми положениями аналитического решения задачи про-
странственной переориентации не найдено; рассматривались только специфические
случаи решения задачи разворота (например, [1, 6]). Ниже приводится кватернионное
решение задачи управления угловым движением КА, когда фазовыми переменными
являются кватернион ориентации связанной системы координат относительно инер-
циального базиса и кинетический момент КА (как твердого тела), а оптимизация вы-
полнена на основе комбинированного показателя качества, который объединяет в за-
данной пропорции энергетические затраты на переориентацию КА и время разворота;
фактор времени позволяет ограничить длительность маневра, а наличие интеграла от
квадратичной свертки по силовым моментам ограничивает максимальный управляю-
щий момент в процессе разворота. Вопросы экономичности при управлении движе-
нием КА остаются до сих пор актуальными, из-за чего решаемая ниже задача управле-
ния является практически важной. В отличие от упомянутых исследований [20, 21], в
статье решается динамическая задача оптимального разворота, когда управлением яв-
ляется силовой момент, действующий на корпус КА. Представленное решение отли-
чается от ранее известных.

1. Уравнения углового движения и постановка задачи управления. Движение КА (как
твердого тела) относительно центра масс описывается известным уравнением [1, 5]:

(1.1)
где L – кинетический момент твердого тела (КА), I – тензор инерции твердого тела,
М – главный момент сил М (символ × означает векторное произведение векторов).
Управление движением КА относительно центра масс производится за счет измене-

−+ × = 1( )IL L L M
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ния силового момента М. Особенностью управления во время космического полета
является малость возмущающих моментов, вызванных сопротивлением среды и взаи-
модействием КА с внешними полями.

Пространственное движение КА вокруг центра масс будем описывать с помощью
кватернионов (параметров Родрига–Гамильтона). Ориентацию связанного базиса от-
носительно опорного базиса зададим кватернионом Λ (для удобства кватернион Λ
считается нормированным ||Λ|| = 1) [1]. Опорный базис полагаем инерциальным. Ки-
нематическое уравнение, связывающее кинетический момент L и кватернион ориен-
тации Λ твердого тела, имеет вид [1]:

(1.2)
где символ “ ” – знак умножения кватернионов [1, с. 11–20] (под кватернионным
умножением на вектор понимается умножение на кватернион с нулевой скалярной
частью).

Задачи, когда разворот выполняется из состояния покоя в состояние покоя, встре-
чаются достаточно часто и имеют практическое значение. Выпишем краевые условия
задачи оптимального управления для динамической системы (1.1), (1.2):

(1.3)

(1.4)

где Т – время окончания поворотного маневра. Кватернионы Λin и Λf, отражающие
ориентацию связанных с КА осей в начальный и конечный моменты времени, имеют
произвольные наперед заданные значения, удовлетворяющие условию ||Λin|| = ||Λf|| = 1
(предполагается, что Λf ≠ Λin).

Полагаем, что управление угловым положением КА осуществляется относительно
главных центральных осей инерции КА (т.е. оси связанного базиса параллельны глав-
ным центральным осям инерции КА). Эффективность управления оценивается инте-
гральной величиной

(1.5)

где k0 > 0 – постоянный положительный коэффициент (k0 ≠ 0); Мi – проекции глав-
ного момента сил М на главные центральные оси эллипсоида инерции КА; Ji – глав-
ные центральные моменты инерции КА. Сформулируем задачу оптимального управ-
ления следующим образом: требуется перевести твердое тело (КА) из состояния (1.3) в
состояние (1.4) в соответствии с уравнениями (1.1), (1.2) с минимальным значением
показателя (1.5). Время Т не фиксировано. Решение М(t) ищем в классе кусочно-не-
прерывных функций времени.

Принятый критерий качества позволяет найти программу вращения (переориента-
ции) с минимальными затратами управляющих ресурсов и времени. Сформулирован-
ная задача управления отличается от решаемых ранее задач видом функционала (1.5),
при котором управляющие переменные не могут быть неограниченно большими (да-
же в отсутствие ограничений на управление). Фактор времени, присутствующий в
критерии оптимальности (1.5), ограничивает длительность Т оптимального разворота
некоторым конечным значением Тopt (коэффициент k0 ≠ 0). И еще одна особенность –
поскольку время Т не фиксировано, то требуемый поворотный маневр реализуется
при любых условиях разворота Λin, Λf и заданных значениях J1, J2, J3, k0. Задача опти-
мального изменения кинетического момента во время разворота КА, когда качество
программы управления определяется характеристикой (1.5), достаточно актуальна
(подынтегральное выражение в (1.5) отражает энергию управляющих ускорений, а ко-
эффициент k0 определяет максимальный управляющий момент в ходе разворота).

−Λ = Λ  12 ( )I L


( )Λ = Λ =Lin, (0)0 0

( )Λ = Λ =Lf , ( 0)T T

= + + + 2 2 2
1 1 2 2 3

0
03( / / / )

T

G М J М J М J t kd T
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2. Применение принципа максимума Л.С. Понтрягина. Рассматриваемая задача опти-
мального управления (1.1)–(1.5) есть задача динамического оптимального разворота
твердого тела [1], в которой L и Λ – фазовые переменные, а управляющими функция-
ми являются моменты Мi ( ). Поставленную задачу решаем на основе необходи-
мых условий оптимальности в форме принципа максимума Л.С. Понтрягина [29].

2.1. Функция Гамильтона и сопряженная система уравнений. Введем сопряженные
переменные , соответствующие проекциям кинетического момента на оси связан-
ного базиса Li. Критерий оптимальности (1.5) не содержит позиционных координат
(элементов кватерниона ориентации Λ), поэтому вместо сопряженных переменных
ψj, которые соответствуют компонентам λj кватерниона Λ (j = ), используем следу-

ющие переменные ri, i =  [26]:

Впервые такую замену переменных предложили В.Н. Бранец, И.П. Шмыглевский и
М.Б. Черток, Ю.В. Казначеев [1, 11]; позднее аналогичный прием использовали мно-
гие авторы [9, 10, 13, 18–24], в том числе при решении задач оптимального разворота
твердого тела в постановках (1.1)–(1.4), но с другими функционалами оптимизации –
чистые быстродействие и минимум энергозатрат (в частности, когда они содержат мо-
дуль вектора управляющего момента) [11, 27]. Оптимальные функции ri, как компо-
ненты вектора r, и вектор r удовлетворяют уравнениям [26]:

(2.1)

Запишем функцию Гамильтона для задачи оптимального управления (1.1)–(1.5) [26]:

Согласно принципу максимума уравнения для сопряженных функций ϕi имеют вид
[29]:

В результате получим следующую сопряженную систему уравнений:

(2.2)

Вектор r является постоянным относительно инерциального базиса и |r∣= const ≠ 0.
Решение r(t) системы (2.1) зависит от начальной Λin и конечной Λf ориентаций КА.
Оптимальная функция r(t) определяется кватернионом Λ(t) [1, 26]:

(составляющие вектора cE – проекции вектора r на оси инерциального базиса);  –
кватернион, сопряженный кватерниону Λ [1, с. 11–20]. Считается, что r(0) ≠ 0 (в про-
тивном случае r1 = r2 = r3 ≡ 0 и дальнейшее решение задачи теряет смысл). Направле-
ние вектора cE зависит от начального и конечного положений КА. Для того, чтобы КА
имел требуемую ориентацию на правом конце Λ(T) = Λf, необходимо определить век-
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тор cE (или значение вектора r в начальный момент времени) исходя из получающихся
при этом решений системы (1.2).

2.2. Условия максимума гамильтониана и структура оптимального управления. Га-
мильтониан Н – квадратичная функция вектора управления М, и ее максимум опре-
деляется необходимыми условиями экстремума , которым удовлетворяют
значения

(2.3)
Замкнутая система уравнений (1.1), (1.2), (2.1)–(2.3) определяет оптимальное реше-

ние. Задача построения оптимальной программы управления сводится к решению си-
стемы уравнений углового движения КА (1.1), (1.2), сопряженных уравнений (2.2) и
уравнений (2.1) при условии, что управляющие функции Mi вычисляются в соответ-
ствии с (2.3) (системой уравнений (2.1)–(2.3) формализуются необходимые условия
оптимальности для исходной задачи оптимального управления (1.1)–(1.5)).

Обозначим r0 = |r(t)∣, Lm = |L∣. С учетом условия L(0) = L(Т) = 0 система уравнений
(1.1), (2.1)–(2.3) имеет единственное решение, которое удовлетворяет соотношениям:

(2.4)

(2.5)
где ρ = const > 0 – скалярная величина (факт соответствия (2.5) уравнениям (2.1) легко
проверить, подставив равенства (2.5) в уравнения движения (1.1) с учетом (2.3) и (2.4)).

Значение r(0) таково, чтобы в результате интегрирования уравнений (1.1), (1.2),
(2.1)–(2.3) с начальными условиями Λ(0) = Λin для траектории вращения Λ(t ) выпол-
нялось равенство Λ(Т) = Λf. Если рассматривать нормированный вектор р = r/|r∣, то
краевая задача принципа максимума заключается в определении значения вектора
р0 = р(0) и положительной величины r0, при которых решение системы дифференци-
альных уравнений (1.1), (1.2), (2.1), (2.2), (2.4) с одновременным выполнением (2.3)
удовлетворяло условиям разворота (1.3), (1.4) (с учетом соотношений ri = r0pi). В опти-
мальном решении сопряженные переменные ϕi подчиняются уравнениям (2.4), и оп-
тимальный управляющий момент М имеет значение

(2.6)
Как видно из (2.1), (2.6), при оптимальном управлении силовой момент М действу-

ет вдоль прямой, неподвижной в инерциальной системе координат. Поэтому при ну-
левом начальном и конечном кинетическом моментах решение системы (1.1), (2.1)–
(2.3) описывает движение, при котором кинетический момент КА L имеет постоянное
направление в инерциальной системе координат, причем это решение единственное
(так как L(0) = L(T) = 0).

Истинность решения (2.4), (2.5) для системы дифференциальных уравнений (1.1),
(2.1)–(2.3) подтверждается последовательной подстановкой зависимостей (2.4) в урав-
нения (2.2) с учетом соотношений (2.1), (2.5) для всех i = 1, 2, 3 (равенства (2.5) непосред-
ственно следуют из системы (1.1), (2.1), (2.6)). Если обозначить ϕ – вектор, компонентами
которого являются сопряженные функции ϕi, то система (2.2) принимает вид

(2.7)
Подставим значения ϕ и L, рассчитанные в соответствии с найденным решением

(2.4), (2.5), в уравнение (2.7). Вычисление левой части (2.7) с учетом (2.1), (2.4) дает
следующее:
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Подстановка (2.4), (2.5) в правую часть уравнения (2.7) дает следующий результат:

В итоге убедились, что соотношения (2.4), (2.5) превращают уравнение (2.7) в тож-
дество. Следовательно, зависимости (2.4), (2.5) есть решение системы уравнений (1.1),
(2.1)–(2.3).

2.3. Свойства оптимального управления. Поскольку вращение с минимальным зна-
чением (1.5) одновременно удовлетворяет уравнениям (2.1) и (2.5), то оптимальное из-
менение кинетического момента описывается следующим дифференциальным урав-
нением:

Для исследования свойств оптимального решения M(t) введем скалярную функцию
m(t), равную скалярному произведению векторов М и р. Тогда М = m(t)р. В начальный
момент времени t = 0 модуль |M(0)∣ = m0 = r0ρ/2. Значение константы ρ = Т/2 = 2m0/r0.
Следовательно, m(t) = m0 – r0t/2 = m0(1 – 2t/Т). Перепишем закономерность (2.6) в
следующем виде

(2.8)

Управление (2.8) динамической системой (1.1), (1.2), когда модуль момента М из-
меняется как кусочно-линейная функция времени, удовлетворяет необходимым усло-
виям оптимальности для критерия (1.5) (направление момента М параллельно пря-
мой, неподвижной относительно инерциального базиса). Так как разворот выполня-
ется из состояния покоя в состояние покоя, то такое управление кинетическим
моментом всегда можно осуществить (замкнутая система (1.1), (2.1)–(2.3) имеет реше-
ние при любых значениях Λin и Λf).

Изучим свойства функции Lm(t). Подстановка (2.5) в (1.1) с учетом (2.1) дает M =
= . После сравнения с соотношениями (2.8) заключаем, что  = m(t) = m0 – r0t/2.
Из (2.3) получим ϕ =2I–1М = I–1 p, что совпадает с (2.4), если (ρ – t)r0 =  и  =
= –r0/2. На концах траектории вращения (в точках t = 0 и t = T) имеем Lm(0) = Lm(T) = 0
(поскольку по условиям разворота L(0) = L(T) = 0). В точке t = T/2 кинетический мо-
мент максимален и M(T/2) = 0. Скалярная функция Lm(t) в оптимальном решении
имеет вид: Lm(t) = m0t(1 – t/Т), а время разворота и максимальный модуль силового
момента связаны соотношением m0 = r0Т/4. Оптимальный закон изменения кинети-
ческого момента выглядит следующим образом:

(2.9)

Оптимальные функции Li(t), ϕi(t), ri(t) соответствуют требованиям (2.4), (2.5), в ко-
торых переменные ri (t) являются решением системы (2.1). Оптимальные управления
определяются выражениями (2.8). Оптимальным (в смысле минимума функционала
(1.5)) является вращение, при котором направление кинетического момента КА оста-
ется неизменным относительно инерциальной системы координат (векторы М и L па-
раллельны на всем интервале управления). Управление (2.6) оптимально, потому что
оно – единственное решение системы уравнений (1.1), (2.1)–(2.3), которая отражает
необходимые условия оптимальности.

Еще одним основным свойством оптимального разворота КА является постоянство со-
отношения кинетической энергии вращения Е к квадрату модуля кинетического момента
КА во все время движения (на всем отрезке времени [0, T ] ). Докажем сделанное утвержде-
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ние. Найдем Е =  и E/|L2| =  =
= const (напомним, r0 = |r(t)∣ = const). Нетрудно показать, что у оптимального враще-
ния, которое подчиняется уравнениям (2.1), (2.5), наблюдается закономерность

. Для проверки этого утверждения достаточно продиф-
ференцировать по времени левую часть указанного равенства с учетом зависимостей
(2.1), (2.5) и убедиться, что полученная производная равна нулю после подстановки 
по формулам (2.1) и затем Li по выражениям (2.5).

Обозначим Lmax – максимальное значение функции Lm(t). При оптимальном изме-
нении кинетического момента L(t) вращение имеет свойство симметрии и характери-
зуется следующими закономерностями:

Максимальный управляющий момент m0 = |M(0)| = |M(T)|. Свойство оптимального
решения m(T) = –m(0) следует из структуры функции Lm(t), а именно

2.4. Подтверждение единственности оптимального решения. Пусть q – орт, парал-
лельный моменту М, причем в начальный момент времени t = 0 направления векторов
М и q совпадают. Тогда ϕ = fI–1q, где f – скалярная функция, у которой f(0) > 0.
В окрестности точки t = 0 имеем М  L и L = χq, где χ – скалярная величина. Подста-
вим ϕ = fI–1 q в уравнения М = Iϕ/2 и (1.1) с учетом условия L = χq и соотношений
(2.1). Получим следующее уравнение

(2.10)

Сумма  ортогональна орту q или равна нулю (всегда q ⋅  = 0, так
как |q| = 1); символ ⋅ означает скалярное произведение векторов. Уравнение (2.10) бу-

дет выполнено в единственном случае, если  и . Теперь подста-
вим равенства ϕ = f (t)I–1q и L = χq в правую и левую части уравнения (2.7). Рассмот-
рим левую часть (2.7)

(уравнения (1.1), (2.2) должны выполняться одновременно, поэтому свойство  × q
взято из (2.10)). Теперь найдем правую часть уравнения (2.7)

Приравняв левую и правую части уравнения (2.7) получаем q = –r, из чего заклю-
чаем:  = –r0 и q ≡ р = r/r0 (так как  f (0) > 0, а f (T ) < 0, и потому  < 0). Учитывая, что
ω = I–1L есть угловая скорость, приходим к следующему выводу: если существует мо-
мент времени t, когда угловая скорость ω и вектор сопряженных переменных ϕ парал-
лельны, то они параллельны на всем интервале управления 0 < t < T. По условиям за-
дачи управления L(0) = 0 и L(T) = 0, из-за чего векторы ϕ и ω параллельны как мини-
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мум два раза – в самом начале разворота и в самом конце разворота (ω = htϕ при t → 0,
и ω = –h (Т – t) ϕ при t → T). Поэтому заключаем, что при оптимальном управлении
на всем отрезке времени t ∈ [0, T] имеет место свойство L  r. Следовательно, опти-
мальное вращение обязательно удовлетворяет соотношениям (2.4), (2.5).

Доказано, что зависимости (2.4), (2.5) – единственное решение системы уравнений
(1.1), (2.1)–(2.3) при условии L(0) = 0, L(T) = 0. В момент времени t = T/2 силовой мо-
мент М обнуляется M(T/2) = 0, а кинетический момент КА принимает максимальное
значение.

3. Нахождение основных констант оптимального управления. Поскольку гамильтони-
ан Н не зависит от времени в явном виде и время окончания маневра T не фиксирова-
но, то на оптимальной траектории Н = const = 0 [30]. Поэтому

На основании необходимого условия оптимальности Н = 0 найдем время разворо-
та, максимальную величину управляющего момента и максимальный кинетический
момент. Из структуры гамильтониана условие H(T) = 0 принимает вид

(так как в конечный момент времени t = T кинетический момент L(T) = 0). Учитывая

(2.4), (2.6), получим уравнение: C 2 (ρ – T )2/4 – k0 = 0, из которого C 2 T 2 = 16k0 и

m0 = , где , рi0 = рi(0) (так как время разворота Т =
= 4m0/r0, и ρ = 2m0/r0).

Если Lm = 0, то гамильтониан равен H = C2 – k0 = 0.
Если t = T/2, то m(t) = |M| = 0 и H(T/2) = r0LmaxC2 – k0 = 0, откуда Lmax = k0/(r0C2).

Значение r0 для оптимального решения равно r0 =  и связано с макси-
мальным управляющим моментом m0 и временем разворота T зависимостью r0 =
= 4m0/T. Максимальный модуль кинетического момента определяется параметром m0.
Длительность оптимального разворота T зависит от максимального управляющего
момента m0 и значения интеграла

(3.1)

и составляет , или , где S – функционал пути [22]:

Соответственно, , , так как Lmax = m0T/4 =

=  (напомним, что m0 = ). Максимальная энергия вращения Emax =

=  = .
Значения F и S не зависят от характера изменения модуля |L(t)∣ и определяются ис-

ключительно кватернионом разворота  и моментами инерции КА J1, J2,
J3 [22]. Нетрудно доказать, что найденные значения времени T, а также остальных ха-
рактеристик разворота действительно оптимальны по критерию (1.5). Вычислим зна-
чение G для закона (2.8).

G = , потому что F = m0T 2/6, а значит m0 = 6F/T 2
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Минимум G достигается в точке T = , при котором m0 = .

Как видим, время оптимального разворота T зависит только от коэффициента k0
минимизируемого функционала. Величина (1.5) при оптимальном управлении равна
G = 4k0T/3.

Если рассматривать приведенные управления  [11], то |u|2 характеризует
энергетику управляющих воздействий, интеграл

соответствует энергетическим затратам на разворот, где T – время, затраченное на пере-
вод КА из положения (1.3) в положение (1.4); u – приведенный вектор управления, ком-
понентами которого являются ui. Значение показателя качества (1.5) таково G = Q + k0T.

В переменных ui гамильтониан в начальный и конечный моменты времени равен

H = |u|2 – k0 = 0, так как при оптимальном управлении ϕi =  и L(0) = L(T) = 0.
Отсюда следует важный вывод: модуль приведенного управления в начальный и ко-
нечный моменты времени одинаковый и не зависит от начального и конечного поло-
жений КА и его моментов инерции, а определяется только коэффициентом k0 мини-

мизируемого функционала; |u(0)| = |u(T)| = . Максимальная величина силового мо-
мента для оптимального вращения не зависит от значения “функционала пути” S и от
интеграла (3.1).

Решение задачи оптимального управления (в смысле минимума (1.5)) описывается
уравнениями (2.1), (2.4), а управляющие функции Мi и компоненты кинетического
момента Li изменяются по законам (2.8), (2.9). Решение (2.8), (2.9) оптимально, так
как оно является единственным, что соответствует необходимым условиям оптималь-
ности. Параметр m0 в законах (2.8), (2.9) определяет максимальную величину управля-
ющего момента и максимальный модуль кинетического момента. Константы r0, m0
полностью определяют траекторию вращения во время оптимального управления ки-
нетическим моментом.

Оптимальный управляющий момент М связан с кватернионом Λ следующим образом:

(3.2)

Любое отличное от (3.2) управление заведомо хуже (в смысле минимума показателя
качества (1.5)), потому что не является решением системы уравнений (1.1), (2.1)–(2.3)
и не отвечает необходимым условиям оптимальности, сформулированным системой
(2.1)–(2.3).

Задача построения оптимального управления М(t) состоит главным образом в на-
хождении такого значения m0 и вектора р0 = р(0), чтобы в результате вращения твердо-
го тела в соответствии с уравнениями (1.2), (2.1), (2.9) выполнялись равенства Λ(Т ) = Λf и
ω(Т) = 0. Для получения функциональной зависимости управлений от фазовых коор-
динат необходимо решить уравнения (2.1), которые для закона (2.5) с учетом формул
ri = r0pi принимают следующий вид

(3.3)
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Общее решение приведенной системы уравнений найти практически невозможно.
Трудность заключается в нахождении граничных значений p(0) и p(T), связанных вы-
ражением

или р(Т) = , где  – кватернион разворота.
Для синтеза оптимального управления кинетическим моментом требуется знание

времени оптимального разворота Т и значений постоянных параметров m0, r0, опреде-
ляющих темп приближения к заданному конечному положению Λ(Т) = Λf, L(Т) = 0.
Конкретные положительные величины r0 и m0, а также длительность разворота опре-
деляются коэффициентом k0 функционала качества и вектором р0. Убедимся, что най-
денные ранее постоянные параметры m0, Т для закона управления (3.2) действительно
оптимальны. Приняв во внимание соотношение m0Т2 = 6F, запишем значение функ-
ционала (1.5) в следующем виде:

(3.4)
или

(3.5)

Функция (3.4) минимальна, если m0 = . Минимум функции (3.5) соответству-

ет времени разворота T = . При этом величина (1.5) для оптимального управ-

ления (3.2) равна G = 4k0T/3, т.е. .
4. Некоторые частные случаи оптимального управления. Функции ϕi(t), ri(t), Li(t) бу-

дут оптимальными тогда и только тогда, когда они удовлетворяют уравнениям (2.1),
(2.4), (2.5). Ключевой проблемой в решении задачи оптимального управления кинети-
ческим моментом является нахождение значения вектора р0 и времени разворота Т.
Постоянная m0 = |М(0)| оптимального закона изменения кинетического момента
определяется значением коэффициента k0 минимизируемого показателя качества (р0
зависит исключительно от кватерниона разворота Λt и моментов инерции J1, J2, J3 и не
зависит от времени Т). Если р0 известно, то

Управляющие переменные рассчитываются в соответствии с законом (2.8), для ис-
полнения которого надо в каждый текущий момент времени t знать все три перемен-
ные р1, р2, р3. Система (1.2), (2.1), (2.5) имеет аналитическое решение только для дина-
мически симметричного и сферического тел. Для сферически-симметричного тела
(J1 = J2 = J3) решение следующее:

где  – компоненты векторной части кватерниона разворота Λt.
В случае динамически симметричного тела (например, если J2 = J3) задача опти-

мального управления кинетическим моментом решается до конца (при дальнейших
рассуждениях продольной осью считается ось ОХ). В этом частном, но достаточно
распространенном случае оптимальным решением является одновременное вращение
твердого тела (например, КА) вокруг некоторого направления η, неподвижного отно-
сительно инерциального базиса, и вокруг продольной оси ОХ, которая образует с осью
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η постоянный угол ϑ. Угловые скорости относительно осей η и ОХ изменяются про-
порционально с постоянным коэффициентом пропорциональности, и поэтому мо-
жем записать [11, 16]

где α, β – углы поворота КА вокруг продольной оси ОХ и вокруг вектора р соответ-
ственно; е1 – орт продольной оси ОХ; вектор в показателе степени кватернионной
экспоненты понимается как кватернион с нулевой скалярной частью (считается |α∣ ≤ π,
0 ≤ β ≤ π). Как и ранее [11], решение p(t) системы (2.5), (3.3) представим в следующем
виде [11, 16]:

(4.1)

где J = J2 = J3; продольная составляющая L1(t) определяется из соотношений (2.9) с
учетом р1 = const = р10. В отличие от решения [11], в котором L1(t) – кусочно-линейная
функция времени, в оптимальном по критерию (1.5) решении L1(t) – квадратичная
функция времени. Значения углов α, β и pi0 от Λin и Λf находятся из следующей систе-
мы уравнений [11, 16]

(4.2)

где  – компоненты кватерниона разворота Λt; –π ≤ α ≤ π, 0 ≤ β ≤ π.
Функции Li (проекции оптимального кинетического момента L на оси связанной

системы координат) рассчитываются по уравнениям (4.1) и (2.9). Искомое решение
Mi(t), Li(t) представим в аналитическом виде:

где ϑ = arccosр10; κ = m0 р10t2(0.5 – t/3Т)(J – J1)/(J1J); , если р30 ≥ 0,

или , если р30 < 0 (|р10| ≠ 1); вариант |р10| = 1 соответствует
плоскому вращению вокруг продольной оси ОХ, поэтому мы его не рассматриваем.

Заметим, что в работе [27] также выписаны все предварительные выражения обще-
го решения задачи оптимального разворота твердого тела (но для другого функциона-
ла качества) и до конца доведено решение для случая динамической симметрии тела.
Авторы работы [11], решая задачу разворота при условии динамической симметрично-
сти твердого тела (из-за чего оптимальное управление обеспечивает вращение КА с
постоянным углом отклонения кинетического момента от продольной оси), показа-
ли, что решение системы (4.2) существует при любых значениях кватерниона Λt и мо-
ментах инерции динамически симметричного тела.

Для динамически симметричного тела параметры закона управления r0, m0, T нахо-
дятся намного проще (также упрощается определение интеграла F и показателя G).
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У динамически симметричных тел с продольной осью ОХ |L| = J2  и F = J2 β, где J2 –
момент инерции относительно поперечной оси (J2 = J3);  – скорость вращения во-
круг кинетического момента L; β – угол поворота КА вокруг вектора L (из физическо-
го смысла β ≥ 0). Чтобы показатель (1.5) был минимальным, необходимо чтобы угол β
был как можно меньше, для чего потребуем β ≤ π (отсюда понятно, почему система
(4.2) включает условие 0 ≤ β ≤ π). Значения r0, Т, Lmax, G зависят только от угла поворо-
та вокруг кинетического момента L и, соответственно, таковы:

где m0 = .
Для несимметричного КА ( ) решение системы уравнений (1.2), (2.1), (2.5)

в аналитическом виде не существует и определяется численными методами (например,
методом последовательных приближений или как описано в [16]). Расчет значения p0

осуществляется в процессе решения краевой задачи р(0) = р0, р(Т) =  для си-
стемы (3.3). Как известно [22], решение р0 не зависит от характера изменения функ-
ции Lm, которая присутствует в уравнениях (3.3), в силу чего искомый вектор р0 рас-
считываем в предположении, что Lm = const ≠ 0, что значительно упрощает решение
краевой задачи; так как в этом случае кинетический момент изменяется согласно
уравнению

(4.3)
Если кинетический момент изменяется в соответствии с уравнениями (2.1), (2.5), то

вне зависимости от характера поведения параметра Lm значение (3.1) следующее [22]:

где Kav – известный отличный от нуля модуль кинетического момента (Kav > 0); tpr –
прогнозируемое время достижения условия Λ = Λf для решения Λ(t) системы уравне-
ний (1.2), (2.1), (2.5) с учетом Lm = Kav и Λ(0) = Λin (очевидно, что если Lm(t) = const = Kav,
то интеграл (3.1) составляет F = ). Каждому конкретному Kav соответствует свое
значение tpr (время tpr обратно пропорционально величине Kav). Приняв какое-то Kav ≠ 0 и
интегрируя уравнения (1.2), (4.3) с начальными условиями Λ(0) = Λin, L(0) = Kavр0, по-
лучим прогнозируемое время tpr, а затем F.

В отличие от известного решения [11], применимого исключительно для тел с осе-
вой симметрией, в представленном оптимальном управлении отсутствуют отрезки
времени с постоянным модулем управляющего момента. Кроме того, в предложенном
оптимальном решении все управляющие переменные Мi (t) – непрерывные гладкие
функции времени.

5. Результаты математического моделирования. Для примера рассмотрим разворот
международной космической станции (МКС) из положения, при котором связанные
оси совпадают по направлению с одноименными осями инерциального базиса, в по-
ложение, соответствующее кватерниону Λf = {0.258819, 0.683013, 0.591506, 0.341506}.
Приведем численное решение задачи оптимального управления кинетическим мо-
ментом в процессе разворота с минимальной величиной (1.5). Разворот выполняется
из положения покоя в положение покоя. Определим оптимальную программу управле-
ния М(t), которая переводит МКС из состояния (1.3) в состояние (1.4). Инерционные
характеристики МКС полагаем равными [31]: J1 = 4853000 кг ⋅ м2, J2 = 23601000 кг ⋅ м2,

β
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J3 = 26278000 кг ⋅ м2. Считаем, что коэффициент k0 = 0.1 Вт/с. Элементы кватерниона
разворота Λt имеют следующие значения: ν0 = 0.258819; ν1 = 0.683013; ν2 = 0.591506;
ν3 = 0.341506. Вектор р0 находим в результате решения краевой задачи принципа мак-
симума. Из соотношения моментов инерции J1, J2, J3 следует, что ось ОХ – продоль-
ная ось КА. При решении краевой задачи принципа максимума в уравнениях (2.5) по-
лагаем Lm = const (и, соответственно, |L| = const), так как искомое значение p0 не зави-
сит от характера изменения функции Lm(t) [22]. Расчет вектора p0 происходит методом
последовательных приближений, где в качестве первого приближения берется реше-
ние той же краевой задачи для динамически симметричного тела с моментами инер-
ции J1 и J, где J – момент инерции относительно поперечной оси, равный среднему
значению между J2 и J3 (принцип осреднения нередко используется исследователями
[32]). Было принято значение

При сделанном допущении о динамической симметричности решение p0 находится

из уравнений (4.2). В результате получили следующее значение:  = {0.283154;
0.113225; 0.952368}. Рассчитанные в соответствии с системой (4.2) значения p0 и β яв-
ляются начальным приближением к истинному решению. Они уточняются до тех пор,
пока не будут удовлетворять требованиям Λ(0) = Λin, Λ(tpr) = Λf для решения системы
уравнений (1.2), (4.3) с начальным кинетическим моментом Lst, определяемым векто-
ром p0 и углом β по формулам:

(5.1)

(при решении краевой задачи принципа максимума и уточнении вектора p0 время Т
принимается произвольным, например, Т = 300 с). Прогноз траектории вращения вы-
полняется интегрированием системы дифференциальных уравнений (1.2), (4.3), опи-
сывающих вращение КА, при начальных условиях Λ(0) = Λin, L(0) = Lst и с учетом то-
го, что M = 0. Погрешность рассчитанных р0 и β относительно истинных значений,
соответствующих оптимальному решению, оценивается величиной ε = sqal ( ),
где Λpr – максимально близкое к Λf угловое положение, полученное в ходе моделиро-
вания вращения (согласно уравнениям (1.2), (4.3)). Значение р0 уточняется до тех пор,
пока ε < εth (εth – некоторая близкая к единице пороговая величина, отражающая
ошибку текущего решения). Искомые значения p0 и β, удовлетворяющие граничным
условиям Λ(0) = Λin, Λ(tpr) = Λf, считаются найденными в момент выполнения условия
ε ≥ εth (когда прогнозируемая ошибка соответствует заданной точности), краевая зада-
ча решена. Уточнение вектора p0 производилось с помощью рекуррентного правила:

где  – кватернион разворота, используемый в системе (4.2) для k-го приближения.

На каждом k-м шаге итераций пересчитывается кватернион разворота  (правые
части системы (4.2)), и на основе системы (4.2) рассчитываются новые p0 и β, соответ-
ствующий им начальный кинетический момент Lst (по выражениям (5.1)) и прогноз

Λpr. Если ε < εth, то рассчитывается кватернион разворота  для следующего (k + 1)-го
приближения и процесс уточнения вектора p0 повторяется. Начальным приближени-
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ем для правых частей системы (4.2) являются элементы кватерниона .
Процесс поиска p0 прекращается, когда ε ≥ εth.

Описанная схема итераций аналогична итерационному методу решения уравнения
вида x = g(x) для скалярной функции g(x) скалярного (одномерного) аргумента x. При
уточнении p0 аргументом является гиперкомплексное число (кватернион) Λt, а функ-
цией – кватернион , где Λf – постоянный кватернион, не зависящий от
аргумента Λt, а Λpr зависит от аргумента Λt через систему уравнений (4.2), (5.1) посред-
ством модели движения (1.2), (4.3). После изменения Λt меняются вектор p0 (в соот-
ветствии с (4.2)) и начальный кинетический момент Lst, и поэтому обновится значе-
ние Λpr, что приведет к изменению функции . Как только sqal( ) ≥ εth,
итерационный процесс прекращается, и решение p0 получено. Отмечаем, что

|vect( )| < |vect | для любого k, поэтому процесс приближения p0 к оптималь-
ному значению сходится. Аналогичный метод нахождения оптимального вектора р0 в
решении краевой задачи принципа максимума применялся в задаче максимального
быстродействия [16], как один из возможных (хотя и не единственный) итерационных
алгоритмов расчета вектора р0 для оптимального управления.

После решения краевой задачи разворота из положения Λ(0) = Λin в положение
Λ(Т) = Λf определили основные параметры: p0 = {0.310532; 0.105396; 0.944702}, F =
= 38957 кН ⋅ м ⋅ с2. Соответственно, “функционал пути” составил S = 9078.5 м ⋅ кг1/2.
Максимальный модуль управляющего момента m0 = 1357 Н ⋅ м. Время оптимального
разворота Т = 415 с, а ρ = 207.5 с. Максимальный модуль кинетического момента со-
ставил Lmax = 140.8 кН ⋅ м ⋅ с, а максимальная энергия вращения за время разворота оказа-
лась равной Emax = 538 Дж. Значение константы r0 будет r0 = 4m0/T = 13.08 Н ⋅ м/с. Опти-
мальный вектор ϕ(0) = {173.66 × 10–6; 12.12 × 10–6; 97.57 × 10–6}.

Данные математического моделирования оптимального вращения приведены
рис. 1–5. На рис. 1 даны графики изменения проекций кинетического момента на оси
связанного базиса L1(t), L2(t), L3(t) по времени (переменные Li приведены в кН ⋅ м ⋅ с,
время t дано в секундах). Проекция L1, соответствующая продольной оси КА, не меня-
ет знак, и характер ее изменения повторяет поведение модуля кинетического момента
(в отличие от L2 и L3). На рис. 2 представлены графики изменения компонент кватер-
ниона Λ(t), отражающего текущую ориентацию КА во время разворота: λ0(t), λ1(t),
λ2(t), λ3(t). На рис. 3 дано изменение составляющих р1(t), р2(t), р3(t) орта р во времени.
Отмечаем, что во время оптимального разворота проекция р1 меняется незначительно.
На рис. 4 изображены графики изменения управляющих функций М1(t), М2(t), М3(t)
(переменные Мi приведены в Н⋅м, время t дано в секундах). Значение (1.5), характери-
зующее экономичность программы М (t) управления кинетическим моментом, равно
G = 4k0T/3 = 55.3 Дж/с. Рис. 5 демонстрирует поведение модуля кинетического мо-
мента КА во время разворота (величина |L| дана в кН ⋅ м ⋅ с, время t приведено в секун-
дах). При оптимальном управлении переменные рi и λj являются гладкими функциями
времени; переменные Li – гладкие функции времени (за исключением моментов вре-
мени t = 0 и t = Т).

Необходимо заметить, что чем больше коэффициент k0, тем меньше время разворо-
та Т и больше энергия Emax, максимальный момент |M(0)| и максимальный модуль ки-
нетического момента Lmax. Значение коэффициента k0 в минимизируемом функцио-
нале (1.5) выбрано из условия Emax < 540 Дж (при этом желательно, чтобы время разво-
рота T < 450 с).

Λ = Λ Λ (0)
t in f

Λ Λ Λ t f pr

Λ Λ Λ t f pr Λ Λ pr f

Λ Λ  ( )
f pr

k Λ( )
t
k
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Рис. 1. Изменение составляющих кинетического момента во время разворота.

90

30

�30

0 100 200

L2

L3

L1

Lt

t
400400400300300300

Рис. 2. Изменение компонент кватерниона ориентации Λ(t) во время разворота.
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Рис. 3. Вид функций p1(t), p2(t), p3(t) во время оптимального разворота.
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Заключение. Исследуется кватернионное решение динамической задачи оптималь-
ного управления пространственным разворотом твердого тела (в частности, КА) из
произвольного начального в заданное конечное угловое положение. Рассматривается
случай, когда в начальный и конечный моменты времени кинетический момент равен
нулю. Принятый нами критерий качества объединяет в заданной пропорции энерге-
тические затраты и время, затраченные на переориентацию КА. Вопросы экономич-
ности управления движением КА актуальны и сегодня, а потому предложенная задача
управления практически важная. В аналитической форме описаны отличительные
свойства оптимального движения. Для нахождения оптимального управления и зако-
номерностей вращения во время перевода КА в заданную ориентацию применялись
кватернионные модели движения твердого тела и принцип максимума Л.С. Понтря-
гина. Выписаны функция Гамильтона, сопряженная система уравнений для исходной
оптимизационной задачи и выражения для оптимального управления, отражающие
связь управляющих и фазовых переменных. Структура полученной системы диффе-
ренциальных уравнений такова, что закономерности оптимального изменения кине-
тического момента L(t) и оптимального движения Λ(t) обнаруживаются в явном виде.
Доказано, что в течение всего разворота отношение кинетической энергии вращения

Рис. 4. Характер изменения управляющих функций во время разворота.
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Рис. 5. Поведение модуля кинетического момента при оптимальном управлении.
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к квадрату модуля кинетического момента КА есть величина постоянная. Сформули-
рованы необходимые условия оптимальности и определена структура оптимального
управления; приведены аналитические зависимости для программной траектории
движения КА. Поскольку на управляющий момент и на время разворота не наложено
никаких ограничений, то маневр переориентации можно выполнить для любых на-
чального и конечного положений. Расчетные формулы для вычисления ключевых ха-
рактеристик маневра переориентации представлены в явном виде.

Была изложена процедура реализации оптимального программного управления и
описана конструктивная схема решения краевой задачи принципа максимума при
произвольных моментах инерции КА и условиях разворота. Поведение параметров
движения КА в процессе разворота иллюстрируют результаты математического моде-
лирования.

Основное отличие рассмотренной задачи управления состоит в использовании но-
вого критерия оптимальности. Введение в минимизируемый функционал времени,
затраченного на разворот (со своим коэффициентом пропорциональности), опреде-
ляет максимальную величину управляющего момента |M(0)|, максимальный кинети-
ческий момент Lmax и, соответственно, длительность маневра T. В течение всего раз-
ворота управляющий момент действует вдоль прямой, неподвижной относительно
инерциального базиса, абсолютная скорость изменения управляющего момента (как
векторная величина) имеет постоянное значение относительно инерциальной систе-
мы координат. В отличие от [11], где оптимальным является релейное управление, ко-
гда возможен участок вращения по инерции, минимизация принятого показателя ка-
чества (1.5) приводит к непрерывному управлению. В оптимальном по критерию (1.5)
решении отсутствуют интервалы вращения с постоянным модулем силового момента.

Для динамически симметричного КА получено законченное решение задачи опти-
мального управления в замкнутой форме. Даны зависимости в виде явных функций
времени для оптимальной траектории вращения и соотношения для нахождения клю-
чевых параметров закона управления, поэтому предложенное решение имеет практи-
ческое значение. В аналитическом виде записана система уравнений (4.2), позволяю-
щая решить краевую задачу принципа максимума и полностью определить константы
алгоритма управления (для расчета оптимальных значений указанных параметров ис-
пользуется разработанное ранее устройство [33]).
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1. Введение. Актуальность работы заключается в том, что до сих пор не учитывается
влияние среднего давления на устойчивость кругового поперечного сечения трубо-
провода, цилиндрической оболочки, УНТ. Эти элементы конструкций широко при-
меняются в нефте–газо–продуктопроводах, в ракетных и авиационных двигателях, в
воздушной и гидравлической системах самолетов и т.д. В гидроупругих системах од-
новременно происходит взаимодействие упругих и гидродинамических неустойчиво-
стей. Внешние воздействия могут быть как независимыми друг от друга, так и связан-
ными [1]. Этой теме посвящена обширная литература. К ней примыкает также серия
работ по колебаниям тонкостенных тел, не контактирующих с внешней средой. Рабо-
та [2] посвящена аналитическому и численному исследованиям свободных колебаний
цилиндрических оболочек с акустической средой. Сравнительный анализ результатов
расчетов, полученных для моделей сжимаемой и несжимаемой среды, показывает, что
при решении задачи определения параметров свободных колебаний оболочки сжима-
емостью среды можно пренебречь. В то же время для решения практических задач,
требующих учета полного спектра собственных частот системы оболочка–среда,
должна использоваться модель сжимаемой среды, в рамках которой получены резуль-
таты о влиянии жесткости оболочки на спектр частот объема среды. Некоторые ре-
зультаты решений для цилиндрических оболочек, в том числе взаимодействующих со
средой, представлены в статьях [3–5].

В [6] представлен метод, позволяющий определять частоты колебаний цилиндриче-
ских оболочек бесконечной длины в акустической среде. Полученные результаты по-
казывают, что существует низкая частота, когда излучение не происходит, и высокая
частота, когда внешний источник обеспечивает передачу энергии, которая излучает-

УДК 531.259.2; 532.321
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ся. Резонанс возникает только в диапазоне низких частот. Метод требует только моди-
фикации для учета эффекта статического давления в окружающей среде.

Среди многочисленных видов применения микро- и нанопленок, нанопроволок,
нанотрубок может быть указано также использование их в качестве детекторов и сен-
соров в химии, биологии и т.д [7–9].

Моделируя микротрубки тонкими упругими цилиндрическими оболочками [10],
получены собственные частоты и собственные моды ограниченных упругих колеба-
ний в системе оболочка–жидкость. Метод молекулярной механики (MM) применяет-
ся для определения частот и форм собственных колебаний, а также для определения
критических параметров выпучивания и послекритических форм деформирования за-
крученных по торцам однослойных УНТ [11].

Обзор инженерных микро- и наноматериалов для биомедицинского применения
приводится в [12], который дает представление об уникальных свойствах технологии
микроигл и ее способности к эффективному трансдермальному транспорту терапев-
тических соединений.

Однако во всех этих работах влияние среднего давления сред и разности площадей
выпуклой и вогнутой поверхностей не учитывается. Это взаимодействие принимается
во внимание в статьях [13, 14] в случае легких газов, когда присоединенная масса сред
мала. В [15] определяется спектр частот двухопорного резонатора с учетом взаимодей-
ствия среднего избыточного давления на поверхности резонатора и кривизны, а также
действия осевой нагрузки.

В данной работе определяются критические давления внутри и вне трубопровода,
цилиндрической оболочки, УНТ с учетом действия среднего избыточного давления
на их поверхностях.

Например, ввиду одинакового давления по всей поверхности УНТ объектом иссле-
дования может быть принято кольцо с эффективными значениями радиуса R, толщи-
ны h, ширины b, плотности по площади ρh, модуля упругости Е и коэффициента
Пуассона ν. Кольцо образуется зигзагообразным рядом атомов углерода [16, 17]. Если
ось x направлена вдоль трубки, ось y = Rθ по окружности (θ – центральный угол), то
расстояние по y равно a = lcos30○ = 0.123 нм. На рис. 1, a в виде равностороннего тре-

угольника показана площадь S, приходящаяся на один атом. При  эффек-

тивная ширина кольца равна  = 0.213 нм. Так как масса атома углерода равна
m = 1.99 × 10–26 кг, то эффективная плотность по площади

(1.1)

Во многих работах (в том числе в обзорных статьях [18–20]) приводятся значения
модуля упругости Е = (1–5) × 106 МПа, толщины однослойного графена h = 0.07–0.34
нм. Эти данные получены экспериментально, а также с привлечением теоретического
моделирования. Разброс значений Е и h объясняется разными образцами для испыта-
ний, аппаратурой, методами определения и т.д. Эффективный радиус R определяется
через число атомов N, образующих кольцо рис. 1, b.

(1.2)
2. Постановка задачи. На внутреннюю и внешнюю поверхности элемента конструк-

ции действуют давления pi и pe жидкостей с плотностями ρi и ρe (рис. 2). Здесь pi, pe –
избыточные давления. При определении нагрузки q исходим из предположения, что
ρi, ρe и pi, pe остаются постоянными при изменении формы поперечного сечения.
Предполагается идеальность и несжимаемость жидкостей. Давления внутри и вне тру-
бопровода pi, pe изменяются независимо друг от друга. Интенсивность их возрастания
от нуля будем считать такой, чтобы инерционные силы в системе были малы.

= 24 3 3S l
−= 1b Sa

−− =ρ × ⋅= – 21 6 0.76 10 кг мh mS

π =2 R aN
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При pi = 0, pe = 0 поперечное сечение конструкции имеет малое отклонение от кру-
говой формы в виде (рис. 1, c)

(2.1)

где W0n – амплитуда малого начального отклонения; радиальные перемещения счита-
ем положительными, если они происходят в направлении к центру поперечного сече-
ния конструкции. При этом остаточные напряжения в нем отсутствуют, например, в
результате отжига [1].

Уравнение радиальной статики тонкого кольца относительно функции прогиба в
предположении о нулевой деформации срединной поверхности имеет вид [21]

(2.2)

где q – давление, приведенное к срединной поверхности, T – кольцевое растягиваю-
щее усилие при pi > pe, которое находится по формуле

(2.3)

= =0 0 cos θ, 2,3,...nw W n n

( ) ( ) ∂ + ∂ + ∂∂ ∂ ∂+ + − + =  ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ 

4 2 26 4 2 2 4
0 0

6 4 2 4 2 22
w w w w qw w w TR R

D D

( ) ( ) ( ) ( )
π π

= − θ θ − + θ θ = − − + 
2 2

0 0
cos cos

2 2 2i e i e i e
h h hT p R d p R d p p R p p

Рис. 1. (a) Кольцо шириной b, образованное двумя поперечными сечениями углеродной нанотрубки. Пло-
щадь, приходящаяся на один атом С, показана пунктирными линиями (равносторонний треугольник).
(b) Поперечное сечение УНТ хиральности зигзаг (K, 0) на плоскости (x, y). Показан случай K = 15, при этом
поперечное сечение характеризуется N = 2K = 30 атомами углерода. (c) Первая гармоника изгибных колеба-
ний УНТ, соответствующая номеру n = 2 в выражении (3.1). Показано на примере УНТ (27.0), для которой
N = 54 и радиус R = 9.47 Å.

l

a

c b

y

y

x

a

2R

x
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Рис. 2. Элемент dx срединной поверхности изогнутой оболочки.
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Линейное уравнение (2.2) получено преобразованием дифференциальных уравнений
равновесия элемента кольца в проекциях на касательную и нормаль с учетом измене-
ния кривизны линии поперечного сечения [21].

Распределенная сила q определяется по формуле [13, 14]

(2.4)

Уравнение статики элемента конструкции (2.2) с учетом (2.3), (2.4) для рi, рe, R не за-
висящих от θ, записывается

(2.5)

3. Изгиб оболочки. Примем частное решение уравнения (2.5) в виде

. (3.1)
где Wn – амплитуда малого отклонения. Подставляя (2.1), (3.1) в уравнение (2.5), полу-
чаем отношение амплитуды текущего прогиба к амплитуде начального прогиба

(3.2)

Здесь параметр α учитывает перепад давления pi – pe, а параметр α1 учитывает дей-
ствие среднего давления (pi + pe)/2. Из (3.2) видно, что прогиб тем больше, чем мень-
ше величина давления внутри оболочки pi и больше давление вне оболочки pe. При
α1 – α = (n2 – 1)/3 прогиб в рассматриваемом линейном приближении растет неогра-
ниченно. Причем это выражение представляет собой критическую комбинацию
внешних воздействий pi, pe, для системы с заданными параметрами материалов и раз-
мерами E, h, R. С возрастанием внешних воздействий рост прогиба (3.2) происходит
наиболее быстро при n = 2. Указанная критическая комбинация внешних воздействий
по (3.2) является минимальной при n = 2. Таким образом, получено условие устойчи-
вости кругового поперечного сечения трубопровода, цилиндрической оболочки, УНТ
с учетом действия среднего давления.

4. Анализ результатов и примеры. При α = 0, α1 = 1 происходит потеря устойчивости
круговой формы поперечного сечения конструкции в виде эллипса (n = 2), причем,
критическое давление потери устойчивости равно

откуда следует, что оболочка может потерять устойчивость даже при нулевом перепаде
давления вследствие действия среднего давления. Например, при E = 2 × 105 МПа, ν =
= 0.3, R = 0.1 м, h = 0.002 м и при нулевом перепаде давления критическое давление
потери устойчивости pecr равно 21.9 МПа.

Для одностенной УНТ с хиральностью кресло (10, 10), радиусом R = 0.678 нм [22]
для модуля упругости E = 0.972 · 106 МПа, коэффициента Пуассона ν = 0.278 [18] и
толщине h, принятой равной 0.052 нм, при нулевом перепаде давления критическое
давление потери устойчивости pecr равно 1.55 ГПа [22], что соответствует давлению пе-
рехода круговой формы поперечного сечения к эллиптической или потере устойчиво-
сти кругового поперечного сечения одностенной УНТ.

При n = 2 из условия устойчивости кругового поперечного сечения трубопровода,
цилиндрической оболочки, УНТ с учетом действия среднего давления следует выра-
жение для критического внешнего давления pecr

( )+
= − +

2
i e

e i

p p h
q p p

R

( ) ( ) ( ) ( ) ∂ + ∂ +∂ ∂ ∂  + + − − − + + =    ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ 
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Если оболочка или трубопровод находятся в море, то критическая глубина погру-
жения Hcr определяется

где ρ, g – плотность воды и ускорение свободного падения.
Конструкция трубопроводов, состоящих из слоистых (концентрических) труб,

обеспечивает хорошие балластные, теплоизоляционные и антикоррозионные свой-
ства [23–25], частично защищает от механических повреждений, пластических дефор-
маций, трещинообразования.

На рис. 3 приводятся зависимости критической глубины погружения Hcr (м) от сум-
марной толщины стенки h (м) трубопровода, состоящего из слоистых (концентриче-
ских) труб, обеспечивающих хорошие балластные, теплоизоляционные и антикорро-
зионные свойства [23–25] для внутреннего давления pi = 0.1 МПа, приведенного мо-
дуля упругости слоистого трубопровода E = 1.5 × 105 МПа, коэффициента Пуассона
ν = 0.3, радиуса R = 0.57 м, плотности воды ρ = 1000 кг/м3, ускорения свободного па-
дения g = 9.8 м/с без учета и с учетом действия среднего давления (штриховая, сплош-
ная линии соответственно). Видно, что учет среднего давления приводит к уменьше-
нию критической глубины погружения.

На рис. 4 приводятся зависимости критической глубины погружения Hcr (м) от сум-
марной толщины стенки h (м) трубопровода, состоящего из слоистых (концентриче-
ских) труб, для коэффициента Пуассона ν = 0.3, плотности воды ρ = 1000 кг/м3, уско-
рения свободного падения g = 9.8 м/с и разных значений приведенного модуля упру-
гости слоистого трубопровода E = 2.0, 1.5, 1.0 × 105 МПа (сплошная, штриховая,
пунктирная линии соответственно): (a) радиус R равен 0.7 м, внутреннее давление pi =

( )
−= +
+ +2

2 6
2 2

ecr i
R h D

p p
R h R R h

= −
ρ
ecr

cr

p
H

g

Рис. 3. Зависимости критической глубины погружения Hcr (м) от толщины трубопровода h (м).
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= 1 МПа; (b) радиус R равен 0.57 м, внутреннее давление pi = 11.5 МПа. Предполагает-
ся, что плавучесть трубопровода отрицательная. Видно, что с увеличением толщины
стенки трубопровода и уменьшением его радиуса критическая глубина погружения
увеличивается.

5. Заключение. Оболочка может потерять устойчивость даже при нулевом перепаде
давления вследствие действия среднего давления.

Получено условие устойчивости кругового поперечного сечения трубопровода, ци-
линдрической оболочки, УНТ с учетом действия среднего давления.

Эти результаты могут быть использованы при моделировании деформирования
оболочек, контактирующих с жидкостью и газом, в том числе микро- и наноразмеров.
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00578.
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Рассматривается напряженно-деформированное состояние и определяется время до
разрушения составного растягиваемого стержня при ползучести. Стержень состоит
из трех частей, расположенных симметрично по толщине. Принято дополнительное
условие: все части составного стержня жестко, без проскальзывания соединены
между собой. Ползучесть каждой части стержня описывается степенной моделью с
различными параметрами. Для определения времени до разрушения используется
кинетическое уравнение, которое описывает накопление повреждений в процессе
ползучести. Для каждой части стержня принят одинаковый вид кинетического урав-
нения, но накопление повреждений происходит под действием напряжений, раз-
личных для каждой из частей. Анализируются распределения напряжений и процес-
сы накопления повреждений во времени в различных частях составного стержня.
Определяются значения материальных констант в степенных законах ползучести и
длительного разрушения, приводящие к увеличению времени до разрушения со-
ставного стержня.
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Введение. Современные материалы и элементы конструкций должны обеспечивать
надежность и работоспособность изделий, выполненных из них, в течение всего срока
службы. В связи с этим наукоемкие исследования высокотемпературной прочности
материалов и конструкций достаточно актуальны. Наиболее часто для дополнитель-
ной защиты элементов конструкций от деструктивного воздействия внешней, часто
рабочей, активной среды применяются типовые элементы составного типа. Внешний
слой такой составной конструкции, как правило, контактирует с агрессивным веще-
ством и защищает основные элементы конструкции от его разрушительного воздей-
ствия.

Данная статья посвящена исследованию напряженно-деформированного состоя-
ния и моделированию процессов разрушения такой типовой конструкции, как стер-
жень, находящийся в условии ползучести [1–3] при растяжении. Изучение и модели-
рование таких процессов является предварительным опорным исследованием пер-
спективной задачи о защитном эффекте внешних частей составного стержня при его
контакте с рабочей активной средой в условиях длительного действия нагрузки и по-
вышенных температур. В таких условиях (как в нейтральной среде, так и при воздей-
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ствии активных сред) для металлических материалов и сплавов, как известно, прояв-
ляются свойства их ползучести, которые могут приводить к разрушению ответствен-
ных элементов конструкций.

Проблема изучения ползучести и длительного разрушения конструкций составного
типа весьма актуальна. Приведем некоторый обзор известных научных работ и статей
по указанной теме.

В работе [4] рассматривается кручение составных валов переменного сечения в
условиях установившейся ползучести. При этом слои составных валов спаяны между
собой. Решение рассматриваемой задачи ищется с помощью единой функции напря-
жений.

В работах [5–10] используется наследственная теория ползучести для описания по-
ведения составных конструкций под нагрузкой. Так, в работе [5] рассматривается
подход моделирования вязкоупругих свойств материала, который позволяет спрогно-
зировать перераспределение усилий во времени в слоях составных конструкций. Ав-
торами статьи [5] определены новые ядра для описания ползучести стареющих мате-
риалов. Полученные в статье результаты являются теоретическим обоснованием ре-
шений нелинейных задач деформирования составных пластин и оболочек с учетом
ползучести, что позволяет получить прогнозные оценки поведения конструкций в ре-
альных условиях эксплуатации.

В статье [6] рассмотрена неустановившаяся ползучесть однородных и металлоком-
позитных стержней (балок) нерегулярной слоистой структуры. Балки состоят из тон-
ких стенок и прикрепленных к ним сверху и снизу полок (несущих слоев). Стенки и
несущие слои изготовлены из однородных изотропных материалов. Механическое по-
ведение этих материалов описывается нелинейной наследственной теорией ползуче-
сти Ю.Н. Работнова. На базе гипотез теории Тимошенко с привлечением идеи метода
шагов по времени сформулирована задача неупругого изгибного деформирования та-
ких стержней с учетом ослабленного сопротивления их стенок поперечному сдвигу.
В исследовании показано, что в балках с усиленными несущими слоями ползучесть в
основном развивается за счет деформаций поперечных сдвигов, которые активно на-
капливаются в стенках таких конструкций.

В работе [7] построено точное решение квазистатической задачи об определении
напряженно-деформированного состояния толстостенной трубы, состоящей из лю-
бого количества (соединенных без натяга, ненапряженных) слоев нелинейно-вязко-
упругих изотропных материалов, каждый из которых подчиняется определяющему
соотношению Ю.Н. Работнова с разными парами произвольных материальных функ-
ций и постулату несжимаемости при нагружении давлениями на внутренней и внеш-
ней поверхностях трубы, медленно меняющимися во времени. Автором получено ре-
шение задачи о ползучести и длительной прочности многослойной трубы. Выведено
уравнение для времени разрушения трубы при ползучести с использованием трех ва-
риантов деформационного критерия разрушения: в качестве меры поврежденности
выбраны максимальная деформация растяжения в каждом слое трубы, или интенсив-
ность деформаций, или максимальная деформация сдвига.

В работе [8] методами строительной механики проведено моделирование напря-
женного состояния многослойных конструкций. Авторами проведены расчеты трех-
слойной цилиндрической оболочки (сталь, бетон, сталь).

В статье [9] на примере решения контактных задач ползучести предлагается обоб-
щение модели основания Винклера на случай ползучести материала деформируемого
покрытия. Использована наследственная теория ползучести. Рассматриваются вязко-
упругое однородно стареющее однослойное, многослойное и композиционное по-
крытия, а также однослойные покрытия с нелинейной ползучестью.

В работе [10] исследована ползучесть гомогенных и гибридных композитных балок
нерегулярной слоисто-волокнистой структуры. Балки состоят из тонких стенок и по-
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лок (несущих слоев). Стены могут быть усилены продольно или поперечно в плоско-
сти, а несущие слои армированы в продольном направлении. Механическое поведе-
ние фазовых материалов описывается нелинейной наследственной теорией ползуче-
сти Работнова с учетом разной их устойчивости к растяжению и сжатию. На основе
гипотез теории Тимошенко с использованием метода временных шагов сформулиро-
вана задача о неупругом изгибе таких балок с учетом ослабленного сопротивления их
стенок поперечному сдвигу.

Интересный подход к оценке релаксации остаточных напряжений в поверхностно
упрочненных лопатках газотурбинных двигателей при ползучести разработан автора-
ми работ [11, 12]. В основе метода лежит гипотеза, позволяющая произвести декомпо-
зицию лопатки на “тело” лопатки и тонкий упрочненный поверхностный слой, что
дает возможность разбить рассматриваемую задачу на ряд краевых задач, которые ре-
шаются последовательно.

Аналогичный подход применен авторами [13] при разработке метода решения крае-
вой задачи релаксации остаточных напряжений в поверхностно упрочненном сплош-
ном цилиндре в условиях ползучести. В данной работе учитывается жесткая фиксация
первоначально заданных осевой деформации и угле закручивания цилиндра. Разрабо-
танная авторами феноменологическая методика применяется при исследовании на-
пряженно-деформированного состояния цилиндрического образца из сплава ЖС6КП
после пневмодробеструйной обработки.

Известно, что поликристаллическое тело представляет собой совокупность срос-
шихся друг с другом хаотически ориентированных маленьких кристаллов – кристал-
литов. Размеры кристаллитов (зерен), их форма и ориентация кристаллографических
осей имеют случайный характер. На микроуровне и мезоуровне поликристаллическое
тело можно считать составным, элементы которого состоят из множества ориентиро-
ванных в разных направлениях кристаллитов. В работе [14] рассматривается вопрос
оценки кинетики напряженно-деформированного состояния и процесса накопления
повреждений поликристаллических конструкционных материалов при воздействии
нестационарного длительного термосилового нагружения. При таком нагружении ос-
новным деградационным механизмом является ползучесть материала. Авторами [14]
приведена математическая модель, построенная на базе концепций механики повре-
жденной среды и позволяющая описывать процессы при нестационарной ползучести
в условиях сложного нагружения. Путем сопоставления результатов численного ис-
следования с экспериментальными данными приводится доказательство применимо-
сти математической модели для одноосных и многоосных знакопеременных условий
нагружения.

Ползучесть бетонов, армированных стальными стержнями [15, 16] и полимерными
волокнами [17], и составных конструкций из них рассматриваются в условии длитель-
ного сжатия. В работе [16] произведен учет начальных напряжений и деформаций при
оценке несущей способности сталежелезобетонных конструкций на эксплуатацион-
ные нагрузки.

Учет преднапряжений армирующих элементов и их влияние на ползучесть и дли-
тельные характеристики составных конструкций поперечно-клееных брусьев произ-
веден в работах зарубежных авторов [18, 19]. В этих исследованиях учитываются рео-
логические свойства древесины при продольном и поперечном сжатии [20].

Проведенный обзор показал, что в исследованиях ученых в основном изучается и
моделируется напряженно-деформированное состояние (НДС) составных конструк-
ций и их элементов. Изучению времени до разрушения таких составных конструкций
в условии длительного действия нагрузок уделяется недостаточное внимание.

Настоящая статья посвящена как определению НДС, так и прогнозированию вре-
мени до разрушения составного металлического растягиваемого стержня, находяще-
гося в условии ползучести. Исследование основывается на кинетической теории пол-



105О ДЛИТЕЛЬНОМ РАЗРУШЕНИИ СОСТАВНОГО

зучести и длительной прочности Ю.Н. Работнова [1]. В качестве структурного пара-
метра, описывающего накопление повреждений в процессе ползучести, в данной
статье использован параметр поврежденности, который имеет смысл накопления пор
и микронесплошностей в материале.

1. Постановка задачи. Рассматривается составной металлический стержень, находя-
щийся в состоянии установившейся ползучести под действием постоянной растягива-
ющей силы , приложенной к его торцам. Стержень имеет прямоугольное попереч-
ное сечение, длина стержня , ширина стержня  и толщина  удовлетворяют двой-
ному неравенству . Расположение частей симметрично относительно
срединной плоскости, проходящей через геометрическую середину ширины . Цен-
тральная часть стержня выполнена из материала, обладающего одними свойствами
ползучести, две крайние одинаковые части выполнены из другого материала, который
обладает другими свойствами ползучести. Дополнительно примем следующее усло-
вие: все части составного стержня жестко, без проскальзывания соединены между со-
бой. Расположение частей в стержне представлено на рис. 1.

На рис. 1 обозначение  соответствует ординате границы первой (центральной) и
вторых (крайних) частей в системе координат . При этом ширина первой части
равна .

При принятом условии жесткого соединения частей в составном стержне (без их
взаимного проскальзывания) напряженные состояния вблизи мест соединения слоев
становятся отличными от одномерных и неоднородными. Неоднородность напряжен-
ного состояния вблизи мест соединений частей может возникнуть, в том числе, и по
причине естественных несовершенств технологических способов соединения частей
между собой. Распространенными способами соединения являются диффузионная
сварка, спайка, склейка, различные способы газодинамического напыления.

Общие тенденции развития методов исследования и определения напряженно-де-
формированного состояния типовых элементов конструкций (стержни, пластины,
тонкостенные оболочки) приводят к сведению решения трехмерных задач к решению
более простых задач – двумерных и одномерных. Иными словами, часто при соответ-
ствующих условиях размерность решаемой задачи понижается. Так, например, малый
размер элемента конструкции в поперечном направлении может позволить исследо-
вателям избавиться от поперечной координаты в математических постановках задач и
их решении. Кроме этого, используются методы упрощения, связанные с использова-
нием гипотез и известных принципов. Реализация методов с использованием извест-
ных и принятых в механике гипотез, как правило, не содержит процедур регулярного
уточнения решения.

Возвращаясь к постановке рассматриваемой задачи, учитывая малость поперечных
размеров составного стержня по сравнению с его длиной, примем одномерный харак-
тер напряженного состояния. В процессе решения будем использовать гипотезу плос-
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ких сечений и обобщение принципа Сен-Венана для рассматриваемой задачи, что
позволяет считать напряженное состояние однородным вдали от мест соединения ча-
стей составного стержня.

2. Определяющие и кинетические соотношения. Пусть соотношения (2.1) описывают
скорость деформации ползучести, соответственно, первой (центральной) части и двух
крайних частей

(2.1)

где  – напряжение в первой (центральной) части стержня,  – напряжение в двух
крайних частях стержня,  – параметр поврежденности для центральной части
стержня,  – параметр поврежденности одинаковый для двух крайних частей стерж-
ня, , ,  – материальные константы, точка над символами  и  означает произ-
водную по времени t.

В соотношениях (2.1) на основе кинетической теории ползучести и длительной
прочности Ю.Н. Работнова введен структурный параметр – параметр поврежденно-
сти , который описывает накопление повреждений в процессе ползучести. Для каж-
дой части составного стержня примем одинаковый вид кинетического уравнения для

, но поскольку в каждой части составного стержня действует свое механическое на-
пряжение  и , то скорости накопления повреждений в них в процессе ползучести
будут различными

(2.2)

(2.3)

где  – время до разрушения центральной части стержня,  – время до разрушения
крайних частей стержня,  – материальные константы.

Критерием разрушения каждой части стержня является условие достижения пара-
метром поврежденности для соответствующей части значения, равного единице

 и . Временем до разрушения всего составного
стержня  будем считать время минимальное из полученных времен до разрушения
отдельных частей стержня: .

Система, состоящая из уравнений (2.1), (2.2), (2.3), моделирует рассматриваемую
полусвязанную задачу. Скорость накопления повреждений в процессе ползучести за-
висит от уровня напряжений. В свою очередь скорость деформации ползучести каж-
дой части составного стержня зависит как от уровня механического напряжения в
ней, так и от накопленной поврежденности, характеризуемой параметром .

В силу осевой симметрии задачи, одинаковых законов установившейся ползучести
двух крайних частей и симметрии процессов накопления поврежденности относи-
тельно геометрической оси стержня, внешние нагрузки распределяются между двумя
крайними частями поровну, и напряжения  в них будут одинаковыми. Поскольку
все части составного стержня жестко связаны между собой, то для дальнейшего реше-
ния примем гипотезу плоских сечений, т.е. деформация ползучести для сечений, ор-
тогональных оси симметрии, для всех точек каждого сечения одинаковая, и она не за-
висит от поперечной координаты .

Введем безразмерные переменные:
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(2.4)

где  – некоторое характерное напряжение размерности МПа, например, половина пре-
дела кратковременной прочности  ( ) при соответствующей температуре.

С учетом безразмерных напряжений в (2.4) определяющие соотношения (2.1) будут
иметь следующий вид:

(2.5)

Выразим безразмерное время :

Тогда определяющие соотношения (2.5) для центральной и двух крайних частей со-
ставного стержня будут иметь следующий вид:

(2.6)

Как отмечалось ранее, процессы накопления повреждений и разрушения определя-
ются кинетическими уравнениями (2.2) и (2.3). Запишем кинетические уравнения на-
копления поврежденности с использованием единого для задачи безразмерного вре-
мени  и безразмерных напряжений:

(2.7)

где  – безразмерная материальная константа.

Начальные условия для уравнений (2.7): , .
В результате система уравнений для центральной части имеет вид:

Система уравнений для двух крайних частей:

Каждая из двух систем является не замкнутой. В каждой из них неизвестными величи-
нами являются механическое напряжение, поврежденность и скорость деформации
ползучести в рассматриваемой части стержня.

Принятое условие жесткого соединения частей стержня без проскальзывания и ги-
потеза плоских сечений дает возможность принять естественное условие равенства
деформаций ползучести  с учетом заданного начального условия .
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Аналогично:

Из условия равенства деформаций ползучести  следует:

Запишем уравнение равновесия

(2.8)

Введем величину , тогда

С учетом выражений для безразмерных напряжений  и  уравнение равновесия
(2.8) будет иметь вид:

(2.9)

где .

Выразим из (2.9) :

(2.10)

Таким образом, замкнутая система уравнений будет иметь следующий вид:

(2.11)

где использованы константы    .

Начальные условия для кинетических соотношений в системе (2.11) имеют следую-
щий вид: , .
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В указанной системе из трех уравнений тремя неизвестными являются: поврежден-
ность  – в центральной части стержня, поврежденность  – в двух
крайних частях составного стержня, напряжение . Напряжение 
определяется в соответствии с соотношением (2.10). Указанные характеристики на-
пряженного состояния и поврежденности являются зависимыми от времени.

Необходимо отметить, что материальные параметры , входящие в соот-
ношения (2.1), (2.2), (2.3) и в систему уравнений (2.11), в общем случае можно опреде-
лить на основе обработки экспериментальных данных по ползучести и длительной
прочности стандартных образцов из материалов, из которых изготовлены рассматри-
ваемые части составного стержня.

Критерием разрушения каждой части стержня является условие достижения пара-
метром поврежденности для соответствующей части стержня значения, равного еди-
нице  и . Безразмерным временем до разруше-
ния всего составного стержня  будем считать время минимальное из полученных
безразмерных времен до разрушения отдельных частей стержня: .

3. Пример численного расчета. Анализ полученных результатов. В качестве примера
численного расчета и дальнейшего анализа примем модельные значения констант в
соотношениях системы (2.11):    . Значения  при-
мем равными друг другу, проанализируем кинетику накопления повреждений и рас-
пределения напряжений во времени при различных значениях m = n.

В первом варианте расчета примем . Тогда численным способом получим
следующие распределения искомых характеристик. В этом случае зависимости

, , ,  от времени  представлены в виде со-
ответствующих кривых 1 на рис. 2, 3, 4, 5. Необходимо отметить, что в данном случае
параметр поврежденности  достигает значения, равного единице, быстрее, чем па-
раметр . В связи с этим, согласно, принятому критерию разрушение части 1 и, соот-
ветственно, всего составного стержня наступает в момент времени . В дан-
ный момент времени численный счет  прекращается (при достижении

), поскольку не имеет дальнейшего смысла.
Аналогичный расчет (при    ) был произведен для зна-

чений констант . На указанных рис. 2, 3, 4, 5 соответствующие кри-
вые имеют номера 3, 4, 5, 6.

Здесь необходимо отметить следующие особенности. С течением времени с ростом
напряжения  в центральной части составного стержня напряжение

 в двух крайних частях уменьшается. При этом сумма  и  в любой мо-
мент времени одинакова и равна единице.

Показанные здесь результаты были получены при отношении констант в соотно-
шениях ползучести (2.1) .

Примечания. На рис. 2, 3, 4, 5 введены следующие обозначения:
1 – расчетные кривые при ; 2 – расчетные кривые при ; 3 –

расчетные кривые при ; 4 – расчетные кривые при ; 5 – расчетные
кривые при ; 6 – расчетные кривые при .

Представляет интерес проанализировать процессы накопления повреждений и рас-
пределения напряжений во времени при значениях k = 1 и k = 2.

Если составной стержень сделан из одинаковых материалов с равными друг другу
материальными параметрами, в том числе  в соотношениях (2.1), то  = 1.
В этом случае рассматриваемый составной стержень под действием растягивающей
нагрузки при ползучести деформируется как единое целое. При этом вся площадь по-
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перечного сечения стержня воспринимает внешнюю нагрузку “без чувствительности”
к составному характеру этой конструкции. Здесь, как и ранее, дополнительно принято
условие жесткого, без проскальзывания соединения между собой всех частей состав-
ного стержня.

Для определения времени до разрушения такой конструкции при k = 1 достаточно
проинтегрировать первое уравнение системы (2.11) при значении . В рассмат-
риваемом случае 

В результате зависимость  имеет следующий вид:

С учетом условия  определяем  (при m = 3, ):

.

Таким образом, при принятых параметрах     
время до разрушения составного стержня, который с учетом  ведет себя
под нагрузкой как монолитная конструкция, равно единице .

На основе проведенного анализа можно определять материалы частей составного
стержня, в которых требуемые материальные параметры моделей ползучести и дли-
тельного разрушения приводят к увеличению времени до разрушения составного
стержня по сравнению с монолитным. Такого рода исследования могут способство-

σ = Σ1 0

σ = Σ =1 0 0.5

( )
( )

ωω σ= − ω ω = σ
− ω  

1
1 1

1 1 1 1 1
0 01

, 1
1

tm
m m

m
d С d С dt
dt

( )ω1 t

( ) +  ω = − + − σ    +

1
1

1 1 1
11 1

1
m mm С t

m

( )ω =1 * 1t *t =1 2C

=* 1t

=1 2,С = 1,k α = 0.5, Σ =0 0.5, = = 3n m
= =2 1/ 1k B B
=* 1t

Рис. 2. Зависимости поврежденности  в центральной части составного стержня от безразмерного времени

 при различных параметрах .
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вать определению необходимых материалов составных конструкций, применение ко-
торых приведет к увеличению их длительной работоспособности.

Так, для расчетных данных, используемых при построении соответствующих кри-
вых зависимостей , , ,  от времени  на ри-( )ω = ω1 1 t ( )ω = ω2 2 t ( )σ = σ1 1 t ( )σ = σ2 2 t t

Рис. 3. Зависимости поврежденности  в крайних частях составного стержня от безразмерного времени 
при различных параметрах .
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Рис. 4. Зависимости напряжения  в центральной части составного стержня от безразмерного времени 
при различных параметрах .

1.0

� 1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 1 2 3 4 5 6 7 8
t

1 2 3
4

5

6

σ1 t
=m n



112 ФОМИН, БАСАЛОВ

сунках 2, 3, 4, 5, было определено значение , которое соответствует времени
до разрушения . Соответствующие кривые обозначены номером 2 на рис. 2, 3, 4 и 5.

Значения параметров  приведет к увеличению времени до разруше-
ния составных стержней по сравнению с монолитными.

Расчет и анализ процессов накопления повреждений и распределения напряжений
во времени при значении  показал интересный результат. Кривые на-
копления поврежденности и распределения напряжений при k = 2 меняются местами
по сравнению с соответствующими кривыми при k = 0.5. Кривая зависимости

 от времени при k = 0.5 становится кривой  при k = 2, в свою оче-
редь кривая  при k = 0.5 становится зависимостью  при k = 2.
Аналогичная ситуация наблюдается и для распределения напряжений  и

. В результате при k = 2 поврежденность  достигает предельного
значения  быстрее, чем . В случае при k = 0.5 наблюдается противо-
положная ситуация.

Заключение. Проведено исследование напряженно-деформированного состояния и
процессов разрушения стержня (типовой элемент конструкции), находящегося в
условии ползучести при растяжении. Изучение и моделирование таких процессов яв-
ляется предварительным опорным исследованием перспективной задачи о защитном
эффекте внешних частей составного стержня при его контакте с рабочей активной
средой в условиях длительного действия нагрузок и повышенных температур.

На основе кинетической теории ползучести и длительной прочности Ю.Н. Работ-
нова получены зависимости накопления поврежденности от времени в центральной и
двух крайних частях составного стержня.

Под действием растягивающей нагрузки при принятом условии жесткого, без про-
скальзывания соединения частей составного стержня в местах соединения частей
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Рис. 5. Зависимости напряжения  в крайних частях составного стержня от безразмерного времени  при
различных параметрах .
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происходит нарушение непрерывности (разрыв) механических напряжений при пере-
ходе от одной части составного стержня к другой.

В зависимости от констант в определяющих соотношениях ползучести и кинетиче-
ских уравнениях накопления поврежденности напряжения в частях стержня с течени-
ем времени меняются. При этом сумма безразмерных напряжений в центральной и
двух крайних частях в любой момент времени одинакова и равна единице.

В момент времени, предшествующий разрушению, наблюдается резкое изменение
напряжений в частях стержня. Данный эффект объясняется резким нарастанием по-
врежденности в частях стержня и, как следствие, резким уменьшением площади эф-
фективного сечения за счет увеличения микропор и микротрещин в процессе ползу-
чести.

В результате проведенного исследования проанализировано влияние констант в
моделях ползучести и длительного разрушения на время до разрушения составного
стержня. Разработаны основы подхода для определения параметров указанных моде-
лей, приводящих к увеличению времени до разрушения составного стержня по срав-
нению с монолитным. Такого рода исследования могут способствовать определению
необходимых материалов составных конструкций, применение которых приведет к
увеличению их длительной работоспособности.

Данная научная работа имеет как фундаментальный характер исследования опреде-
ляющих и кинетических соотношений в механике деформируемого твердого тела, так
и прикладное значение. Проведенное исследование может быть применено в энерге-
тическом машиностроении, авиационно-космической отрасли, судостроении и неф-
техимическом машиностроении.

Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований, проект № 20-08-00387.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Работнов Ю.Н. Ползучесть элементов конструкций. М.: Наука, 1966. 752 с.
2. Локощенко А.М. Ползучесть и длительная прочность металлов. М.: Физматлит, 2016. 504 с.
3. Lokoshchenko A., Fomin L. Kinetic theory of creep and long-term strength of metals // Kinetic The-

ory / Ed. by G.Z. Kyzas, A.C. Mitropoulos. IntechOpen, 2017. 
https://doi.org/10.5772/intechopen.70768

4. Манукян М.Н. Кручение составных валов переменного сечения в условиях установившейся
ползучести // Изв. aк. наук Армянской ССР. Физ.-мат. науки. 1961. V. XIV. № 1. С. 115–121.

5. Якубовский Ю.Е., Колосов В.И., Донкова И.А., Круглов С.О. Моделирование вязкоупругих
свойств стареющего материала // Вестн. Тюменск. гос. ун-та. Физ.-мат. моделир. Нефть,
газ, энергетика. 2018. Т. 4. № 4. С. 181–190. 
https://doi.org/10.21684/2411-7978-2018-4-4-181-190

6. Янковский А.П. Неустановившаяся ползучесть слоистых стержней нерегулярной структуры
из нелинейно-наследственных материалов // Механика машин, механизмов материалов.
2016. № 3 (36). С. 86–97.

7. Хохлов А.В. Ползучесть и длительная прочность толстостенной трубы из нескольких слоев
нелинейно-вязкоупругих материалов, нагруженной внутренним и внешним давлением //
Мех. композ. матер. 2021. Т. 57. № 6. С. 1037–1064. 
https://doi.org/10.22364/mkm.57.6.02

8. Якубовская С.В., Красовская Н.И., Сильницкая Н.Ю., Иванова Е.Ю., Красовская О.В. Моде-
лирование напряженного состояния многослойных конструкций при деформировании во
времени // Науч.-тех. вестн. Поволжья. 2021. № 5. С. 115–118.

9. Кравчук А.С., Кравчук А.И. Моделирование ползучести по наследственной теории в про-
стейшей модели деформируемого покрытия постоянной толщины // Аpriori. Cер.: естеств.
тех. науки. 2014. № 2. С. 1–17.

10. Yankovskii A. P. Study on the unsteady creep of composite beams with an irregular laminar fibrous
structure made from nonlinear hereditary materials // Mech. Compos Mater. 2017. V. 53. № 4.



114 ФОМИН, БАСАЛОВ

P. 457–470. 
https://doi.org/10.1007/s11029-017-9675-7

11. Саушкин М.Н., Радченко В.П. Приближенный метод оценки релаксации остаточных напря-
жений в поверхностно упрочненной лопатке в поле массовых сил в условиях ползучести //
Пробл. машиностр. надежн. машин. 2013. № 3. С. 58–67.

12. Радченко В.П., Деревянка Е.Е. Влияние температурно-силового нагружения на релаксацию
остаточных напряжений в поверхностно упрочненных элементах стержневой конструкции
в условиях ползучести // Вестн. Самарск. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2019. Т. 23.
№ 3. С. 497–524. 
https://doi.org/10.14498/vsgtu1688

13. Деревянка Е.Е., Радченко В.П., Цветков В.В. Релаксация остаточных напряжений в поверх-
ностно упрочненном цилиндре в условиях ползучести при жестких ограничениях на ли-
нейные и угловые деформации // Изв. РАН. МТТ. 2021. № 3. С. 118–127. 
https://doi.org/10.31857/S057232992103003X

14. Волков И.А., Игумнов Л.А., Шишулин Д.Н., Боев Е.В. Моделирование процессов нестацио-
нарной ползучести в условиях многоосного нагружения с учетом накопления повреждений
в конструкционном материале // Изв. РАН. МТТ. 2022. № 2. С. 25–34. 
http://dx.doi.org/10.31857/S057232992103003X

15. Зараковская К.И., Захаров В.Ф. Напряженно-деформированное состояние составных желе-
зобетонных стержней с высокопрочной арматурой, подверженных длительному сжатию //
Вестн. МГСУ. 2019. Т. 14. Вып. 9. С. 1121–1131. 
https://doi.org/10.22227/1997-0935.2019.9.1121-1131

16. Замалиев Ф.С. Учет начальных напряжений и деформаций при оценке несущей способно-
сти сталежелезобетонных конструкций на эксплуатационные нагрузки // Изв. КГАСУ.
2017. № 1 (39). С. 91–101.

17. Jonathon Tanks, Kimiyoshi Naito and Hisai Ueda. Characterization of the static, creep, and fatigue
tensile behavior of basalt fiber/polypropylene composite rods for passive concrete reinforcement //
Polymers. 2021. V. 13(18), 3136.
https://doi.org/10.3390/polym13183136

18. Wanninger F., Frangi A., Fragiacomo M. Long-term behavior of posttensioned timber connections //
J. Struct. Eng. 2014. V. 141. № 6. 
https://doi.org/10.1061/(ASCE)ST.1943-541X.0001121

19. He M.J., Zheng X.Z., Lam F., Li Z. Potential loss in prestressing tendon forces under long-term ser-
vice conditions: cross-laminated timber shear wall applications // J. Struct. Eng. 2022. V. 148. № 3. 
https://doi.org/10.1061/(ASCE)ST.1943-541X.0003272

20. Zheng X.Z., Li Z., He M.J., Lam F. Experimental investigation on the rheological behavior of timber
in longitudinal and transverse compression // Construct. Building Mater. 2021. V. 304. P. 124633. 
https://doi.org/10.1016/j.conbuildmat.2021.124633



ИЗВЕСТИЯ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МЕХАНИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 2023, 
№ 1, с. 115–128

ИССЛЕДОВАНИЕ ПОГРЕШНОСТИ БЫСТРОЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ
ИНТЕРПОЛЯЦИИ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ О НАПРЯЖЕНИЯХ В БРУСЕ

© 2023 г.   А. Д. Чернышовa,*, В. В. Горяйновb,**, М. И. Поповa,***
aВоронежский государственный университет инженерных технологий, Воронеж, Россия

bВоронежский государственный технический университет, Воронеж, Россия
*e-mail: chernyshovad@mail.ru

**e-mail: gorvit77@mail.ru
***e-mail: mihail_semilov@mail.ru

Поступила в редакцию 27.03.2022 г.
После доработки 24.04.2022 г.

Принята к публикации 25.04.2022 г.

С помощью быстрой тригонометрической интерполяции решена задача о напряже-
ниях в брусе прямоугольного сечения. Проведено сравнение полученного прибли-
женного аналитического решения с точным, в ходе которого исследована относи-
тельная погрешность компонент перемещений, компонент тензора напряжений,
невязка уравнений равновесия Ламе и невязка граничных условий. Установлено,
что при использовании в быстрых разложениях граничной функции второго поряд-
ка и небольшом количестве членов в рядах Фурье (от двух до шести) максимальная
относительная погрешность δmax компонент перемещений и компонент тензора на-
пряжений составляет менее одного процента. С увеличением порядка граничной
функции и/или количества членов N в рядах Фурье δmax быстро уменьшается. Уве-
личение порядка граничной функции является более эффективным способом
уменьшения погрешности вычислений δmax, чем увеличение количества членов в
рядах Фурье. При исследовании интенсивности напряжений  в брусе с различны-
ми габаритными размерами прямоугольного сечения, но одинаковой площадью всех
сечений выяснилось, что наименьшее значение  среди всех сечений наблюдает-
ся в брусе с квадратным сечением.

Ключевые слова: перемещения, компоненты тензора напряжений, уравнения Ламе,
быстрые разложения, быстрая тригонометрическая интерполяция, высокая точность
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1. Введение. Среди аналитических методов, применяемых для решения задач тео-
рии упругости, можно выделить такие как метод угловых суперпозиций [1, 2], метод
расширения границ [3], метод возмущений [4–6], лучевой метод [7–9], разложения в
ряды [10–14] и по функциям Фадля–Папковича [15, 16], двухшаговый метод последо-
вательного возмущения параметров [17], метод быстрых разложений [18–20]. Послед-
ний, из перечисленных методов, имеет следующие положительные качества, которы-
ми в совокупности не обладает ни один из известных методов:

1. Доказана сходимость и получена оценка погрешности метода [21].
2. Показана быстрая сходимость используемых рядов Фурье, что позволяет ограни-

чиваться в расчетах небольшим количеством членов ряда и, как следствие, проводить
расчет на ЭВМ с высокой точностью при большой экономии времени [22].

σ

σmax

УДК 539.3+519.65
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3. Метод быстрых разложений применим для решения как линейных [18–20], так и
нелинейных задач [23–25], а также задач для криволинейных областей [24, 25], с по-
движными границами [25] и фазовыми превращениями [25].

Классическую тригонометрическую интерполяцию чаще всего используют для
улучшения качества обработки изображений [26] и восстановления периодических
дискретных сигналов конечной длительности [27]. Для решения инженерных задач
интегро-дифференциального типа применение классической тригонометрической
интерполяции на конечном отрезке проблематично из-за невозможности ее диффе-
ренцирования в общем случае и большой ошибки между интерполяционными точка-
ми. Устранение подобных недостатков можно осуществить при использовании быст-
рой тригонометрической интерполяции. Быстрая тригонометрическая интерполяция
использовалась при исследовании напряжений в клине [20], расчете траектории кос-
мических кораблей [23], решении нелинейного уравнения теплопроводности для кри-
волинейной области с условиями Дирихле [24] и решении двухфазной задачи Стефана
с внутренним источником [25]. В данной работе будет исследована погрешность быст-
рой тригонометрической интерполяции в зависимости от порядка граничной функ-
ции и количества членов в рядах Фурье на примере решения задачи о напряжениях в
брусе.

2. Постановка задачи. В условиях плоской деформации проекции вектора переме-
щений материальных точек бруса зависят только от координат x, y:

(2.1)

Компоненты тензора напряжения будут иметь вид:

(2.2)

Запишем уравнения равновесия Ламе для перемещений с учетом массовых сил
 

(2.3)

(2.4)

К уравнениям (2.3), (2.4) необходимо добавить граничные условия. Будем считать,
что упругий брус имеет прямоугольное сечение . На сторо-
нах бруса зададим условия Дирихле в общем виде

(2.5)

(2.6)

Функции, входящие в граничные условия (2.5) и (2.6), следует подбирать с учетом
условий их согласования

(2.7)

выполнение которых позволит найти непрерывное решение задачи (2.3)–(2.6).
В качестве примера функции из (2.5), (2.6) зададим следующим образом
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(2.8)

Массовые силы в (2.3), (2.4) запишем выражениями

(2.9)

Зависимости (8) и (9) подобраны так, что задача (3)–(6) имеет точное решение

(2.10)

где K – константа, регулирующая величину перемещений.
Точное решение (2.10) позволит провести исследование погрешности решения кра-

евой задачи (2.3)–(2.6) путем сравнения с приближенным аналитическим решением,
полученным методом быстрых разложений. При сравнении будут вычислены: относи-
тельная погрешность компонент перемещений (2.1), компонент тензора напряжений
(2.2), невязка уравнений равновесия Ламе (2.3), (2.4) и невязка граничных условий
(2.5), (2.6).

3. Метод и построение решения. Для решения используем приближенный метод
быстрых разложений [21], в соответствии с которым представим  и V = V(x, y) в

виде суммы граничных функции   и ряда Фурье по синусам

(3.1)

Здесь N1 – число учитываемых членов в рядах Фурье. Граничные функции 

и  порядка 2p определяются равенствами

(3.2)

где  и ,  – коэффициенты граничных функций, ,
 – быстрые полиномы [21].

Для исследования влияния порядка граничной функции на точность решения крае-
вой задачи (2.3)–(2.6) в быстрых разложениях (3.1) будем использовать граничные
функции второго, четвертого и шестого порядков, которые получаются из (3.2) при
p = 1, p = 2 и p = 3 соответственно, т.е.

(3.3)

Быстрые полиномы  и коэффициенты   определяются равенствами
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(3.4)

Для возможности выполнения выражений (3.4) необходимо потребовать, чтобы

U = U(x, y) и V = V(x, y) удовлетворяли условию гладкости .
Неизвестными в (3.1) являются функции, зависящие только от одной переменной х

(3.5)

Функции из (3.5) представим быстрыми разложениями по переменной х. Причем в
повторных разложениях будут использованы граничные функции тех же порядков,
что и в быстрых разложениях (3.1) по переменной у:

(3.6)

В (3.6) обозначено через  – число учитываемых членов в рядах Фурье. Граничные

функции     определяем равенствами

(3.7)

где , ,  и ,    – коэффициенты граничных
функций вторичных разложений; ,  – быстрые полиномы [21].

При p = 3 выражения для коэффициентов граничных функций , , ,  и
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(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Если p = 2, то для описания граничных функций (3.7) из (3.8) следует взять первые
шесть полиномов, а в (3.9)–(3.12) учесть первые шесть коэффициентов. При p = 1 гра-
ничные функции (3.7) будут содержать первые четыре полинома из (3.8) и первые че-
тыре коэффициента из (3.9)–(3.12).

Таким образом, краевая задача (2.3)–(2.6) сведена к определению 2(2p + 2 +
+ N1)  неизвестных коэффициентов

(3.13)

Значения восьми коэффициентов

(3.14)

входящих в (3.13), находятся при помощи значений компонент перемещений U =
=  и  в угловых точках прямоугольной области (см. формулы (3.4),
(3.9), (3.10)). С учетом условия согласований (2.7), коэффициенты (3.14) определяются
равенствами

Для нахождения остальных  коэффициентов из
(3.13) используем быструю тригонометрическую интерполяцию, апробированную в
работах [20, 22–25]. Для этого подставим  и  из (3.1) в дифферен-
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циальные уравнения (2.3), (2.4) и граничные условия (2.5), (2.6). Полученные таким
образом выражения в статье не приводим из-за их громоздкости.

Из граничных условий (2.5), (2.6) линейные алгебраические уравнения получим
следующим образом. Промежуток [0, b] равномерно разобьем точками y = ys =
=   на  отрезков и запишем уравнения,
полученные из граничных условий (2.5) при подстановке  и  из
(3.1), в каждой внутренней расчетной точке  . Будем иметь

 линейных алгебраических уравнений. Аналогично, промежуток [0, a] рав-
номерно разобьем точками   на

 отрезков и запишем уравнения, полученные из граничных условий (2.6)
при подстановке  и  из (3.1), в каждой внутренней расчетной
точке  . Тем самым, будем иметь еще  линейных ал-
гебраических уравнений.

Из дифференциальных уравнений (2.3), (2.4) линейные алгебраические уравнения
запишем следующим образом. На область прямоугольника   равно-
мерно нанесем сетку в  точках  , ..., N2 +
+ 2p + 1 и в  точках  . Для со-
ставления системы линейных алгебраических уравнений используются только внут-
ренние точки, образующие сетку из  внутренних точек . За-
тем, уравнения (2.3), (2.4) при подстановке в них  и  из (3.1) за-
пишем в каждой расчетной точке . В итоге, получаем 
линейных алгебраических уравнений. В результате приходим к замкнутой системе

 линейных алгебраических уравнений
относительно оставшихся  неизвестных из (3.13).
Данная система уравнений решена в среде Maple. После чего, найденные неизвестные
(3.13) подставлены в быстрые разложения (3.1). Тем самым, построено приближенное
аналитическое решение краевой задачи (2.3)–(2.6).

4. Полученные результаты и их анализ. В вычислительных экспериментах будем ис-
пользовать граничные функции (3.3) второго, четвертого и шестого порядков. Коли-
чество членов в рядах Фурье первого (3.1) и второго (3.6) быстрых разложений примем
одинаковыми, т.е. , и выполним расчеты при N = 2…6. В качестве мате-
риала бруса выберем тяжелый бетон B30 с характеристиками [28]  × 109 Па,

. Тогда коэффициенты Ламе будут равны  × 109 Па,  × 1010 Па.

Величину параметра K и размеры сечения примем равными   м,  м.
Приближенное аналитическое решение (3.1) сравнивается с точным (2.10). Относи-

тельная погрешность перемещений (2.1), тензора напряжений (2.2), невязка уравнений
равновесия Ламе (2.3), (2.4) и граничных условий (2.5), (2.6) вычислялась по формуле

где  – абсолютная погрешность, fmax – максимальное значение исследуемого объекта.
Покажем на рис. 1–4 относительную погрешность расчетов, выполненных при ис-

пользовании граничной функции четвертого порядка  ( ) для . Из ри-
сунков видно, что максимальная относительная погрешность  у компонент тензо-
ра напряжений , ,  и невязки дифференциального уравнения (2.3) достигает-
ся в точке (1; 1), а у компонент перемещений U и V, компоненты тензора напряжений

 и невязки дифференциального уравнения (2.4) – в ее окрестности. Поэтому в
табл. 1–3 приведены значения  всех исследуемых объектов в этих точках для гра-
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ничных функций второго  (p = 1), четвертого  (p = 2) и шестого  (p = 3) поряд-
ков при .

2M 4M 6M
= 2...6N

Рис. 1. Относительная погрешность δ компонент перемещений: (а) U, (b) V.
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Рис. 2. Относительная погрешность δ компонент тензора напряжений: (а) , (b) , (c) , (d) .
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Из табл. 1–3 можно увидеть, что точнее всего определяются компоненты переме-
щений U и V (искомая функция). По сравнению с компонентами перемещений точ-
ность нахождения компонент тензора напряжений , , ,  (первые производ-
ные искомой функции) падает на порядок, а точность вычисления невязки уравнений
равновесия Ламе (2.3), (2.4) (вторые производные искомой функции) падает на два
порядка. Подобная тенденция наблюдается при выборе любого порядка граничной
функции и для любого N, а также согласуется с многочисленными вычислительными
экспериментами авторов, например [15].

Табл. 1 показывает, что даже при использовании граничной функции второго по-
рядка  и небольшом количестве членов в рядах Фурье  достигается точность
вычислений компонент перемещений и компонент тензора напряжений ( )
выше, чем точность входных данных из справочников. С увеличением порядка гра-
ничной функции и/или количества членов в рядах Фурье (см. табл. 2 и 3) эта точность
быстро возрастает. Так, если в быстрых разложениях (3.1) и (3.6) использовать гранич-
ную функцию второго порядка , то увеличение N количества членов в рядах Фурье
на четыре (с двух до шести) ведет к увеличению точности вычислений компонент пе-
ремещений, компонент тензора напряжений и невязки дифференциальных уравне-
ний (2.3), (2.4) примерно на один порядок (см. табл. 1). Такое же увеличение точности
вычислений можно достичь, используя граничную функцию четвертого порядка 
(см. табл. 2) и увеличивая N в рядах Фурье на три (с двух до пяти). Если же применить
граничную функцию шестого порядка  (см. табл. 3), то повышение точности вы-
числений на порядок можно достичь увеличением N в рядах Фурье на два (с двух до
четырех).

Из табл. 1–3 видно, что граничные условия , , ,  выполняются
точно при выборе любого порядка граничной функции и при любом количестве учи-
тываемых членов в рядах Фурье. Точность выполнения граничных условий ,

, , , а также дифференциальных уравнений (2.3), (2.4), и точность вы-
числения компонент перемещений и компонент тензора напряжений зависят от вы-
бора порядка граничной функции и количества членов в рядах Фурье. Если увеличить
порядок граничной функции (со второго до четвертого или с четвертого до шестого), а
N во всех расчетах взять одинаковым, то относительная погрешность  у компо-

σxx σyy σzz σxy

2M = 3N
δ <max 1%

2M

4M

6M

=0xU =0yU =0xV =0yV

=x aU

=y bU =x aV =|y bV

δmax

Рис. 3. Невязка  уравнений равновесия Ламе: (а) (3), (b) (4).
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нент перемещений и компонент тензора напряжений уменьшится на два порядка.
Также на два порядка уменьшится невязка граничных условий , . Для гра-

ничных условий ,  невязка уменьшается на три порядка.

Анализируя поведение максимальной невязки дифференциальных уравнений (2.3),
(2.4) можно сделать следующий вывод: увеличение порядка граничной функции со
второго до четвертого ведет к уменьшению невязки на один порядок, а при увеличе-

=x aU =y bU

=x aV =|y bV

Таблица 1. Относительная погрешность , % при использовании 

Исследуемый объект
N

2 3 4 5 6

Компоненты 
перемещений

U 0.32 0.13 7.28 × 10–2 4.21 × 10–2 2.70 × 10–2

V 0.12 5.80 × 10–2 3.00 × 10–2 1.67 × 10–2 9.80 × 10–3

Компоненты 
тензора на-
пряжений

1.59 0.73 0.41 0.25 0.17

1.16 0.53 0.30 0.18 0.12

1.42 0.65 0.36 0.22 0.15

1.46 0.67 0.37 0.23 0.15

Невязка ДУ (3) 11.12 6.36 4.25 3.08 2.35
(4) 12.66 4.87 2.19 1.15 0.86

Невязка ГУ , 0.27 0.11 4.70 × 10–2 2.52 × 10–2 1.47 × 10–2

, 1.11 × 10–3 4.51 × 10–4 2.18 × 10–4 1.18 × 10–4 7.10 × 10–5

, , 

, 

0 0 0 0 0

δmax 2M

σx x
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=0xU =0yU
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Рис. 4. Невязка граничных условий: (а) , , (b) , .
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нии порядка граничной функции с четвертого до шестого на возрастание точности
еще влияет число N. Так, при  уменьшение невязки будет составлять один поря-
док, при  уже два порядка.

= 2N
= 6N

Таблица 2. Относительная погрешность δmax, % при использовании 

Исследуемый объект
N

2 3 4 5 6

Компоненты 
перемещений

U 1.50 × 10–2 3.50 × 10–3 1.49 × 10–3 7.25 × 10–4 3.80 × 10–4

V 4.80 × 10–3 1.52 × 10–3 5.90 × 10–4 2.70 × 10–4 1.35 × 10–4

Компоненты 
тензора
напряжений

6.15 × 10–2 2.10 × 10–2 9.10 × 10–3 4.79 × 10–3 2.82 × 10–3

5.32 × 10–2 1.81 × 10–2 7.50 × 10–3 3.61 × 10–3 2.06 × 10–3

5.46 × 10–2 1.87 × 10–2 8.10 × 10–3 4.31 × 10–3 2.59 × 10–3

5.61 × 10–2 1.92 × 10–2 8.29 × 10–3 4.33 × 10–3 2.60 × 10–3

Невязка ДУ (3) 0.64 0.26 0.13 7.53 × 10–2 4.67 × 10–2

(4) 0.38 0.13 6.52 × 10–2 3.51 × 10–2 2.10 × 10–2

Невязка ГУ , 6.81 × 10–3 2.00 × 10–3 7.50 × 10–4 3.32 × 10–4 1.65 × 10–4

, 1.92 × 10–6 6.10 × 10–7 2.40 × 10–7 1.10 × 10–7 5.50 × 10–8

, , 

, 

0 0 0 0 0

4M

σx x

σyy

σzz

σx y

=x aU =y bU

=x aV =|y bV

=0xU =0yU

=0xV =0|yV

Таблица 3. Относительная погрешность , % при использовании 

Исследуемый объект
N

2 3 4 5 6

Компоненты 
перемещений

U 2.22 × 10–4 6.00 × 10–5 2.09 × 10–5 8.52 × 10–6 3.90 × 10–6

V 1.05 × 10–4 2.59 × 10–5 8.45 × 10–6 3.27 × 10–6 1.37 × 10–6

Компоненты 
тензора
напряжений

1.44 × 10–3 4.14 × 10–4 1.60 × 10–4 7.50 × 10–5 3.77 × 10–5

1.55 × 10–3 4.18 × 10–4 1.42 × 10–4 5.65 × 10–5 2.78 × 10–5

1.28 × 10–3 3.67 × 10–4 1.46 × 10–4 6.70 × 10–5 3.50 × 10–5

1.31 × 10–3 3.37 × 10–4 1.45 × 10–4 6.68 × 10–5 3.50 × 10–5

Невязка ДУ (3) 2.00 × 10–2 6.34 × 10–3 2.57 × 10–3 1.21 × 10–3 6.32 × 10–4

(4) 1.29 × 10–2 3.82 × 10–3 1.50 × 10–3 6.49 × 10–4 3.37 × 10–4

Невязка ГУ , 1.14 × 10–4 2.58 × 10–5 8.80 × 10–6 3.40 × 10–6 1.44 × 10–6

, 2.24 × 10–9 5.59 × 10–10 1.95 × 10–10 7.60 × 10–11 3.35 × 10–11

, , 

, 

0 0 0 0 0

δmax 6M

σx x

σyy

σzz

σx y

=x aU =y bU

=x aV =|y bV

=0xU =0yU

=0xV =0|yV
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С помощью табл. 4 и 5 можно ответить на вопрос, что более эффективно для умень-
шения погрешности вычислений – увеличение порядка граничной функции или уве-
личение количества членов в ряде Фурье. В табл. 4 представлено количество линей-
ных алгебраических уравнений в системах, которые необходимо решить для расчета
данных, указанных в табл. 1–3. В табл. 5 записано время расчета программы в секун-
дах на персональном компьютере с процессором Intel Core i3-4160 и ОЗУ 8 ГБ. Из
табл. 4 видно, что одинаковая трудоемкость вычислений получается при выборе сле-
дующих комбинаций параметров p и N:

1) p = 1 и  или p = 2 и –120 линейных алгебраических уравнений;
2) p = 1 и  или p = 2 и –154 линейных алгебраических уравнения;
3) p = 1 и  или p = 2 и  или p = 3 и –192 линейных алгебраических

уравнения;
4) p = 2 и  или p = 3 и –234 линейных алгебраических уравнения;
5) p = 2 и  или p = 3 и –280 линейных алгебраических уравнений.
Учитывая данные табл. 1–3 можно сделать вывод, что в каждом из пяти указанных

вариантов комбинаций параметров p и N точность расчетов выше (значение  в
среднем падает на порядок) в случаях, соответствующих более высокому значению
параметра p, т.е. более высокому порядку граничной функции. Принимая во внима-
ние данные табл. 5, отметим, что повышение порядка граничной функции приводит и
к сокращению времени расчета. Для пяти комбинаций параметров p и N, соответству-
ющих одинаковой трудоемкости расчетов, уменьшение времени расчета при большем
значении параметра p составляет от 2.5% (третья комбинация) до 15% (первая комби-
нация).

При изучении свойств поля напряжений в брусе наибольший интерес представляет
исследование влияния геометрических размеров его сечения на величину интенсив-
ности напряжений  [29]

и расположение точки с наибольшим ее значением .

= 4N = 2N
= 5N = 3N
= 6N = 4N = 2N

= 5N = 3N
= 6N = 4N

δmax

σ

σ = σ − σ + σ − σ + σ − σ + σ 2 2 2 2(( ) ( ) ( ) 6( ) ) 2x y y z z x xy

σ

Таблица 4. Количество линейных алгебраических уравнений

Граничная 
функция

N

2 3 4 5 6

 (p = 1) 64 90 120 154 192

 (p = 2) 120 154 192 234 280

 (p = 3) 192 234 280 330 384

2M

4M

6M

Таблица 5. Время расчета

Граничная функция
N

2 3 4 5 6

 (p = 1) 6.98 с 10.42 с 14.42 с 19.37 с 25.40 с

 (p = 2) 12.20 с 16.85 с 24.28 с 37.75 с 49.73 с

 (p = 3) 23.68 с 34.07 с 47.65 с 67.57 с 96.62 с

2M

4M

6M
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Размеры сечения в расчетах подобраны таким образом, чтобы площадь сечения
бруса оставалась постоянной. Вычислительные эксперименты показали, что каче-
ственный вид профилей интенсивности напряжений  квадратного и прямоугольного
сечений бруса будут различны. Виды подобных профилей для случаев  и

,  изображены на рис. 5, из которого видно, что точка с максимальной ин-
тенсивностью напряжений  для квадратного сечения расположена на стороне y = 1, а
для прямоугольного – находится в угловой точке (2; 0). Значения  для различных
значений a и b, и координаты точки, в которой достигается  записаны в табл. 6.
Анализируя данные этой таблицы, можно сделать вывод, что для прямоугольного се-
чения наибольшая интенсивность напряжений  всегда расположена в крайней
точке длинной жестко защемленной стороны при x = a. Также из табл. 6 видно, что
напряжения в брусе тем выше, чем больше превосходство длины одной стороны над
длиной другой стороны прямоугольного сечения. Наименьшая интенсивность напря-
жений среди всех сечений наблюдается в брусе с квадратным сечением.

5. Заключение. В статье показана эффективность быстрой тригонометрической ин-
терполяции при решении задач теории упругости на примере задачи о напряжениях в
брусе прямоугольного сечения. При использовании в быстрых разложениях гранич-
ной функции второго порядка и небольшом количестве членов в рядах Фурье (от двух
до шести) максимальная относительная погрешность δmax компонент перемещений и
компонент тензора напряжений составляет менее 1% , что является приемлемой по-
грешностью для большинства технических расчетов. С увеличением порядка гранич-
ной функции и/или количества членов N в рядах Фурье погрешность δmax быстро
уменьшается. Увеличение порядка граничной функции является более эффективным
способом уменьшения погрешности δmax по сравнению с увеличением количества
членов в рядах Фурье.

σ
= = 1a b

= 2a = 1 2b
σmax

σmax

σmax

σmax

Таблица 6. Значения  и ее координаты

Размеры сечения , b = 1/2 , b = 1/3 , b = 1/4 , b = 1/5

Значение 1.31 × 105 Па 1.79 × 105 Па 2.65 × 105 Па 3.54 × 105 Па 4.43 × 105 Па
Координаты точки  (0.86; 1) (2; 0) (3; 0) (4; 0) (5; 0)

σmax

= = 1a b = 2a = 3a = 4a = 5a

σmax

Рис. 5. Интенсивность напряжений : (а) , (b) , .
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При исследовании интенсивности напряжений  в брусе с различными габаритны-
ми размерами прямоугольного сечения, но одинаковой площадью всех сечений выяс-
нилось, что наименьшее значение  среди всех сечений наблюдается в брусе с
квадратным сечением. В этом случае точка с  расположена на стороне  не да-
леко от угловой точки . Для прямоугольного сечения точка с максимальной ин-
тенсивностью напряжений  будет расположена на длинной стороне в точке .
При этом, чем больше превосходство длины одной стороны прямоугольного сечения
над длиной его другой стороны, тем выше .
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Рассмотрено применение различных методов теории критических расстояний для
оценки разрушения отрывом квазихрупкой пластины с вырезом в виде кругового от-
верстия, подверженной одноосному растяжению, одноосному сжатию, а также сов-
местному действию растягивающих и сжимающих напряжений. Расчеты критических
напряжений выполнены на основе предложенного ранее подхода, в соответствии с
которым структурный параметр нелокального критерия разрушения представляется в
виде суммы двух слагаемых. Первое из них характеризует собственно структуру ма-
териала и является константой, а второе отражает образование неупругих деформа-
ций и зависит от пластических свойств материала, геометрии образца и краевых
условий. Проведено сопоставление результатов расчетов с известными эксперимен-
тальными данными.

Ключевые слова: хрупкое разрушение, квазихрупкое разрушение, нелокальные крите-
рии разрушения, теория критических расстояний, масштабный эффект, вырез, кон-
центрация напряжений
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1. Введение. Подходы механики сплошной среды и механики разрушения имеют
различные области практического применения в расчетах конструкций на прочность.
Первый подход используется при проектировании конструкции, когда ставится зада-
ча оптимизации ее формы с целью максимально возможного снижения концентрации
напряжений, а второй подход используется на стадии эксплуатации конструкции, ко-
гда ставится задача оценки ее остаточного ресурса с учетом влияния имеющихся в
конструкции дефектов, наибольшую опасность из которых представляют дефекты ти-
па трещин. Проблема состоит в том, что большая часть конструктивных, технологиче-
ских и эксплуатационных дефектов и концентраторов напряжений, имеющих высо-
кое, но конечное значение коэффициента концентрации напряжений, оказывается
вне области применения этих подходов [1]. Поэтому актуальной является задача раз-
работки новых подходов к расчетам конструкций на прочность, позволяющих охва-
тить весь спектр концентраторов напряжений и с единых позиций подходить к расче-
ту конструкции с тупым вырезом и с трещиной.

Этим требованиям отвечают нелокальные критерии разрушения, которые основа-
ны на представлении о формировании в материале возле наиболее напряженной точ-
ки зоны предразрушения, в которой происходит локальное перераспределение упру-
гих напряжений. За пределами этой малой по сравнению с размерами деформируемо-
го тела области материал деформируется упруго вплоть до разрушения. Основы

УДК 539.4:622.023.23



130 СУКНЕВ

нелокальных критериев разрушения были заложены в работах [2–5]. Перераспределе-
ние напряжений в зоне предразрушения учитывается в неявном виде путем примене-
ния условия разрушения не в точке максимума, а на некотором расстоянии от нее, ли-
бо путем использования процедуры осреднения напряжений.

В дальнейшем эти подходы были развиты в работах [6–14] и других, причем разви-
тие критериев идет по разным направлениям. Одно направление связано с уточнени-
ем функции эквивалентного напряжения (например, использование вместо макси-
мального тангенциального напряжения максимального касательного напряжения
[10], интенсивности напряжений [13], максимальной тангенциальной деформации [8]
или плотности энергии деформации [7, 14]). Другое направление связано с изменени-
ем процедуры применения критерия (например, выполнение осреднения напряже-
ний не по линии, а в некоторой области вблизи выреза [9]).

Другой подход к расчетам на прочность состоит в применении методов механики
разрушения. Для трещины в твердом теле составляется энергетический баланс при ее
виртуальном приращении на бесконечно малую величину и записывается условие ро-
ста трещины, которое и является критерием разрушения. Процедура применения
критериев механики разрушения обычно сводится к расчету соответствующего коэф-
фициента интенсивности напряжений и приравнивания его к критическому значе-
нию, которое также полагается константой материала. Для того чтобы критерий ли-
нейной упругой механики разрушения (LEFM) применить к описанию разрушения у
тупого выреза поступают следующим образом. Предполагают, что в вершине выреза в
зоне концентрации напряжений изначально существует воображаемая (фиктивная)
трещина, длина которой является константой материала, характеризующей его струк-
туру. Для трещины, находящейся в неоднородном поле напряжений, рассчитывается
коэффициент интенсивности напряжений и применяется критерий LEFM. Одними
из первых этот подход применили Waddoups, Eisenmann и Kaminski [15] для оценки
прочности композитных пластин с круговым отверстием, подверженных растяжению.

Еще один критерий предложен в работах [16, 17]. Он основан на концепции меха-
ники конечных трещин (finite fracture mechanics), получившей в последнее время ши-
рокое распространение [18–22]. В этом критерии постулируется, что рост трещины,
включая момент ее возникновения у выреза, происходит скачкообразно. Разрушение
происходит, если энергия, высвобождаемая при скачкообразном изменении длины
трещины, достигнет критического значения. Конечный размер приращения длины
трещины рассматривается в качестве константы материала.

В настоящее время нелокальные критерии получили развитие в рамках теории кри-
тических расстояний (theory of critical distances). Хотя критерии основаны на различ-
ных подходах, Тейлор (Taylor) [23] обратил внимание, что предсказания, сделанные на
этих методах расчетов, дают очень близкие результаты, и предложил рассматривать их как
частные выражения некой общей теории, которую он назвал теорией критических рас-
стояний (TCD). В рамках теории рассматриваются четыре критерия (метода расчетов).

1. Точечный метод (point method). В этом методе предполагается, что разрушение
происходит тогда, когда упругое напряжение достигнет предела прочности материала

 на некотором расстоянии d0 от вершины выреза. Следуя [6], этот метод будем также
называть критерием напряжений в точке (point stress criterion).

2. Линейный метод (line method). В этом методе предполагается, что разрушение
происходит тогда, когда усредненное на некотором расстоянии d0 упругое напряже-
ние достигнет предела прочности материала . Осреднение выполняется вдоль ли-
нии, исходящей от вершины выреза. Следуя [6], этот метод будем также называть кри-
терием средних напряжений (average stress criterion).

3. Метод воображаемой трещины (imaginary crack method). В этом методе предпола-
гается, что в вершине выреза имеется воображаемая трещина длиной d0, а разрушение

σ0

σ0
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происходит тогда, когда коэффициент интенсивности напряжений в вершине трещи-
ны достигнет критического значения . Этот метод будем также называть критерием
фиктивной трещины (fictitious crack criterion).

4. Последний, четвертый метод реализует концепцию механики конечных трещин.
Этот метод будем также называть критерием конечной трещины (finite crack criterion).

Общим свойством этих критериев является введение дополнительного параметра –
внутреннего размера материала (intrinsic material length) d0, характеризующего его структу-
ру, что позволяет описать масштабный эффект в условиях концентрации напряжений и
тем самым расширить область применения по сравнению с традиционными критериями,
не учитывающими масштабный эффект. В последнее время появилось большое коли-
чество работ (например, [24–28]), посвященных развитию TCD и ее применению для
оценки прочности материалов и элементов конструкций с вырезами.

В квазихрупких материалах, таких как геоматериалы (бетон, гипс, горные породы),
композиты, керамика, чугун, графит, формирование зоны предразрушения обычно
связывают с локальным повреждением материала в результате микрорастрескивания
или появления микропор. Зона поврежденности или, как ее часто называют, зона
процесса разрушения (fracture process zone) не только предшествует образованию мак-
ротрещины, но и сопровождает ее в процессе распространения, окружая вершину тре-
щины.

Вместе с тем, перераспределение напряжений в пределах размера d0 вызвано, преж-
де всего, дискретностью структуры, а не поврежденностью материала и связанными с
ней неупругими деформациями. Поэтому область применения нелокальных критери-
ев ограничена хрупким, либо квазихрупким разрушением с малой зоной предразру-
шения d, когда ее размер не сильно отличается от d0, т.е. при выполнении условия

 = const. При этом неупругие (пластические) свойства материала проявляются
слабо. В то же время, если материал обладает достаточно сильно выраженными пла-
стическими свойствами, образование неупругих деформаций приводит к увеличению
зоны предразрушения и нарушению условия . В работе рассматривается воз-
можность применения методов теории критических расстояний в случае квазихруп-
кого разрушения с развитой зоной предразрушения , когда перераспределение
напряжений в зоне предразрушения определяется не только дискретностью структуры
материала, но и его пластическими свойствами.

2. Размер зоны предразрушения. Ранее предпринимались попытки модернизировать
нелокальные критерии за счет корректировки параметра d0 с целью более точного
описания результатов конкретного эксперимента. Так, в работе [29] для описания
экспериментальных данных о разрушении пластин из композитного материала с кру-

говым отверстием радиуса R параметр d0 представляется в виде , а затем

путем подгонки определяются феноменологические константы m и C (  – вспомога-
тельный параметр, введенный, чтобы обезразмерить R). Подобным образом поступа-
ют в работе [30] для описания аналогичных экспериментальных данных, полученных
на образцах с отверстиями эллиптической формы.

Другой подход предложен в работе [31]. На основе анализа диаграмм хрупкого, ква-
зихрупкого и вязкого разрушения размер зоны предразрушения d представляется в
следующем виде:

(2.1)

где  – размер зоны концентрации напряжений, β – безразмерный параметр, харак-
теризующий пластичность материала. Для хрупких материалов , для пластичных
материалов . При β ~ 1 материал характеризуется умеренными пластическими

cK

≈ 0d d
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свойствами. Первое слагаемое в выражении (2.1) характеризует собственно структуру
материала, а второе отражает вклад неупругих деформаций. Таким образом, пластиче-
ские свойства материала начинают проявляться при  и проявляются тем силь-
нее, чем больше d по отношению к d0. Если  будем говорить о хрупком разруше-
нии, если  – о квазихрупком разрушении, которое в пределе  переходит в
вязкое разрушение. При вязком разрушении критическое напряжение не зависит от
размера концентратора напряжений, поэтому размер зоны предразрушения пропор-
ционален размеру концентратора и, соответственно, размеру  (при неизменных гра-
ничных условиях). При хрупком разрушении, напротив, размер зоны предразрушения
не зависит от размера концентратора напряжений и определяется структурой матери-
ала.

Таким образом, условие малости зоны предразрушения, ограничивающее область
применения нелокальных критериев в рамках теории критических расстояний, при-
нимает вид . В этом случае можно принять . Для развитой зоны
предразрушения второе слагаемое в выражении (2.1) не является малым по отноше-
нию к , оно может быть сопоставимым или даже превышать характерный размер
структуры материала, при этом . Этот случай является предметом настояще-
го рассмотрения. При этом будем считать, что зона предразрушения остается малой
по отношению к размерам деформируемого тела, и за пределами этой области матери-
ал деформируется упруго.

Рассмотрим возможность применения нелокальных критериев разрушения в задаче
об образовании трещин отрыва в пластине с круговым отверстием, подверженной
пропорциональному нагружению равномерно распределенными на бесконечности
растягивающими  и сжимающими  напряжениями (рис. 1), с учетом
изложенных выше представлений о формировании зоны предразрушения.

3. Критерии квазихрупкого разрушения. Применение первых трех методов теории
критических расстояний для оценки разрушения квазихрупкого материала с круго-
вым отверстием, подверженного двухосному нагружению, рассмотрено в работах [32,
33]. Приведем формулы для критического напряжения  в момент образования тре-
щин отрыва на контуре отверстия с учетом принятых обозначений.

Критерий средних напряжений (ASC) или линейный метод в теории критических
расстояний:

> 0d d
= 0d d

> 0d d 0d d@

eL

β 0eL d! ≈ =0 constd d

0d
≠ constd

σ ≡1 1k p σ ≡2 2k p

cp

Рис. 1. Круговое отверстие при двухосном нагружении.
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(3.1)
Критерий напряжений в точке (PSC) или точечный метод в теории критических

расстояний:

(3.2)
Критерий фиктивной трещины (FCC) или метод воображаемой трещины в теории

критических расстояний:

(3.3)

Здесь ;  – предел прочности при растяжении;  – предел прочности при
сжатии; ; a – радиус отверстия. Размер d определяется выражением (2.1), в
котором размер зоны концентрации напряжений . В случае
квазихрупкого разрушения, выражение для γ принимает вид:

Применяя критерий фиктивной трещины к материалам, содержащим вырезы, не-
обходимо помнить о проблеме сшивки критерия с традиционным критерием хрупкого
разрушения сплошной среды при больших размерах выреза [34]. В этом случае крите-
рий FCC дает заниженное на 12% значение разрушающей нагрузки. Проблема может
быть преодолена путем приближенного расчета коэффициента интенсивности напря-
жений в вершине фиктивной трещины способом, изложенным в [34]. Если этого не
сделать, то ошибка в определении асимптотического значения разрушающей нагруз-
ки может привести к ошибке в определении параметра β и неправильной оценке ха-
рактера разрушения материала.

В соответствии с формулами (3.1)–(3.3) критическое напряжение с ростом диамет-
ра отверстия уменьшается, асимптотически приближаясь к некоторому напряжению

 в случае хрупкого разрушения и к напряжению  ( ) в случае квазихруп-
кого или вязкого разрушения. Отношение напряжений  и  связано с величиной
параметра пластичности β в выражении (2.1). Приведем формулы для асимптотиче-
ского значения критического напряжения:

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Здесь ,  – асимптотическое значение критического на-

пряжения для хрупкого материала. Для квазихрупких материалов, характеризующих-
ся умеренными пластическими свойствами,  для ASC,  для
PSC и  для FCC.

Необходимо сделать еще одно важное замечание относительно критерия FCC. Что-
бы принять справедливость допущения  в хрупком материале, содержащем
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вырез произвольного размера (в том числе, при его отсутствии), мы должны допустить
изначальное существование в теле микродефектов, играющих роль фиктивных тре-
щин. На первый взгляд, модель твердого тела с распределенными в нем микротрещи-
нами (трещинами Гриффитса) выглядит вполне реалистичной и согласующейся с об-
щепринятыми представлениями о реальном твердом теле, обладающем изначальной,
присущей ему дефектностью (роль микротрещин могут, к примеру, выполнять грани-
цы зерен). Но в действительности такая модель может быть использована только для
оценки прочности твердого тела, содержащего большой ансамбль гладких дефектов,
например, пор. Чтобы применить модель для оценки прочности однородного тела, со-
держащего одиночный дефект произвольного размера, трещины Гриффитса должны
заполнять объем всего тела, что физически абсурдно. Поэтому в рамках модели твер-
дого тела с распределенными микротрещинами могут рассматриваться только доста-
точно большие отверстия, вырезы или полости, размер которых намного превышает
размер микротрещин, а также расстояние между ними.

Применение четвертого метода теории критических расстояний для оценки разру-
шения квазихрупкого материала с круговым отверстием, подверженного двухосному
нагружению, рассмотрено в работах [33, 35]. Метод основан на концепции механики
конечных трещин (FFM), согласно которой рост трещины, включая момент ее воз-
никновения у выреза, происходит скачкообразно. Конечное приращение длины тре-
щины рассматривается в качестве константы материала: . Условие раз-
рушения имеет вид [23]:

(3.7)

Важным преимуществом инкрементального условия разрушения (3.7) перед обыч-
ным дифференциальным условием  является то, что оно может быть примене-
но не только в качестве условия роста уже существующей в теле трещины, но и для
предсказания появления трещин у концентраторов напряжений в теле, не содержа-
щем начальных трещин. Для этого в уравнении (3.7) достаточно принять . При
этом не требуется делать никаких дополнительных допущений о существовании в теле
неких фиктивных или воображаемых трещин, представление о которых лежит в осно-
ве критерия FCC и приводит к определенным физическим противоречиям. Формула
для расчета критического напряжения имеет следующий вид:

(3.8)
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Для квазихрупких материалов, характеризующихся умеренными пластическими
свойствами, .

4. Сопоставление с экспериментальными данными и обсуждение результатов расчетов.
4.1. Одноосное растяжение. В работе [30] приведены результаты испытаний на растя-
жение пластин из эпоксидного углепластика с квазиизотропной укладкой слоев с кру-
говыми отверстиями. На рис. 2 представлены экспериментальные данные (точки) о
величине разрушающей нагрузки в зависимости от диаметра отверстия 2a [мм] и ре-
зультаты расчета критического напряжения согласно критерию ASC по формуле (3.1)
при  (кривая 1) и  (кривая 2). Размер d0 составил 1.6 мм. Штриховая и
сплошная прямые, рассчитанные по формуле (3.4), показывают асимптотические зна-
чения кривых 1 и 2, соответственно.

Параметры d0 и β подбирали исходя из наилучшего соответствия результатов расче-
та (кривая 2) и экспериментальных данных. Кривая 1 проведена для того, чтобы срав-
нить модифицированный и общепринятый критерии ASC и показать роль параметра
β для предсказания разрушающей нагрузки. Модифицированный критерий ASC хо-
рошо описывает экспериментальные данные во всем исследованном диапазоне диа-
метров отверстий (кривая 2). Неучет пластичности материала приводит к тому, что
предсказания разрушающей нагрузки дают хорошие результаты только для малых
диаметров отверстия, когда область неупругих деформаций также мала (кривая 1).

Расчеты критического напряжения по критериям ASC, PSC, FCC и FFM, выпол-
ненные по формулам (3.1), (3.2), (3.3) и (3.8) дают близкие результаты (рис. 3). Пара-
метры материала, использованные в расчетах, приведены в табл. 1. При этом асимпто-
тические значения критического напряжения, вычисленные по формулам (3.4), (3.5),
(3.6) и (3.9), для всех критериев совпадают (табл. 1).

4.2. Неравнораспределенное сжатие. В работе [32] приведены экспериментальные
данные о разрушении гипсовых плит с отверстием, подверженных неравномерно рас-
пределенному сжатию. Образцы изготавливали из гипсового материала с высоким
(более 80%) содержанием полуводного гипса в исходном составе (гипс 1). Нагрузка
прикладывалась к образцу через жесткие вставки, помещенные между образцом и на-
гружающими плитами. При этом, как было показано в работе [36], в центральной ча-
сти образца (вне зоны влияния отверстия) реализуется достаточно однородное двухос-
ное напряженное состояние: растяжение по горизонтальной оси и сжатие по верти-

( )≈ + β0 1 /2sT T

β = 0 β = 0.4

Рис. 2. Зависимость критического напряжения от диаметра отверстия для эпоксидного углепластика при
растяжении. Расчет – по критерию ASC.
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кальной оси образца (рис. 1). Напряжения  и  рассчитывались
методом конечных элементов в центре образцов без отверстия, нагруженных через
вставки заданного размера. В первой серии экспериментов использовались вставки
фиксированного размера, для них были определены  и .

На рис. 4 представлены экспериментальные данные (точки) о критической нагруз-
ке в момент образования трещин отрыва у отверстия в зависимости от его диаметра 2a
[мм] и результаты расчета критического напряжения согласно критерия ASC по фор-
муле (3.1) при  (кривая 1) и  (кривая 2). Размер d0 составил 1.0 мм. Штри-
ховая и сплошная прямые, рассчитанные по формуле (3.4), показывают асимптотиче-
ские значения кривых 1 и 2 соответственно. Модифицированный критерий ASC хоро-
шо описывает экспериментальные данные во всем исследованном диапазоне
диаметров отверстий (кривая 2). Так же, как в случае разрушения пластин из эпоксид-
ного углепластика при растяжении, неучет пластичности гипсового материала приво-
дит к тому, что предсказания критической нагрузки дают хорошие результаты только
для малых диаметров отверстия (кривая 1).

Результаты расчетов критического напряжения по критериям ASC, PSC, FCC и
FFM показаны для сравнения на рис. 5. Параметры материала, использованные в рас-
четах, приведены в табл. 2.

Для малых отверстий критическое напряжение ограничено пределом прочности
материала на сжатие, откуда следует, что существует критическое значение диаметра
отверстия , ниже которого трещины отрыва на контуре отверстия не образу-
ются. Другими словами, при  материал не чувствует присутствия концентрато-

σ ≡1 1k p σ ≡2 2k p

=1 0.143k =2 0.764k

β = 0 β = 0.6

=2 2 ca a
≤2 2 ca a

Рис. 3. Зависимость критического напряжения от диаметра отверстия для эпоксидного углепластика при
растяжении. Кривые 1, 2, 3, 4 – расчет по критериям ASC, PSC, FCC и FFM.
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Таблица 1. Параметры материала (эпоксидный углепластик)

Критерий d0, мм

ASC 1.6 0.4 1.2
PSC 0.55 0.2 1.2
FCC 0.82 0.267 1.2
FFM 1.6 0.4 1.2

β 0/sT T
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ра напряжений. Это согласуется с современными представлениями о реальном твер-
дом теле, обладающем изначальной, присущей ему дефектностью. Согласно им малые
искусственные дефекты, размеры которых сопоставимы с размерами структурных со-
ставляющих материала, не оказывают влияния на его прочность до тех пор, пока их
размеры не достигнут определенного (критического) значения.

Рис. 4. Зависимость критического напряжения от диаметра отверстия для гипса 1 при неравнораспределен-
ном сжатии. Расчет – по критерию ASC.
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Таблица 2. Параметры материала (гипс 1)

Критерий d0, мм

ASC 1.0 0.6 1.3
PSC 0.3 0.3 1.3
FCC 0.5 0.4 1.3
FFM 1.0 0.6 1.3

β 0/sT T

Рис. 5. Зависимость критического напряжения от диаметра отверстия для гипса 1 при неравнораспределен-
ном сжатии. Кривые 1, 2, 3, 4 – расчет по критериям ASC, PSC, FCC и FFM.
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4.3. Одноосное сжатие. В работе [37] приведены экспериментальные данные о раз-
рушении гипсовых плит с отверстием, подверженных одноосному сжатию. Формиро-
вание трещин отрыва на контуре кругового отверстия диаметром 10 мм и более в об-
разцах с низким (60–70%) содержанием полуводного гипса в исходном составе (гипс 2)
происходило постепенно, что характерно для вязкого разрушения. Это связано с тем,
что содержащиеся в исходном составе кристаллы двухводного гипса не участвуют в
реакции гидратации при затворении гипсового вяжущего водой и фактически играют
роль заполнителя, препятствуя формированию жесткого скелета материала.

На рис. 6 представлены экспериментальные данные (точки) о критической нагруз-
ке в момент образования трещин отрыва у отверстия в зависимости от его диаметра 2a
[мм] и результаты расчета критического напряжения согласно критерию ASC по фор-
муле (3.1) при  (кривая 1) и  (кривая 2). Размер d0 составил 2.0 мм. Моди-
фицированный критерий ASC хорошо описывает экспериментальные данные во всем
исследованном диапазоне диаметров отверстий (кривая 2). Расчет по общепринятому
критерию ASC, не учитывающему пластичность материала, не позволяет получить
приемлемые оценки критической нагрузки (кривая 1).

Сравнительные результаты расчетов критического напряжения по критериям ASC,
PSC, FCC и FFM показаны на рис. 7. Параметры материала, использованные в расче-
тах, приведены в табл. 3.

Строго говоря, случай вязкого разрушения выходит за рамки применимости теории
критических расстояний. Тем не менее, рассмотренный выше пример показывает, что
предложенный подход, расширяющий область применения TCD на квазихрупкие ма-

β = 0 β = 2.5

Рис. 6. Зависимость критического напряжения от диаметра отверстия для гипса 2 при одноосном сжатии.
Расчет – по критерию ASC.
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Таблица 3. Параметры материала (гипс 2)

Критерий d0, мм

ASC 2.0 2.5 2.7
PSC 0.6 1.0 2.7
FCC 0.9 1.45 2.7
FFM 2.2 2.6 2.7

β 0/sT T
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териалы, может быть успешно применен для оценки критических напряжений и в
этом случае.

Полученные результаты свидетельствуют о том, что модифицированные нелокаль-
ные критерии хорошо предсказывают влияние размера выреза на разрушение ка-
зихрупких материалов при различных условиях нагружения. Следует обратить внима-
ние на то, что, хотя модифицированные критерии ASC и FFM несколько лучше опи-
сывают данные эксперимента, чем критерии PSC и FCC, отличие в расчетах по этим
четырем критериям незначительно. Гораздо большее значение для расчетов имеет
корректная оценка размера d, учитывающая образование неупругих деформаций.
Другими словами, в рассмотренных задачах принципиальное значение имеет не вид
используемого критерия разрушения, а корректное определение его параметров,
прежде всего, размера зоны предразрушения.

5. Заключение. Область применения известных, основанных на теории критических
расстояний нелокальных критериев разрушения, отличительной особенностью кото-
рых является введение дополнительного параметра материала размерности длины, ха-
рактеризующего его структуру, ограничена хрупким, либо квазихрупким разрушени-
ем с малой зоной предразрушения. Для расширения области применения критериев
на квазихрупкое разрушение с развитой зоной предразрушения ранее было предложе-
но отказаться от гипотезы о размере зоны предразрушения, как о константе материа-
ла, связанной только с его структурой. Структурный параметр, лежащий в основе не-
локальных критериев, должен рассматриваться в качестве константы материала толь-
ко в одном частном случае – при хрупком разрушении. Для квазихрупких материалов
этот параметр представляется в виде суммы двух слагаемых. Первое их них характери-
зует собственно структуру материала и является константой, а второе отражает обра-
зование неупругих деформаций и зависит от пластических свойств материала, геомет-
рии образца и краевых условий. Предложенный подход использован при разработке
модифицированных критериев средних напряжений, напряжений в точке, фиктив-
ной трещины и конечной трещины. Проведена верификация разработанных критери-
ев в задачах о разрушении квазихрупких материалов с круговым отверстием, подвер-
женных одноосному растяжению, одноосному сжатию, а также совместному дей-
ствию растягивающих и сжимающих напряжений. Показано хорошее соответствие
результатов расчета критической нагрузки и экспериментальных данных.

Рис. 7. Зависимость критического напряжения от диаметра отверстия для гипса 2 при одноосном сжатии.
Кривые 1, 2, 3, 4 – расчет по критериям ASC, PSC, FCC и FFM.
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В электропроводящих композитах, помещенных в электрическое поле, происходит
выделение тепла и формируются неоднородные температурные поля. Это, в свою
очередь, индуцирует деформации и напряжении в таких композитах. В работе реша-
ется последовательность несвязанных краевых задач: электропроводности в поле
постоянного электрического тока, теплопроводности, термоупругости. Показано,
что при протекании электрического тока в медно-графитовом и наполненном по-
рошком меди полимерном композите возникают перемещения, деформации и на-
пряжения даже в том случае, когда компоненты композита не обладают пьезоэф-
фектом.

Ключевые слова: композит с полимерной матрицей, теплопроводность, электропро-
водность, термоупругость, теплофизические свойства, графит, метод конечных эле-
ментов, численное моделирование
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1. Введение. Полимерные композиционные материалы (ПКМ) получают все более
широкое распространение при решении практических задач. Это обусловлено как
расширением номенклатуры ПКМ, так и возможностью придания им уникальных
функциональных свойств. Используются разнообразные по составу, размеру и свой-
ствам наполнители, описания и рекомендации по применению которых достаточно
широко представлены на страницах научной и справочной литературы [1, 2]. Поли-
мерные матрицы в силу своего строения не обладают свойством электропроводности,
и традиционно применяются в качестве электрических изоляторов. Однако контроли-
руемое введение в их состав токопроводящих включений, в том числе нанонаполните-
лей, способно превратить их в композиты, обладающие рядом ценных физических и
функциональных свойств.

Одним из наиболее популярных нанонаполнителей для придания полимерным
матрицам свойства электропроводности являются углеродные нанотрубки (УНТ).

УДК 536.2,537.31,539.3
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Так, в работе [3] анализирован ряд полимерных нанокомпозитов, формируемых раз-
личными технологическими методами. Вводились привитые к полимеру и чистые
УНТ, а в качестве матрицы использовались латекс и полистирол. Оценивались как
электрические, так и механические свойства нанокомпозитов. Показано, что одина-
ковые параметры микроструктуры не обязательно обеспечивают идентичные механи-
ческие и электрофизические свойства композитов.

Функциональным наполнителем является, например, порошок алюминия, кото-
рый в работе [4] добавляли в акрило-нитрильную бутадиеновую резину. Подобное на-
полнение сопровождалось снижением предела текучести и удлинения при разрыве.
Показано существование известного перколяционного перехода (порога). Обсуждает-
ся известный механизм проводимости Пула–Френкеля (Poole–Frenkel conduction
mechanism – перенос электронов с помощью ловушек в электрическом изоляторе),
преобладающий при комнатной температуре. Использование модели C. Цангариса
(S. Tsangaris) позволило получить хорошее согласие между расcчитанными и экспери-
ментально измеренными значениями диэлектрической постоянной.

Однако, помимо придания полимерам электропроводности как таковой, возникает
вопрос, как возникающее электрическое поле влияет на формирование механических
напряжений. Обычно проявление механических эффектов в поле электрического тока
наблюдается в пьезоматериалах. Однако эта задача актуальна, в частности, и в прило-
жении к твердотельным полимерным электролитам, а именно литий-ионным твердо-
тельным аккумуляторам [5]. В цитируемой работе с помощью конечно-элементного
анализа показано, что в силу связности развивающихся при разряде процессов фор-
мируются неоднородные профили концентрации ионов, обусловливающие появле-
ние напряжений и деформаций, которые могут приводить к механическому разруше-
нию полимера и выходу батарей из строя.

В другой работе на эту тему [6] показано, что низкая электрическая эффективность
трехмерных твердотельных литий-ионных батарей обусловлена не только их неодно-
родной 3D-структурой, но и низкой ионной проводимостью электролита, а также ин-
тенсивностью диффузии на катоде. Это приводило к крайне неоднородному распре-
делению плотности тока и неэффективному использованию катода.

Помимо “батарейных” приложений вопросы взаимосвязи механических и электри-
ческих полей изучали в приложении к электропроводящим полимерным покрытиям
[7]. При этом анализировали взаимосвязь микроструктуры и деформационного от-
клика. Исследованы процессы, индуцированные термомеханическим нагружением, с
позиции их влияния на развитие вязко-хрупкого перехода, а также растрескивание
покрытия в областях наиболее крупных дефектов макромолекул.

Интерес к электропроводящим полимерам вызван не только возможностью обес-
печения “настраиваемых” электрических свойств, но и простотой синтеза и изготов-
ления, а также устойчивостью ко многим факторам окружающей среды [8]. В цитируе-
мом обзоре рассмотрены модели транспорта электрического тока, объясняющие меха-
низм проводимости, а также достигаемые физические свойства, включая оптические и
механические.

В развитие аспектов накопителей энергии (energy storage) в работе [9] рассмотрены
аспекты создания проводящих полимеров, обладающих требуемыми упругими свой-
ствами, а также способностью к генерации/запасанию энергии. На примере эластич-
ного проводящего полимера поли(3,4-этилендиокситиофен) показана возможность
его применения для создания деформируемых органических термоэлектрических мо-
дулей. Данную тему продолжает работа [10], в которой исследованы характеристики
токопроводящих полимеров с позиции механических (деформация, скорость дефор-
мации, напряжения, силы, модуль упругости) и электрических (емкость) свойств.
Указанные параметры анализируются с позиции (электрофизической) активации по-
лимера, а также оптимизации условий его синтеза.
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В работе [11] проведен обзор моделей электропроводности проводящих полимеров
и полимерных композитов как потенциальных материалов для изготовления поли-
мерных электролитических мембран для топливных ячеек. Показано, что путем
управления ориентацией наполнителя в токопроводящих полимерных композитах
можно одновременно повысить их механические свойства и электропроводность.

Еще одним перспективным направлением использования токопроводящих поли-
меров являются актуаторы [12]. Для придания данного функционального свойства не-
обходимо формировать проводящую взаимопроникающую полимерную сеть. С этой
целью формировали сеть из полиэтилоксида и полибутадиена, в которую был диспер-
гирован проводящий полимер поли(3,4-этилендиокситиофен). Исследования его
свойств проведены с помощью динамического механического анализа (ДМА).

Таким образом, создание токопроводящих полимеров имеет некоторую практику и
несомненную перспективу. Традиционно реакция на электрическое поле в виде появ-
ления напряжений и деформаций связывается с пьезоэлектрическими свойствами ма-
териала [13–16]. Электропроводность композита порождает ряд эффектов в виде вы-
деления тепла и появления неоднородных температурных полей, что, в свою очередь,
вызывает наличие деформаций и напряжений в структурно неоднородном материале,
не связанных с пьезоэффектами. По этой причине исследование поведения армиро-
ванных/наполненных пластиков в электрических полях представляет научный и
практический интерес.

Для изучения этой проблемы в настоящей работе решается последовательность не-
связанных краевых задач электропроводности, теплопроводности, термоупругости
для структурно-неоднородного тела. В результате определяется напряженно-деформи-
рованное состояние в композитах, по которым протекает постоянный электрический
ток. Задачи решались применительно к наполненному полимерному композиту “по-
ли(3,4-этилендиокситиофен) – медный порошок” и композиту медь–графит. В расчете
использовались свойства для измельченного графита.

Свойства материалов, используемые для расчета свойств композитов, приведены в
табл. 1.

2. Решение задачи электропроводности для композита. Электрическое поле постоян-
ного тока в ячейке композиционного материала (КМ) описывается следующими урав-
нениями [17, 18]:

(2.1)= = ⋅ =rotE   0, δ σ E, divδ   0

Таблица 1. Свойства материалов

Свойства Поли(3,4-этиленди-
окситиофен)

Графит
измельченный Медный порошок

Модуль упругости Е, Па 1.0 × 109 5.8 × 109 1.23 × 1011

Коэффициент Пуассона ν 0.35 0.25 0.3
Коэффициент линейного 
расширения α, К–1

11.0 × 10–5 6.0 × 10–6 16.5 × 10–6

Удельная теплоемкость С, 
Дж/(кг · К)

2300 750 380

Плотность ρ, кг/м3 1333 1750 8900

Коэффициент теплопро-
водности К, Вт/(м · К)

0.4 1.2 385

Удельная электрическая 
проводимость, Ом–1 ⋅ м–1

800 1.25 × 106 5.9 × 107
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где  – плотность тока,  – удельная электрическая проводимость,  – напряжен-
ность электрического поля.

Введем новую переменную ϕ – потенциал электрического поля. Напряженность
электрического поля связана с потенциалом следующим соотношением:

Подставляя ее в (2.1), получим уравнение Лапласа:
(2.2)

Для определения потенциала электрического поля постоянного тока в рассматри-
ваемой области ABCD (рис. 1, a) необходимо решить уравнение Лапласа (2.2) с гра-
ничными условиями, например, Неймана и Дирихле .

Электрический потенциал на границах АВ и DC принимался равным 0.01 В. Для элек-
трического потенциала ϕ на границе двух сред (матрицы и включений) с различными
проводимостями σ1, σ2 выполняются условия равенства потенциалов и нормальных
компонент плотности тока [17, 18]

Решение уравнения Лапласа (2.2) эквивалентно отысканию минимума функциона-
ла χ [19]

Минимизация функционала позволяет получить систему алгебраических уравне-
ний

или

(2.3)

где  – глобальная матрица электропроводности (аналог матрицы жестко-

сти в задачах механики),
[k(e)] – матрица “жесткости” одного элемента,
{ϕ} – вектор неизвестных значений потенциала,
{F} – вектор “нагрузки” в задаче электропроводности.
Система алгебраических уравнений (2.3) решается методом Гаусса [20].
Матрица “жесткости” конечного элемента в задачах электропроводности по форме

совпадает с матрицей “жесткости” в задачах электростатики и теплопроводности

(2.4)

Матрица [D(е)], входящая в (2.4), характеризует физические свойства элемента, в
случае задачи электропроводности равна
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Матрица [B(e)] (содержащая производные от функции формы), входящая в (2.4),
может быть записана как:

( )  =   
e e

e

σ 0
[D ]

0 σ

( )  =   
e i j k

i j k

b b b1[B ]
c c c2A

Рис. 1. Поверхности и изолинии для композита “медь–графит” в плоскости xy (м): (а) – скалярный элек-
трический потенциал (ϕ, в); (b) – напряженность электрического поля (Е, в/м); (с) – мощность тепловых
потерь электрического поля постоянного тока (Р, Вт).
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где А – площадь одного конечного элемента,

Коэффициенты bj, bk, cj, ck получаются круговой перестановкой индексов.
Мощность тепловых потерь в проводнике объемом V вычисляется по интегральной

формуле Джоуля–Ленца [18]

где σ – удельная электрическая проводимость, Е – напряженность электрического
поля, V – объем.

На рис. 1, 2 приведены результаты решения задачи электропроводности для компо-
зитов “медь–графит” и “поли(3,4-этилендиокситиофен) – медный порошок”.

Следует отметить, что в случае композита “медь–графит” проводимость матрицы
на порядок превышает проводимость включений, в случае композита “поли(3,4-эти-
лендиокситиофен) – медный порошок” проводимость матрицы меньше проводимо-
сти включений на 4 порядка. Поэтому интегральная мощность тепловых потерь в
ячейке композите “медь–графит” равна РABCD = 0.563 Вт (рис. 1, с), а в композите
“поли (3,4-этилендиокситиофен) – медный порошок” РABCD = 0.143 × 10–4 Вт (рис. 2, с),
т.е. различие составляет 4 порядка. На рис. 1, b и 2, b в разных композитах напряжен-
ность практически одинакова, но по изолиниям видно, что детальное распределение
напряженности по ячейке отличается, в связи с разным соотношением проводимо-
стей матрицы и включений. По этой же причине отличаются и изолинии электриче-
ского потенциала разных композитов (рис. 1, а и 2, а).

Далее предполагается, что вся мощность тепловых потерь, которая выделяется при
прохождении электрического тока в композите, расходуется на повышение темпера-
туры. Для вычисления поля температуры в композите, обусловленной нагревом
вследствие прохождения электрического тока, решается нестационарная задача теп-
лопроводности.

3. Решение краевой задачи теплопроводности для композита. Уравнение теплопро-
водности для двумерного случая имеет вид [19, 20]:

где λ – параметр материала, с – удельная теплоемкость материала, ρ – плотность, К –
коэффициент теплопроводности.

На кромках АВ и DC задавалась температура (условия Дирихле)

На кромках AD и BC задавались условия симметрии (условия Неймана)

Начальная температура в расчетной области ABCD равна нулю, Т|t = 0 = 0.
На границе двух фаз с различными теплофизическими характеристиками выполня-

ются условия идеального контакта: равенство температур и тепловых потоков [19]:

Решение нестационарной двумерной задачи теплопроводности эквивалентно ми-
нимизации функционала
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На рис. 3 приведены результаты решения нестационарной задачи теплопроводности
в композитах “медь–графит” и “поли(3,4-этилендиокситиофен)–медный порошок”.

Ячейке композита “медь–графит” сообщено количество теплоты ΔQ = 0.034 Дж,
соответствующее полученной выше мощности тепловых потерь при прохождении

( )  ∂ ∂ ∂= + +  ∂ ∂ ∂   


22

V

1 T T Tχ    K K 2λ T dV
2 x y t

Рис. 2. Поверхности и изолинии для композита “поли(3,4-этилендиокситиофен)–медный порошок” в
плоскости xy (м): (а) – скалярный электрический потенциал (ϕ, в); (b) – напряженность электрического по-
ля (Е, в/м); (с) – мощность тепловых потерь электрического поля постоянного тока (Р, Вт).
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электрического тока P = 0.562 Вт за время Δt = 0.06 с (рис. 3, a), а композиту “по-
ли(3,4-этилендиокситиофен) – медный порошок” сообщено количество теплоты
ΔQ = 0.00136 Дж за время Δt = 96 с (рис. 3, b).

Температура в композите “медь–графит” при прохождении электрического тока
повышается до 24°С за 0.06 секунды, а температура в композите “поли(3,4-этиленди-
окситиофен) – медный порошок” повышается на 1°С за 96 секунд.

В композите “медь–графит” коэффициент теплопроводности включений графита
на два порядка меньше проводимости матрицы (медь), а в полимерном композите
“поли(3,4-этилендиокситиофен)–медный порошок” теплопроводность включений
выше на 3 порядка. Вследствие большей проводимости матрицы температура при
прохождении электрического тока в композите “медь–графит” повышается на поря-
док больше, чем в композите с полимерной матрицей “поли(3,4-этилендиокситио-
фен)–медный порошок”.

4. Решение задачи термоупругости для структурно-неоднородного тела. Для расчета
напряженно-деформированного состояния композита при изменении поля темпера-
туры используется метод конечных элементов [21, 22]. Для этого записывается функ-
ционал энергии упругого тела при наличии в нем начальных деформаций ε0. Из усло-
вия минимума функционала энергии П [19]

{ }
∂ =

∂
П 0
U

Рис. 3. Поверхности и изолинии распределения температуры (Т, °С) в композитах в плоскости xy (м): a)
“медь–графит”; b) “поли(3,4-этилендиокситиофен)–медный порошок”.
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получается система линейных алгебраических уравнений

где {U} – вектор перемещений, [K] – глобальная матрица жесткости механической
системы, {F} – вектор нагрузок.

Глобальная матрица жесткости сетки конечных элементов равна сумме матриц
жесткости отдельных элементов:

а матрица жесткости отдельного элемента записывается в следующем виде [19]:

Матрица упругих характеристик [D] для изотропного материала равна:

В предыдущем выражении величины  равны, соответственно:

где Е – модуль упругости, ν – коэффициент Пуассона.
Глобальный вектор сил {F} равен сумме векторов сил отдельных элементов {f(e)}

где вектор сил одного конечного элемента при наличии начальных деформаций ε0 за-
пишется следующим образом:

Вектор температурной деформации в случае плоского напряженного состояния ра-
вен

где ΔT – изменение температуры,
α – коэффициент линейного теплового расширения.
Закон Гука запишется в виде

На границах двух фаз выполняются условия идеального контакта, а именно равен-
ство векторов перемещений и нормальных напряжений.

Граничные условия при решении задачи термоупругости следующие (см. рис. 4, a):
на линии O3O4 перемещение вдоль оси у равно нулю, на линии О1О2 перемещение
вдоль оси х равно нулю. Кромки расчетной области ABCD свободны от напряжений.
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На рис. 4, 5 приведены результаты решения задачи термоупругости для композита
“медь–графит” и композита “поли(3,4-этилендиокситиофен)–медный порошок”
при температурном поле приведенном на рис. 3.

На рис. 4, а поле перемещений для композита “медь–графит” однородно, в отли-
чии от поля перемещений для композита “поли(3,4-этилендиокситиофен)–медный
порошок” (рис. 5, а), вследствие небольшого отличия в коэффициентах температур-
ного расширения матрицы и включений. Из рис. 4, b и 5, b видно, что интенсивность
напряжений в композите “медь–графит” превышает интенсивность напряжений в
композите “поли(3,4-этилендиокситиофен)–медный порошок” примерно в 50 раз.

Рис. 4. Поверхности и изолинии в ячейке композита “медь–графит”: (а) – перемещения вдоль оси у (V, м);
(b) – интенсивность напряжений (σi, МПа) в плоскости xy (м), (c) – интенсивность деформаций (εi).
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Результаты параметрических исследований влияния напряженности электрическо-
го поля на интенсивность деформаций и интенсивность напряжений в композите
“медь–графит” приведены на рис. 6.

При изменении напряженности поля в 10 раз, с 0.46 до 4.6 В/м, интенсивность де-
формаций в композите “медь–графит” изменяется от 4.3 × 10–6 до 2.6 × 10–4, интен-
сивность напряжений изменяется от 0.1 до 6.5 МПа, т.е. примерно в 60 раз. В провод-
нике количество теплоты определяется законом Джоуля–Ленца, в соответствии с ко-
торым это количество пропорционально квадрату протекающего тока, а сила тока

Рис. 5. Поверхности и изолинии в ячейке композита “поли(3,4-этилендиокситиофен)–медный порошок”:
(а) – перемещения вдоль оси у (V, м); (b) – интенсивность напряжений (σi, МПа), (c) – интенсивность де-

формаций (εi).
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определяется напряженностью электрического поля. При увеличении напряженности
в 10 раз количество выделяемого тепла увеличивается в 100 раз, что объясняет нели-
нейность связи между параметрами напряженно-деформированного состояния и на-
пряженностью электрического поля.

5. Заключение. Развитый подход, заключающийся в последовательном решении за-
дач электропроводности, теплопроводности и термоупругости, позволяет определить
поля электрического потенциала и напряженности, поле температуры, поля переме-
щений, деформаций и напряжений в композитах при протекании через них постоян-
ного электрического тока. Учет в явном виде включений (их свойств, размеров, фор-
мы) позволяет оценить их влияние на параметры напряженно-деформированное со-
стояние композита при прохождении через него электрического тока.

Анализ композитов двух видов с разными электрофизическими характеристиками
фаз показывает, что значения напряжений и деформаций много выше в случае, когда
обе фазы материала – матрица и включения – обладают проводимостью, т.е. не явля-
ются электроизоляторами. Это объясняется увеличением силы тока в этом случае и
количеством выделенного тепла.

Показано, что если компоненты композита не обладают пьезоэффектом, то вслед-
ствие нагрева при протекании электрического тока в таком неоднородном материале с
различными теплофизическими свойствами фаз возникают поля перемещений, де-
формаций и напряжений. В то же время, в пьезоматериалах, испытывающих воздей-
ствие электрического поля, возникают напряжения и деформации, не связанные с
выделением тепла.

Показано, что параметры напряженно-деформированного состояния внутри ком-
позита растут быстрее, с увеличением напряженности электрического поля, т.е. для
рассмотренных композитов эта связь является нелинейной.

Предложенная методика позволяет вычислить численные значения напряжений в
композите при протекании через него электрического тока, и, при использовании со-
ответствующего критерия прочности, оценить, насколько напряженное состояние
композита близко к предельному (разрушению).

Моделирование композита при прохождении электрического тока позволяет вы-
числить параметры напряженно-деформированного состояния композита и оценить
возможность потери прочности композита в результате электрического разогрева. Ес-
ли в качественном плане можно определить характер влияния обсуждаемых факторов

Рис. 6. Зависимости средней интенсивности деформаций (εiср) (а) и максимальной интенсивности напря-
жений (σimax, МПа) (b) в композите “медь–графит” от напряженности электрического поля постоянного

тока (Е, В/м5).

0.0001

0.0002

0.0003

1 2 3 4 50

� i
cp

E E

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4 50

� i
m

ax

(a) (b)



154 ЛЮКШИН и др.

на параметры НДС в композите, то предложенный и реализованный в работе подход
позволяет сделать количественные оценки.
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Рассматривается задача о движении тяжелой точки по наклонной плоскости, совер-
шающей равномерное вращение вокруг вертикали. Определяется область, запол-
ненная неизолированными относительными равновесиями, изучается ее зависи-
мость от параметров задачи – угловой скорости, угла наклона плоскости и угла тре-
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Введение. При движении точки по подвижным кривым и поверхностям зачастую ре-
шающую роль играет сила сухого трения. В частности, известно (см., например, [1–11]),
что при таком трении относительные равновесия занимают целые области на поверх-
ности, зависящие от поля внешних сил, геометрии поверхности тела, величины коэф-
фициента трения, а также величины и направления вектора угловой скорости.

Классическая задача о соскальзывании материальной точки по наклонной шерохо-
ватой плоскости рассмотрена в [12–14]. Критический случай, когда угол наклона
плоскости к горизонту равен углу трения, рассмотрен в [15], где выполнено точное ин-
тегрирование уравнений движения (см. также монографию [16]).

Кроме того, в [15, 16] также исследована задача о движении материальной точки на
вращающейся шероховатой плоскости. С помощью теоретико-групповых методов
найдены классы точных решений. Показано, что для движущейся без остановки точ-
ки предельными движениями являются движения по логарифмическим спиралям.
Также показано, что такие движения являются предельными для всех движений, ухо-
дящих на бесконечность. В рамках этой же задачи в [17] построены асимптотические
разложения решений уравнений движения вблизи момента остановки точки. Опреде-
лены различные типы движений с остановками. Проведено численное моделирование
движений, построены характерные траектории движений точки. Найдено интеграль-
ное многообразие, разделяющее в фазовом пространстве движения с остановкой и
движения, при которых точка уходит на бесконечность. На этом многообразии по-
строены фазовые траектории системы.

Если горизонтальная шероховатая плоскость равномерно вращается вокруг верти-
кали, то область, заполненная относительными равновесиями – круг с центром в точ-
ке пересечения плоскости и оси вращения. Возникает естественный вопрос, что будет

УДК 531.36
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с этим кругом относительных равновесий, если плоскость будет наклонена к горизон-
ту на ненулевой угол. Вопросу существования относительных равновесий в такой за-
даче посвящена настоящая работа.

1. Постановка задачи и основные соотношения. Пусть шероховатая плоскость  с ко-
эффициентом трения , где α⎯т.н. угол трения, наклонена к горизонту под уг-
лом . Пусть  – единичный вектор восходящей вертикали,  – единичный
вектор нормали к плоскости. Тогда . Также будем полагать, что плоскость
равномерно вращается вокруг вертикали с постоянной угловой скоростью ,

. Ставится задача определения областей, заполненных относительными равно-
весиями (ОЗОР) материальной точки  соприкасающейся с данной плоскостью, и их
описания в зависимости от параметров задачи. Во вращающейся вместе с плоскостью
системе отсчета точка P будет находиться в равновесии под действием силы тяжести,
центробежной силы, а также реакции связи, состоящей из нормальной компоненты, и
силы трения. Полагая массу точки равной единице, условие равновесия запишем в виде

(1.1)

где  – ускорение свободного падения,  – напряженность центробежной силы,
 и  – отнесенные к массе точки нормальная реакция и сила трения. При этом

на относительных равновесиях сила трения  и нормальная реакция  стеснены не-
равенством

(1.2)

выражающим закон трения Кулона–Амонтона (рис. 1). Принимая во внимание соот-
ношение (1.1), неравенство (1.2) после преобразований может быть записано как

(1.3)

На равновесиях условие напряженности связи принимает вид

(1.4)

Пусть  – подвижная система отсчета, координатная плоскость  которой
совпадает с плоскостью , а ось  направлена по нормали к этой плоскости. Тогда

, , а плоскость  задается уравнением . Вектор

π
μ α= tg
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Рис. 1. Распределение сил и реакций связи, действующих на точку P.
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угловой скорости в проекциях на те же оси имеет вид . Кроме

того, если  – координаты радиус-вектора  точки P, то имеем

Тогда

и составляющая вектора f, направленная вдоль плоскости, имеет вид

(1.5)
В безразмерных координатах

вектор (1.5) запишется как

(1.6)
а неравенство (1.3) примет вид

(1.7)
Замечание. Неравенство (1.7) задает физически осмысленные относительные рав-

новесия в области, задаваемой также неравенством (1.4), гарантирующим напряжен-
ность связи. Это неравенство в данном случае принимает вид

(1.8)

Заметим что так как , и поэтому , то неравенство (1.7), опре-
деляющее ОЗОР, можно переписать как

(1.9)

ОЗОР здесь и далее обозначим . Принадлежащая плоскости  внешняя нормаль к
 – границе области  – имеет вид

Этот вектор понадобится в разделе, посвященном устойчивости относительных рав-
новесий.
Замечание. В отсутствии силы трения условие равновесия точки (1.1) запишем в виде

Это условие определяет равновесие

записываемое в безразмерном виде как

(1.10)

При фиксированных значениях параметров это равновесие единственно, причем нор-
мальная реакция определяется как .
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2. Параметрический анализ основных соотношений. Для интерпретации результатов
на плоскости параметров (α, θ) изобразим квадрат со стороной  (рис. 2). Диагона-
ли разделяют этот квадрат на четыре области, обозначенные , ,  и .

Пусть , т.е. параметры принадлежат областям  и . Тогда не-
равенство (1.9) задает область

(2.1)

Область (2.1) ограничена эллипсом  с полуосями a1 и a2, причем . Центр это-

го эллипса – точка : . Она всегда располагается выше по склону,
чем точка . В отсутствии трения, именно эта точка и есть относительное равновесие
(1.10).

Наинизшая точка эллипса – точка :  – располагается по
склону выше, чем точка O при  (область ) и по склону ниже, чем точка O
при  (область ). Для точек общей границы областей  и  имеем ,
и точка  совпадает с точкой O.

Фокусы эллипса – точки

Неравенство (1.8) выполнено для всех точек, расположенных внутри эллипса (2.1).
Для этого достаточно убедиться в справедливости неравенства
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Рис. 2. Области , ,  и  на плоскости параметров (α, θ).
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для точки . Для  ОЗОР схематично представлена на рис. 3 слева.

Пусть теперь , т.е. параметры принадлежат штриховой диагонали
квадрата. Тогда неравенство (1.9) задает область

(2.2)

ограниченную параболой . Ветви этой параболы направлены вверх по склону, а ра-
диус-вектор  ее вершины  имеет координаты

Вершина S располагается выше точки O по склону при , в точке O при 
и ниже точки O при . Радиус-вектор  фокуса параболы F имеет координаты

Фокус F всегда располагается выше по склону по отношению к точке O. Неравенство
(1.8) выполнено для всех точек, ограниченных параболой (2.2). Для этого достаточно
убедиться в справедливости неравенства (1.8) для вершины параболы S. Для 
ОЗОР схематично представлена на рис. 3 по центру.

Пусть, наконец, , т.е. параметры принадлежат областям  и .
Тогда неравенство (1.9) задает область

(2.3)

ограниченную гиперболой . Центр гиперболы – точка : . Эта
точка всегда располагается ниже по склону, чем точка O. Вершины гиперболы – точки

 . Вершина  располагается всегда ниже по склону, чем точ-
ка O. Вершина  располагается по склону выше, чем точка O при  (об-
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Рис. 3. Различные типы ОЗОР в зависимости от параметра p(α, θ) и границы их устойчивости.
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ласть ) и по склону ниже, чем точка O при  (область ). Для точек общей
границы областей  и  имеем θ = α, и точка S+ совпадает с точкой O. Неравенство
(1.8) выполнено только для тех точек гиперболы (2.3), которые ограничены ветвью с
вершиной S–. Для θ > α ОЗОР схематично представлена на рис. 3 справа.
Замечание. Нетрудно видеть, что основным бифуркационным параметром, отличаю-
щим ОЗОР, оказывается величина

Так как первый сомножитель всегда положителен, то знак параметра  определя-
ется знаком выражения . Так как в первом квадран-
те косинус монотонно убывает, то  если  (области  и  на
рис. 2). И наоборот, , если  (области  и  на рис. 2). Приме-
чательно, что параметры g и ω сказываются лишь на размерах ОЗОР, но не сказывают-
ся на их типе.

3. Об устойчивости относительных равновесий. Устойчивость по Ляпунову относи-
тельных равновесий, расположенных внутри найденных областей, следует из резуль-
татов Г.К. Пожарицкого [18]. Можно, как и в [19, 20], поставить вопрос об устойчиво-
сти ОЗОР в целом.

Будем считать ОЗОР устойчивой, если для каждой точки ее границы проекция сум-
мы активных сил и центробежной силы на плоскость, касательную к поверхности в
этой точке направлена внутрь ОЗОР. Это свойство можно трактовать следующим об-
разом. Пусть в начальный момент точка P располагается в некоторой точке Q границы
ОЗОР. “Отпустим” точку P без начальной скорости, “освободив” систему от трения,
т.е. предположив, что коэффициент трения обратился в нуль. В случае устойчивости
ОЗОР для всех точек Q ее границы точка P начнет движение внутрь этой области или
вдоль ее границы. Если найдется хотя бы одна точка Q границы ОЗОР, для которой
точка P начнет движение вовне ОЗОР, то речь идет о неустойчивости этой области.

Таким образом, для анализа устойчивости вычислим скалярное произведение

(3.1)

Для того, чтобы ОЗОР  была устойчива, она должна располагаться внутри области

(3.2)

ограниченной кривой второго порядка 
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Пусть угол ϕ – параметр обхода границы (2.1), тогда параметрически эта граница
записывается как

Подставляя эти величины в соотношение (3.3), имеем

(3.4)

На плоскости  соотношение (3.4) задает квадратичную параболу, ветви которой
направлены вниз. Дискриминант многочлена  положителен:

Тогда так как

то многочлен  положителен на отрезке . Это означает, что эллипс (3.3)
располагается внутри эллипса (2.1), и ОЗОР (2.1) неустойчива в описанном выше
смысле.

Пусть теперь . В этом случая кривая  – парабола, определяемая
уравнением

(3.5)

с фокусом в точке

Для точек, принадлежащих параболе (2.2), выполнено

Подставим эти значения в соотношение (3.5). После преобразований имеем

Это означает, что парабола (3.5) располагается внутри параболы (2.2), и ОЗОР (2.2)
неустойчива в описанном выше смысле.
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(3.6)

с центром в точке :  и фокусами в точках

Пусть угол ψ – параметр обхода ветви гиперболы (2.3), располагающейся выше по
скату. Тогда параметрически эта граница записывается как

где chψ и shψ – гиперболические косинус и синус соответственно. Подставляя эти ве-
личины в соотношение (3.6), имеем

(3.7)

На плоскости  соотношение (3.7) задает квадратичную параболу, ветви которой
направлены вниз. Дискриминант многочлена  положителен

а его корни имеют вид

Тогда так как

то многочлен  отрицателен при . Это означает, что ветвь гиперболы (2.3),
располагающаяся выше по скату, лежит ниже по скату соответствующей ветви гипер-
болы (3.6), и ОЗОР (2.3) неустойчива в описанном выше смысле.

Замечание. Неустойчивость рассматриваемых ОЗОР может быть показана проще.
Для этого достаточно предъявить хотя бы одну точку границы ОЗОР, в которой дан-
ное выше определение устойчивости не выполняется. Этими точками могут являться,
например, , S и  для ОЗОР   и  соответственно. Определяя значения вели-
чины  в этих точках, находим
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Неравенство (3.2) не выполнятся, следовательно, обнаруженные ОЗОР неустойчивы в
сформулированном выше смысле.

Заключение. Как оказалось (см., например, [21–25]) задача о неизолированных от-
носительных равновесиях представляет интерес с точки зрения небесной механики.
Так для малых небесных тел, сила притяжения на поверхности которых невелика, ре-
шение этой задачи позволяет обсудить возможности использования тех или иных ча-
стей поверхности тел для развертывания миссий. Так как зачастую поверхность малых
небесных тел приближают многогранником, то изучаемую задачу можно рассматри-
вать как частный случай общей задачи о равновесиях на поверхности гравитирующего
многогранника. Для такой общей задачи естественно предположить, что сила притя-
жения, действующая в окрестности каждой небольшой грани постоянна, а ось враще-
ния, вообще говоря, не параллельна линии действия этой силы. Такого рода задача
представляет интерес для дальнейших исследований.

Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект
№ 22-21-00297).
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1. Введение. Экспериментальное обнаружение ряда материалов с отрицательным
коэффициентом Пуассона (ауксетиков) во второй половине 20 столетия в работах [1–15]
вызвал бурный рост исследований ауксетиков среди кристаллов, сплавов, полимеров,
пен, текстиля, цеолитов, керамик, пористых материалов, мета- и наноматериалов,
композитов (см. обзоры за последние 7 лет [16–52]). Большое количество ауксетиков
найдено среди кристаллов различных кристаллических систем (точнее говоря частич-
ных ауксетиков, имеющих отрицательный коэффициент Пуассона при определенных
ориентациях кристаллов). При этом, наибольшее количество из них обнаружено сре-
ди кристаллов с кубической анизотропией (более трехсот). В связи с этим, анализу
ауксетиков среди них и их композитов посвящена значительная литература [5, 8, 15,
53–104]. Многие простые вещества с кубической симметрией из периодической си-
стемы элементов, например, литий Li, калий K, натрий Na, медь Cu, железо Fe, ни-
кель Ni, кальций Ca, кобальт Co, цезий Cs, барий Ba, свинец Pb, серебро Ag, золото
Au, рубидий Rb, стронций Sr, иттербий Yb, талий Tl, палладий Pd оказываются ча-
стичными ауксетиками.

Аналитически упругие свойства растягиваемых двухслойных пластин из одинаково
ориентированных кубических кристаллов ранее анализировались в статье [105]. Здесь
он будет продолжен наряду с численным анализом методом конечных элементов при
учете изгиба слоев пластины. Иллюстрацией таких упругих характеристик некоторых
кубических кристаллов, как модули Юнга и коэффициенты Пуассона, служит табл. 1.

УДК 539.31,539.32
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Среди указанных в ней кристаллов, растягиваемых в направлении [100], имеются аук-
сетики Sm0.75Y0.25S, TmS, Sm0.65La0.35S и неауксетики CuAl (14at%Al), AgAu (50at%Au),
CoFe (12at%Fe).

Ниже приводится ряд результатов исследования эффективных модулей Юнга для
двухслойных композитов из одинаково ориентированных кубических кристаллов в
слоях как с помощью методов теории упругости анизотропного тела, так и метода ко-
нечных элементов. В качестве упругих характеристик слоев использованы экспери-
ментальные значения упругих констант, приведенные в известном справочнике [106]
и в статье [107].

2. Продольное растяжение тонкой двухслойной пластины, составленной из кубических
кристаллов. 2.1. Аналитический анализ. Пользуясь результатами анализа продольного
растяжения тонких двухслойных композитных пластин из кубических кристаллов,
полученными в статье [105], мы продолжим обсуждение упругих характеристик пла-
стин из одинаково ориентированных кубических кристаллов. Количество двухслой-
ных композитов из кубических кристаллов, упругие характеристики которых указаны
в [106], составляет несколько сотен тысяч. Многие из них обладают эффективными
характеристиками, превосходящими характеристики исходных пар кристаллов. Та-
ким композитам в дальнейшем уделяется основное внимание.

Пусть продольное растяжение плоскости тонкой двухслойной пластины из одина-
ково ориентированных кубических кристаллов, составленной из нижнего слоя 1 тол-
щиной h1 и верхнего слоя 2 толщиной h2 (рис. 1), происходит в направлении оси x.

Упругие свойства пары кубических кристаллов в слоях определяются наборами ше-

сти матричных коэффициентов податливости  и . Верхний индекс1 1 1
11 12 44, ,s s s 2 2 2

11 12 44, ,s s s

Таблица 1. Модули Юнга и коэффициенты Пуассона для некоторых кубических кристаллов,
растягиваемых вдоль направления [100]

Кристаллы E, ГПа

Sm0.75Y0.25S 55.6 –0.67

TmSe 114.7 –0.54
Sm0.65La0.35S 50.8 –0.35

SnTe 98 –0.09
AuNi(24.20at%Ni) 54.3 0.45

CuAl(14at%Al) 55.2 0.43
Diaflex 114.5 0.45
Co-beta 113.5 0.40

CuNi(82.2at%Ni) 113.5 0.39
CuAu(80at%Au) 50.8 0.45
CuAu(50at%Au) 54.9 0.44
AgAu(50at%Au) 50.8 0.43

NbZr(69.6at%Zr) 50.0 0.42
Ni50.4Al(quenched) 97.6 0.42

NiAl(PE16H) 97.8 0.40
CoFe(12at%Fe) 97.0 0.41

Fe 130.38 0.37
W 408.16 0.28
Cs 0.84 0.38

ν
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здесь и далее соответствует номеру слоя. Деформирование растягиваемых слоев тон-

кой пластины в условиях однородного плоского напряженного состояния 
описывается упрощенным законом Гука для нормальных напряжений и деформаций

Эти соотношения в предположении жесткого контакта слоев ,  при уче-
те условий равновесия дают следующий результат для эффективной деформации рас-
тягиваемой двухслойной пластины из кубических кристаллов (поперечную ширину
тонкой пластины Y полагаем равной единице, рис. 1)

Эффективный модуль Юнга продольного растяжения Eeff находится через отношение
удельной растягивающей силы к продольной деформации двухслойной пластины

Упругие характеристики кубических кристаллов, как и других анизотропных мате-
риалов, изменяются с изменением их ориентации. В итоге возникают различия в угло-
вых зависимостях модулей Юнга и коэффициентов Пуассона при растяжениях кри-
сталлов [108], которые в некоторых ситуациях обнаруживают определенные взаимо-
связи. Так в [109] при осреднении по всем поперечным направлениям коэффициента
Пуассона продольно растягиваемых кубических кристаллов установлена простая ли-
нейная связь такого среднего коэффициента Пуассона с модулем Юнга. В рассматри-

σ = σ =1 2 0z z

ε = σ + σ

ε = σ + σ =

ε = σ + σ

11 12

11 12

12 12

,

, ( 1, 2)

k k k k k
x x y
k k k k k
y y x
k k k k k
z x y

s s

s s k

s s

ε = ε1 2
x x ε = ε1 2

у у

ε = ε = ε = α ε = ε = ε = β ε = γ ε = γeff 1eff 2eff eff 1eff 2eff 1eff 2eff
1 2, , ,x x x x y y y x z x z xP P P P

+ +α = β =
2 1 2 1
11 2 1 11 1 2 12 2 1 12 1 2,s h A s h A s h A s h A

B B
+ + + −γ = γ =1 21 2 2 1 2 2 1 1 1 2

1 12 2 12
( ) ( ),h A h C C h A h C Cs s
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≡ − ≡ + − +2 2 1 2 2 1 2 2
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kA s s B h s h s h s h s

≡ − ≡ −1 2 1 2 1 2 1 2
1 11 11 12 12 2 11 12 12 11,С s s s s С s s s s

=
α +

eff

1 2

1
( )

E
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Рис. 1. Растяжение удельной продольной силой Px пластины из двух слоев толщиной .
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ваемой здесь статье о продольном растяжении двухслойных композитов из кубиче-
ских кристаллов также изучены некоторые связи эффективных модулей Юнга с экс-
тремальными значениями модулей Юнга и коэффициентов Пуассона.

При растяжении однослойного кубического кристалла в направлении [100] модуль
Юнга E и коэффициент Пуассона  связаны с парой коэффициентов податливости

, так что в каждом из двух одинаково ориентированных слоев имеем

Подобными заменами коэффициентов податливости на модули Юнга и коэффициен-
ты Пуассона в полученных выше формулах для эффективных коэффициентов будем
иметь

Численный анализ двухслойных пластин из различных одинаково ориентирован-
ных кубических кристаллов с помощью этих соотношений и экспериментальных дан-
ных из [106, 107] выявил некоторую зависимость эффективного модуля Юнга Eeff от

экстремальных значений их модулей Юнга max , min  и коэффициентов

Пуассона max  min  (рис. 2). Из рисунка видно, что эффективный модуль
Юнга может превосходить максимальные значения модулей Юнга слоев двухслойных
пластин более чем на 40%. Из рис. 2 также видно, что отношение эффективного моду-
ля Юнга к максимальному модулю Юнга слоев больше для пары слоев из ауксетика и
неауксетика и слоев с близкими значениями модулей Юнга. Такое отношение прини-
мает значение большее 1.2 для почти девяти сотен двухслойных пластин с самарием Sa
или тулием Tm, имеющих наименьшие значения коэффициентов Пуассона среди ку-
бических кристаллов. Значения эффективного модуля Юнга некоторых пар материа-
лов собраны в табл. 2. Значения модуля Юнга и коэффициента Пуассона исходных
материалов можно найти в табл. 1. Среди этих кристаллов ауксетиками являются
Sm0.75Y0.25S, Sm0.65La0.35S, SnTe, TmSe. Данные об упругих свойствах 3-х парных для
них неауксетиков в двухслойных пластинах также приведены в этой таблице.

Дополнительно анализировалось поведение эффективного модуля Юнга в зависи-
мости от разницы коэффициентов Пуассона слоев. В рамках данного анализа свойства
одного из слоев фиксировались, а второго – варьировались в некотором диапазоне.
Для первого слоя были выбраны кубические кристаллы различной жесткости и вели-
чины коэффициентов Пуассона: Sm0.75Y0.25S (ν = –0.67, E1 = 55.6 ГПа), Ba (ν = –0.05,
E = 8 ГПа), Cr (ν = 0.16, E = 327 ГПа), Au (ν = 0.46, E = 42.7 ГПа). Коэффициент Пуас-
сона второго материала менялся от –1 до 0.5, а модуль Юнга принимал фиксирован-
ные значения 0.25E1, 0.5E1, E1, 2E1, 4E1. Результаты анализа представлены на рис. 3.
Полученные зависимости показывают, что отношение эффективного модуля Юнга
пластины к модулю Юнга самого жесткого слоя максимально, если модули Юнга сло-
ев равны и растет с увеличением модуля разности коэффициентов Пуассона слоев и
может превышать значение 2.4 для ауксетиков с коэффициентом Пуассона близким к
–1. При равном модуле Юнга слоев, у всех проанализированных пластин эффектив-
ный модуль Юнга превышает единицу для всех значений коэффициента Пуассона
второго слоя. Минимальное значение эффективного модуля Юнга всегда достигалось
при равных коэффициентах Пуассона слоев. Кроме того, при больших значениях ко-
эффициента Пуассона второго слоя эффективный модуль Юнга растет существенно
быстрее в случае второго слоя большей жесткости.

ν
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2.2. Численный анализ. В аналитическом подходе, рассмотренном выше, предпола-
гается, что пластина в процессе растяжения остается плоской. Для проверки получен-
ных аналитически результатов и оценки влияния на результат принятых допущений
об отсутствии изгиба в пластине были проведены численные эксперименты продоль-
ного растяжения двухслойной пластины из кубических кристаллов методом конечных
элементов.

Трехмерная модель квадратной пластины со сторонами a и общей толщиной h из
двух слоев с толщинами h1 и h2 была разбита на объемные 8-узловые конечные эле-
менты с поддержкой упругой анизотропии. Пластина считается тонкой, отношение
толщины к ширине h/a составляет 0.01. Задача решалась в перемещениях со следую-
щими граничными условиями: плоскости x = 0 и y = 0 являются плоскостями симмет-
рии, на которых запрещались нормальные перемещения, на задней грани (x = a) зада-
вались нормальные перемещения, соответствующие продольной деформации 0.01.
Контакт элементов на границе раздела считался абсолютно жестким.

По результатам расчета определялись эффективный модуль Юнга. Эффективный
модуль Юнга пластины Eeff рассчитывался как отношение суммарной силы реакции

на грани  к произведению площади поверхности соответствующей грани  на
продольную деформацию .

Используя данную модель, были проведены две серии расчетов. В первой серии
расчетов, для соответствия условиям из раздела 2.1, задавался запрет на нормальные

=   0x
xF =   0xS

εx
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==
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Рис. 2. Зависимость эффективного модуля Юнга от экстремальных значений модулей Юнга и разности экс-
тремальных значений коэффициентов Пуассона исходных пар кубических кристаллов.
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перемещения пластины. Во второй серии расчетов запрет на нормальные перемеще-
ния отсутствовал, что позволяет пластине изгибаться.

Изгиб пластины возникает вследствие различий в коэффициентах Пуассона слоев,
что ярко выражено для пар неауксетик-ауксетик. При продольном растяжении в слое
неауксетика возникают сжимающие поперечные деформации, а в слое ауксетика рас-
тягивающие, что приводит к возникновению изгибающего момента в поперечном се-
чении и к изгибу пластины (рис. 4).

Результаты первой серии расчетов (без изгиба), практически не отличаются от ана-
литических. Для рассмотренных пластин отличие составило менее 1%. На рис. 5 пред-
ставлены результаты аналитических и численных расчетов для нескольких кубических
пластин. Сплошная линия соответствует аналитическому подходу, численные значе-
ния первой серии обозначены кругом, второй – крестом. Из зависимостей видно, что
учет изгиба сильно влияет на значения эффективного модуля Юнга. Даже при значи-
тельном уменьшении эффективного модуля Юнга, для рассмотренных комбинаций
его величина все еще превосходит модули Юнга слоев на существенную величину (от
3 до 12 процентов). В случае пластин из двух неауксетичских кристаллов, поведение мо-
дуля Юнга обеих серий расчетов практически не отличаются, что видно на рис. 5.e, f.

На рис. 6 приводятся графики узловых перемещений в поперечном сечении пла-
стины для нескольких комбинаций материалов, полученные во второй серии расче-
тов. На рисунке численные значения отмечены символами (круг, крест, квадрат и
пр.), а их аппроксимация квадратичной функцией – линиями. Изгиб пластины ρ ха-
рактеризуется кривизной, которая определяется второй производной аппроксимиру-
ющей поперечные узловые перемещения uz функции:

ρ =
2

2 ( )z
d f u
dy

Таблица 2. Значения эффективного модуля Юнга Eeff двухслойных пластин и отношение эффек-

тивного модуля Юнга к максимальному модулю Юнга max  при равной толщине слоев

Материал 1 Материал 2 Eeff, ГПа

Sm0.75Y0.25S CuAu(50at%Au) 80.6 1.45
Sm0.75Y0.25S AuNi(24.20at%Ni) 80.4 1.45
Sm0.75Y0.25S CuAl(14at%Al) 80 1.44

TmSe Diaflex 151.8 1.32
TmSe Co-beta 146.7 1.28
TmSe CuNi(82.2at%Ni) 146.3 1.28

Sm0.65La0.35S CuAu(80at%Au) 60.4 1.19
Sm0.65La0.35S AgAu(50at%Au) 59.9 1.18
Sm0.65La0.35S NbZr(69.6at%Zr) 59.1 1.16

SnTe Ni50.4Al(quenched) 104.7 1.07
SnTe NiAl(PE16H) 104.3 1.06
SnTe CoFe(12at%Fe) 104.2 1.06

W Fe 269.7 0.66
Cs Fe 65.6 0.50

1 2( , )E E

eff

1 2max( , )
E

E E
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Рис. 3. Отношение эффективного модуля Юнга к модулю Юнга наиболее жесткого слоя в зависимости от
разности коэффициентов Пуассона слоев для Sm0.75La0.25S (E = 55.6 ГПа, ν = –0.67) (a), Ba (E = 8 ГПа, ν =

= –0.05) (b), Cr (E = 327 ГПа, ν = 0.16) (c) и Au (E = 42.7 ГПа, ν = 0.46) (d).
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Рис. 5. Результаты расчетов значений эффективных модулей Юнга слоистых пластинок для Cu-
Au(50at%Au)-Sm0.75Y0.25S (a), Diaflex-TmSe (b), CuAu(80at%Au)-Sm0.65La0.35S (c), Ni50.4Al(quenched)-SnTe

(d), Fe-Cs (e) и Fe-Wf (f).
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Наибольшая кривизна соответствует пластинам с ауксетическим слоем (Sm0.75Y0.25S,
TmSe, SnTe, Sm0.65La0.35S), в то время как для пластин из пары неауксетиков кривизна
существенно меньше.

3. Заключение. В работе проведен анализ эффективных упругих характеристик при
растяжении слоистых пластин из кубических кристаллов с ауксетическим слоем с
применением аналитического метода и метода конечных элементов. Численные рас-
четы выполнены для всех возможных комбинаций кубических кристаллов. Определе-
ны пластины, у которых эффективные упругие характеристики существенно отлича-
ются от правила смесей. Для ряда пластин выполнены численные расчеты с примене-
нием метода конечных элементов. Проведено сравнение полученных результатов с
аналитическими расчетами. Результаты моделирования подтверждают эффекты, вы-
явленные при анализе аналитических расчетов. По результатам численных расчетов
методом конечных элементов показано, что изгиб пластины существенно влияет на
значение эффективного модуля Юнга пластины.

Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-29-01200).
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