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На основании экспериментов, выполненных: в ледовых бассейнах; с крупномас-
штабными моделями судов на воздушной подушке в полевых условиях; с натурными
судами на воздушной подушке (СВП), а также с использованием теоретических за-
висимостей для расчета напряженно-деформированного состояния ледяного покро-
ва от действия движущихся нагрузок исследованы возможности (закономерности)
резонансного метода разрушения льда, т.е. путем возбуждения резонансных изгиб-
но-гравитационных волн (ИГВ). Поясняются его физическая сущность, целесооб-
разность его реализации СВП, указаны возможные области эффективного исполь-
зования этого метода. Приведены результаты информационного обзора по теме ра-
боты, на основании которого поставлена цель исследований. При описании вязко-
упругого характера соотношения между напряжениями и деформациями во льду ис-
пользовался закон деформирования упруго-запаздывающей среды Кельвина–Фойг-
та. В качестве критерия ледоразрушающей способности ИГВ была принята теорети-
ческая плотность потенциальной энергии изгиба бесконечной пластины. При этом
использовано условие, что при ее достижении определенного значения происходит
полное (с раскрытием трещин) разрушение льда. Исходные данные для этих расче-
тов взяты из выполненных экспериментов. Приведены зависимости, позволяющие
определить параметры движущейся с резонансной скоростью нагрузки (параметры
СВП), достаточные для разрушения ледяного покрова заданной толщины при за-
данных ледовых условиях.

Ключевые слова: ледяной покров, изгибно-гравитационные волны, резонанс, разру-
шение, параметры нагрузки
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1. Введение. Известно, что основным средством для разрушения ледяного покрова
является ледокольный флот. Однако, большие энергетические затраты на разрушение
льда, невозможность его использования на малых глубинах из-за большой осадки ле-
доколов, а также для разрушения заторов и зажоров заставляют искать новые способы
борьбы со льдом. В этом направлении перспективы открываются благодаря открытой
в Канаде способности СВП разрушать ледяной покров при их движении по льду со
скоростью резонансных ИГВ [1]. При такой скорости частота изгибных волн, распро-
страняющихся в свободной плавающей пластине, совпадает с частотой гравитацион-
ных волн на поверхности чистой воды, т.е. возникают условия для их резонансного
взаимодействия. В этом случае архимедовы силы (силы плавучести) полностью урав-
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новешиваются гидродинамическими силами и вода перестает поддерживать ледяной
покров, т.е. его равновесие достигается только за счет внутренних сил упругости, воз-
никающих в самой пластине. Это приводит к резкому увеличению амплитуды возбуж-
даемых изгибно-гравитационных волн (ИГВ), что значительно повышает энергоэф-
фективность разрушения льда по сравнению с известными методами. На основании
этого метод разрушения ледяного покрова путем возбуждения резонансных ИГВ был
назван резонансным [2].

Резонансный метод разрушения ледяного покрова (РМРЛ) может осуществляться
любым транспортным средством, обладающим возможностью перемещаться по ледя-
ному покрову с достаточной скоростью и создающим необходимую для разрушения
льда нагрузку. Так, разрушение льда резонансными ИГВ наблюдалось при движении
автомашин, танков, поездов по ледяным переправам, при использовании ледяного
покрова в качестве взлетно-посадочных полос для самолетов и автомобильных трасс.

При решении ледотехнических задач на замерзающих водоемах с использованием
резонансного метода необходимо возбуждать ИГВ значительной амплитуды. Для это-
го потребуются транспортные средства массой в десятки и сотни тонн и способные
безопасно двигаться надо льдом с большой скоростью. В настоящее время этим требо-
ваниям удовлетворяют только СВП. Кроме того, их вездеходные качества позволяют
разрушать ледяной покров на акваториях любой глубины. Обладая большой скоро-
стью, маневренностью и амфибийными свойствами, СВП могут быстро перемещать-
ся в районы с ледовыми осложнениями. Преимуществами СВП являются также отсут-
ствие непосредственного контакта судна со льдом (это повышает надежность их экс-
плуатации), проходимость над заснеженным и заторошенным ледяным покровом,
безопасность движения над подводными островами, битым льдом, возможность вы-
хода со льда на чистую воду и наоборот, на необорудованный берег. Это позволяет ре-
шать ряд задач по продлению навигации на внутренних водных путях, использовать
СВП для быстрого (с резонансной скоростью 20–25 км/ч [2]) разрушения льда на
больших площадях с целью более раннего вскрытия рек и водохранилищ. В периоды
ледостава и ледохода для предотвращения разрушительных наводнений приходится
разрушать ледяные заторы и зажоры. В этих случаях РМРЛ окажется более эффектив-
ным по сравнению с традиционными технологиями.

2. Краткий обзор экспериментальных исследований нагружения ледяного покрова дви-
жущимися нагрузками. Первое упоминание об экспериментальных исследованиях гру-
зоподъемности пресноводного ледяного покрова и определения предельных нагрузок
с целью транспортировки по нему грузов относится к середине 20-х годов прошлого
столетия [3–5]. Записи колебаний ледяного покрова от действия импульсной нагруз-
ки при посадке на лед самолета и его пролете на предельно малой высоте и их анализ
приведены в работе [6]. Волновой характер колебаний льда под действием движущей-
ся нагрузки описан в работах [7, 8]. Автором было высказано предположение о воз-
можности проявления опасных явлений резонанса. Анализируя данные о волнообраз-
ных колебаниях ледяного покрова при перемещении грузов, авторы работы [9] при-
шли к выводу о существовании определенной скорости, превышение которой может
привести к разрушению ледяного покрова. В 1949 г. были проведены эксперименталь-
ные исследования деформаций ледяного покрова от движущихся нагрузок, что позво-
лило установить, как скорость перемещения нагрузки влияет на величину и характер
прогиба льда [10]. При выполнении экспериментальных исследований по возбужде-
нию в ледяном покрове волн сравнительно низкой частоты были обнаружили недис-
пергирующие волны [11]. Позднее были опубликованы результаты натурных наблю-
дений за естественными колебаниями льда арктических и антарктических морей [12,
13]. Записи профиля резонансных ИГВ, генерируемых в ледяном покрове, при посад-
ке и маневрировании самолетов приведены в работе [14]. Экспериментальным иссле-
дованиям колебаний ледяного покрова посвящены работы [15, 16]. Автор работы [17]
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проводил исследования на озерном льду толщиной порядка 0.5 м при перемещении
транспортных средств массой от 3.8 до 7.7 тонн со скоростью от 2.8 до 8.9 м/с, а работы
[18] – замерил параметры волнения в дрейфующих льдах. Результаты замеров свобод-
ных и вынужденных колебаний ледяного покрова приведены в работе [19]. Спектры
естественного фона вертикальных колебаний ледяного покрова приводятся в работе
[20]. При изучении опыта использования ледяного покрова для транспортировки гру-
зов с помощью колесной и гусеничной техники было установлено, что при резонанс-
ной скорости движения прогибы льда возрастали в два раза [21]. Во время испытаний
канадского СВП “Voyageur” были обнаружены его ледокольные качества, при этом на
его резонансной скорости 6.2 м/с судно непрерывно разрушало ледяной покров тол-
щиной 0.38 м [1]. Экспериментальные исследования по распространению волн в ледя-
ном покрове для определения его напряженно-деформированного состояния (НДС) и
физико-механических свойств проводились в ААНИИ [22, 23]. С помощью датчиков
давления, закрепляемых на границе раздела лед–вода, изучались колебания ледяного
покрова, вызванные движущейся нагрузкой [24]. На льду озера Дифенбейкер при по-
мощи датчиков вертикальных перемещений проведена серия экспериментов по запи-
си профилей взволнованной поверхности льда толщиной от 0.50 до 0.73 м от движе-
ния транспортных средств [25]. В работе [26] опубликованы экспериментальные дан-
ные, полученные с помощью 1200 тензодатчиков. Они были установленны на
расстоянии 1 км от взлетно-посадочной полосы, расположенной на морском льду
пролива Макмердо. На озере Сарома (Хоккайдо, Япония) были проведены экспери-
ментальные исследования по изучению деформаций ледяного покрова при движении
по нему нагрузки. Автором с высокой точностью были записаны профили взволно-
ванной поверхности льда [27]. В работе [28] исследовались режимы движения нагруз-
ки по льду. Испытания проходили на озерах Канады при различных глубинах и тол-
щинах льда от 0.4 до 0.6 м. Была установлена зависимость резонансной скорости дви-
жения нагрузки от ледовых условий. Также на озере Сарома были проведены
дополнительные полевые испытания при наличии снежного покрова. В результате ис-
следований были выявлены пять режимов деформирования ледяного покрова [29–
31]. Эксперименты по определению динамических деформаций льда от ветровой и
движущийся нагрузок, были проведены с использованием тензометрических датчи-
ков. В качестве движущейся нагрузки использовалось автотранспортное средство.
В результате было определено значение резонансной скорости движения. Отмечено,
что при этой скорости прогибы льда возрастали в 2.2 раза по сравнению со статически
приложенной нагрузкой [32, 33]. Также была проведена крупная серия полевых испы-
таний на морском льду для определения параметров возбуждаемых ИГВ. Глубина ак-
ватории составляла от 350 до 450 м. Молодой ледяной покров толщиной 1.6 м имел
ровную, гладкую поверхность с одинаковыми физико-механическими свойствами.
В качестве транспортных средств использовались грузовой автомобиль массой 2100 кг
и самолет LC-130 Hercules массой около 50000 кг [34]. Эксперименты с использовани-
ем грузового автомобиля проводились вдоль ледяной дороги протяженностью 6 км.
В процессе их выполнения исследованы вопросы поведения морского и озерного льда
при действии на него движущихся нагрузок. Авторами выполнена серия эксперимен-
тов на антарктической станции McMurdo Sound, в которых сделаны записи деформа-
ций ледяного покрова на различных расстояниях от ледовой трассы [35]. Для имита-
ции воздействия самолета на естественный ледяной покров при его взлете и посадке
была произведена серия полунатурных экспериментов с использованием двухместно-
го мотодельтаплана [36].

3. Обзор теоретических исследований по деформированию ледяного покрова ИГВ.
К одному из первых исследований колебаний ледяного покрова можно отнести рабо-
ту [37], в которой была установлена зависимость фазовой скорости поверхностных
волн в плавающей тонкой однородной упругой пластине от волнового числа. 
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В период Великой Отечественной войны интерес к исследованиям динамики ледя-
ного покрова повысился в связи с эксплуатацией ледовой трассы “Дорога жизни” на
льду Ладожского озера. Теоретические исследования влияния волновых движений
жидкости на НДС ледяного покрова от приложенной ко льду подвижной и импульс-
ной нагрузок опубликованы в работе [38]. Автором также были описаны физические
процессы, сопровождающие распространение ИГВ. В работе [39] рассмотрено рас-
пространение упругих волн в плавающем ледяном слое конечной толщины и получе-
но характеристическое уравнение, связывающее волновое число с частотой. Влияние
сжимаемости воды на распространение упругих волн во льду оценено в работе [40].
Сопоставляя результаты теоретических исследований с экспериментальными данны-
ми, авторы пришли к выводу, что при длинных волнах, для которых справедлива тео-
рия слабого изгиба тонких пластин, влияние сжимаемости воды пренебрежимо мало.
Вопросы динамики ледяного покрова наиболее полно и глубоко были проработаны в
работе [41]. Автор разработал математическую теорию волновых процессов в плаваю-
щем на воде ледяном покрове, им решен ряд нестационарных задач динамики ледяно-
го покрова в случае бассейна неограниченной глубины. Рассмотрел влияние неупру-
гих свойств льда на характер изгиба в зависимости от режима нагружения. Исследова-
ния влияния ледяного покрова и вязкости жидкости на длинные волны, вызываемые
периодическими давлениями, отражены в работе [42]. Вынужденные колебания бес-
конечной упругой пластины на упругом основании винклеровского типа под действи-
ем гармонически изменяющейся во времени сосредоточенной силы рассмотрены в
работе [43]. На примере плоских установившихся волн, возникающих в ледяном по-
крове от действия движущейся области поверхностных давлений, исследовано влия-
ние неоднородностей ледяного покрова и жидкости на развитие волновых движений
[44]. Вопросами влияния слоя снега на характеристики ледяного покрова посвящена
работа [45]. Автор статьи [46] предложил использовать введение в дифференциальные
уравнения колебаний ледяного покрова нелинейных членов, что позволило избежать
неограниченный рост амплитуды волны при резонансных скоростях движения на-
грузки. Зависимости для расчета НДС ледяного покрова в случае движения по нему
нагрузки при разных граничных условиях на контуре ледяного поля и законах ее дви-
жения получены в работе [47]. В работах [49, 50] рассмотрены вопросы дифракции по-
верхностных волн краем плавающей упругой полубесконечной пластины для конеч-
ной и бесконечной глубины жидкости. Авторы работ [51, 52] исследовали стационар-
ное и нестационарное движение нагрузок по ледяному покрову. Решения ряд
прикладных задач динамики ледяного покрова приведены в работе [53]. Авторы [54]
рассмотрели ряд задач динамики ледяного и снежного покровов. Решение распро-
странения волн в прямоугольном канале конечной и малой глубины для ледяного по-
крова, прикрепленного к его стенкам, получено в работе [55]. Влияние физико-меха-
нических характеристик ледяной пластины, режимов взлета и посадки самолета на
НДС ледяного покрова установлено в работе [56]. Авторами [57] исследована задача о
распространении ИГВ в покрытом льдом канале прямоугольного сечения. В работе
[58] исследовано влияние гидростатического и гидродинамического давлений на ко-
лебания ледяного покрова в канале под действием движущейся нагрузки. В рамках
линейной теории исследовались установившиеся колебания ледяного покрова и жид-
кости, вызванные локальной областью периодического по времени давления [59]. В
работах [60–62] решены задачи о взаимодействии поверхностных волн и ИГВ с верти-
кальной преградой, о поведении полубесконечного ледяного покрова на поверхности
жидкости конечной глубины под действием нагрузки, движущейся с постоянной ско-
ростью вдоль кромки покрова и по свободной поверхности жидкости. Автором [63,
64] получено решение линейной гидроупругой задачи об установившихся вынужден-
ных колебаниях полубесконечного ледяного покрова под действием локализованной
внешней нагрузки. Исследовано поведение ледяного покрова в зависимости от часто-
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ты внешней нагрузки и граничных условий на краю пластины. В работе [65] изучено
влияние снежного покрова на распространение ИГВ, генерируемых в сплошном ледя-
ном поле под действием периодической перемещающейся системы давлений и на-
чальных деформаций. Исследованы неустановившиеся колебания сплошного ледяно-
го покрова, возникающие под действием атмосферных возмущений в условиях ледо-
вого сжатия и скорости дрейфа льда и многие другие вопросы. Изучению влияние
битого льда на образование гравитационных волн, вызванных движением внешней
нагрузки вдоль канала, решению нестационарной задачи об ИГВ на поверхности за-
мороженного ледового канала, вызванных движением внешней нагрузки, исследова-
нию реакции ледяного покрова на нагрузку, движущуюся по замерзшему каналу, по-
священы работы [66–68].

4. Цель работы. Выполненный обзор экспериментальных работ по деформирова-
нию ледяного покрова движущимися нагрузками и теоретических исследований по
возбуждению ИГВ в ледяном покрове говорит о глубокой изученности и все возраста-
ющем интересе к этим вопросам. Уже более 100 лет решаются различные теоретиче-
ские и прикладные задачи в этих направлениях. Связано это с тем, что проблемы
освоения регионов с суровыми климатическими условиями и богатыми природными
ресурсами были и остаются актуальными. Однако, несмотря на большой объем вы-
полненных экспериментально-теоретических исследований известные решения не
могут быть использованы для достижения цели, поставленной в работе: исследовать
закономерности разрушения ледяного покрова резонансным методом. Объясняется
это тем, что все они получены для случаев деформирования ледяного покрова, когда
не происходит его полного разрушения. Под полным разрушением далее будем пони-
мать такую стадию нагружения ледяного покрова, когда его деформации приводят не
только к изгибным напряжениям, превышающим его предел прочности, но и к рас-
крытию образовавшихся вследствие этого трещин.

В работе поставлена задача разработать зависимости для определения толщины ле-
дяного покрова, который способны разрушить резонансным методом существующие
(построенные), спроектированные СВП или выбрать параметры СВП, предназначен-
ных для разрушения резонансным методом ледяного покрова заданной толщины.

5. Выполненные экспериментальные исследования разрушения ледяного покрова резо-
нансным методом. Теория волновых колебаний ледяного покрова пока еще не разрабо-
тана настолько, чтобы дать ответы на все практические вопросы разрушения льда
ИГВ. Для этого необходимо установить зависимость параметров нагрузки от толщины
разрушаемого ледяного покрова.

Натурные исследования поведения ледяного покрова под действием движущихся
нагрузок весьма трудоемки. Нестабильность во времени и многообразие свойств ледя-
ного покрова, зависимость их от погодных условий и влияние на них различных фак-
торов создают дополнительные трудности в получении достоверных результатов.
Уменьшение их затрат достигалось с помощью модельных экспериментов. Они про-
водились в ледовом бассейне (рис. 1), в котором для намораживания льда использова-
лись естественные низкие температуры [69].

Когда размеры имеющегося бассейна оказывались недостаточными для имитации
бесконечного ледяного поля (при увеличении толщины намораживаемого льда его
площадь значительно возрастает), то опыты проводились в полевых условиях на льду
открытых водоемов рек и озер. В таких случаях в их толстом ледяном покрове при по-
мощи ледорезного инструмента приготавливались каналы необходимых размеров, т.е.
для проведения экспериментов создавались своеобразные ледовые “бассейны”. Ледя-
ной слой необходимой толщины намораживался на их поверхности за счет естествен-
ного холода (рис. 2).

Трудности, связанные с получением естественного бесконечного ледяного поля,
т.е. необходимость в бассейнах больших размеров (для уменьшения влияния отражен-
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Рис. 1. Буксировка модели СВП в ледовом бассейне.

Рис. 2. Ледовый “бассейн” размерами 8.0 × 3.0 × 2.5 м, созданный в ледяном покрове озера толщиной 0.8 м.

ных волн, граничных условий и возможности получения установившегося режима
движения), а также желание уменьшить влияние масштабного эффекта обусловили
целесообразность проведения экспериментов с крупномасштабными моделями СВП
на замерзающих акваториях (рис. 3). Следует отметить, что для этих целей студентами
Комсомольского-на-Амуре политехнического института была построена модель СВП
“КнАПИ”.

Исследования ледоразрушающих свойств возбуждаемых ИГВ также проводились с
использованием катеров на воздушной подушке (рис. 4) и СВП береговой охраны
(рис. 5).

Особой трудоемкостью отличались эксперименты с натурными СВП (рис. 6), т.к.
кроме испытуемых объектов для технического обеспечения экспериментов приходи-
лось привлекать водоизмещающие суда (для очистки акватории от битого льда после
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Рис. 3. Разрушение ледяного покрова крупномасштабными моделями СВП: (а) – “КнАПИ”; (b) – “Косатка”.

(a) (b)

Рис. 4. Разрушение ледяного покрова катерами на воздушной подушке: (а) –“Тайфун – 1”; (b) – “Тайфун – 2”.

(a) (b)

Рис. 5. Разрушение ледяного покрова СВП береговой охраны “Гепард”.
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проведения экспериментов с целью намораживания очередного ледяного поля) и вер-
толет МИ-8 (для получения пространственной картины разрушения ледяного покрова).

Цель выполненных экспериментов заключалась в определении минимальных на-
грузок, движущихся по льду с резонансной скоростью и приводящих к полному разру-
шению ледяного покрова. Под полным разрушением далее будем понимать такую ста-
дию нагружения ледяного покрова, когда его деформации приводят не только к из-
гибным напряжениям, превышающим его предел прочности, но и к раскрытию
образовавшихся вследствие этого трещин. При этом технологии экспериментов отли-
чались в зависимости от условий их проведения. Так, в ледовых бассейнах вначале на-
мораживался лед определенной толщины. После этого неоднократно начинали с ре-
зонансной скоростью буксировать модель с увеличивающейся массой. Если при оче-
редном проходе модели начиналось полное разрушение льда, то опыты прекращали.
В результате определялась минимальная масса нагрузки при известной площади ее
распределения (интенсивности), достаточная для полного разрушения ледяного по-
крова заданной толщины и прочности. При проведении опытов в натурных условиях,
когда параметры СВП заранее были известны, вначале проходы СВП с резонансной
скоростью начинали на тонком льду с последующим ростом его толщины. Экспери-
менты прекращали, когда после очередного прохода непрерывного и полного разру-
шения льда не происходило. Результаты экспериментов по определению минималь-
ной толщины разрушаемого льда, а также данные испытаний СВП “Voyageur” [1] при-
ведены в табл. 1.

6. Теоретические зависимости для расчета напряженно-деформированного состояния
ледяного покрова от движущихся нагрузок. При решении ледотехнических задач лед
обычно рассматривается как упругий изотропный материал, а для изучения его НДС
привлекается аппарат теории изгиба упругих пластин. В действительности, ледяная
пластина обладает анизотропией вследствие градиента температуры по толщине, раз-
личного химического состава, ориентации кристаллов по слоям, наличия примесей,
истории ледостава и др. В вопросах волновых колебаний ледяного слоя эти факторы
учитываются путем рассмотрения трансверсально-изотропной модели льда с последу-
ющим переходом к изотропной, но с приведенным модулем упругости.

Соотношения между напряжениями и деформациями во льду носят вязко-упругий
характер и зависят от режима нагружения. Учет этих свойств в условиях изгибно-гра-
витационного резонанса (ИГР) позволит избавиться от неопределенности в теорети-
ческих решениях и получить реальную картину НДС ледяного покрова в месте прило-
жения нагрузки.

Рис. 6. Разрушение ледяного покрова: (а) – СВП “Скат” (съемка с вертолета); (b) – СВП “Мурена”.

(a) (b)
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Известные исследования показывают, что для описания волновых колебаний льда
при ИГР можно принять закон деформирования упруго-запаздывающей среды Кель-
вина–Фойгта [41]. Тогда дифференциальное уравнения вязко-упругих колебаний ле-
дяного покрова при установившемся движении сосредоточенной силы Р с постоян-
ной скорость v будет иметь вид:

(6.1)

где: G – модуль упругости льда при сдвиге; h – толщина ледяного покрова;  – диф-
ференциальный оператор набла; τΦ – время релаксации деформаций; w – прогиб
льда; ρL, ρV – плотность воды и льда; g – ускорение силы тяжести; Ф – потенциал дви-
жения жидкости, удовлетворяющий уравнению Лапласа во всем объеме воды и усло-
виям непроницаемости на дне бассейна; δ – дельта-функция Дирака; o, x, y, z – непо-
движная система координат.

Для бесконечной области дельта–функции Дирака в этом случае может быть пред-
ставлена двойным интегралом Фурье:

(6.2)

Тогда прогиб льда w и потенциал движения жидкости Ф будем искать в виде:

(6.3)

Окончательное выражение для w получено в виде:

где

(6.4)

Линейная постановка задачи позволяет с помощью принципа суперпозиций перей-
ти от полученного решения для сосредоточенной силы к случаю движения по льду
ограниченной в плане нагрузки, распределенной по площади прямоугольника со сто-
ронами 2а, 2в. Тогда прогиб ледяного покрова определится после интегрирования по
переменным ξ, ζ:

(6.5)

При равномерном распределении нагрузки по площади прямоугольника получим:

(6.6)

где q = P/4ab
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Выделяя действительную часть выражения (7), получим:

(6.7)

Выражения изгибающих моментов запишутся так:

(6.8)

После взятия производных выражения для изгибающих моментов окончательно
перепишутся в виде:

(6.9)

где:
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(6.10)

7. Критерий для оценки ледоразрушающей способности ИГВ. В большинстве извест-
ных расчетов предельных нагрузок, разрушающих ледяной покров при их движении,
используется уровень напряжений. При этом ледяной покров считается разрушен-
ным, если напряжения превышают соответствующий предел прочности. Такой под-
ход можно считать приемлемым, когда для безопасного использования ледяного по-
крова в качестве ледяных переправ необходим запас его несущей способности, а его
разрушение считают нежелательным. При решении поставленных в работе задач та-
кой подход не приемлем. Это объясняется тем, что возникновение в сплошном ледя-
ном покрове предельных напряжений, т.е. появление во льду сквозных трещин и даже
их раскрытие не приводит к полной утрате его несущей способности. В опытах с кате-
рами на воздушной подушке, натурными СВП и их изготовленными крупномасштаб-
ными моделями установлено, что нагрузка, гарантирующая его полное разрушение
(рис. 7,а), может в несколько раз превышать нагрузку, вызывающую появление тре-
щин (рис. 7,b).

Причиной сохранения несущей способности ледяного покрова, разделенного тре-
щинами на отдельные куски в области возникновения ИГВ наибольшей амплитуды,
являются контактные напряжения на берегах трещин. Несмотря на нарушение
сплошности ледяной пластины, кинематическая и силовая связь растрескавшейся об-
ласти с кромками сплошного ледяного поля (своеобразный арочный эффект) не поз-
воляет распасться растрескавшемуся льду на отдельные куски. Несущая способность
ледяного покрова будет полностью исчерпана, когда произойдет разрушение образо-
вавшейся блочной конструкции и она не сможет нести нагрузку, превышающую силу
плавучести ее обломков, т.е. Архимедовых сил (такая стадия разрушения представлена
на рис. 7,а).

Процесс нагружения ледяного покрова ИГВ приводит к трещинообразованию с од-
новременным частичным “самозалечиванием” трещин (вода, попадая в переохла-
жденный лед полностью не раскрытых трещин, сразу замерзает, т.е. трещина исчеза-
ет) или последующим их раскрытии при достижении определенных амплитуд ИГВ.
Раскрытие трещин в ледяном покрове связано с несколькими механизмами и с раз-
личной энергетикой. Это не только растяжение, но и сжатие с потерей устойчивости и
надвиганием блоков льда друг на друга. Все это влияет и на удельную энергетику в це-

= = =y xyx
x y xy2 2 2

6M 6M6Mσ ; σ ; τ
h h h

Рис. 7. Стадии разрушения ледяного покрова ИГВ: (а) – полное разрушение; (b) – достижение предела
прочности льда на изгиб.

(a) (b)
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лом. Кроме этого, происходит смятие и скол острых кромок, а часть энергии ИГВ за-
трачивается на поворачивание обломков льда. Колебания ледяного покрова сопро-
вождаются диссипаций энергии в воде, ледяной пластине и снежном покрове. Энер-
гия ИГВ также рассеивается в присоединенных массах воды, колеблющихся вместе со
льдом, при частичном отражении и преломлении волн в трещинах, в виде акустиче-
ского излучения, вследствие дифракции, интерференции, трансформации парамет-
ров ИГВ и др. Из-за сложной геометрии разлома, густоты сетки не раскрытых трещин
затруднительно определить энергию даже на образование во льду свободных поверх-
ностей. Относительно строгому анализу поддается лишь определение условий для их
спонтанного роста (критерий Гриффитса).

Учесть влияния вышеперечисленных процессов на предельное деформирование
ледяного покрова практически не возможно. Поэтому для оценки ледоразрушающей
способности ИГВ была принята такая интегральная характеристика, как энергия из-
гибно-гравитационных колебаний ледяного покрова. Ее величина равна сумме потен-
циальной энергии изгиба ледяной пластины, кинетической энергии ее изгибных ко-
лебаний и сопутствующих им гравитационных волн в воде. Очевидно, что две послед-
них составляющих в общем балансе энергии при предельных деформациях ледяного
покрова ИГВ малы по сравнению с первой. Поэтому определение энергии ИГВ, пол-
ностью разрушающих ледяной покров, производилось по потенциальной энергии из-
гиба ледяной пластины. Таким образом, в качестве критерия ледоразрушающей спо-
собности ИГВ была принята теоретическая плотность потенциальной энергии изгиба
U, достижение которой приводит к началу непрерывного (полного) разрушения льда.
Величина U определялась по теоретическим напряжениям, соответствующим этой
стадии разрушения ледяного покрова.

Для пластины бесконечных размеров потенциальная энергия изгиба определяется
выражением [70]:

(7.1)

Нормальные σx, σy и касательные напряжения τxy находились по зависимостям (6.10).
Разрушение льда ИГВ от движущихся нагрузок носит локальный характер и проис-

ходит в месте ее приложения, т.е. в области возникновения максимальных деформа-
ций. Поэтому рассчитывалась погонная потенциальная энергия, приходящаяся на длину
фронта волны, равную h, и на длину волны максимальных напряжений λσ (необходи-
мость в таком подходе была связана с желанием найти единообразный параметр для
оценки ледоразрушающей способности ИГВ, возбуждаемых в различных ледовых
условиях). Тогда плотность потенциальной энергии изгиба ледяной пластины опреде-
лится выражением:

(7.2)

Результаты расчетов U для толщин ледяного покрова, разрушаемого минимальны-
ми нагрузками при их движении с резонансной скоростью, показали относительно
стабильные ее значения (см. табл. 1). Для этих расчетов необходимые параметры вы-
бирались из базы данных экспериментов, полученных: в ледовых бассейнах; с исполь-
зованием крупномасштабных моделей СВП в полевых условиях; катеров и натурных
судов на воздушной подушке. Следует отметить, что на параметры ИГВ, т.е. их ледо-
разрушающую способность, безусловно влияли: наличие подледного течения; темпе-

( )
∞ ∞

−∞−∞
= + − + +

+   2 2 2
x y

hU [σ σ 2μσ σ 2 1 μ τ ]dxdy
4G(1 μ) x y xy

( )
( )= + − + +

+ 
σλ

2 2 2

σ 0

1U [σ σ 2μσ σ 2 1 μ τ ]dx
4Gλ 1 μ x y xyx y
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ратура воздуха; глубина водоема и ее изменение; близость берега к месту проведения
экспериментов; структура льда и наличие в нем примесей; скорость нагружения льда
движущимися нагрузками; масштабный фактор (зависимость прочностных свойств
льда от его толщины); наличие на льду снежного покрова (правда, при проведении
экспериментов снежный покров практически отсутствовал); внутренняя напряжен-
ность льда; история ледостава и др. Однако, в условиях изгибно-гравитационного ре-
зонанса, когда происходит резкое (резонансное) увеличение изгибных напряжений,
влияние ранее перечисленных и этих факторов при полном разрушении льда оказа-
лось незначительным. Это подтверждается результатами расчетов U в различных ле-
довых условиях. Их устойчивость позволила в качестве критерия ледоразрушающей
способности ИГВ, возбуждаемых распределенными движущимися с резонансной
скоростью нагрузками, принять относительную теоретическую плотность потенци-
альной энергии изгиба ледяной пластины. Ее значение, соответствующее стадии пол-
ного разрушения льда по результатам проделанных опытов (при ее вычислении пред-
полагалось, что ледяной покров сохраняет свою целостность), оказалось равным при-
мерно 650 дж/м3. Из этого следует заключение, что, если теоретическая плотность
относительной потенциальной энергии изгиба ледяного покрова ИГВ окажется рав-
ной или большего найденного значения, то за нагрузкой, возбуждающей такие волны,
будет происходить полное разрушение ледяного покрова.

Следует отметить, что при расчетах ледовой ходкости судов, ледовых нагрузок на
гидротехнические сооружения при ледоходах или подвижках льда, при определении
несущей способности ледяных переправ или грузонесущих платформ и решении дру-
гих ледотехнических задач влияние вышеперечисленных различных факторов на раз-
рушающую лед нагрузку, безусловно, следует учитывать [5, 10].

8. Результаты расчетов основных параметров СВП, достаточных для разрушения ледя-
ного покрова резонансным методом. Основными параметрами, определяющими спо-
собность СВП разрушать лед резонансным методом, как показали экспериментально-

Таблица 1. Результаты расчетов U

Работа выполнена в рамках государственного задания Института машиноведения и металлургии Хабаров-
ского федерального исследовательского центра ДВО РАН.

Вид нагрузки Длина, м Ширина, м Масса, кг Толщина льда, 
см U, Дж/м3

Модель СВП 0.23 0.19 2.85 0.42 690
1.20 0.27 560
2.10 0.34 750
2.35 0.44 560
4.80 0.56 770

СВП “КнАПИ” 3.7 2.1 340 2.5 690
“Косатка” 5.1 2.6 400 2.8 670

“Тайфун-1” 7.4 3.6 2100 6.0 670
“Тайфун-2” 10.2 4.6 5200 8.2 550

“Гепард” 6.9 3.2 18000 7.5 570
“Скат” 17.0 7.4 20500 26.0 700

“Мурена” 30.0 13.0 120000 60.0 660
“Voyageur” 20.0 8.0 40800 38.0 640

Среднее значение плотности потенциальной энергии изгиба 650
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теоретические исследования, являются нагрузка на лед от силы тяжести судна, т.е. его
масса М, и ее интенсивность, т.е. давление в воздушной подушке Рvp. Форма и соотно-
шение размеров воздушной подушки в плане, используемые у существующих судов,
существенного влияния на их ледоразрушающую способность не оказывают [2]. В ка-
честве исходных данных для получения этих зависимостей от толщины ледяного по-
крова, полностью разрушаемого резонансным методом, были взяты результаты вы-
полненных экспериментов. Зависимость М = f(h, Pvp) для параметров построенных и
перспективных СВП, охватывающая весь диапазон интересующих значений h, опре-
делялась с помощью предложенного выше критерия оценки ледоразрушающей спо-
собности ИГВ. Принимая во внимание теоретическое значение предельной плотно-
сти потенциальной энергии изгиба ледяной пластины ИГВ (U = 650 дж/м3) и выпол-
няя численные расчеты по зависимостям (10, 12) для интересующих нас диапазонов
изменения массы СВП М и давления в воздушной подушке Рvp была получена их за-
висимость толщины разрушаемого льда. Следует заметить, что полученная зависи-
мость М = f(h, Pvp ) позволяет определить минимально достаточную для разрушения
льда величину М при заданном Pvp. Результаты этих расчетов для чистого от снега ле-
дяного покрова (эксперименты проводились при его отсутствии и среднесуточной
температуре – (10–15)°С ), при резонансной скорости движения нагрузки для наибо-
лее вероятных физико-механических характеристик пресноводного льда в различных
ледовых условиях [71] и с учетом влияния масштабного эффекта [72] представлены на
рис. 8.

Работоспособность этих зависимостей подтверждается нанесенными на график
символами, соответствующими параметрам использованным в экспериментах натур-
ных СВП с указанием максимальных толщин ледяного покрова, разрушаемого ими
резонансным методом (d – “Скат” (M = 20.5 т; Рvp = 1.8 кПа; h = 26 см; m – “Voyager”
(M = 38.0 т; Рvp = 2.4 кПа; h = 38 см; j – “Мурена” (M = 120.0 т; Рvp = 3.3 кПа; h = 60 см).

9. Заключение. Основным результатом работы является определение взаимосвязи
между толщиной разрушаемого льда и параметрами СВП, как основным средством
реализации резонансного метода разрушения ледяного покрова. Она установлена на
основании обработки результатов экспериментальных исследований, выполненных в

Рис. 8. Зависимость массы СВП и давления в воздушной подушке от толщины разрушаемого ледяного по-
крова (T/кПа).
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условиях модельного, полунатурного и натурного экспериментов и соответствующих
теоретических исследований. Полученные результаты позволяют определить ледораз-
рушающую способность СВП при их использовании в качестве ледокольных средств
при решении различных ледотехнических задач. Это делает возможным в ряде случаев
возникновения ледовых осложнений решать задачи по разрушению льда СВП, когда
использование традиционных ледокольных технологий и средств затруднительно или
вообще невозможно. С помощью полученных результатов также можно оценивать це-
лесообразность использования СВП для разрушения ледяного покрова резонансным
методом, т.е. его энергоэффективность.
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На образцах породы, отобранных из сеноманского горизонта пласта ПК1 газового и
газоконденсатного месторождений Арктического шельфа России, проведено пря-
мое физическое моделирование образования под действием равнокомпонентых на-
пряжений вывалов в скважинах, направленных по нормали и вдоль залегания.
В первом случае форма вывалов была цилиндрической, а во втором – в виде двух ка-
верн. Подобная форма вывалов при интерпретации геофизических исследований
скважин, как правило, предполагается вызванной неравнокомпонентным полем на-
пряжений, что, очевидно, не соответствует результатам проведенных эксперимен-
тов. Также проведены независимые эксперименты по определению анизотропии
упругих и прочностных свойств исследуемой породы. Обнаружено, что исследуемая
порода обладает прочностной анизотропией специфического вида, не связанной не-
посредственно с ослаблением вдоль залегания. Показано, что данный вид прочност-
ной анизотропии может приводить к формированию вывалов наблюдаемой формы.
Основная цель статьи – привлечь внимание к тому факту, что анизотропия напря-
жений не обязательно является основной или единственной причиной наблюдае-
мых вывалов в скважинах. Результаты могут быть использованы при проектирова-
нии и разработке углеводородных месторождений и подземных хранилищ газа, а
также при интерпретации данных скважинных измерений для определения есте-
ственного поля напряжений в Земной коре.

Ключевые слова: истинные трехосные испытания, анизотропия прочности, упругая
анизотропия, интерпретация данных каротажа, вывалы в скважинах, измерения на-
пряжений в массиве пород
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1. Введение. При бурении и эксплуатации скважин подземных хранилищ газа
(ПХГ), созданных в пластах с неустойчивыми коллекторами, на первый план выходят
вопросы обеспечения устойчивости стенок скважин и снижения пескопроявлений.
Известно, что основной причиной выноса песка в скважину является потеря устойчи-
вости стенки скважины под действием напряжений в околоскважинной области, пре-
вышающих предел прочности породы. Одним из основных типов потери устойчиво-
сти являются вывалы породы на стенках скважин [1–3].

Поэтому, чтобы минимизировать риск пескопроявлений и их интенсивность, необ-
ходимо понимать причины появления вывалов и выявить основные факторы, влияю-
щие на их возникновение и интенсивность.

УДК 539.42
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Помимо этого, исследование форм вывалов наряду с методами микрогидроразрыва
считается надежным инструментом для определения напряжений в массиве горных
пород [4, 5]. Это явно подразумевает, что неравенство компонент тензора напряже-
ний, действующих в плоскости, перпендикулярной стволу скважины, является основ-
ной и едва ли не единственной причиной формирования форм вывалов, отличных от
цилиндрических, наблюдаемых в скважинах. М. Зобак рассмотрел влияние других
факторов, таких как анизотропия прочности и наличие структуры, на формирование
вывалов [4]. Однако чаще другие факторы, в лучшем случае, лишь упоминаются [5, 6].
В настоящее время объяснение наблюдаемых форм вывалов в скважинах исключи-
тельно неравнокомпонентностью действующих напряжений стало основой интерпре-
тации каротажных измерений.

В вертикальных скважинах, пробуренных в массивах горных пород либо изотроп-
ных, либо анизотропных с плоскостью изотропии, перпендикулярной оси скважины,
в условиях равнокомпонентного сжатия наблюдаются кольцевые вывалы [4, 5], Рис. 1.
При неравнокомпонентном исходном напряженном состоянии из-за концентрации
сжимающих напряжений [7] вывалы развиваются от контура скважины по ее диамет-
ру в направлении минимального горизонтального напряжения. Формы таких вывалов
характеризуются как чешуйчатые отколы (системы изогнутых трещин, распространя-
ющихся параллельно контуру скважины), “собачьи уши” (широкие вывалы), “черво-
точины” (узкие разрезоподобные вывалы) [5]. Вышеуказанные формы можно назвать
однолопастными, в отличие от двухлопастных вывалов [6], характерных для скважин,
ориентированных в плоскостях напластования, появившихся из-за анизотропии
прочности, вызванной ослаблением вдоль залегания [4, 8, 9]. Термины одно- и двух-
лопастные вывалы являются общепринятыми [4], количество “лопастей”-вывалов от-
носится к половине контура скважины.

Однако однолопастные вывалы наблюдались и в образцах с моделирующими сква-
жину круговыми отверстиями, находящихся в равнокомпонентном напряженном со-
стоянии [10, 11]. Так, в работе [11] было проведено прямое физическое моделирование
вывалов скважин для пород-коллекторов четырех нефтяных и газоконденсатных ме-
сторождений. Было продемонстрировано, что для двух из четырех испытанных пород

Рис. 1. Образец B5 с отверстием, соосным оси керна.
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в большинстве образцов наблюдались некруглые вывалы вокруг отверстий, просвер-
ленных в образцах перпендикулярно залеганию, хотя в этих условиях из-за предпола-
гаемой изотропии упругих и прочностных свойств в плоскости залегания ожидалось
образование кольцевых вывалов. Также при испытании образца с отверстием, про-
сверленным в плоскости залегания, наблюдался однолопастный вывал, а не кольце-
вой или двухлопастный, как ожидалось в соответствии с общепринятыми представле-
ниями [4, 8]. Ранее также сообщалось о формировании подобных однолопастных вы-
валов, хотя они и не назывались таковыми, в образцах угля с цилиндрическими
отверстиями [10]. Для объяснения наблюдаемого явления было предложено несколь-
ко гипотез [11]:

– Комбинированное влияние прочностной и упругой анизотропии определенного ти-
па.

– Нестабильность круглой формы вывалов из-за случайного изменения свойств по-
роды и подавления образования вторичных вывалов после инициирования первич-
ных.

– Особый тип анизотропии прочности, проявляющийся в виде монотонного изме-
нения прочности от угла приложения нагрузки с максимумом, соответствующим сжа-
тию, нормальному к плоскости залегания, и минимуму, соответствующему сжатию,
параллельному плоскости залегания.

Однако имевшихся экспериментальных данных об упругих и прочностных свой-
ствах исследованных пород, таких как модули Юнга, коэффициенты Пуассона и
прочностные свойства в двух направлениях (нормальном и вдоль плоскости залега-
ния), было недостаточно для проверки данных гипотез.

Чтобы заполнить пробел в понимании процессов, приводящих к образованию од-
нолопастных вывалов, на испытательной системе трехосного независимого нагруже-
ния (ИСТНН) были проведены новые аналогичные эксперименты на образцах поро-
ды из кернового материала, отобранного из сеноманского горизонта пласта ПК1 газо-
вого и газоконденсатного месторождений Арктического шельфа России, а также
эксперименты по определению упругих и прочностных свойств исследуемой породы,
необходимых для проверки предложенных гипотез.

2. Эксперименты: приборы, материалы, измерения. Эксперименты проводились на
Испытательной системе трехосного назависимого нагружения (ИСТНН), созданной в
Институте проблем механики Российской академии наук и предназначенной для ис-
следования деформационных, прочностных и фильтрационных свойств горных пород
гидрокарбонатных и угольных месторождений [12–15] в условиях истинного трехос-
ного нагружения. Испытания проводятся на кубических образцах с ребром 40 мм.
Узел нагружения благодаря используемой кинематике с перекрывающимися нагружа-
ющими плитами позволяет передавать напряжения на всю поверхность образцов, не
создавая препятствий друг другу. Для уменьшения трения между каждой гранью об-
разца и нагружающими плитами вставлялись тонкие фторопластовые прокладки. В
прокладках, закрывающих поверхности с отверстиями, вырезались центральные от-
верстия диаметром 10 мм.

Образцы были изготовлены из кернового материала, отобранного из трех интерва-
лов, около 10 м каждый. Керновый материал был представлен высокопористым высо-
копроницаемым сеноманским песчаником со слабо выраженной структурой напла-
стования. В пределах каждого интервала свойства материала были однородными, при-
чем различия свойств породы между различными интервалами были также
относительно невелики. Чтобы уменьшить влияние побочных эффектов для каждой
серии экспериментов, образцы по возможности вырезали из одного куска керна.

Образцы были изготовлены с использованием камнерезных и шлифовальных стан-
ков с высокой точностью, непараллельность граней составляла не более 20 мкм. Боль-



24 УСТИНОВ и др.

шинство из образцов были вырезаны параллельно оси керна, но отдельные образцы
были вырезаны под углами 30°, 45° и 60° к оси керна.

Для образцов применена следующая маркировка. Первая буква A, B или C соответ-
ствует одному из трех интервалов. Затем следует число, соответствующее номеру кус-
ка породы, из которого был вырезан образец. Последнее число (если таковое имеется)
соответствует номеру образца, вырезанного из данного куска керна.

Перед нагружением в каждом образце были измерены продольные скорости аку-
стических волн в трех направлениях.

Было проведено три типа испытаний. В испытаниях первого типа осуществлялось
прямое моделирование вывалов в скважинах. В этом типе экспериментов в центре
каждого образца, параллельно его грани, просверливалось сквозное отверстие диа-
метром 10 мм. Образцы с центральными сквозными отверстиями помещались в на-
гружающий узел установки с двумя (из шести) противоположными нагружающими
плитами, имеющими центральные каналы для подачи и отбора воздуха. Было исполь-
зовано три варианта нагружения. В первом варианте (далее – испытания “полый ци-
линдр”) нагрузка, одинаковая по всем трем осям, прикладывалась с постоянной ско-
ростью (31.25 кПа/с). Второй вариант (далее – испытания “полый цилиндр-2”) состо-
ял в воспроизведении условий, близких к условиям плоской деформации: образцы
нагружали, как в предыдущем варианте, до напряжений, приблизительно соответ-
ствующих действующим в глубине пласта в грунтовом скелете (15 МПа), затем нагру-
жение вдоль сторон, параллельных оси отверстия, продолжалось с той же скоростью,
в то время как на гранях, перпендикулярных оси отверстия, сохранялись постоянные
напряжения. Третий вариант (далее – испытания “полый цилиндр-0”), соответство-
вал условию плоского напряженного состояния: к боковым граням кубического об-
разца прикладывалась двухосная нагрузка; грань с отверстием оставалась свободной,
что позволяло осуществлять видеозапись процесса образования вывала. Поток возду-
ха в образец в этом случае не подавался.

Большинство испытаний данного типа проводились на образцах с отверстиями,
ориентированными вдоль залегания, моделирующими горизонтальные скважины; не-
которые испытания проводились с отверстиями, нормальными к залеганию, а также
ориентированными под углами 30° и 60° к нормали к залеганию, моделирующими
вертикальные и наклонные скважины (далее испытания полый цилиндр-v, полый ци-
линдр-2-v, полый цилиндр-30° и полый цилиндр-60° соответственно). Во всех вари-
антах образцы разгружались одновременно по всем осям (чтобы избежать возникно-
вения касательных напряжений, способных привести к изменению конфигурации
вывалов).

Вторым типом испытаний были трехосные испытания. В данном типе эксперимен-
тов на первом этапе к образцу прикладывалась гидростатическая (одинаковая по всем
граням) нагрузка (давление обжима). Затем нагрузка по двум осям образца поддержи-
валась постоянной, а нагрузка по третьей оси S3 увеличивалась, причем управление
нагружением образца по данной оси на этом участке осуществлялось по перемеще-
нию, а не по нагрузке. Нагружение по данной оси доводилось до уровня начала не-
упругого деформирования , а затем осуществлялась разгрузка образца по данной
оси до исходного уровня напряжений. Далее нагрузка по всем осям увеличивалась до
следующего значения, и цикл нагружения по третьей оси (той же что и в предыдущем
цикле) повторялся. Далее аналогичным образом осуществлялось нагружение на тре-
тьем цикле. Затем образец разгружался. Таким образом, каждый опыт состоял из трех
циклов, отвечающих трем значениям всестороннего обжима образца. Первоначально
напряжение обжима по циклам для части образцов составляло 2 МПа, 10 МПа и 20
МПА, но затем, в связи с малой прочностью исследуемых пород, оно было уменьшено
до 1 МПа, 5 МПа и 10 МПа.

3*S
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Опыты второго типа проводились для трех направлений действия максимального
сжимающего напряжения S3 относительно плоскости залегания – вдоль нее, по нор-
мали и под углом 45° к ней. Целью таких экспериментов было выяснение характера
изменения прочности породы в зависимости от угла приложения максимальной на-
грузки по отношению к залеганию. При реализации механизма прочностной анизо-
тропии, связанного с наличием плоскостей ослабления вдоль залегания, прочность
породы при приложении нагрузки под углом к залеганию должна быть меньше, чем
при приложении нагрузки параллельно или по нормали к залеганию. Дополнитель-
ной целью данных экспериментов было получение упругих характеристик породы, в
частности упругих модулей по различным направлениям.

Испытания такого типа будут называться “трехосными”, за которыми следует зна-
чение (в градусах) угла между максимальными сжимающими напряжениями и на-
правлением залегания.

Третий тип экспериментов заключался в прямом моделировании напряженно-де-
формированных состояний, возникающих в различных точках контура горизонталь-
ной скважины при понижении давления на ее забое, и изучении процесса разрушения
породы в этих точках под действием создаваемых напряжений. В ходе опытов модели-
ровались напряженно-деформированные состояния в точках, отстоящих от верти-
кальной оси на 0°, 30°, 45° и 90°, в которых постоянное по величине максимальное
окружное сжимающее напряжение, действующее вдоль данного контура отверстия,
по-разному наклонено к плоскости залегания. Еще одной целью данных эксперимен-
тов, как и “трехосных” опытов, было получение дополнительных данных о характере
обнаруженной прочностной анизотропии исследуемых пород.

Рис. 2. Отверстия с вывалами после испытания образцов из месторождения № 1 в образцах с отверстиями,
перпендикулярными оси керна; образцы вырезаны соосно оси керна (ось керна вертикальна на рисунках),
a–d; образец вырезан наклонно к оси керна (ось керна наклонена на 30° от вертикали), e.

(a) (b)

(c) (s)

(c)

B2.1 B6

A9 C4.3

C1.1
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Помимо моделирования напряженно-деформированного состояния на контуре го-
ризонтальной скважины, был выполнен один эксперимент по моделированию состо-
яния на контуре вертикальной скважины. В данном случае, поскольку скважина пер-
пендикулярна плоскости залегания, все точки на контуре скважины находятся в рав-
ных условиях.

Испытания такого типа будут называться “скважиной”, за которыми следует значе-
ние (в градусах) угла между максимальными сжимающими напряжениями и направ-
лением залегания. Таким образом, “скважина 0°” соответствует образцам, моделиру-
ющим верхнюю (нижнюю) точку горизонтальной скважины, “скважина-90°” соот-
ветствует образцам, моделирующим левую (правую) точку горизонтальной скважины,
“скважина-30°” и “скважина-45°” соответствуют образцам, моделирующим точки го-
ризонтальной скважины, расположенные под углом 30° и 45° от вертикали, соответ-
ственно. Опыт, моделирующий напряженное состояние, возникающее на контуре
вертикальной скважины, будет называться “скважина-v”.

Подробное описание программы испытаний образцов в ходе выполнения опытов
“скважина” представлено ниже в Приложении.

3. Результаты экспериментов и обсуждение. Всего было испытано 48 образцов: 15 об-
разцов в соответствии с программой “полый цилиндр”, 21 образец в соответствии с
программой, моделирующей напряженное состояние, возникающее в различных точ-
ках вдоль контура скважины (“скважина”), трехосные испытания (“трехосные”) были
выполнены на 12 образцах. Информация об испытаниях и некоторые результаты
обобщены в таблице 1. Столбец “Результаты” для образцов, подвергнутых трехосным
испытаниям, разделен на три подколонки, в которых представлены напряжения сжа-
тия, приложенные к боковым граням, предельные напряжения, приложенные к тре-
тьей грани, и касательный (дифференциальный) модуль Юнга в направлении макси-
мальной нагрузки для каждого из трех циклов соответственно. Для испытаний “сква-
жина”, моделирующих напряженное состояние в определенных точках контура
скважины, в столбце “Результаты” указано максимальное сжимающее напряжение,
соответствующее окружному напряжению в этой точке. Для испытаний типа “полый
цилиндр” в колонке “Результаты” указаны формы вывалов и приведены ссылки на
соответствующие рисунки.

Первая серия испытаний была проведена на образцах, вырезанных соосно оси кер-
на (отверстия также были выполнены соосно) при равнокомпонентной нагрузке.

Рис. 3. Отверстия с вывалами после испытания образцов из месторождения № 1 в образцах с отверстиями,
наклоненными к оси керна; на 30° а); на 60° b).

(a)

C4.2 C4.1

(b)
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Таблица 1.

N Образец Вид испытания. Угол максималь-
ного сжатия к залеганию Результат

1 A2.3 скважина-0 0° s2 = 23.0 MПa
2 A2.2 скважина-90 90° s2 = 27.6 MПa
3 A3.1 трехосный-0 0° цикл s1 = s2 MПa s3 MПa E × 10–3 MПa

1 2 14.6 1.1
2 10 29.5 1.8
3 20 49.0 3.2

4 A4 трехосный-90 90° 1 2 19.6 1.48
2 10 35.4 3.42
3 20 46.5 4.8

5 A7 полый цилиндр-2-v Цилиндрический вывал
6 A9 полый цилиндр-2 Однолопастные вывалы (рис. 2, d)
7 B.1.1 скважина-0 0° s2 = 27.0 MПa
8 B1.2 скважина-90 90° s2 = 31.2 MПa
9 B2.1 полый цилиндр-2 Однолопастные вывалы (рис. 2, a)
10 B2.2 полый цилиндр-2-v Цилиндрический вывал
11 B5 полый цилиндр-2-v Цилиндрический вывал (рис. 1)
12 B6 полый цилиндр-2 Однолопастные вывалы (рис. 2, b)
13 B9.2 трехосный-0 0° цикл s1 = s2 MПa s3 MПa E × 10–3 MПa

1 1 12.0 1.26
2 5 22.0 2.9
3 10 32.0 3.34

14 B9.1 трехосный-90 90° 1 1 21.6 1.96
2 5 35.4 3.39
3 10 46.5 3.93

15 B 10.2 скважина -0 0° s2 = 26.5 MПa
16 B 10.1 скважина l-90 90° s2 = 29.9 MПa
17 C1.3 трехосный-0 0° цикл s1 = s2 MПa s3 MПa E × 10–3 MПa

1 1 12.1 1.35
2 5 22.8 3.4
3 10 33 3.5

18 C1.4 трехосный-45 45° 1 1 16 1.9
2 5 29 3.2
3 10 40 4.8

19 C1.1 полый цилиндр Однолопастные вывалы (рис. 2, с)
20 C1.2 полый цилиндр-v Цилиндрический вывал
21 C1.6 скважина-0 0° s2 = 29.6 MПa
22 C1.5 скважина-90 90° s2 = 37.5 MПa
23 С3.1 полый цилиндр-0 Однолопастные вывалы (видео)
24 С3.2 полый цилиндр-0 Однолопастные вывалы (видео)
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25 C4.1 полый цилиндр-v Однолопастные вывалы (рис. 3, b)
26 C4.2 полый цилиндр-60° Цилиндрический вывал (рис. 3, a)
27 C4.3 полый цилиндр-30° Однолопастные вывалы (рис. 2, e)
28 C4.5 скважина-0 0° s2 = 29.6 MПa
29 C4.4 скважина-90 90° s2 = 36.1 MПa
30 C2.4 трехосный-0 0° цикл s1 = s2 MПa s3 MПa E × 10–3 MПa

1 1 14 1.6
2 5 26 2.7
3 10 36 4.0

31 C2.3 трехосный-90 90° 1 1 22 2.4
2 5 34 4.0
3 10 45 4.4

32 C2.5 трехосный-45 45° 1 1 23 2.3
2 5 33 3.8
3 10 44 4.3

33 C2.1 скважина-0 0° s2 = 29.5 MПa
34 C2.6 скважина-30 30° s2 = 34.2 MПa
35 C2.5 скважина-45 45° s2 = 34.7 MПa
36 C2.2 скважина-90 90° s2 = 40.1 MПa
37 C5.1 скважина-0 0° s2 = 29.5 MПa
38 C5.2 скважина-90 90° s2 = 39.5 MПa
39 C5.3 скважина-90 90° s2 = 37.0 MПa
40 C5.4 скважина-0 0° s2 = 30.6 MПa
41 C6.3 трехосный-0 0° цикл s1 = s2 MПa s3 MПa E × 10–3 MПa

1 1 18.2 1.9
2 5 29 3.3
3 10 38.2 4.1

42 C6.1 трехосный-90 90° 1 1 20 2.1
2 5 30 4.1
3 10 42 5.4

43 C6.4 трехосный-45 45° 1 1 24 2.4
2 5 38 4.1
3 10 49 5.3

44 С6.5 полый цилиндр-0 Однолопастные вывалы (видео)
45 С6.6 полый цилиндр-0 Однолопастные вывалы (видео)
46 C7.1 скважина-v 0° s2 = 33.4 MPa
47 C7.4 скважина-0 0° s2 = 29.5 MPa
48 C7.3 скважина-90 90° s2 = 34.3 MPa

N Образец Вид испытания. Угол максималь-
ного сжатия к залеганию Результат

Таблица 1. Окончание
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Во всех трех случаях наблюдалось образование цилиндрических вывалов осесиммет-
рично по всему контуру отверстия. Фотография образца B5 после проведения испыта-
ния представлена на рис. 1.

Вторая серия испытаний проводилась на образцах с отверстиями, направленными
перпендикулярно оси керна (вдоль залегания). Четыре образца были вырезаны соосно
оси керна. Чтобы гарантировать, что образование и ориентация вывалов вызваны
структурой образца, а не артефактами, возможно, связанными с нагружающим
устройством или формами образцов, пятый образец был вырезан под углом 30° к оси
керна, при этом отверстие было сделано также вдоль залегания. Фотографии отвер-
стий с вывалами представлены на рис. 2, a-e. На фотографиях видно, что во всех об-
разцах вывалы ориентированы вдоль оси керна (перпендикулярно залеганию), вклю-
чая случай, когда грани образца наклонены к плоскости залегания, рис. 2, e. Подоб-
ные виды вывалов обычно предполагаются вызванными неравнокомпонентным
напряженным состоянием: случаи (a, c, d) выглядят как отколы чешуек, хотя нижнюю
часть вывала в случае (e) можно рассматривать и как двухлопастную; случаи (b, d)
близки к “собачьему уху” или даже к вывалам типа “червоточин” [5]. Однако в нашем
случае нагрузка была гидростатической. Максимальное отклонение от вертикальной
оси (около 15°) наблюдается для образца на рис. 1, b; причина этого отклонения может
быть связана с тем, что залегание не обязательно всегда перпендикулярно оси керна,
или из-за статистического разброса прочностных свойств.

Эксперименты не выявили отличия в форме вывалов в случае всестороннего трех-
осного сжатия и двухосного нагружения в условиях плоской деформации.

Результаты экспериментов в условиях плоского напряженного состояния с одной
из граней, свободной от нагрузки, продемонстрировали, как и следовало ожидать, об-
разование вывалов при более низких значениях напряжений, а также некоторое изме-
нение характера разрушения, а именно: наряду с однолопастными вывалами, наблю-
даемыми в других испытаниях, появление сквозных трещин, параллельных свободной
грани. Результаты видеосъемки доступны в [16]. Кроме того, отсутствие подачи возду-
ха через образец в данных экспериментах исключило воздушный поток из числа гипо-
тетических причин формирования наблюдаемых форм вывалов.

Третья серия испытаний была проведена на образцах с отверстиями, наклоненны-
ми к оси керна под углами 30° и 60°. В первом случае вывал был осесимметричным,
аналогично случаю отверстия, совпадающего с осью керна, во втором случае вывал
распространяется нормально к проекции плоскости залегания, как в случае отвер-
стия, лежащего в плоскости залегания.

Основные результаты испытаний, моделирующих напряженное состояние, возни-
кающее в различных точках вдоль контура скважины при понижении давления на ее
забое, а также трехосных испытаний обобщены в таблице 1.

Для каждой пары образцов A2.3, A2.2; B1.1, B1.2; B10.2, B10.1; C1.6, C1.5; C4.5, C4.4,
моделирующих напряженное состояние в верхней (нижней) и левой (правой) точках
контура горизонтальной скважины соответственно, предельные напряжения всегда
были выше в последнем случае. То же самое наблюдалось для четырех образцов C5.1,
C5.4, C5.2, C5.3. Для образцов C2.1, C2.6, C2.5, C2.2, соответствующих точкам вдоль
контура горизонтальной скважины, расположенным на расстоянии 0°, 30°, 45° и 90°
от вертикали соответственно, предельное напряжение монотонно возрастало с увели-
чением угла. Серия испытаний на образцах C7.1, C7.4, C7.3 демонстрирует, что пре-
дельное напряжение для образца, моделирующего состояние на контуре вертикаль-
ной скважины, находится между предельными напряжениями, соответствующими
верхней (нижней) и левой (правой) точкам на контуре горизонтальных скважин.

Полученный результат, состоящий в изменении прочности породы вдоль контура
горизонтальной скважины (минимум прочности в верхней точке, максимум в боковой
точке), достаточно удивителен, поскольку, согласно общепринятой точке зрения [4,
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8], наименьшая прочность должна соответствовать точкам, где преобладают напряже-
ния сдвига вдоль горизонтальных плоскостей ослабления, соответствующим, в зави-
симости от коэффициента внутреннего трения, углам около 30°.

Результаты трехосных испытаний, проведенных для пар и троек образцов A3.1, A4;
B9.2, B9.1; C1.3, C.4; C2.4, C2.5, C2.3, выявили более низкую прочность исследуемых
пород при приложении максимального напряжения сжатия в направлении залегания
по сравнению со случаем, когда максимальное сжимающее напряжение прикладыва-
лось в направлении, перпендикулярном залеганию. В случае нагружения, когда ос-
новное сжимающее напряжение прикладывалось наклонно к залеганию, прочность
имела промежуточное значение.

Рассмотрим возможные причины развития наблюдаемых форм вывалов и прове-
рим гипотезы, предложенные в [11]. Так, на основе анализа [17] решения для распре-
деления напряжений на контуре кругового отверстия в анизотропном теле [18], было
продемонстрировано, что сочетание определенных типов упругой и прочностной
анизотропии может приводить к появлению однолопастных вывалов на контуре от-
верстия в телах, подвергаемых действию равнокомпонентной нагрузки. Необходимым
условием для формирования подобного типа вывалов согласно указанному механизму
является:

(3.1)

где  – модули Юнга, измеренные в направлении двух главных осей и под
углом 45° к ним; для рассматриваемого случая они соответствуют модулям в плоско-
сти залегания, нормально и под углом 45° к ней. Выполнение условия (3.1) приводит к
появлению концентраций напряжений на контуре скважины при вышеуказанных
условиях в точках, расположенных вдоль главных осей тензора упругости, соответ-
ствующих левым/правым и верхним/нижним точкам на контуре горизонтальной
скважины, пробуренной вдоль горизонтального залегания. Изменение знака неравен-
ства в (3.1) на противоположный приводит к уменьшению напряжений в этих точках и
концентрации напряжений в точках под некоторыми углами (близкими к 45°) к глав-
ной оси, знак равенства в (3.1) соответствует равномерному кольцевому напряжению
вдоль контура. Развитие однолопастных вывалов из-за концентрации напряжений
требует, кроме выполнения условия (3.1), наличия анизотропии прочности для подав-
ления появления вывалов в левой/правой точках горизонтальных скважин. Однако,
как видно из результатов, представленных в таблице 1, неравенство (3.1) для исследуе-
мых пород не выполняется. Поэтому приведенный выше сценарий не может объяс-
нить появление наблюдаемых форм вывалов в исследованных породах.

Отметим, что измеренные значения модулей приводят к относительно небольшому
нарушению условия (3.1), что предполагает незначительное изменение концентрации
кольцевых напряжений вдоль контура и, следовательно, оправдывает использование
программ нагружения, соответствующих равномерной концентрации окружных на-
пряжений, для моделирования напряженного состояния на контуре скважины (тесты
“скважина”).

Две независимые серии экспериментов, а именно моделирование напряженного
состояния в различных точках контура скважины и трехосные испытания, продемон-
стрировали наличие анизотропии прочности исследуемых пород. Наблюдаемая ани-
зотропия прочности проявлялась в монотонном изменении предельных напряжений
при изменении угла приложения сжатия с боковым поджатием (трехосные испытания
или испытания типа фон Кармана) с максимальным предельным напряжением, соот-
ветствующим максимальному напряжению сжатия, приложенному по нормали к за-
леганию, и минимальному напряжению сжатия, приложенному вдоль залегания (без
“провала” между данными направлениями, соответствующего сдвиговому разрушению

( )
− − −> +1 1 1
45 11 332E E E

11 33 (45), ,E E E
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вдоль плоскостей залегания). Это именно тот вид анизотропии прочности, который
объясняет появление однолопастных вывалов вокруг круглых отверстий, направленных
по нормали к залеганию, наблюдаемых при прямом моделировании без привлечения
дополнительных допущений и моделей, таких как подавление инициирования вторич-
ных вывалов [11].

Другие гипотезы, предложенные в [11], хотя и не получили подтверждения для ис-
следуемых пород, тем не менее могут объяснять формирование необычных форм вы-
валов в других случаях.

4. Программа нагружения для моделирования состояния породы на контуре скважины.
На рис. 4 схематично показано вертикальное сечение горизонтальной скважины и
действующие в ее окрестности радиальное σr и кольцевое  напряжения в двух точках

 и . Сжимающие напряжения считаются отрицательными.
Будем считать, что под действием природного горного давления пласт находится в

состоянии равнокомпонентного всестороннего сжатия напряжением q = –γH, где H –
глубина залегания пласта, γ – средний удельный вес вышележащих пород, обычно
принимают γ = 2.3 г/см3. Тогда для изотропной по упругим свойствам среды распреде-
ление полных напряжений, обусловленных действием горного давления, в окрестно-
сти необсаженной скважины определяется известным решением задачи Ламе [7]:

(4.1)

где RC – радиус скважины; r – расстояние от оси скважины, pc – давление на забое сква-
жины, σz – напряжение, действующие в окрестности скважины в направлении ее оси.

Напряжения, действующие в грунтовом скелете, равны:

(4.2)
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где σi – полные напряжения, обусловленные действием горного давления ( ),
p – давление флюида ( ), δ – доля площадок контактов относительно всей по-
верхности зерна грунтового скелета.

Значения напряжений, действующих в грунтовом скелете в окрестности скважины,
тогда определяются соотношениями:

(4.3)

Из (4.3) и (4.2) следует, что на стенке скважины, т.е. при r = Rс, напряжения равны:

(4.4)

Тогда для величины депрессии на забое скважины , где p0 – начальное
пластовое давление, из (4.4) имеем:

(4.5)

Если площади соприкосновения между зернами грунта малы (δ ≈ 0), что характерно
для прочных пород-коллекторов, давление, сжимающее грунтовый скелет, равно пол-
ному горному давлению на данной глубине минус пластовое давление. Для пород с
малопрочными пластичными зернами площадь контакта между зернами может быть
велика, и часть горного давления будет непосредственно передаваться через грунто-
вый скелет. Наиболее характерные значения δ для горных пород-коллекторов нахо-
дятся в интервале от 0–0.2. Прочностные характеристики исследуемых пород, как по-
казали результаты трехосных испытаний, оказались достаточно низкими. Поэтому при
составлении программ физического моделирования принималось значение δ = 0.2.

На рис. 5 показана программа нагружения образца породы из исследуемого место-
рождения, отвечающая моделированию деформационных процессов на контуре гори-
зонтальной скважины при понижении давления на ее забое. Представлены зависимо-
сти от времени напряжений s1, s2, s3, прикладываемых в ходе опыта к граням образца
по осям 1, 2, 3 в нагружающем узле установки ИСТНН, соответствующих напряжени-
ям , действующим на контуре горизонтальной скважины. Точки на про-
грамме нагружения отвечают напряжениям, действующим на контуре скважины в
следующие моменты: точка А – напряжениям, действовавшим в грунтовом скелете до

пробуривания скважины, т.е. в точке А: ; точка В – скважина
пробурена; отрезки ВС – понижение давления на забое скважины; точка С –“осуше-
ние” скважины.

Отличие при испытании образцов, соответствующих разным точкам контура сква-
жины, состояло в направлении прикладывания максимального s2 и минимального s3
сжимающих напряжений к граням образца. Так, при моделировании точки М, рис. 4,
образец в нагружающем узле установки ИСТНН располагался таким образом, что на-
пряжение s2, отвечающее кольцевому напряжению , действовало вдоль залегания, а
напряжение s3, отвечающее радиальному напряжению σr – по нормали к нему. При
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моделировании же точки N образец располагался таким образом, что напряжение s2
было перпендикулярно залеганию, а напряжение s3 действовало вдоль него.

5. Заключение. Исследовано влияние анизотропии упругих и, главным образом,
прочностных свойств на конфигурацию вывалов, образующихся при равнокомпо-
нентных напряжениях. На образцах песчаника, отобранных из сеноманских отложе-
ний, выполнено прямое физическое моделирование процесса образования вывалов
при равномерном всестороннем сжатии образцов с отверстиями, моделирующими
скважины, пробуренные в плоскости залегания и по нормали к ней. Эксперименты
продемонстрировали образование кольцевых вывалов во втором случае и однолопаст-
ных вывалов, направленных перпендикулярно залеганию, в первом случае, для кото-
рого обычно ожидается образование двухлопастных вывалов, связанных со сдвиговым
разрушением вдоль ослабленных плоскостей залегания [8, 4]. Подобные формы выва-
лов наблюдались и ранее в аналогичных условиях в образцах угля [10] и в песчанике
[11].

В [11] было предложено несколько гипотез для объяснения такого необычного по-
ведения, в частности: совместное влияние упругой анизотропии специального вида и
прочностной анизотропии; наличие прочностной анизотропии специального вида,
непосредственно не связанной с сдвиговым разрушением вдоль плоскостей залега-
ния; разброс прочностных свойств, вызывающих возможную неустойчивость круго-
вой формы вывалов.

Был проведен ряд экспериментов для определения упругих и прочностных свойств,
ответственных за механизмы, лежащие в основе первых двух гипотез. Проделанные
эксперименты продемонстрировали, что для исследуемых горных пород сочетание
упругих характеристик не соответствует типу, обеспечивающему активацию разруше-
ния в соответствии с первой гипотезой, в то время как анизотропия прочности отно-

Рис. 5. Программа нагружения образца породы, моделирующая понижение давления на забое горизонталь-
ной скважины: зависимость напряжений Si, МПа от времени t, сек.
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сится именно к типу, приводящему к образованию наблюдаемых однолопастных вы-
валов.

Также проведена дополнительная серия экспериментов, в ходе которых моделиро-
валось напряженное состояние в различных точках контура скважины. Испытания
показали, что образцы, соответствующие точкам скважины, в которых максимальные
напряжения действовали вдоль залегания (верхняя и нижняя точки горизонтальных
скважин) и в которых возникли наблюдаемые вывалы, разрушались при меньших на-
пряжениях по сравнению с образцами, отвечающими точкам на контуре скважины, в
которых максимальные напряжения действовали под некоторыми углами к залега-
нию. Последние, в свою очередь, разрушались при меньших напряжениях по сравне-
нию с образцами, отвечающими точкам на контуре скважины, в которых максималь-
ные напряжения действовали по нормали к залеганию.

Таким образом, выполненные эксперименты по программам “трехосные” и “сква-
жина” продемонстрировали наличие прочностной анизотропии исследованных по-
род, отличной от общеизвестной, связываемой с наличием поверхностей ослабления.
Если при наличии последней зависимость прочности породы от угла на контуре гори-
зонтальной скважины имеет четыре минимума и четыре максимума, то в нашем слу-
чае имеют место два минимума (в верхней и нижней точках контура скважины) и два
максимума (в левой и правой точках контура).

Результаты исследований показали, что причиной образования направленных вы-
валов может быть не только разница в напряжениях, действующих в плоскости, пер-
пендикулярной стволу скважины, но и влияние анизотропии прочности. Результаты
представляются полезными для интерпретации данных исследований скважин для
определения начального напряженного состояния в Земной коре, а также при проек-
тировании и разработке углеводородных месторождений и подземных хранилищ газа.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ проект № 22-11-00273.
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Методика асимптотического осреднения была развита для трехмерных уравнений в
частных производных с быстро осциллирующими коэффициентами. Например, для
уравнений теории упругости. Затем была модифицирована и применялась к тонким
телам в виде пластин (однородных или неоднородных, с ровными лицевыми поверх-
ностями или нет), описываемых трехмерной теорией упругости. В этих случаях
асимптотические решения строились относительно одного малого параметра, обыч-
но являющегося отношением толщины пластины к характерному размеру в плане.
Методика осреднения в таком случае также понижает размерности задачи, т.е. сво-
дит трехмерную краевую задачу к некоторой двумерной.

В данной работе приводится обоснование применения метода к задаче с двумя ма-
лыми параметрами в случае однородной тонкой сильно ортотропной пластины, из-
гибаемой поверхностной нагрузкой без учета массовых сил. Вторым малым парамет-
ром является отношение поперечных модулей упругости к модулям в плане пластины.
Показано, что сильная ортотропия эквивалентна увеличению толщины эквивалент-
ной пластины.

Описана процедура получения распределения напряжений по толщине пластины
для трех приближений. Первое приближение дает классическую теорию Кирхгофа,
называемую также теорией Кирхгофа–Лява, а третье приближение совпадает с тео-
рией Амбарцумяна и позволяет находить поперечные сдвиговые и нормальное на-
пряжения. Рассмотрение цилиндрического изгиба дает возможность найти решения в
рамках классических теорий пластин в виде формул, так же как и три приближения
асимптотической теории, что упрощает сравнение. Рассмотрены примеры, когда
осредненные ортотропные модули взяты для однослойного волокнистого композита.

Ключевые слова: асимптотическое осреднение, теория Рейсснера, теория Амбарцумя-
на, сильно ортотропный материал, однонаправленный резинокордный слой, поли-
дисперсная модель композита
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1. Введение. Известно, что сильно ортотропные пластины не описываются теорией
Кирхгофа (К). Например, в [1] это показано численными расчетами. В данной работе
проводится асимптотическое исследование частного случая сильной ортотропии.

Методика асимптотического осреднения (метод многих масштабов) была первона-
чально создана для случая трехмерной периодической среды (cм. [2, 3] и др.) и, в част-
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ности, для теории упругости [4, 5]. Затем она была модифицирована [6] и применя-
лась к тонким телам в виде неоднородных гофрированных пластин, описываемых
трехмерной теорией упругости, как в математической литературе [7, 8] так и в работах
по механике [9–13]. Обзор литературы можно найти в [7]. В [14] метод применен в
первом приближении для анализа пластического деформирования пластины. В [9] до-
статочно детально проанализированы первые три приближения в случае упругости.
В данной работе приводится обоснование применения метода в задаче упругости с
двумя малыми параметрами в случае однородной тонкой сильно ортотропной пласти-
ны, и также анализируются три первых приближения. Малыми параметрами являют-
ся отношение толщины пластины к характерному размеру в плане и отношение попе-
речных модулей упругости к модулям в плане пластины. Метод осреднения в таком
случае состоит в понижении размерности задачи, также как и все теории пластин и
оболочек [15]. Это делается чисто математически и приводит к последовательности
двумерных задач в области пластины и одномерных задач в поперечном направлении.
Показано, что сильно ортотропная пластина эквивалентна пластине увеличенной
толщины с измененными жесткостями.

Отметим, что в приведенной литературе рассматривается обычная линейная теория
упругости. Понижение размерности для моментной теории упругости предложено в [16].

Необходимо отметить, что независимо от работ этого направления асимптотиче-
ский подход применялся к однородным плоским пластинам в первом приближении в
ранней работе [17] и ряде последующих работ [18, 19], а также в работах процитиро-
ванных в [19]. Техника асимптотического исследования, используемая в этих разных
циклах работ, разная, но результаты, касающиеся первого приближения и наличия
пограничного слоя одинаковы. Применяемый нами асимптотический метод позволя-
ет получить уравнения в области в трех первых приближениях, но не дает граничные
условия с тем же асимптотическим приближением. Его достоинство состоит в том,
что он дает распределение перемещений и напряжений в поперечном направлении,
которое можно использовать при построении конечных элементов не только для од-
нородных пластин, но и для неоднородных, например, слоистых. Три асимптотиче-
ских приближения не заменяют классические теории пластин, но сравнение пред-
ставляется интересным, особенно для сильно ортотропных пластин. В частности,
сравнение распределения напряжений в поперечном направлении.

Асимптотический метод, конечно, не заменяет другие подходы построения теорий
пластин и оболочек, что поясняется в работах В.В. Васильева [20–23] и других авто-
ров, в которых весьма интересно и поучительно описаны история развития теорий
пластин, их сравнение и современное состояние.

Если вернуться к данной работе, то следует начать с краткого описания, к чему при-
водит асимптотический метод. Первое приближение дает классическую теорию Кирх-
гофа (Кирхгофа–Лява) и приводит к существенной погрешности в случае сильной ор-
тотропии. Второе приближение позволяет находить поперечные сдвиговые деформа-
ции и напряжения, а третье – и поперечное нормальное напряжение. Третье
приближение аналогично теории третьего порядка [24]. Второе приближение относи-
тельно распределения напряжений в поперечном направлении похоже на теории Ти-
мошенко [25] и Рейсснера [26].

В качестве задачи сравнения рассматривается цилиндрический изгиб сильно орто-
тропной пластины постоянной толщины под действием равномерно-распределенной
или сосредоточенной нагрузки. Использование цилиндрического изгиба для сравне-
ния вызвано стремлением найти решения для указанных теорий в виде формул, также
как и в трех приближениях асимптотической теории. Результаты численных решений
будут получены позже.

Для сравнения рассмотрены примеры, когда модули осредненного материала пла-
стины получены для однослойного волокнистого композита. Дается сравнение реше-
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ний по рассмотренным теориям между собой и с конечно-элементным решением
трехмерной задачи на мелкой сетке.

2. Применения асимптотического метода в задаче с двумя малыми параметрами. Рас-
смотрим дифференциальные уравнения равновесия трехмерной теории упругости для
ортотропного материала, первые две оси ортотропии которого параллельны первым
двум декартовым осям:

(2.1)

Здесь и далее малые индексы  принимают значения 1, 2, 3, а большие  –
значения 1, 2. Все величины предполагаются безразмерными, если не оговорено обрат-
ное. Поскольку мы рассматриваем случай сильно ортотропной пластины, то упругие
модули в плоскости пластины существенно превышают упругие модули в поперечном
направлении. Введем малый параметр δ – параметр, задающий сильную ортотропию.
Пусть  – безразмерные модули одного порядка. Тогда для упругих модулей исход-
ной задачи можно записать:

Сделаем замену: . Пусть также все  =  за

исключением . После подстановки в систему (2.1) и тождественных
преобразований получим систему в координатах :

(2.2)

Поскольку ,  и в рамках задачи  (рассматривается пла-
стина длины l = 1), следовательно в соответствии со сделанной ранее заменой

 и , где . Таким образом, систему (2.2), записанную в ко-
ординатах , можно рассматривать как уравнения для пластины большей приведенной

толщины  с модулями  одного порядка за исключением модуля /δ.

Представляется, что решение системы (2.2) слабо зависит от модуля : при зна-
чительном изменении данного модуля решение изменяется незначительно. Это при-
водит к идее применить асимптотический метод к системе (2.2) с модулем  и вы-
яснить поведение асимптотического решения при .

3. Асимптотическое разложение. В этой секции мы проверим, применимо ли стан-
дартное асимптотическое разложение перемещений к (2.2) при стремлении второго
параметра δ к нулю. При этом для упрощения письма опустим знаки тильды и звез-
дочки, помня, что речь идет о системе (2.2), содержащей малый параметр δ. Как обыч-
но, введем быструю координату . Далее запятой обозначается производная
как по координатам xi, так и по координате  в зависимости от контекста. Решение
задачи в перемещениях ищется в виде:
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Здесь  – функции жесткости,  – гладкая составля-
ющая прогиба приведенной пластины, ui – компоненты перемещений приведенной
пластины. Введем функции:

Все формулы написаны в декартовой системе координат, поэтому индексы написаны
вверху или внизу только для удобства различения их смысла. Штрих означает произ-
водную по ξ3. Подставив общую формулу для трех компонент перемещений в закон
Гука, получим:

Далее подставим полученное выражение в уравнение равновесия (2.2), тогда получим:

(3.1)

Чтобы удовлетворить уравнение (3.1), учитывая разный порядок членов относительно
ε, приравняем члены при производных прогиба к нулю. Получим задачи для нахожде-
ния локальных функций P и N. В первом приближении имеем:

(3.2)

Решая систему (3.2), получим ненулевые функции [10, 12]:

Ключевым моментом здесь является стремление  к конечному пределу, а именно – к

нулю при стремлении δ к нулю. Производная имеет вид . По-

этому  при . С учетом того, что локальная функция 

найдена, можно найти функции . Решение этой задачи позволяет получить выра-
жения для нахождения компонент σ11, σ12 и σ22.

Во втором приближении имеем:

(3.3)

Решая систему (3.3), получим:
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Константа C находится из соотношения , где . Таким об-

разом, через функцию  можно найти функции , которые позволяют полу-
чить выражения для компонент σ13 и σ23. Из предыдущей формулы видно, что для ло-
кальных функций второго приближения существуют конечные пределы при стремле-
нии δ к нулю. Интересно заметить, что во втором приближении основные напряжения
σ11, σ12, σ22 сохраняют линейное распределение, свойственное теории Рейсснера.

Аналогично можно рассмотреть третье приближение:

(3.4)

Решая систему (3.4), получим:

Константа C снова находится из условия , означающее что w является

средним по толщине прогибом. Так же как в первом приближении функция 

стремится к нулю при стремлении к нулю параметра δ. Через функцию  можно

найти функции , которые позволят получить выражения для компоненты σ33,
а также уточнения компонент σ11, σ12, σ22. Таким образом, в третьем приближении ос-
новные напряжения распределены в поперечном направлении нелинейно, так же как
в теории [24].

Так что же меняется для сильно ортотропной пластине при δ → 0? Кроме увеличе-
ния толщины пластины согласно  изменяются модули, входящие в изгибные

жесткости . Вместо модулей , вхо-
дящих в закон Гука для плоского напряженного состояния, в пределе при δ → 0 полу-
чаем модули , входящие в двумерный закон Гука при плоском дефор-
мированном состоянии. Таким образом, сильно ортотропная пластина эквивалентна
более толстой пластине с измененными жесткостями.

4. Моменты и перерезывающие силы. В предыдущей секции с помощью асимптоти-
ческого разложения удалось удовлетворить уравнениям равновесия с точностью до

. Разрешающее уравнение для прогиба w можно получить из граничного условия
на верхней поверхности пластины, где приложена поперечная нагрузка [11]. Однако
можно рассмотреть интегральные уравнения равновесия (см., например, [9, 10])) от-

носительно поперечных сил  и моментов :
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Представим прогиб в n-м приближении в виде: .

В первом приближении получаем . Домножив на  и проинтегрировав
по толщине пластины, получим:

Обозначим  – тензор изгибных жесткостей. Тогда:

(4.2)

Поэтому в дальнейшем нагрузку q заменим на .
Во втором приближении имеем:

Домножив на x3 и проинтегрировав по толщине пластины, получим:

Откуда с учетом уравнения, полученного в первом приближении, получим

(4.3)

Аналогично, в третьем приближении получаем разложение:

Домножив на x3 и проинтегрировав по толщине пластины, получим:

Отсюда с учетом уравнений, полученных в первых двух приближениях, получим:

(4.4)

Таким образом прогиб пластины в третьем приближении ищется в виде w = w0 =

= , где функции wi в соответствии с (4.2), (4.3), (4.4) удовлетворяют диффе-
ренциальным уравнениям:

5. Классические теории изгиба пластины. Классическая теория пластин и оболочек,
называемая теорией Кирхгофа (К) или Кирхгофа–Лява, соответствует первому при-
ближению асимптотического разложения. Далее для упрощения записи принято:

. На основании предположений поле перемещений в рамках

данной теории представляется в виде , , . Использует-

ся закон Гука для плоско-напряженного состояния:
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(5.1)

В результате получается окончательное уравнение

(5.2)

Здесь использованы обозначения:

Асимптотическое исследование, приведенное выше, показывает, что сильная орто-
тропия пластины эквивалентна увеличению ее толщины. Поэтому теория К-Л не
обеспечивает достаточную точность расчетов и целесообразно использовать теории
более высокого порядка точности относительно параметра ε. Более точной теорией
является теория Рейсснера. Уравнения данной теории построены на менее “жестком”
предположении о поведении нормали, которая не остается нормальной к деформиро-
ванной срединной поверхности, а поворачивается на некоторый угол: ,

, . Распределение напряжений  по толщине пластины остается

линейным: , где . Это предположение позволяет в явном виде
выписать выражения для компонент напряжений . Из уравнений равновесия

,  следует:

(5.3)

В рамках теории Рейсснера вводится сдвиговой корректирующий коэффициент :

(5.4)

Сдвиговой коэффициент зависит от формы поперечного сечения и коэффициента
Пуассона. Было предложено множество инвариантов для выражения данного коэф-
фициента. В статье [27] приводится обзор результатов расчета сдвигового коэффици-
ента для балок с прямоугольным и круглым поперечным сечением различных авторов,
который частично приведен в табл. 1. В статье [28], в которой рассматривается третье
приближение, приводится следующий результат для сдвигового коэффициента, исхо-

дя из асимптотического разложения: . В данной работе используется

значение κ = 5/6, типичное для оригинальных работ Тимошенко, Рейсснера.
Для получения дифференциального уравнения изгиба пластины можно использо-

вать закон Гука как для плоско-напряженного, так и для трехмерного состояния. Ис-
пользуя закон Гука для плоско-напряженного состояния (5.1), получим: M11 =

=  M22 =  M12 =  =

= –D12(ϕ1, 2 + ϕ2, 1). На основании (4.1) и (5.4) выражения для моментов имеют вид:
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(5.5)

Как следует из уравнений (4.1):

(5.6)

Подставив в данное уравнение (5.6) выражения для моментов системы (5.5), запишем
дифференциальное уравнение изгиба ортотропной пластины относительно прогиба и
перерезывающих сил в рамках теории Рейсснера (приняв гипотезу плоско-напряжен-
ного состояния):

Теперь используем закон Гука для трехмерного состояния: ε11 = (σ11 – ν12σ22 –
‒ , , . Поскольку распределение
компонент напряжений σi3 по толщине пластины известно, то выразим из записан-
ных выше соотношений компоненты σ11, σ12 и σ22 через ε11, ε22, γ12 и σ33:

Домножим каждое уравнение на z и проинтегрируем по толщине пластины:
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Далее используем уравнения (5.4), связывающие функции ϕI и . Выражая из них ϕI

через , с использованием первой группы уравнений (4.1) получим соотношения от-
носительно прогиба и перерезывающих сил:

(5.7)

Теперь подставив в уравнение (5.6) выражения для моментов системы (5.7), получим
дифференциальное уравнение изгиба пластины относительно прогиба и перерезыва-
ющих сил в рамках теории Рейсснера с использованием закона Гука для трехмерного
состояния:

Поскольку выполняется , то в рам-
ках изотропного случая , следовательно:

Конечно, последнее уравнение имеет смысл, если распределение поверхностной на-
грузки достаточно гладкое.

В теории Рейсснера распределение напряжений σIJ по толщине пластины полагается
линейным. Однако с ростом ортотропии линейность нарушается. Теории третьего поряд-
ка, в частности, описывают это. В соответствии [24], в рамках данной теории поле переме-

щений представляется в виде: , u2 = –zϕ2 – ,

.
Как и в теории Рейсснера, при получении дифференциального уравнения изгиба

пластины в рамках теории третьего порядка можно использовать закон Гука как для
плоско-напряженного состояния, так и для трехмерного. Компоненты εIJ записыва-
ются следующим образом:
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Сначала используем закон Гука для плоско-напряженного состояния (5.1), полу-
чим соотношения:

Далее необходимо получить уравнения, связывающие функции ϕI и .

(5.8)

Выражая из (5.8) функции ϕI через  и подставляя в систему, с использованием пер-
вой группы уравнений (4.1) получим выражения моментов через прогиб и перерезыва-
ющие силы:

(5.9)

Подставив в уравнение (5.6) выражения для моментов системы (5.9), получим диффе-
ренциальное уравнение изгиба пластины, записанное относительно прогиба и пере-
резывающих сил, в рамках теории третьего порядка для плоско-напряженного состоя-
ния:

Видно, что уравнение получается таким же, как и для теории Рейсснера (для плоско-
напряженного состояния).

Теперь будем использовать закон Гука для трехмерного состояния. Использование
распределения (5.3) для компоненты σ33 для теорий Рейсснера и теории третьего по-
рядка обосновано сравнением с конечно-элементным решением. На рис. 1 сравнива-
ются графики σ33. Видно хорошее совпадение. Для всех рассматриваемых примеров
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 ГПа, ,  ГПа. Поскольку расчеты в рам-
ках МКЭ производились на мелкой сетке, то это решение можно считать точным.

Используя распределение компоненты σ33 по толщине пластины, выразим из зако-
на Гука компоненты σ11, σ12, σ22 через ε11, ε22, γ12 и σ33 и далее получим выражения для
моментов:

(5.10)

Подставив в уравнение (5.6) выражения для моментов системы (5.10), получим диф-
ференциальное уравнение изгиба пластины в рамках теории третьего порядка, совпа-
дающее с аналогичным уравнением в теории Рейсснера.

6. Вычислительные примеры. Цилиндрический изгиб пластины В декартовой системе
координат  рассматривается цилиндрический изгиб ортотропной пластины
постоянной толщины h, закрепленной шарнирно. На верхней поверхности пластины

2 3= = 1E E ν ν ν12 13 23= = = 1/4 12 23= = 1G G

( )
( )
( )
( )

 ν + ν ν ∂ ∂− − + − + −   − ν ν∂ ∂     
 ν + ν ν ∂ ∂− − + − + −   − ν ν∂ ∂     

∂− +
∂ ∂

22 2
13 12 233 31

11 1 3 1,12 2
13 23 12 21 23

22 2
23 13 213 32

22 2 3 2,22 2
23 13 12 21 13

2
12

12 12

66=
5 10 1 5

66=
5 10 1 5

6 1= 2
5

hD DDw wM D D Q q
h G G G hx y

hD DDw wM D D Q q
h G G G hy x

DwM D
x y h

 + 
 

1,2 2,1
13 23

1Q Q
G G

1 2 3Ox x x

Рис. 1. Распределение компоненты σ33 по толщине пластины в сечении x1 = 0.5.

0

�0.2

�0.4

�0.6

�0.8

�1.0

�1.2

�0.5 �0.4 �0.3 �0.2 �0.1 0
z

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

� 3
3

FEM: E1 = 1, G13 = 1
FEM: E1 = 100, G13 = 1
FEM: E1 = 500, G13 = 1
FEM: E1 = 100, G13 = 0.1
Reissner theory

�10�4

Рис. 2. Виды рассматриваемых нагрузок: (a) равномерно-распределенная; (b) сосредоточенная.

x3

x1 x10

q = const

(a) (b)

1 1

P = const
h/2

1/2�h/2
0

h/2

�h/2



47АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ИЗГИБА

 действует нагрузка  (рис. 2). Размеры задачи представлены безразмерны-
ми, поэтому h фактически есть . Рассмотренные задачи являются статически опре-
делимыми.

Равномерно-распределенная нагрузка. Для , из уравнений равно-
весия имеем:

3 = /2x h 1( )q x

1/h l

− 3( ) = = constq x ph

Рис. 3. Равномерно-распределенная нагрузка, материал корда: текстильный корд.
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Расмотриваемые примеры есть статически определимые, что при нахождении проги-
ба позволяет использовать распределение поперечной силы и момента. Безусловно,
это ограничивает общность рассмотрения.

( )− −
3

3
1 11

1= = , = = ( 1)
2 2

phQ Q ph x M M x x

Рис. 4. Равномерно-распределенная нагрузка, материал корда: сталь.
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Рассматривая последовательно первые три приближения и решая уравнения (4.2),
(4.3), (4.4), получим прогиб пластины под действием равномерно-распределенной на-
грузки в рамках асимптотической теории в третьем приближении:

Прогибы в рамках классических теорий выражаются следующими формулами.
По теории К:

По теории Рейсснера и теории третьего порядка в плоско-напряженном состоянии:

По теориям Рейсснера и теории третьего порядка в трехмерном состоянии:

Сосредоточенная нагрузка. Рассмотрим сосредоточенную нагрузку q(x1) =  – 1/2),
где в качестве  обозначена дельта-функция. Из условия равновесия получа-
ем перерезывающую силу и изгибающий момент:

Обозначим за  – прогиб пластины  на отрезке ,  – прогиб пласти-
ны w(x) на отрезке . Решая уравнения (4.2), (4.3), (4.4), получим прогиб пла-
стины под действием сосредоточенной нагрузки в рамках асимптотической теории в
третьем приближении:

Прогиб по теории К–Л имеет вид:

В рамках теории Рейсснера при гипотезе плоско-напряженного состояния следует по-
следовательно найти сначала функцию ϕ1, а затем и прогиб w(x). Таким образом, по-
лучаем
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Аналогично рассматривается трехмерное состояние. Оказывается, что функции
ϕ1(x) для плоско-напряженного и трехмерного состояния совпадают, откуда следует
совпадение прогиба пластины в рамках теории Рейсснера для трехмерного и плоско-
напряженного состояний. А поскольку дифференциальное уравнение в рамках теории
Рейсснера идентично теории третьего порядка, то решение в плоско-напряженном и
трехмерном состоянии в рамках теории третьего порядка записывается аналогичным
образом.

7. Сравнение теорий на примере однослойного волокнистого композита. Рассмотрим
однонаправленный волокнистый резинокордный композит [29]. Простейшие форму-
лы для эффективных свойств взяты из [30]:

В соответствии с [30], принято, что . Далее приводятся результаты расчетов
для пластины толщины h = 1/20 под действием равномерно-распределенной нагрузки

плотностью  и сосредоточенной нагрузки . Материалом матрицы явля-
ется резина с модулями Er = 0.015 Гпа, , в качестве корда используется тек-
стильный корд или сталь. Для резинокордного слоя приведенные выше формулы при-
знаются достаточными по точности. Эффективные свойства волокнистого композита
для данных материалов корда представлены в табл. 2.

Поскольку в рамках теории Кирхгофа поиск касательного напряжения σ13 не пред-
ставляется возможным, то используется формула Журавского.

Расчеты, показанные на рис. 3, 4 показывают, что решение по теории третьего по-
рядка совпадает с асимптотическим решением. Прогиб по теории Рейсснера также
совпадает с прогибом по отмеченным теориям.

Материал резинокорда с текстильным кордом обладает умеренно большой орто-
тропией. Он используется в качестве каркаса радиальной шины. Как видно теории
высшего порядка дают хорошее приближение. Однако прогиб по теории Кирхгофа
получается совсем неточным. Зато изгибающее напряжение совпадает с напряжением
по теории Рейсснера.

Однако картина распределения напряжений меняется при переходе к резинокорд-
ному материалу со стальным кордом, используемым в качестве брекера. Из рис. 4 вид-
но, что прогибы, полученные по теориям 2-го и 3-го порядка близки друг к другу и к
точному решению. Прогиб по теории Кирхгофа совершенно неточен. Но больший
интерес вызывает распределение в поперечном направлении нормального изгибаю-
щего напряжения. Распределение по теориям Кирхгофа и Рейсснера совпадают и, ко-
нечно, линейные. Они сильно отличаются от распределения по теории третьего по-
рядка и асимптотической теории. Последние совпадают между собой, но отличаются
от точного решения. Более того, обе теории демонстрируют нефизичные перегибы
графика. Распределение поперечного касательного напряжения одинаково для всех
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теорий высшего порядка и снова существенно отличается от точного распределения,
полученного МКЭ.

Таким образом, можно сделать вывод, что для пластины из сильно ортотропного
материала, такой как резинокорд брекера, точное решение целесообразно находить
МКЭ, используя кусочно-линейную аппроксимацию в поперечном направлении.

Граница применимости теории. Как видно из продемонстрированных расчетов, при
сильно выраженной ортотропии, когда отношение модулей  и  велико, теории
могут проявлять нефизичное поведение компоненты напряжений σ11. Также непри-
емлемым оказывается асимптотическое приближение. Для цилиндрического изгиба
выясним, когда наступает подобный эффект. Для этого запишем явное выражение
для компоненты σ11 в рамках, например, теории третьего порядка.

Рассматривается цилиндрический изгиб пластины в рамках плоско-напряженного
состояния, поэтому .

В соответствии с формулами (5.8), , откуда

Также из системы (5.9) следует:

В таком случае:

Поскольку , то:

Таким образом компонента σ11 как функция от z имеет вид: , где:

Для того, чтобы функция  была монотонной и не имела перегибов, не-
обходимо выполнение условия: . Действительно, поскольку  и
f ''(z) = 6bz, то если существует точка, отличная от нуля, в которой производная функ-
ции  принимает значение 0, то это точка локального минимума/максимума. А та-
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кие точки существуют, когда подкоренное выражение при решении уравнения
 положительно, т.е. . Таким образом получаем:

Поскольку , тогда окончательно:

В большинстве рассматриваемых случаев , поэтому последнее неравенство
принимает вид:

(7.1)

Таким образом, как показывает условие (7.1) отношение продольного модуля Юнга
к поперечному модулю сдвига должно быть ограничено сверху, чтобы не возникало
нефизичного распределения изгибающего напряжения.

8. Пример полимерно-волокнистого композита. Рассмотрим еще один пример орто-
тропного материала, эффективные свойства которого соответствуют однонаправлен-
ному полимерно-волокнистому композиту (ПВК), волокна которого направлены
вдоль оси 1. Эффективные свойства возьмем по формулам из [31]:

Рассмотрим композит с матрицей в виде эпоксидной смолы и углеродными волокна-
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и сосредоточенной нагрузки , где в качестве  обозначе-
на дельта-функция.

9. Заключение. Предложено развитие асимптотической теории пластин до третьего
порядка точности на случай сильно ортотропного материала. В этом случае в задаче
имеется два малых параметра. В частном случае зависимости между параметрами ис-
ходную задачу с сильной ортотропией удалось свести к задаче для более толстой пла-
стины, для которой метод асимптотического разложения применим в стандартном
виде.

Асимптотическая теория сравнивается с классическими теориями Кирхгофа, Рейс-
снера и теорией третьего порядка. Показано, что для теории Рейсснера при сдвиговом
коэффициенте κ = 5/6 и теории третьего порядка дифференциальные уравнения про-
гиба пластины принимают одинаковый вид. Следует отметить, что для однородной
пластины используемое асимптотическое представление в первом приближении при-
водит к дифференциальным уравнениям, аналогичным теории Кирхгофа, а в третьем –
теории третьего порядка Амбарцумяна. Теория Рейсснера находится как бы между
ними, поскольку использует другое распределение основных напряжений по толщине
пластины, чем третье приближение асимптотической теории и теории третьего поряд-
ка. Именно, распределение компонент  по толщине пластины для теории Рейссне-
ра являются линейными, а для асимптотической теории и теории третьего порядка из-
меняются по кубическому закону.

δ −3
1 1( ) = ( 1/2)q x Ph x δ −1( 1/2)x

σIJ

Tаблица 1. Сдвиговой коэффициент 

Автор Год Прямоугольное сечение Круглое сечение

Timoshenko 1921 2/3 –

Timoshenko 1922

Goens 1931 5/6 9/10

Olsson 1934 –

Cowper 1966

Tanji et al 1972

κ

+ ν + ν(5 5 )/(6 5 ) + ν + ν + ν + ν2 2(6 12 6 )/(7 12 4 )

+ ν + ν(20 20 )/(24 15 )

+ ν + ν(10 10 )/(12 11 ) + ν + ν(6 6 )/(7 6 )

≈ + ν + ν + ν + ν2 2(6 12 6 )/(7 12 4 ) ≈ + ν + ν + ν + ν2 2(6 12 6 )/(7 12 4 )

Tаблица 2. Эффективные свойства волокнистого композита для различных материалов корда

Материал корда γc  (GPa) νc  (GPa) ν12

Текстиль 0.25 1.7 0 0.85 0.43 0.0053 0.37 0.0013

Сталь 0.12 200 0.25 80 24.0 0.023 0.47 0.0057

cE cG 1E 2E 12G

Tаблица 3. Механические свойства матрицы и включений

Материал γ  (GPa) ν K (GPa)  (GPa)

Эпоксидная смола 0.5 2.4 0.35 2.7 0.9

Углерод 0.5 850 0.27 616 330.0

E G
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Сравнение теорий проводилось для задачи цилиндрического изгиба для пластины
под действием равномерно–распределенной или сосредоточенной нагрузок. Для ве-
рификации расчетов использовалось конечно–элементное решение на мелкой сетке.

Показано, что для резинокордного слоя брекера все рассмотренные теории не обес-
печивают достаточной точности. При этом теория третьего порядка и асимптотиче-

Рис. 5. Полимерно–волокнистый композит: равномерно-распределенная нагрузка.
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Рис. 6. Полимерно–волокнистый композит: сосредоточенная нагрузка.
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Tаблица 4. Эффективные свойства полидисперсной среды с цилиндрическими включениями

 (GPa)  (GPa) ν12 ν23  (GPa)  (GPa)

430.0 6.9 0.30 0.49 2.65 2.32

11E 22E 12G 23G
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ская теория приводят к нефизичному результату. Таким образом, существует граница
применения данных теорий. Для столь сильно ортотропного материала целесообразно
использовать кусочно-линейную аппроксимацию перемещений и основных напряже-
ний в поперечном направлении.

Работа выполнена при поддержке Междисциплинарной научно-образовательной
школы Московского университета “Фундаментальные и прикладные исследования
космоса”.
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В работе на примере роста нитрида алюминия (AlN) на кремнии (Si) ориентации
(110) с буферным слоем карбида кремния (SiC) разработан метод выращивания но-
вого типа подложек, позволяющий получать механически ненапряженные полупро-
водниковые гетероструктуры. Особенность синтеза данного рода подложек заклю-
чается в том, что используемые для роста пленок AlN слои SiC синтезированы мето-
дом согласованного замещения атомов. При использовании данного метода роста в
подложке Si происходит замещение части атомов Si на атомы углерода. В результате
замещения атомов первоначально гладкая поверхность Si(110) превращается в по-
верхность SiC, покрытую призмоподобными фигурами роста, одна из сторон кото-
рых является гранью (111), а другая гранью . Эти грани являются “подложка-
ми” для дальнейшего роста полуполярного AlN. Структура и морфология пленок
AlN исследована методами рентгеновской дифракции, электронной микроскопии и
методом рамановской спектроскопии. Обнаружено, что слой AlN образован срос-
шимися гексагональными микрокристаллами, рост которых происходит в двух на-
правлениях, причем для обоих ориентаций кристаллов приближенно выполняется
следующее соотношение: AlN  || Si(110). Показано, что полуширина рентге-

новской кривой качания (FWHM) для дифракционного пика  от микрокри-
сталлов AlN, усредненная по площади образца, составляет 20 угловых минут. Иссле-
дования методами рамановской спектроскопии и рентгеновской дифракции показа-
ли практически полное отсутствие механических напряжений в слое AlN. Построена
теоретическая модель, объясняющая наличие двух ориентаций пленки AlN на
SiC/Si(110), обнаруженных в эксперименте, и предложен метод управления их ори-
ентацией. Показано, что данная морфология пленки AlN позволяет использовать ее
в качестве буферного слоя для роста гетероструктур на основе нитрида галлия и нит-
рида алюминия.

Ключевые слова: полуполярный нитрид алюминия, релаксация механических напря-
жений в наноструктурах, нанострутуры, соединения A3B5, карбид кремния на крем-
нии, метод HVPE
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1. Введение. Исследование механизмов роста эпитаксиальных пленок AlN является
важной задачей с нескольких точек зрения. Во-первых, нитрид алюминия, обладаю-
щий вюрцитной структурой, является прямозонным полупроводником с большой
шириной запрещенной зоны (6.2 эВ). Данное свойство AlN определяет перспектив-
ность его использования в качестве материала для изготовления оптоэлектронных
приборов, работающих в ультрафиолетовом диапазоне. Во-вторых, тонкие слои AlN
используются в качестве буферного слоя при росте GaN [1]. Использование AlN в ка-
честве буферного слоя, например при росте слоев GaN на монокристаллах 6H-SiC,
позволяет реализовать послойный рост этих пленок с большей вероятностью, чем ост-
ровковый рост. Галлий в процессе осаждения на Si может химически с ним взаимо-
действовать. В результате качество слоя значительно снижается. Предварительно оса-
жденные слои AlN на кремнии предотвращают этот процесс. Нитрид галлия лучше
растет на подложке, покрытой слоем AlN, поскольку подложка, предварительно по-
крытая слоем AlN обладает лучшей адгезией для последующего роста GaN. В процессе
роста пленок AlN или GaN на Si возникают большие упругие деформации, вызванные
различием в параметрах решеток подложек III-нитридов и Si (более 20%), и различи-
ем их коэффициентов термических напряжений. Согласно данным, приведенным в
[2] при температуре 950°C–1050°C коэффициент термического расширения гексаго-
нального AlN вдоль a-оси 5.41 × 10–6 K–1, а коэффициент термического расширения
Si равен 3.9 × 10–6 K–1. В результате при охлаждении пластины Si со слоем AlN от тем-
пературы роста до комнатной температуры, в слое AlN образуются трещины, что дела-
ет полупроводниковую пленку AlN не пригодной для дальнейшего использования.
Поэтому одной из главных проблем над решением которой бьются исследователи, за-
нимающиеся ростом AlN на Si является проблема создания технологии роста AlN, при
которой бы полностью отсутствовали упругие деформации в растущем слое пленки.
Однако, до сих пор эту задачу не удалось решить. Одним из возможных путей решения
данной проблемы является создание промежуточного буферного слоя между Si и
пленкой AlN. Как было показано в работах [3, 4] хорошим буферным слоем для роста
AlN на Si является слой SiC. Кристаллы SiC обладают параметрами решетки близки-
ми к параметрам решеток таких материалов, как GaN и AlN. Между SiC и Si разница в
параметрах решеток достигает 19%, а коэффициент термического расширения куби-
ческого SiC равен 4.5 × 10–6 K–1 [2]. Таким образом, не удается полностью сформиро-
вать слой AlN на подложке Si даже со слоем SiC.

В последнее время разработаны различные способы, позволяющие нивелировать
разницу в параметрах решеток пленки и подложки [5, 6]. Основная идея этих методов
– внедрение пор в приповерхностный слой подложки. Действительно, с одной сторо-
ны, поры могут играть роль “демпфера” напряжений возникающих, из-за разницы в
коэффициентах термических расширений пленки и подложки, поскольку уменьшает-
ся площадь контакта пленки с кристаллической поверхностью подложки. С другой
стороны, поры являются интенсивным стоком материала пленки, поскольку, соглас-
но термодинамике, энергетически выгодно зарождение новой фазы на разного рода
дефектах. Делая ставку на подобные методы роста, исследователи, однако, сталкива-
ются со следующей проблемой. Для получения совершенных по структуре слоев необ-
ходимо с одной стороны, чтобы пленки были ориентированными, а с другой стороны
не напряженными. При обычном способе роста очень сложно удовлетворить этим
двум условиям. Ориентацию пленки задает кристаллическая структура подложки. Чем
больше отличается кристаллическая структура и симметрия пленки от структуры и
симметрии подложки, тем более напряженной и более дефектной вырастает пленка.
Даже в том случае, если структуры пленки и подложки близки, но поверхность под-
ложки неоднородна и содержит различного рода дефекты, царапины, ямки травления
и т.п., качество растущего слоя пленки резко ухудшается. Поэтому внедрение пор в
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поверхностный слой подложки, несмотря на возможность релаксации механических
напряжений, резко снижает ориентационные свойства поверхности подложки. Слож-
ность получения упорядоченного слоя пленки заложена в самой природе фазового
превращения первого рода, в результате которого получаются пленки. Процесс фазо-
вого превращения – случайный процесс. При гомогенном превращении одной фазы в
другую по всему объему старой фазы возникают маленькие зародыши новой фазы.
Каждый из них имеет свои размеры. Сливаясь друг с другом, они образуют поликри-
сталлический материал. Именно для уменьшения случайности процесса зарождения
при выращивании монокристаллов используют, так называемые затравки – малень-
кие, специальным образом приготовленные кристаллы, на которые осаждается мате-
риал материнской фазы. При росте гомогенных кристаллов, условия осаждения под-
бирают таким образом, чтобы материнская фаза осаждалась только на затравке, а в
окружающем пространстве новая фаза не зарождалась. При гетероэпитаксиальном
росте пленок на кристаллических подложках роль затравки играет подложка. Кри-
сталлическая структура подложки отличается от структуры пленки. Площадь поверх-
ности подложки, как правило, большая. Поскольку подложки обладают большой пло-
щадью поверхности, то процесс зарождения новой фазы, протекает также случайным
образом. При наличии подложки зарождение происходит не во всем объеме старой
фазы, а на поверхности подложки. Таким образом, поры, находящиеся на поверхно-
сти подложки только увеличивают случайность зарождения и часто ухудшают ориен-
тацию слоев. Таким образом, создание пор в приповерхностных слоях подложки кар-
динально не решает проблемы получения совершенных по структуре слоев широко-
зонных полупроводников и, в частности, слоев AlN.

Отметим, что в отличие от искусственно созданных пор, при росте слоя SiC на Si
методом разработанным в [3, 4] между слоем SiC и подложкой Si образуются поры
сразу в процессе роста пленки SiC и они полностью покрыты слоем SiC, поэтому они
не оказывают негативного влияния на структуру SiC. Благодаря наличию пор под сло-
ем SiC, подложка Si со слоем SiC является податливой, эластичной системой, легко
подстраивающейся под кристаллические решетки чужеродных материалов. Более то-
го, поскольку слой SiC лежит над поверхностью пор, то часть границы поверхности
пленки SiC “не закреплено” механически с подложкой и находится в свободном со-
стоянии. На практике можно вырастить слои SiC, 90% площади которых, будут меха-
нически “не закреплены” с подложкой. Это приведет к тому, что в формулах расчета
упругих термических деформаций необходимо вместо табличных значений коэффи-
циентов линейного термического расширения ставить их модифицированные значе-
ния с учетом площади контакта пленки SiC с подложкой Si. Этот вопрос подробно об-
суждался в обзоре [7]. Однако, это не приводит к полной релаксации термических на-
пряжений. Для решения этой проблемы может быть применен следующий подход.
Поскольку AlN является гексагональным кристаллом с пространственной группой
симметрии P63mc, а пленки SiC, выращенные на Si – кубические (3C–SiC), то рост
эпитаксиальных слоев AlN необходимо осуществлять на плоскости SiC(111), иначе бу-
дет образовываться поликристаллическая структура. При этом, однако, будут расти
полярные пленки AlN, гексагональная c-ось которых будет направлена перпендику-
лярно плоскости структуры SiC/Si(111), т.е. параллельно плоскости SiC(111) будет
формироваться плоскость AlN (0001), и никакой релаксации термических напряже-
ний получить для такой структуры невозможно. Однако, если сформировать кристал-
лы AlN, c-ось которых наклонена по отношению к плоскости положки SiC/Si(111) та-
ким образом, чтобы практически из одной точки поверхности подложки росла пара
кристаллов AlN, имеющая противоположный к друг к другу наклон, то в этом случае
упругие напряжения будут в основном концентрироваться в области “соединения”
пленки с подложкой, и они должны быть незначительны, поскольку кристаллы AlN
направлены под углом к подложке и, лишь, незначительно в некоторых “точках” со-
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прикасаются с подложкой. Если, теперь на поверхности этих наклонных кристаллов
вырастить, например, слой GaN, который расположен параллельно подложке SiC/Si,
подобно мосту на наклонных сваях, то данная конструкция позволит значительно
снизить упругие напряжения в слое GaN. В этом случае слой GaN, может служить хо-
рошей основой для создания различного рода приборных структур на Si.

Синтез кристаллов AlN эпитаксиального качества, c-ось которых наклонена по от-
ношению к нормали к подложке, важен также по следующей причине. Хорошо из-
вестно, что большинство исследований эпитаксиального роста пленок III-нитридов
посвящено изучению роста полярных слоев [8], т.е. росту таких слоев у которых по-
лярная, гексагональная c-ось направлена перпендикулярно плоскости подложки.
В этом случае, как известно, возникает пьезоэлектрический эффект Штарка [9]. Этот
эффект приводит к возникновению зарядов на поверхностях AlN и GaN и их спонтан-
ной поляризации, что не позволяет в полной мере реализовать все потенциальные
возможности этих материалов. В связи с этим перспективным направлением исследо-
ваний представляется создание оптоэлектронных приборов на основе полуполярных
слоев III-нитридов. Было установлено [9], что интенсивность эффектов поляризации
сильно зависит от кристаллографической ориентации пленки и может быть суще-
ственно уменьшена путем синтеза неполярных и полуполярных слоев III-нитридов.
Работ, посвященных исследованию начальных стадий роста полуполярных слоев AlN
немного, поскольку технология синтеза полуполярных слоев AlN трудоемка. Для ро-
ста полуполярных слоев необходимо специальным образом подготовить подложку,
чтобы на ее поверхности могли расти полуполярные слои AlN эпитаксиального каче-
ства. Подробно описание технологии подготовки подложек к росту полуполярных
пленок AlN и GaN, можно найти в обзоре [10]. Полуполярные слои AlN были получе-
ны с использованием методов МОС-гидридной эпитаксии (MOCVD) [11–13], хлорид-
гидридной газофазной эпитаксии (HVPE) [6, 7, 14], молекулярно-пучковой эпитаксии
с плазменной активацией азота (PA MBE) [15] и импульсного лазерного напыления
[16]. Рост полуполярного AlN был продемонстрирован на подложках Al2O3( ) [12,
13, 15, 17], темплейтах SiC/Si(100) [11, 18] и ZnO( ) [16]. В работах [7, 14] и обзоре
[14] для роста полуполярных слоев AlN и GaN использовалась гибридная подложка,
состоящая из эпитаксиального слоя 3C–SiC, синтезированного на вицинальной по-
верхности Si, отклоненной от сингулярной плоскости Si(100) на 4–7°. Синтез эпитак-
сиального слоя 3C–SiC осуществлялся методом согласованного замещения атомов.
Данный метод осуществляется при помощи химической обработки поверхности Si в
атмосфере газа CO. Подробное описание метода можно найти в обзорах [3, 19].

Рассмотрим преимущества использования гибридных подложек SiC/Si, выращен-
ных методом согласованного замещения атомов для роста полуполярных слоев AlN.
Обычно, для роста полуполярных слоев на подложках различного типа при помощи
специальных методов травления необходимо сформировать клинообразные фасетки
определенной ориентации, на которых могли бы зарождаться кристаллы AlN полупо-
лярной ориентации. Выше было отмечено, что подготовка подложки для роста полу-
полярных слоев III-нитридов является сложной и дорогостоящей операцией, особен-
но это относится к подготовке подложек из сапфира и монокристаллического SiC.
При использовании метода согласованного замещения атомов [10, 19] формирование
продольного клинообразного выступа SiC происходит естественным образом. Для
формирования поверхности Si со слоем SiC, полученным методом замещения атомов
не используются маскирующие поверхность подложки и химические травящие веще-
ства. В процессе синтеза SiC вицинальные ступени на плоскости Si (100) превращают-
ся в массив параллельных ступеней SiC, представляющих собой треугольные призмы
(боковые грани пирамидок), ограненные плоскостями (111) [10]. Поскольку симмет-
рия подобных призм характерна как для кубических кристаллов, так и гексагональных
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кристаллов, то на их поверхностях могут расти кристаллы как с кубической симметри-
ей, так и с гексагональной. И зависеть это будет не от ориентации подложки, что весь-
ма важно, а только от условий роста. Это открывает совершенно новые перспективы
для выращивания гексагональных полуполярных кристаллов.

Согласно теоретическим выводам, описанным в работах [10, 20] поверхность Si(110)
трансформируется в поверхность SiC, покрытую призмоподобными фигурами роста,
одна из сторон которых является гранью (111), а другая гранью ( ). Эти фигуры ро-
ста сливаются друг с другом, образуют подобие протяженных “горных хребтов”.
Остальные плоскости семейства плоскостей (111) перпендикулярны плоскостям (110).
Плоскость, расположенная между “горными хребтами”, является гранью (110). По-
скольку призмоподобные фигуры покрыты гранью (111) и гранью ( ), то зарожде-
ние AlN должно происходить на обеих этих гранях. В результате на поверхности под-
ложки SiC/Si(110) будут расти развернутые относительно друг друга кристаллы AlN.
Зарождение AlN на части призматической поверхности SiC(110) будет происходить с
меньшей вероятностью и, только при больших значениях пересыщенный. В данной
работе, будут экспериментально обоснованы сформулированные выше предположе-
ния о механизме роста слоя AlN на гибридных подложках SiC/Si(110), а также будет
проведен количественный анализ начальных стадий зарождения AlN на поверхности
подложки SiC/Si(110) при росте полуполярных слоев AlN методом HVPE и сделаны
выводы по управлению их ростом. Подобное рассмотрение позволит решить две упо-
мянутые выше проблемы, а именно: создать новый тип подложки для роста ненапря-
женных слоев обычной (полярной) ориентации и создать слой AlN полуполярной
ориентации для дальнейшего его использования в приборных структурах.

2. Методика эксперимента. Буферный слой был сформирован методом согласован-
ного замещения атомов [10, 19] в атмосфере CO и SiH4 на подложках Si(110) p-типа c
удельным сопротивлением 50 Ом ∙ см. В процессе синтеза SiC происходит химическая
реакция между Si и CO

(2.1)

Синтез SiC проводился при температуре 1250°C в течение 15 минут. Расход газов CO и
SiH4 составил 12 × 10–3 л/мин и 0.25 × 10–3 л/мин, соответственно, при давлении CO 2
торр. Перед синтезом кремниевые подложки очищались от оксидов и проходили пас-
сивацию атомами водорода по методике, развитой в работе [21]. После формирования
слоя SiC на поверхности подложек Si(110) осуществлялся рост слоя AlN методом
HVPE. Формирование AlN при HVPE происходит в результате химической реакции
(2.2), протекающей в зоне роста [10]

(2.2)

Рост осуществлялся при температуре 1080°C. Время роста составило 5 минут при по-
токе NH3 1 л/мин, потоке HCl – 0.3 л/мин, который проходил над лодочкой с жидким
алюминием и потоке газа-носителя Ar 4 л/мин. Перед ростом слоя AlN подложка
SiC/Si(110) выдерживалась в потоке HCl в течение 3 минут при потоке 0.1 л/мин для
очистки от загрязнений.

3. Результаты. На рис. 1 представлены типичные РЭМ (растровая электронная мик-
роскопия) изображения поверхности и торцевого скола подложки SiC/Si(110). Видно,
что поверхность SiC состоит из протяженных призмоподобных “холмиков” со сред-
ним латеральным размером 100 нм и высотой 20 нм. Под слоем SiC толщиной ∼70 нм
в результате топохимической реакции сформированы поры. Внутренняя поверхность
пор покрыта слоем SiC. На рис. 2 приведена электронограмма, полученная от поверх-
ностного слоя пленки SiC электронографом ЭМР-100 с энергией электронов 50 кэВ.

11 1

11 1

+ = + ↑2Si CO SiC SiO

+ = +3 3AlCl NH AlN 3HCl
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При такой энергии электронов глубина их проникновения в образец не превышает
~100 нм, поэтому данная картина дифракции соответствует только верхнему слою
эпитаксиального SiC. Картины, соответствующие поликристаллической или аморф-
ной структуре, полностью отсутствуют. Таким образом, в результате замещения ато-
мов на поверхности Si формируется монокристаллическая пленка карбида кремния
политипа 3С-SiC.

Слой AlN исследовался методами электронной микроскопии и рентгеновской ди-
фрактометрии (XRD). На основе данных исследований можно сделать следующие вы-
воды о структуре слоя AlN. РЭМ-изображения пленки AlN на SiC/Si(110) (рис. 3) по-
казывают, что слой AlN представляет собой сросшиеся гексагональные кристаллы вы-
сотой ~12 мкм.

Данные рентгеноструктурного анализа, проведенного в режиме θ–2θ, показали на-
личие двух симметрично расположенных пиков, соответствующих плоскостям
AlN{ . Обнаружено, что выстраивание гексагональных кристаллов AlN на под-
ложке SiC/Si(110) происходит за счет поворота c-оси на ~30° относительно нормали к
подложке. При этом количество гексагональных кристаллов, развернутых в одну сто-
рону в два раза больше, чем в другую (по интенсивностям пиков отражения). Для отра-

10 13}

Рис. 1. РЭМ-изображения поверхности (a) и скола (b) подложки SiC/Si(110).
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Рис. 2. Электронограмма структуры SiC/Si(110).
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жающих плоскостей AlN{  разнонаправленных гексагональных кристаллов отме-
чена разориентация относительно друг друга на 7° в направлении поворота кристаллов
AlN и не более 0.5° в перпендикулярном направлении. Полуширина рентгеновских
кривых качания (FWHM) для рефлекса AlN( ), усредненная по площади образца,
составляет 20 и 30 угловых минут для гексагональных кристаллов повернутых в разные
стороны. Рентгеновский рефлекс AlN( ) от структуры AlN/SiC/Si(110) также ана-
лизировался методом трехкристальной рентгеновской дифрактометрии (рис. 4, a). Из
картины контуров равной интенсивности по характеру асимметрии можно заключить,
что в слое AlN присутствуют остаточные напряжения. Величина остаточных деформа-
ций в слое AlN определялась на основе измерения положения рентгеновских пиков
AlN(0002) (θ = 18°00'52'') и AlN( ) (θ = 33°01'45'') от одного из семейств разнона-
правленных кристаллов (рис. 4, b). Были найдены следующие значения параметров
кристаллической решетки AlN: c = 0.49815 нм и a = 0.31078 нм. Это означает, что ре-
шетка AlN сжата вдоль направления c-оси и a-оси, причем деформация составляет
‒1 × 10–4 и –1.3 × 10–3 соответственно. Параметры кристаллической решетки неде-
формированного кристалла AlN были определены на основе справочных данных [22].

На рис. 5 представлены результаты исследования структуры AlN/SiC/Si(110) мето-
дом рамановского рассеяния. Исследования были выполнены с использованием мик-
рорамановского микроскопа Witec Alpha 300R с латеральным разрешением при ска-
нировании ∼0.5 мкм. Было обнаружено, что пик E1(TO) четко отделен от основного
пика E2(high), что свидетельствует о высоком кристаллическом совершенстве отдель-
ных кристаллитов, составляющих пленку.

Таким образом, проведенные нами эксперименты указывают на то, что, как и пред-
полагалось, поверхность SiC/Si(110) состоит из призмоподобных “холмиков” огра-
ненных гранями (111) и ( ). Наименьшее рассогласование решеток между AlN и
SiC, которое, как хорошо известно, приблизительно составляет 1% выполняется для
граней AlN(0001) и грани 3C-SiC{111}. Естественно, поэтому предположить, что за-
рождение и рост островков AlN будет, в основном, происходить на гранях SiC(111) и
SiC( ). Именно в этом случае, рассогласование решеток между кристаллами будет
минимальным. Отметим, что если зародыш AlN образуется вблизи линии пересече-
ния грани (111) или ( ) с другой низкоиндексной гранью, например (110), то первый
монослой островка формируется также когерентно с данной гранью. Таким образом,
на поверхности подложки можно выделить следующие возможные места зарождения
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11 1

11 1

Рис. 3. РЭМ-изображения поверхности структуры AlN/SiC/Si(110) (a) и скола (b).

10 �m 10 �m

(a) (b)



65НОВЫЙ МЕТОД РЕЛАКСАЦИИ УПРУГИХ НАПРЯЖЕНИЙ

островка AlN: на грани (111), на грани ( ), а также в углу, образованном гранью (111)
или ( ) и другими низкоиндексными гранями.

Рассмотрим зарождение островка AlN в форме призмы с боковыми гранями { }
на гранях SiC(111) и SiC( ). Данная форма кристаллов III-нитридов является рав-

11 1
11 1

1 100
11 1

Рис. 4. (а) Карта распределения контуров равной интенсивности для симметричного рефлекса AlN( ).
Полуширина кривой качания для данного рефлекса равна 21 угловой секунде. 2θ и ω в угловых секундах.

(b) Относительная интенсивность рентгеновских пиков AlN(0002) и AlN( ), полученных для одного из
двух семейств разнонаправленных гексагональных кристаллов AlN в режиме сканирования θ–2θ. Интен-
сивность в относительных единицах, 2θ в угловых секундах. Схематический рисунок на вставке показывает
ориентацию осей гексагональных кристаллов: n1n2∼60°.

1440

960 360
320
270
210
160
110
75
55
40

480

0�

�480

�960

�480 �240 0 240 480
2�

�1440

18

AlN(1013)
AlN(0002)

In
te

ns
ity

16

14

12

10

8

6
4

2
0

0
2�

240�240�480 480

n2

n1

(a) (b)

10 13

10 13

Рис. 5. Типичный спектр рамановского рассеяния для структуры AlN/SiC/Si(110). Интенсивность в относи-
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новесной [23], причем наличие контакта с поверхностью SiC приводит к изменению
высоты кристалла равновесной формы [24]. Атомарная модель островков с двумя воз-
можными вариантами сопряжения решеток AlN и SiC, соответствующими минималь-
ной энергии границы раздела кристаллов с идеальной структурой, приведена на рис. 6.
Как было показано в [25], наличие примесных атомов замещения в решетке AlN или в
решетке SiC на границе раздела может дополнительно уменьшить ее энергию (напри-
мер, замещение части атомов Si атомами Al или части атомов C на атомы N). На рис. 6
также изображены идеальные поверхности AlN(0001) и AlN( ) для двух островков,
ограниченные атомами Al и N соответственно. Таким образом, кристаллографическая
ориентация островков относительно подложки задается следующими соотношения-
ми: AlN[0001]||SiC[111] и AlN[ ]||SiC[ ]. Теоретически рассчитанный угол между
плоскостями кристаллов AlN(0001) и AlN( ) и плоскостью SiC(110) равен 35.3°.
Угол между плоскостью AlN{  гексагональных кристаллов и плоскостью
AlN(0001)/( ) составляет 31.6°. В результате находим, что плоскости AlN{  от-
клоняются от плоскости SiC(110) на 3.7°. Это согласуется с экспериментальными дан-
ными по измерению угла между плоскостями AlN{  кристаллов, растущих в двух
направлениях (7°).

Как известно [26], интенсивность нуклеации зародышей определяется Больцма-
новским распределением , где ΔG* – энергия Гиббса образования
зародыша новой фазы критического размера. Таким образом, для прогнозирования
вероятности зарождения зародыша той или иной формы на гранях SiC(111) и
SiC( ), прежде всего, необходимо определить энергию Гиббса образования зароды-
ша AlN. Энергия Гиббса образования трехмерного островка AlN определяется по фор-
муле:
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−~ exp( Δ */( ))I G kT
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Рис. 6. Модель зарождения AlN на SiC. Показаны два зародыша AlN, растущие в направлении [0001] и

[ ], также отмечены соответствующие им кристаллографические направления (вверху слева и справа).
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(3.1)

где m и n – радиус основания и высота островка, выраженные через число атомов;  –
разность химических потенциалов в расчете на пару атомов AlN;   +  – ,
где ,  и  – поверхностная энергия верхней грани островка AlN (0001)/( ), гра-
ни SiC (111)/( ) и межфазная энергия границы раздела AlN/SiC(111) и AlN/SiC( );  –
поверхностная энергия грани AlN { 00}. Барьер нуклеации трехмерного островка
AlN равен

(3.2)

Из формулы (3.2) следует, что режим роста пленки зависит от значения разницы по-
верхностных энергий , в которую входят только энергии ,  и  (энергия бо-
ковых граней островка  не входит) [24]. Если  > 0 трехмерный рост пленки энерге-
тически выгоден, если  < 0, то формируется двумерный слой, т.к. пленка будет сма-
чивать подложку. Приведем также выражения для энергии Гиббса и барьера
нуклеации при двумерном зарождении островка AlN:

(3.3)

(3.4)

В формулах (3.3) и (3.4) было использовано приближенное значение межфазной энер-
гии на единицу длины периметра островка, равное c/2. Приравнивая формулы (3.2)
и (3.4) для барьеров нуклеации при трехмерном и двумерном зарождении находим,
что барьеры нуклеации равны, если  = 31/2a2  при условии, что  > 0 [24].

Пренебрегая разностью в скоростях роста зародышей, отношение вероятностей за-
рождения трехмерных зародышей AlN на гранях (111) и ( ) равно:

(3.5)

 и  – барьер нуклеации островка AlN на гранях SiC(111) и SiC( ),
 и  – разницы поверхностных энергий при нуклеации на SiC(111) и

SiC( ). Из формулы (3.5) следует, что интенсивности зарождения на данных двух
гранях равны при условии, что  = . Если  > , то скорость за-

рождения выше на грани SiC( ) и наоборот, если < , то скорость за-
рождения выше на грани SiC (111). Отметим, что в разность  основной
вклад дают разности поверхностных энергий AlN и SiC,  и , разность же
энергий границы раздела AlN/SiC,  относительна мала.

Определение поверхностных энергий границ раздела AlN/SiC является сложной за-
дачей. Как правило, расчеты этих значений осуществляются с использованием мето-
дами теории функционала плотности (DFT). Следует, однако, учитывать, что эти значе-
ния являются приближенными. В работах [25, 27] методом DFT были рассчитаны зна-
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чения поверхностных энергий полярных граней AlN(0001) и AlN( ), а также
энергия границы раздела AlN/SiC(111) и AlN/SiC( ) (эквивалентной AlN/SiC( )).

Эти значения были получены как функции разности  (в эВ), где μAl – химиче-

ский потенциал алюминия μAl на поверхности AlN, а  – химический потенциал чи-

стого Al в объемном кристалле. Причем значения разности  принадлежат ин-
тервалу от EAlN до 0, где EAlN = –2.8 эВ – энтальпия формирования AlN (на пару ато-
мов). Таким образом в [25, 27], вычисляется разность между химическим потенциалом
атомов верхнего слоя алюминия на поверхности AlN и чистым кристаллическим алю-
минием, т.е. за начало отсчета принимается химический потенциал чистого алюми-
ния. Поверхностные энергии идеальных поверхностей SiC(111) (ограниченной атома-
ми Si) и SiC( ) (ограниченной атомами C) были вычислены методом DFT в работе
[28]: 2.856 Дж/м2 и 3.065 Дж/м2 для нерелаксированных поверхностей и 1.830 Дж/м2 и
2.720 Дж/м2 для релаксированных поверхностей. Значения поверхностных энергий
SiC(111) и SiC( ) вычислены при условии избытка атомов Si и C на поверхностях.
На основании этих данных нами были рассчитаны значения величин Δγ, которые
определяют механизм зарождения островков AlN на SiC. Эти данные приведены на

рис. 7, как функции разности величин химических потенциалов .
График на рис. 7 позволяет определить условия, при которых островки AlN будут

зарождаться на гранях SiC (111) и ( ) либо с одинаковой скоростью, либо их скоро-
сти нуклеации будут иметь различные значения. Например условие  = 

будет выполнено, если  –1.4 эВ (или  –1 эВ для нерелаксиро-
ванной поверхности SiC). Таким образом, скорости зарождения трехмерных островков
AlN на гранях SiC(111) и SiC( ) будут равны друг другу, если в процессе роста AlN зна-
чения химического потенциала  на поверхности AlN сравнимо с химическим потенци-

алом μN на поверхности AlN, выполняется условие . Из графиков
рис. 7 также следует, что если на поверхности SiC/Si (110) в процессе роста AlN создать из-
быток Al, то значение величины  может стать отрицательным т.е.  < 0. При
таком значении величины , как следует из уравнений (3.2) и (3.4) энергетически
выгодным становится двумерный рост слоя AlN.

4. Обсуждение. Важно отметить, что данный анализ проведен без учета влияния
примесных адсорбированных частиц на поверхностях SiC и AlN. Если, например,
рост AlN осуществляется в атмосфере H2, являющимся газом-носителем вместо Ar, то
в этом случае на поверхности может быть создан избыток H. Наличие избытка водо-
рода меняет значение поверхностных энергий граней SiC(111) и SiC( ), так что их
разница становится малой [29]. При наличии адсорбированного водорода поверхност-
ная энергия граней AlN также меняется и, согласно расчетам [27], поверхностная
энергия AlN( ) становится меньше поверхностной энергии грани AlN(0001) во
всем интервале значений химического потенциала алюминия (азота). Следовательно,
в данном случае скорость роста AlN на поверхности SiC( ) будет выше, чем на поверх-
ности SiC(111). Из проведенного выше анализа (без учета реконструкций поверхностей с
H) следует, что в наблюдаемом экспериментально росте AlN на SiC/Si(110) на поверхно-

сти SiC(111) и SiC( ) приближенно выполняется условие μAl – , так
как количества гексагональных кристаллов, повернутых в одну и в другую стороны,
отличаются только в два раза (т.е. являются сравнимыми величинами). Нужно отме-
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тить, что на данное отношение также влияет площадь поверхности граней SiC(111) и
SiC( ) перед ростом пленки AlN. Без учета реконструкции поверхности находим,
что из-за большей энергии граней SiC( ) [28, 29] их площадь должна быть меньше.
Однако, с учетом реконструкции поверхности с H, расчеты показывают [29], что по-
верхностные энергии данных граней имеют близкие значения и, следовательно, их
площади также должны быть близкими по величине. Таким образом, замена газа-но-
сителя Ar на H2 может привести к изменениям в механизме роста полуполярных слоев
AlN на гибридной подложке SiC/Si(110) и, в частности, к изменению химической ре-
акции образования AlN [10]. Более того, в присутствии примесных атомов на поверх-
ностях SiC и AlN, может стать энергетически выгодным зарождение кристаллов AlN
одной полярности. Таким образом, построенная модель показывает, что изменение
отношения потоков компонентов V/III в газовой фазе приводит к изменению данного
отношения на поверхности SiC. Путем изменения отношения V/III на подложке мож-

11 1

11 1

Рис. 7. Зависимости разности поверхностных энергий  от химического потенциала алюминия при росте

AlN на SiC(111) и SiC( ). Показан результат расчета  с использованием значений поверхностных

энергий SiC(111) и SiC( ), соответствующих релаксированным поверхностям (сплошные линии) и не-
релаксированным поверхностям (пунктирные линии). Также показаны зависимости поверхностных энер-
гий AlN и энергий границы раздела AlN/SiC (для идеальной границы раздела и при замещении в ячейке 2 × 2
границы раздела одного атома Si на атом Al (AlSi(2 × 2)) [25, 27]. Графики зависимости энергии границы

раздела AlN/SiC( )(SiAl(2 × 2)) и энергии границы раздела AlN/SiC(111) (AlSi(2 × 2)) неразличимы в вы-

бранном масштабе. Значения поверхностных энергий в эВ/Å2 (ось слева) и в Дж/м2 (ось справа), разность
химических потенциалов в эВ.
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но изменять относительное число гексагональных кристаллов, растущих в различных
направлениях.

5. Заключение. В работе исследована структура и морфологическое строение по-
верхности эпитаксиального слоя SiC, выращенного методом согласованного замеще-
ния атомов на поверхности подложки Si(110). Показано, что гибридные подложки
SiC/Si(110) могут служить темплейтом для роста методом HVPE механически нена-
пряженных слоев AlN ориентации ( ). На основе исследования структуры и мор-
фологии слоя AlN, выращенного методом HVPE, предложена кристаллографическая
модель, объясняющая наличие двух ориентаций пленки AlN на SiC/Si(110), обнару-
женных в эксперименте. Показано, что путем изменения отношения V/III в газовой
фазе можно изменять отношение числа кристаллов, растущих в двух данных направ-
лениях. В рамках этой модели объяснено экспериментально установленное соотношение
между ориентациями кристаллических решеток AlN и SiC. Полученные структуры
AlN/SiC/Si(110) могут использоваться как материал для микроэлектроники, в частности,
как темплейты для дальнейшего роста таких соединений как AlGaN и GaN.
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С использованием нелинейных уравнений связи макро- и микросостояний исследу-
ются закономерности изменения предельных значений инвариантов напряжений и
деформаций в микронеоднородных средах. Показано, что крайние относительные
значения модулей девиаторов тензоров напряжений в поликристаллах с кубической
решеткой инвариантны относительно внешних условий обратимого воздействия и
зависят только от фактора анизотропии кристалла. В необратимой области дефор-
мирования получены аналитические соотношения для объемных и растягивающих
нормальных напряжений. Установлен эффект циклического изменения объемных и
растягивающих напряжений в части подэлементов при внешнем монотонном нагру-
жении. Показано, что на основе нелинейных уравнений связи сложная картина раз-
рушения материалов может быть описана, применяя на локальном уровне теорию
максимальных нормальных напряжений.

Ключевые слова: структура, напряжение, деформация, разрушение, упрочнение,
энергия, микронеоднородность, состояние, подэлемент
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Введение. Успехи, достигнутые при описании сложных явлений протекающих при
деформировании микронеоднородных материалов, демонстрируют, что к наиболее
плодотворным принципиальным концепциям относится идея, согласно которой
представительный объем макроскопически однородного тела представляется в виде
бесконечного числа связанных между собой подэлементов имеющих различные тер-
мореологические свойства. Модели предложенные различными авторами отличаются
друг от друга принятыми соотношениями между локальными тензорами напряжений

, деформаций  и макроскопическими напряжениями , деформациями . Боль-
шинство авторов ограничиваются допущением об однородном деформированном со-
стоянии подэлементов  или об однородном напряженном состоянии .
Первая многоэлементная модель среды принадлежит Мазингу [1], в которой процесс
деформирования элемента тела имитируется как деформация конечного числа стерж-
ней одинаковой жесткости, обладающих свойствами идеальной пластичности с раз-
личными пределами текучести и имеющих одинаковую деформацию, что позволило
довольно хорошо описать эффект Баушингера. Предполагая постоянство деформации
внутри поликристаллического тела Фойгта [2] вычислил макроскопические констан-
ты упругости на основе констант упругости кристаллов. Рейсс [3] получил формулы

ijt ijd ijt ijd

=ij ijd d =ij ijt t

УДК 535.374
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для расчета константы упругости поликристалла, исходя из предположения о посто-
янстве напряжений. Распространение модели  на вязкопластические процессы
деформирования первоначально изотропного материала, обнаруживающего анизо-
тропию деформационного упрочнения, последействия и вторичную ползучесть со-
держится в [4]. Обычно, для этого направления исследования используется название–
структурные модели [5–9]. Для анализа поведения материалов при термомеханиче-
ских воздействиях используются и модели основанных на ведение внутренних пере-
менных [10]. Исследование пластического течения поликристаллов, выведенного из
поведения монокристаллов, проводили Сакс (1928) и Тейлор (1938). И те, и другие
подтвердили важные прогнозы поведения поликристаллов. Но из-за очень простых
базовых предположений большинство их результатов являются качественными и до-
пускают лишь довольно слабую согласованность с экспериментальными данными.

Кренера [11] открыл новый путь с формулировкой так называемой ”самосогласо-
ванной схемы”, относящийся к проблеме включения в бесконечную матрицу. Соглас-
но его схеме каждое зерно поликристалла последовательно рассматривается как вклю-
чение в “матрицы” всех других зерен. Поведение поликристалла затем рассчитывается
с помощью некоторого адекватного осреднения по всем зернам. В результате устано-
вил следующий линейный закон взаимодействия

где G – модуль сдвига,  коэффициент Пуассона. Модель Кренера удовлетворитель-
но согласуется с экспериментальными данными в упругой области деформирования,
однако в необратимой области приводит к завышенным внутренним напряжениям.

Для учета естественной тенденции материала к снижению флуктуаций напряжений
внутри представительного объема  Бервейе и Заул [12] ввели в анализ так называе-
мую “пластическую функцию аккомодации”. Такой подход возможен только при
ограничении изотропного упругопластического взаимодействия между включением и
матрицей. В этой модели параметр B уменьшается с ростом пластической деформации
почти на два порядка при испытании на одноосное растяжение однофазных поликри-
сталлических материалов. Дальнейшее развитие многоэлементных моделей в рамках
линейных соотношений между флуктуациями тензоров напряжений и деформаций свя-
зано с разработкой различных способов определения параметров  и  [12, 13 и др.]. Сла-
бым местом исследований данного направления является несогласованность линейных
уравнений связи макро- и микросостояний с первым законом термодинамики1

для любых вариантов изменения параметров B и , за исключением предельных:
 или . Модели, основанные на линейных уравнениях связи про-

блематично использовать для описания процессов разрушения или взаимодействия
тепловых и механических полей в рамках связанной теории. Отсутствие взаимосвязи
между девиаторными и шаровыми величинами приводит, в частности, к предсказа-
нию о невозможности разрушения при чистом сжатии, что не согласуется с опытом.
Обсуждение различных теорий, основанных на линейных уравнениях связи макро- и
микросостояний, находится вне сферы этой статьи.

1 Марина В.Ю. Многоэлементная модель среды, описывающая переменные сложные неизотермические
процессы нагружения. Дисс. …д-ра. физ.-мат. наук. Киев, 1991. – 361 с.
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В условиях невозможности детального учета взаимодействий материальных частиц
в представительном объеме, целесообразно построить уравнения связи макро- и мик-
росостояний, которые бы согласовались с законами термодинамики, учитывали явле-
ние самосогласования локальных процессов необратимого деформирования и отвеча-
ли условию единственности решения задачи представления материала в модели [8].
В силу того, что линейность взаимосвязи локальных и макроскопических параметров
вытекает из формулировки проблемы включения в бесконечную матрицу в [7, 8, 14,
15] был предложен иной подход к построению уравнений связи макро- и микрососто-
яний. В качестве первичного элемента структуры выбирается подэлемент, который
отождествляется со множеством материальных частиц внутри представительного объ-
ема, имеющих одинаковый тензор необратимой деформации. Частицы одного и того
же подэлемента могут иметь различные ориентации и положения в пространстве кон-
гломерата. Количество частиц в каждом подэлементе определяет их вес и не меняется
в процессе деформирования. Из данного определения понятия подэлемента следуют
более комплексные взаимодействия материальных частиц в представительном объеме
чем взаимодействие включения с матрицей. Напряжения и обратимые деформации в
подэлементе соответствуют средним значениям напряжений и деформаций возника-
ющих во подмножестве материальных частиц с одинаковыми тензорами необратимых
деформаций. В силу этого постулируется: взаимодействия между подэлементами фор-
мируются под влиянием лишь одних осредненных связей. При этом предполагается,
что условие непрерывности среды обеспечивается путем действия пяти независимых
систем скольжения. Экспериментально установленное небазисное скольжение позво-
ляет описать скалярные и тензорные свойства материалов в необратимой области де-
формирования в обычных для Механики деформируемого твердого тела терминах.
Предложенная в работах [7, 8, 14–16] модель базируется на принципах: осредненных
связей, ортогональности тензоров флуктуаций напряжений и деформаций, экстрему-
ма несоответствия макроскопических мер с подходящими средними значениями мик-
роскопических аналогов. Построенная замкнутая система уравнений удовлетворяет
законам термодинамики, учитывает явление самосогласования локальных процессов
необратимого деформирования и отвечает требованию единственности решения зада-
чи представления реального материала в модели. Подробное исследование системы,
содержащее и правило дискретной механической памяти материала о совокупности
характерных моментов предыстории деформирования и нагрева, при циклическом
пропорциональном неизотермическом деформировании нестабильных материалов
проводилось в [16]. Общие закономерности поведения материалов чувствительных к
скорости деформирования исследовалось в [14–16 и др.].

В перечисленных работах [7–9, 14–16] исследовались только процессы деформиро-
вания без учета процессов возникновения и накопления микротрещин, которые при-
водят к разрушению элемента тела. В данной работе наряду с условием текучести рас-
смотрим и условие разрушения подэлементов. Необратимые деформации, приводят к
увеличению дефектов кристаллической решетки, росту уровня напряжений и подго-
тавливают металл к разрушению, а нормальные напряжения растяжения приводят к
разрушению. Поэтому для совместного рассмотрения процессов деформирования и
разрушения необходимо исследовать закономерность изменения предельных значе-
ний трех инвариантов напряжений/деформаций во множестве подэлементов.

1. Принципы перехода от микронапряжений и деформаций к макронапряжениям и де-
формациям. Для описания поведения неупорядоченной среды фундаментальные по-
нятия тензоров напряжения и деформации вводятся на двух уровнях: материальных
частиц, которые обозначаются через –  и на макроскопическом уровне – . На
основе геометрических уравнений Коши и уравнения равновесия,

 ,ij ijt d ,ij ijt d

( )= + + ρ =  , , ,0.5 , 0ij i j j i ij j id u u t b
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а также граничных условий на поверхности  элемента объема 

Р. Хилла [17] установил следующие уравнения связи микро- и макросостояний

(1.1)

(1.2)

где · – знак осреднения по объему . Уравнения (1.1), (1.2) необходимы, но недо-
статочны для построения системы определяющих уравнений на макроскопическом
уровне на основе физических соотношений на микроскопическом уровне.

Три уравнения Хилла (1.1), (1.2) можно представить в виде одного выражения [5, 7]

(1.3)

Из (1.3) видно, что среднее значение скалярного произведения флуктуаций тензоров
напряжений и деформаций в представительном объеме аннулируется. Из опыта из-
вестно, что механизмы деформирования в поликристаллических материалах приводят
к процессу самосогласования (когерентности) процессов деформирования и нагруже-
ния. Для учета явления самосогласования процессов деформирования в работах [8]
предложен принцип осредненных связей: взаимодействия между подэлементами в
конгломерате формируются под влиянием лишь одних осредненных связей. Исходя
из этого положения в [9, 14], был принят постулат об ортогональности тензоров флук-
туаций напряжений и деформаций в каждом подэлементе

(1.4)

Разложив в (1.4) тензоры напряжений и деформаций на девиаторные и шаровые со-
ставляющие , , установим первый тип уравнений связи
макро- и микросостояний

(1.5)

Для флуктуаций девиаторных составляющих примем соотношение

(1.6)

где B – внутренний параметр, содержащий информацию о микроскопических харак-
теристиках подэлементов.

Из уравнений (1.1), (1.2) видно, что усреднение по объему напряжений, деформа-
ций и их произведений зависит единственным образом от данных на поверхности
представительного объема. Однако не все микроскопические переменные обладают
этим специфическим свойством. В частности, в [8] показано, что естественные мак-
ромеры энергии изменения объема и формы отличаются от усреднения по объему
своих микромер. Для конкретизации параметра B в [14–16] предложен принцип экс-
тремума несоответствия макроскопических мер с подходящими средними значения-
ми микроскопических аналогов. В частности

(1.7)

Выражения (1.1), (1.5)–(1.7), представляют замкнутую систему уравнений взаимо-
связи микро- и макро- термомеханических состояний. Они не содержат ссылки на
свойства материалов и поэтому действительны как для обратимых, так и необратимых
процессов деформирования. На их основе удается построить систему определяющих
уравнений на макроскопическом уровне если известны физические соотношения на
микроскопическом уровне.

Δ 0S Δ 0V

Δ = = = = = ( )
0/ , const, , constn

i i ij j ij i ij j iju S u d x d p t n t

Δ
= = =

Δ   
00

1 ,ij ij ij ij ij
V

t t t dV d d
V

=  ij ij ij ijt d t d

Δ 0V

( ) ( )− − = 0ij ij ij ijt t d d

( ) ( )− − = 0ij ij ij ijt t d d

= +   0σ σ δij ij ijt = +  0ε ε δij ij ijd

( ) ( ) ( ) ( )− − = − −   0 0 0 0σ σ ε ε 3 σ σ ε εij ij ij ij

( )− = − σ σ ε εij ij ij ijB

Δ = − =   σ ε σ ε Extrij ij ij ij



77ЗАКОНОМЕРНОСТИ ИЗМЕНЕНИЯ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ

2. Анализ модели в обратимой области деформирования. В уравнениях связи микро- и
макросостояний (1.1), (1.5)–(1.7) фигурируют напряжения и деформации на локаль-
ном ( ) и макроскопическом уровне ( ). При этом, в обратимой области под

 подразумеваются средние значения напряжений и деформаций в подмножестве
частиц с одинаковой ориентацией кристаллографических осей, относительно гло-
бальной системы координат. В рамках данной формализации на основе локального
физического закона

(2.1)

и соотношений (1.1), (1.5)–(1.7) установим взаимосвязь . Здесь  – тензор

упругих констант в кристаллографической системе координат ,  – компоненты
соответствующих тензоров в кристаллографической системе координат. Для однофаз-
ных поликристаллических материалов с кубической решеткой из (2.1) и (1.6) находим

(2.2)

(2.3)

Принимая во внимание эти значения в глобальной системе координат :  =

=  и заменив в (1.1), (1.7) интегрирование по объему интегрированием по фак-
тору ориентации кристаллической решетки:  в [15] установлена следующая
система:

(2.4)

(2.5)

Из (2.4) и (2.5), при условии , следуют формулы для  и  [15]:

(2.6)

(2.7)

где А – фактор анизотропии монокристалла;  – модуль сдвига, полученный Войг-
том в 1928 году в рамках приближения ;  – модуль сдвига, полученный Рей-
сом в 1929 году в рамках приближения . Таким образом, из принципа (1.7) выте-
кает, что макроскопический модуль сдвига G равен среднегеометрическому значению
модулей сдвига, полученных в двух предельных вариантах: однородное напряженное
и однородное деформированное состояние.

Важно отметить, что удивительно простая формула (2.7) хорошо согласуется с экс-
периментом. При использовании “самосогласованной схемы” Кренера, модуль сдви-
га находится из кубического уравнения [11]

(2.8)
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В работе [9] проводилось сопоставление значений модулей сдвига, полученных в рам-
ках модели Кренера (2.8) ( ) и Марина (2.7) ( ). В результате было установлено
следующее фундаментальное неравенство

(2.9)
Хотя для определения параметра  в модель Кренера используется решение задачи о
включении, полученной Эшелби (1957), а в модели Марина – принцип экстремума
несоответствия мер (1.7), тем не менее в некоторых случаях удается установить каче-
ственные соотношения. Сравнение теоретических и экспериментальных значенй 
и  для 23 поликристаллических материалов с кубической решеткой проведенное в
[9], показало, что исследуемые модели хорошо согласуются с экспериментальными
данными, при этом  ближе к , чем .

В рамках исследованной модели, удается описать явления, которые не охватывают-
ся многоэлементными моделями основанные на линейных уравнениях связи макро- и
микросостояний и в обратимой области деформирования; в частности, эффекты, ко-
торые обычно объединяют общим термином “внутреннее трение”. Подобные эффек-
ты обусловлены разнообразными процессами тепловой диссипации энергии, связан-
ных с большими флуктуациями объемных деформаций на микроскопическом уровне.

Флуктуации объемных напряжений и деформаций, возникающих в представитель-
ном объеме поликристалла, определяются на основе (1.5), (1.6), (2.6), (2.7)

(2.10)

Из (2.10) следует, что флуктуации объемных напряжений в кристаллах определяются
только с точностью до знака. Согласно (2.10) неоднородное поле изменения формы
материальных частиц всегда порождает неоднородное поле объемных деформаций

(2.11)

Следует отметить, что в линейном приближении для флуктуаций шаровых величин
применяется соотношение , которое согласуется с физическим со-
отношением (2.11) при условии , . Следовательно, линейные уравнения
связи микро- и макросоостояний для шаровых величин приводят к тем же следстви-
ям, как и предельные варианты – однородное напряженное состояние или однород-
ное деформированное состояние.

Компоненты девиатора тензора напряжений  определим на основе выражений
(2.2), (2.3), (2.6) и (2.7) [18]

(2.12)

(2.13)

где  – углы Эйлера (задают ориентацию кристаллической решетки относительно
глобальной системы координат),  – главные значения девиатора тензора мак-
роскопических напряжений. Для упрощения анализа главные оси тензора  выбраны
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в качестве глобальной системы координат. Из (2.12), (2.13) следует, что на  влияют толь-
ко два фактора: коэффициент анизотропии кристалла A и ориентация кристаллической
решетки – ( ). Для изотропных кристаллов , .

Для компонент девиатора тензора деформации  получаем схожие по виду соотно-
шения [19]

(2.14)

(2.15)

На основе (2.12)–(2.15) устанавливаем закономерность изменения компонент девиа-
торов тензоров напряжений и деформации в зависимости от коэффициента/фактора
анизотропии  и ориентации кристаллографической системы кристалла .
В практических и теоретических приложениях наибольший интерес представляют ис-
следования закономерностей изменения инвариантных величин: модули девиаторов

тензоров напряжений , деформации , объемные
напряжения  и деформации . Из анализа выражения для модуля девиатора тензо-
ра напряжений/деформаций

(2.16)

с учетом равенств  выявлены следующие свойства. Среди множества
ориентаций систем координат существуют и системы, в которых

(2.17)

(2.18)

Из системы (2.17) находим направления систем координат , в ко-
торых диагональные компоненты девиатора тензора напряжений равны нулю, а из
(2.18) – направления систем координат , в которых недиагональ-
ные компоненты девиатора тензора напряжений равны нулю. Следовательно, наряду с
главной системой координат, в которой модуль девиатора тензора напряжений выража-
ется только через диагональные компоненты, существует и система координат, в кото-
рой модуль девиатора выражается только через недиагональные компоненты.

Влияние вида девиатора тензора напряжения на решениях систем (2.17) и (2.18)
можно выразить через параметр

(2.19)

Индексы при координатах  выбираются в соответствии с неравенством (2.19). В этом
случае система (2.17) принимает следующий вид
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(2.20)

Отметим, что между введенным параметром k и параметром  характеризующим от-
ношение инвариантов девиатора тензора напряжений существует однозначная связь

Решения системы (2.20) получаются в виде зависимостей , ϕ = ϕ(k),
в частности:

(2.21)

(2.22)

На основе (2.21) или (2.22) определяется положение системы координат относи-
тельно главной системы, в которой диагональные компоненты девиатора аннулиру-
ются. Недиагональные компоненты в системе координат (2.21) принимают значения

(2.23)

а в системе (2.22)

(2.24)

Таким образом, между компонентами девиатора любого симметричного тензора в си-
стемах координат с нулевыми диагональными компонентами и нулевыми недиаго-
нальными компонентами существуют простые зависимости. Отметим, что системы
координат (2.21) и (2.22) эквиваленты, поэтому в исследованиях следует пользоваться
только одной из них.

Учитывая в (2.21), (2.22) область изменения параметра k ( ), установим
влияние вида девиатора тензора напряжений на пределы изменения ориентаций си-
стем координат, в которых диагональные компоненты девиатора (любого симметрич-
ного тензора) равны нулю:

Факт существования не только системы координат, в которой недиагональные
компоненты девиатора равны нулю, но и системы в которой диагональные компонен-
ты аннулируются, позволяет сформулировать на основе выражений (2.12), (2.14),
(2.21)–(2.24) теоремы:

Теорема 1. Крайние относительные значения модулей девиаторов тензоров напряже-
ний  и деформаций  во множестве зерен, входящих в представительном
объеме поликристалла с кубической решеткой, инвариантны относительно внешних
условий обратимого воздействия и зависят только от фактора анизотропии кристалла
A в виде зависимостей:
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(2.25)

(2.26)

Теорема 2. Вид девиатора тензора напряжений/деформаций в кристаллах с экстре-
мальными значениями модулей девиаторов тензоров напряжений/деформаций сов-
падает с макроскопическим видом, т.е.:

Сформулированные теоремы справедливы для любых процессов обратимого де-
формирования однофазных поликристаллических материалов с кубической решет-
кой. Отметим, что при коэффициенте анизотропии  в зернах, у которых кристал-
лографические системы координат параллельны с глобальной системой координат,
модуль девиатора тензора напряжений принимает наименьшее значение, а в зернах, у
которых ориентация кристаллографических осей определяется соотношением (2.21) –
наибольшее значение. Таким образом, модули девиаторов тензоров напряжений и де-
формаций в зависимости от ориентации кристаллографической системы координат
изменяются в пределах

(2.27)

если коэффициент анизотропии , и

(2.28)

если коэффициент анизотропии A > 1.
Численный анализ проведем для меди [20]: ,  × 104,  ×

× 104,  × 104 МПа. На рис. 1, для , представлена зависимость
, ψ, 0.5) при макроскопическом растяжении: , ,

 MPa. Горизонтальные плоскости устанавливают верхний и нижний пределы
изменения модуля девиатора напряжений во множестве кристаллов согласно нера-
венству (2.28): .

Закономерность изменения объемных напряжений в представительном элементе
поликристалла исследовалась в [18]. Рассмотрим пределы изменения флуктуаций объ-
емных напряжений и деформаций. На основе (2.10), (2.12) получим следующее выра-

жение для флуктуаций величины 

(2.29)

Подставляя (2.29) в (2.10) и применяя к полученному выражению сформулированную
теорему, установим пределы изменения объемных напряжений и деформаций

(2.30)
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(2.31)

(2.32)

Основная сложность при исследовании флуктуаций объемных напряжений и дефор-
маций связана с определением знака в полученных соотношениях. Заслуживает вни-
мания вариант ( )

(2.33)

если коэффициент анизотропии , и

(2.34)

если коэффициент анизотропии . Отметим, что выражения (2.27), (2.28), (2.33) и
(2.34) справедливы для любого напряженного состояния. Переход в (2.33) и (2.34) от напря-
жений к деформациям можно осуществить, используя соотношения: .
Для меди  из (2.33) с учетом (2.13), (2.32) установим следующие пределы из-
менения объемных напряжений в зернах поликристалла

(2.35)
Согласно (2.35), при испытании на сдвиг/кручение образцов из меди, в некоторых

зернах возникают объемные напряжения, которые достигают значения 
от касательных напряжений . Этот эффект значительно меньше для материа-
лов с небольшим коэффициентом анизотропии. В частности, для алюминия [20]:

,  × 104,  × 104,  × 104 MPa, на основе (2.31),
(2.32) установим следующее неравенство

(2.36)
Сравнивая (2.35) с (2.36) обнаружим, что флуктуации объемных напряжений в поли-
кристаллах из алюминия в 5.82 раза меньше чем в поликристаллах из меди.

3. Определяющие уравнения модели при необратимом деформировании. Большинство
теорий применяемых для описания поведения поликристаллических материалов в не-
обратимой области деформирования базируются на допущении об упругой изотропии
кристаллов. Согласно принятому определению, подэлемент отождествляется не с
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Рис. 1. Зависимость локального модуля девиатора напряжений от ориентации кристаллографической си-
стемы координат при растяжении.
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кристаллом, а со множеством материальных частиц внутри представительного объе-
ма, имеющих одинаковый тензор необратимой деформации. В силу того, что частицы
одного и того же подэлемента могут иметь различные ориентации и положения в про-
странстве конгломерата, возникает состояние, по характеру подобное макросостоя-
нию в квазиизотропном теле. Акты деформации в отдельных частицах подэлемента
навязаны им механическим состоянием в представительном объеме и вследствие это-
го происходит частичная потеря индивидуальности данной материальной частицы.
Подобная схема разделения макро- и микрообластей согласуется с принципом соот-
ветствия и положения термодинамики необратимых процессов согласно которой су-
ществует локальная энтропия с такой же функциональной зависимостью от термоди-
намических параметров, как у глобальной энтропии. Из данного определения поня-
тия подэлемента следуют более комплексные взаимодействия материальных частиц в
представительном объеме, чем взаимодействие включения с матрицей. Допущение об
упругой изотропии подэлемента не столь грубо как допущение об упругой изотропии
кристалла. При нагружении в необратимой области компоненты девиаторов тензоров
деформаций подэлементов  и элементa тела  представляются в виде суммы обра-
тимых  и необратимых компонент – 

(3.1)

Хотя в опытах можно измерять только общую деформацию, ее разделение на две состав-
ляющие не противоречит постулату макроскопической определенности А.А. Ильюшина
[21] и концепции построения теории, на величинах, поддающихся наблюдению. В ра-
боте [14] показано, что в построенной на основе модели системе макроскопических
уравнений фигурирует только общая деформация. При этом, в [8–10, 14–16] устанав-
ливается локальная связь не между напряжениями и необратимыми деформациями, а
между упругими и необратимыми деформациями. Согласно закону центрального
приращения предложенного в [16], предельные упругие деформации подэлементов
можно представить в виде суммы двух независимых частей

(3.2)

Здесь  – компоненты девиатора предельных упругих деформаций подэлементов в
структурно стабильном состоянии;  – приращение компонент девиатора предель-
ных упругих деформаций подэлементов в результате изменения структуры при необрати-
мом деформировании. Величины  отражают термовязкопластические свойства подэле-
мента без учета изменения структуры материала, а  – в результате ее изменения.

Переход подэлементов в отожженном состоянии материала  из обратимого со-

стояния в необратимое, определяется критерием:  , откуда видно,
что  является исходным пределом упругости подэлемента, который предполагается зави-
сящим от температуры  и осредненной скорости необратимых деформаций γ

(3.3)

где точкой сверху обозначена производная по времени необратимой деформации,  –
текущий вес необратимо деформируемых подэлементов. Тогда

(3.4)

Согласно принципам соответствия, осредненных связей и условию единственности
решения задачи представления реального материала в модели, локальные пределы
упругости предполагаются зависящими не от локальных значений параметров состоя-
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ния, а от осредненных. Здесь в качестве параметра, определяющего принадлежность
предела текучести к определенному подэлементу, выбирается вес подэлементов в мо-
мент его перехода из обратимого состояния в необратимое при первоначальном на-
гружении.

Упрочнение  подэлемента складывается из изотропной части  и кинематическо-
го упрочнения 

 

где  – коэффициент изотропного упрочнения,  – кинематическое упрочнение.
Как отмечалось, подэлементы в конгломерате деформируются согласованным об-

разом. Явление самосогласования при сложном нагружении представляется в виде
двух соотношений [22]:

– условия работы подэлементов за пределами упругости (условие текучести)

– закона об общей направленности процессов необратимого течения в подэлементах:

Необходимость видоизменения условия текучести и формулировка закона об общей
направленности процессов необратимого течения в подэлементах, связаны с резуль-
татами опытов на циклическое нагружение по криволинейным траекториям дефор-
мирования. В работе [23] установлено, что упрочнение при циклическом сложном на-
гружении больше (а не меньше, как предсказывают модели основанные на концепции
поверхности текучести), чем по прямолинейным траекториям [23]. Оказалось, что для
описания эффекта более интенсивного упрочнения по криволинейным траекториям
деформирования, чем по прямолинейным не требуется проведения опытов при слож-
ном нагружении, достаточно видоизменить условие текучести и учитывать эффект на-
правленности процессов необратимого течения в подэлементах.

В рамках допущения об упругой изотропии подэлементов, уравнения связей (1.6)
для однофазных поликристаллов можно представить в виде

(3.5)

Идентификация модели проводится на основе опытов при пропорциональном нагру-
жении

При этом виде нагружения, уравнения связей микро- и макросостояний (3.5) приво-
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одинаковое для всего множества подэлементов. В подэлементах с ,  и
из (3.6), (3.7) определим значение предела текучести  в граничащем подэлементе

(3.8)
На основе (3.6)–(3.8) получим следующие формулы для модулей обратимых и необра-
тимых деформаций

(3.9)

Отметим, что в многоэлементных моделях осреднение производится не по объему, а
по множеству реализаций, т.е. считается правомерным пользование эргодической ги-
потезой.

Принимая  за единственный случайный параметр задачи, в этом случае имеем

(3.10)

где  – интегральная функция распределения начальных предельных упругих де-
формаций, τmax,  – наибольший и наименьший пределы упругости подэлементов.

Подставляя (3.9) в (3.10) и интегрируя полученное выражение по параметру разбро-
са τ, найдем

(3.11)

Задача представления реального материала в модели решена в работах [14, 16]. Ос-
новные результаты (в предположении ) сводятся к установлению следую-
щих зависимостей

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Здесь  – текущий вес необратимо деформированных подэлементов;  – мик-
роскопический предел упругости (совпадает с минимальным пределом упругости в
системе подэлементов). Функция  определяется на основе диаграмм
деформирования  материала, полученных при различных посто-
янных значениях параметров состояния . Оказалось, что в опытах на пропорцио-
нальное нагружение трубчатых образцов растягивающей силой и внутренним давлением
при различных фиксированных значениях температуры и скорости продольной дефор-
мации (перемещения захвата) , осредненная скорость необратимой деформа-
ции (3.3) не меняется в процессе нагружения – . При этом ориентация прямо-
линейной траектории нагружения в координатах осевого  и окружного  напряже-
ний и значение параметра состояния  определяются выражениями:

(3.15)
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где K – объемный модуль упругости, , a – коэффициент индивидуально-
го упрочнения подэлементов (на стадии множественного скольжения ).

Следовательно, для определения ориентации траектории нагружения в простран-
стве осевых и окружных напряжений и значения осредненной скорости необратимых
деформаций подэлементов, достаточно знать объемный модуль упругости K, модуль
сдвига G, коэффициент индивидуального упрочнения подэлементов a и параметра
кинематической схемы взаимодействия между подэлементами B (соотношения (1.6),
(3.5)).

Параметр  определяется на основе принципа экстремума несоответствия мер
(1.7), который с учетом (3.5) принимает вид

(3.16)

Если предположить, что в процессе необратимого деформирования параметр
, то из (3.16) с учетом (3.9) получим соотношение

(3.17)

Из условия экстремума (3.17) следует формула полученная в [8]

(3.18)

Согласно (2.6) и (2.7) для изотропных кристаллов ( ) в упругую область дефор-
мирования . Так как коэффициент , то из (3.18) следует что в необра-
тимой области деформирования параметр . Таким образом в предельном случае

 результаты, полученные на основе формул (2.6), (2.7) и (3.18) совпадают. Хотя
многие многоэлементные модели базируются на уравнении связи  (однородное
деформированное состояние) из приведенных результатов вытекает, что вариант b = 1
соответствует верхней оценке изменения параметра  и при учете упругой анизотро-
пии. В случае поликристаллов с кубической решеткой из (2.6), (2.7) следует

 при любом значении коэффициента анизотропии
.

Найденные параметры  и функция  полностью характеризуют поведе-
ние модели на линейном участке упрочнения подэлементов. На основе (3.14) и (3.18)
описываются термовязкоупругопластические процессы деформирования элемента
тела если задана история изменения напряжений и температур. Перейдя в (3.14) от
упругой деформации к напряжению σ, после несложных преобразований получим

(3.19)

Следовательно, если законы изменения модуля девиатора тензора напряжений и тем-
пературы известны, то интегрируя нелинейное дифференциальное уравнение первого
порядка (3.19) при указанном начальном условии, найдем историю изменения пара-
метра состояния . Затем по формуле

(3.20)

определим модуль девиатора тензора деформации , а из равенства  –
его компоненты. Соотношения (3.19), (3.20) описывают процессы необратимого де-
формирования, когда внешнее воздействие приводит к активному нагружению во
всем подмножестве необратимо деформированных подэлементов. Это условие выпол-
няется, когда [14]
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если пределы упругости подэлементов растут в данном процессе, и

когда уменьшаются. Когда в данном процессе влиянием реологических эффектов
можно пренебречь эти неравенства определяют условия неизотермического нагруже-
ния по термомеханической поверхности – , полученные при
различных постоянных температурах. Определяющие уравнения для более сложных
условий внешнего воздействия приводятся в [14].

В методологическом плане важно обратить внимание на следующий аспект. Из
(3.19) следует, что осредненная скорость необратимой деформации (3.3) в момент на-
ступления микротекучести пропорциональна обшей скорости деформации . Ко-
эффициент пропорциональности  зависит от параметра взаимодействия
между подэлементами  и коэффициента упрочнения . Согласно (3.6) для всех воз-
можных схем взаимодействия между подэлементами , поэтому коэффициент
P изменяется в пределах . Следовательно, значение P найденное на
основе принципа экстремума несоответствия мер (3.18) соответствует среднему гео-
метрическому значению предельных вариантов. Подобное следствие принципа обна-
руживали и при определении макроскопических констант упругости (формула (2.7)).

Хотя соотношение (1.5) было установлено еще в работе [9] детальный анализ зако-
номерностей изменения объемных напряжений и деформаций не проводился. Иссле-
дования ограничивались изучением определяющих уравнений без учета процессов
связанных с разрушением. При переходе к вопросам связанных с разрушением посту-
лат об ортогональности тензоров флуктуаций напряжений и деформаций играет важ-
нейшую роль. Рассмотрим выражение (1.5) для однофазных поликристаллов

(3.21)

где через  обозначены необратимые изменения объемов в подэлементах и эле-
менте тела соответственно. В первом приближении примем что необратимое измене-
ние объема в данном подэлементе пропорционально длине траектории необратимой
деформации  , k0 – коэффициент, характеризующий влияние
дефектов структуры, возникающих в процессе необратимого деформирования, на не-
обратимое изменение объема, одинаковый для всех подэлементов [24]. При пропор-
циональном нагружении

Подставляя эти значения в (3.21) и учитывая в полученном равенстве соотношение
(3.6), найдем

(3.22)

Из (3.22) следуют два допустимых с физической точки зрения решения

(3.23)

(3.24)

где ν – коэффициент Пуассона. Выбор знака в (3.24) имеет принципиальное значе-
ние. При знаке “+” подэлементы с малыми значениями пределов текучести необрати-
мо деформируются в условиях действия высоких растягивающих объемных напряже-
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ний, а подэлементы с большими значениями пределов текучести подвергаются дей-
ствиям сжимающих объемных напряжений. При отрицательном знаке в (3.24)
наблюдается обратная картина.

Отметим, что постулат об ортогональности тензоров флуктуаций напряжений и де-
формаций (1.5) соответствует условию равенства как механической работы системы
подэлементов и элемента тела

(3.25)

так и дополнительных работ

(3.26)

Согласно (3.25) макроскопическая работа деформирования представительного объема
равна сумме работ деформирования подэлементов, а из (3.26) следует – макроскопи-
ческая дополнительная работа равна сумме дополнительных работ подэлементов. Ес-
ли считать, что упрочнение вызывается внутренними упругими силами, сопротивля-
ющимися необратимой деформации, тогда согласно [9], дополнительная работа пред-
ставляет ту часть работы деформирования, которая не рассеивается в виде тепла.
В этом случае и некомпенсированное тепло Q не зависит от характеристик уравнений
связи макро- и микросостояний

(3.27)

Если  выражаются непосредственно через макроскопические тензоры напряже-
ний и деформаций, тогда на основе первого и второго законов термодинамики

(3.28)

установим, что и другие термодинамические функции системы подэлементов (сво-
бодную энергию  или энтальпию ) можно выразить через
макроскопические величины: . Здесь U – плотности внутренней энергии,  –
энтропии элемента тела,  – внешний приток тепла, T – температура. Таким образом
в рассматриваемом подходе осредненные микроскопические меры фундаментальных
термодинамических величин совпадают с макроскопическими мерами. Тем самым
обеспечивается выполнение постулата: энтропия S – аддитивная функция множеств.

4. Численное термодинамическое сопоставление многоэлементных моделей основан-
ных на линейных и нелинейных уравнениях связи. Рассмотрим в качестве примера гипо-
тетический поликристаллический материал, для которого интегральная функция рас-
пределения пределов упругости задается выражением

(4.1)

(4.2)

Подставляя (4.1) с учетом (3.9) в (3.10), получим взаимосвязь  в следующем пара-
метрическом виде
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Для осредненных значений энергий изменения формы и объема получены зависимо-
сти

 (4.5)

 (4.6)

При записи (4.6) не учитывалось неупругое изменение объема. Работу деформирова-
ния представительного объема определим на основе равенства

Учитывая, что зависимость σ ~ p задана в параметрическом виде – (4.4), (4.3), величи-
ну  на основе (4.3) выразим через . В результате получим

(4.7)

Для  должно выполняться следующее соотношение

(4.8)

Рассмотрим выполнимость условия равенства работ системы подэлементов и эле-
мента тела (4.8), для линейных и нелинейных уравнений связи локальных и макроско-
пических состояний. Численные исследования проведем при чистом макроскопиче-
ском сдвиге для материала со следующими механическими характеристиками:

, ,  × 104,  × 105 MPа, . Проана-
лизируем соотношение

(4.9)

Величины  для линейных уравнений связи обозначим через  и
; для нелинейных уравнений . Отметим, что в случае линей-

ных уравнений связи: , осредненная энергия изменения объема вычис-
ляется по формуле

Результаты расчетов  и  для двух видов напряженных состояний  1
представлены на рис. 2. Из представленных на рис. 2 диаграмм видно, что ,
принимает наибольшее отклонение при чистом сдвиге. При этом, более детальные
численные исследования показывают, что наибольшее отклонение увеличивается с
уменьшением числовых значений параметров – . Для принятых значений меха-
нических характеристик материала  при необратимой деформации

. Следовательно, для моделей, основанных на линейных
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уравнениях, обнаруживаются существенные отклонения от условия равенства меха-
нических работ системы подэлементов и элемента тела.

Важной энергетической характеристикой при деформации металлов является
скрытая энергия, которая остается в материале после разгрузки. Скрытая энергия 
связана с микронапряжениями и дефектами кристаллической решетки (дислокация-
ми, вакансиями, границами двойников и др.), возникающими в процессе необрати-
мого деформирования. Если предполагать, что затраченная энергия на упрочнение
подэлементов не рассеивается, тогда из модели следует: скрытая энергия деформиро-
вания равна дополнительной работе (3.19) с вычетом потенциальной энергии, возвра-
щаемая при разгрузке

(4.10)

Учитывая (4.3), (4.4) в (4.10) при допущении об упругом изменении объема ( )
получим

(4.11)

В рамках этого предположения рассеянная часть энергии деформирования вычисля-
ется на основе выражения (3.20), которое при упругом изменении объема может быть
представлено в виде

(4.12)

Формулы для расчета скрытой (4.11) и рассеянной части (4.12) энергий деформирова-
ния следует рассматривать как предельные (наибольшее и наименьшие значения со-
ответственно), так как они базируются на допущении, что упрочнение есть эффект
обратимый, т.е. дополнительная работа подэлемента  не рассеивается в процессе
упрочнения (модель упрочнения А.Ю. Ишлинского). Вероятно, часть дополнитель-
ной работы каждого подэлемента –   рассеивается в процессе
упрочнения. Исходя из подобного предположения, в выражение (4.12) следует доба-
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Рис. 2. Относительное отклонение работы деформирования системы подэлементов от работы элемента тела.
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вить слагаемое  (в линейном приближении – ). Тогда с учетом
(3.9) формулы для скрытой (4.11) и рассеянной (4.12) энергий деформирования при-
мут вид

(4.13)

(4.14)

На рис. 3 представлены результаты численных исследований зависимости  ~
~ p(τ'),

при чистом макроскопическом сдвиге. Расчеты проводились при следующих значени-
ях механических характеристик: , ,  × 104 МPа, ,
для трех значений коэффициента ; параметр  определялся по формуле
(3.27). На рис. 3 приняты обозначения: , ,  = u(τ', 0).
Из представленных на рис. 3 диаграмм видно, что значение коэффициента r оказывает су-
щественное влияние на величину скрытой энергии деформирования. С ростом необрати-
мой деформаци разность между предельными значениями  уве-
личивается.

5. Критерий разрушения. Из опыта известно, что способность материала к необрати-
мой деформации существенно зависит от условий нагружения, определяемых видом
напряженного состояния, температурой, скоростью деформирования и другими фак-
торами. Наступление предельного состояния обусловлено способностью материала
оказывать сопротивление касательным и нормальным напряжениям и, следователь-
но, определяется двумя причинами: возникновением трещин (некоторой функцией
модуля девиатора тензора напряжений) и их распространением (максимальным нор-
мальным растягивающим напряжением). Теория максимальных нормальных напря-
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Рис. 3. Зависимость удельной скрытой энергии от необратимой деформации, для трех значений параметра r.
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жений, ведущая свое начало от Г. Галилея, формально была обоснована в работах
Г. Ламе, А. Клебша, а позднее В. Ренкина, но из-за слабой согласованности с опытом
не получила широкого распространения. Однако картина существенно меняется при
ее применении в рамках исследуемой модели. Из модели вытекает что в системе под-
элементов, даже при чистом макроскопическом сжатии, существуют подэлементы, в
которых главное нормальное напряжение  не просто положительно , но по аб-
солютному значению больше действующего макроскопического напряжения. Более
того, в части подэлементов меняется знак напряжения  в условиях монотонного
внешнего воздействия, т. е. наблюдается циклическое нагружение.

Рассмотрим общее выражение для объемной деформации подэлемента. Соотноше-
ние (3.23) с учетом (3.24) и обозначения (4.6) и предположения об упругом изменении

объема при пропорциональном нагружении ( ) можно представить в виде

(5.1)

С учетом (3.6) флуктуации объемных напряжений можно выразить и через флуктуа-
ции необратимых деформаций

(5.2)

Из (5.2) следует, что объемное напряжение в упруго деформированных подэлементах
 линейно зависят от макроскопической необратимой деформации

. Коэффициент пропорциональности  аннулируется в пре-
дельных вариантах m = 1 (однородное деформированное состояние), m = 0 (однород-
ное напряженное состояние) и принимает наибольшее значение при m = 0.5. Как сле-
дует из соотношений (2.6), (2.7) и (3.18) значение m = 0.5 соответствует чисто упругому
поведению изотропного тела. Если параметр m определяется по формуле (3.18), тогда
коэффициент пропорциональности в (5.2) примерно в три раза меньше, чем возмож-
ное максимальное значение.

Для упрощения записей аргументы, которые не меняются в процессе нагружения,
не будут указаны. Тогда, зависимость (4.4) –  можно представить в ви-
де функции одной переменной . Модули девиаторов напряжений подэлемен-
тов  определяются на основе формулы (3.9). Главные значения  в подэлеметах
можно выразить через модули  и параметром k

(5.3)

Отметим, что виды девиаторов в подэлементах и элементе тела совпадают, поэтому
параметр  принимает одинаковые значения для всего множества подэлементов и вы-
ражается через макроскопические величины. На основе (5.1)–(5.3) составим общее
выражение для максимальных нормальных напряжений  в системе подэлементов

(5.4)

С помощью простой формулы (5.4) удается описать сложную картину изменений
главных напряжений  в системе подэлементов при произвольном напряженном со-
стоянии (пропорциональное нагружение), характеризуемом параметрами  и

. Проанализируем закономерность изменения максимального напряжения 
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в системе подэлементов при макроскопическом растяжении и сжатии. При растяже-
нии ,  формула (5.4) принимает вид

(5.5)

а при сжатии: , 

(5.6)

На основе (5.5), (5.6) проводились детальные численные исследования закономер-
ностей изменения главных напряжений  вомножестве подэлементов в зависимости
от величины накопленной необратимой деформации при растяжении и сжатии. Рас-
четы проводились для двух корней уравнения (3.22). В качестве примера на рис. 4 при-
ведены предельные диаграммы изменения  при одноосном растяжении и сжатии.
Сплошные диаграммы соответствуют опыту на растяжение, а прерывистые кривые –
на сжатие. При M > 0 наибольшее значение  возникает в граничащем подэлементе

 (разделяющий текущую зону необратимо деформированных подэлементов от
обратимой зоны). Если в качестве решения уравнения (3.22) принимается отрицатель-
ный корень M < 0, тогда из анализа модели следует, что наибольшее значение  возникает
в подэлементе с наименьшим пределом упругости . Для сокращения надписей на
рис. 4 приняты обозначения: , , ,

. Данные свойства проявляются при любом виде напряженного со-
стояния. Из представленных на рис. 4 диаграмм видно, что в случае когда M < 0 
возрастает с увеличением степени деформации вначале интенсивно, а затем замедля-
ется, стремясь к насыщению. В подэлементах с  напряжение  уменьшается до
момента наступления текучести, а затем растет. В случае M > 0,  из (5.6) и (3.6)
следует линейная зависимость  ~ p. В каждом подэлементе наибольшее нор-
мальное напряжение возникает в момент наступления текучести, затем наблюдается
уменьшение  с ростом необратимой деформации. Таким образом, в момент на-
ступления текучести напряжение  в подэлементе принимает наименьшее значение
если M < 0 и наибольшее при M > 0. В этом заключаются качественные различия вза-
имодействия между подэлементами с M < 0 от взаимодействия с M > 0. Если в каче-
стве локального критерия прочности принимается критерий наибольшего нормаль-
ного напряжения, при M > 0 опасность разрушения подэлемента минуется после его
перехода из обратимого в необратимое состояние. В этом варианте разрушение в под-
элементах происходит до наступления текучести. Если предполагать, что пределы
прочности одинаковы для всего множества подэлементов, тогда предельное состоя-
ние достигается не в одном подэлементе, а в конечном числе подэлементов, вес кото-
рых определяется из (4.1). В этом случае, в зависимости от значения , при котором
достигается предельное состояние, в обратимо деформированных подэлементах воз-
можно как внезапное разрушение, так и различные варианты смешанного хрупкого и
пластического разрушения. Другая картина наблюдается при . Напряжение  в
подэлементе увеличивается с ростом необратимой деформации. Причем наибольшее
значение напряжения  всегда возникает в подэлементе с наименьшим пределом те-
кучести. При  разрушение развивается во времени как процесс последователь-
ного разрушения подэлементов (с бесконечно малым весом), накопления веса разру-
шенных подэлементов (накопления микротрещин), слияния микротрещин, который
завершается образованием макротрещины.
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Таким образом факт существования двух физически правомерных корней решения
уравнения ортогональности тензоров флуктуаций напряжений и деформаций (3.22)
значительно расширяет возможности модели. При этом большое многообразие эф-
фектов необратимого деформирования и разрушения удается с единых позиций опи-
сать даже при ограничении: предел прочности одинаков для всего множества подэле-
ментов. Более реалистичен подход, в котором предполагается, что предельные значе-
ния  в подэлементах зависят от пределов текучести. В линейном приближении
условие прочности можно представить в виде

(5.7)

где  и  константы одинаковые для всех подэлементов.
Отметим, что широкое многообразие эффектов и явлений поведения реальных ма-

териалов наблюдаемых в области необратимых деформаций и разрушения описывает-
ся с помощью минимального количества механических характеристик: коэффициента
упрочнения a, микроскопического пределом текучести , параметром ин-
тегральной функции распределения предела текучести , и двух констант c,
n, фигурирующих в критерии прочности подэлементов (5.7). Все эти характеристики
могут быть расшифрованы на основе диаграмм деформирования, полученных в опы-
тах на пропорциональное нагружение трубчатых образцов растягивающей силой и
внутренним давлением при различных фиксированных значениях температуры и ско-
рости продольной деформации (перемещения захвата) . В этих опытах
осредненная скорость необратимой деформации (3.3) не меняется в процессе нагру-
жения – . При этом ориентация прямолинейной траектории нагружения в
координатах осевого  и окружного  напряжений и значение параметр состояния 
определяются выражениями (3.15). Если влияние реологических эффектов в исследуе-
мом процессе можно пренебречь, тогда неизвестные параметры можно найти на осно-
ве изотермических диаграмм деформирования в опытах на растяжение или сжатие.

Следует обратить внимание на очень важный эффект, который не охвачен в рамках
других теорий: циклическое нагружение происходящее в части подэлементов при мо-
нотонном растяжении или сжатии. Данный эффект вытекает из анализа (5.5), (5.6). На
рис. 5 представлены диаграммы изменения   при растяжении (прерывистые кривые)
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Рис. 4. Зависимость предельных значений напряжения  от необратимой деформации в опытах на растяже-
ние и сжатие.
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и сжатия (сплошные кривые) для четырех подэлементов. Диаграммы изменения  при
растяжении обозначены через  при  и через  при

 ( , ) а при сжатии – через  для ;
 –  ( , ). На основе представленных на рис. 5

диаграмм нагружения можно оценить степень сложности взаимодействий подэлемен-
тов в представительном объеме. При этом глубина проникновения в эту сложную кар-
тину взаимодействий идет рядом с простотой принципов необходимых для их описа-
ния

Согласно рис.4 на начальном этапе наступления текучести наблюдается более
быстрый рост  при  чем в случае . Однако с ростом необратимой де-
формации наблюдается обратная картина изменения . Смена преобладания

 от подэлемента  к подэлементу  порождает важные следствия. На
рис.6 представлены диаграммы деформирования при растяжении и сжатии для мате-
риала со следующими механическими характеристиками: , , G =
= 8.11 × 104,  × 105 MPa, . Диаграммы построены в коорди-
натах  и 

Точками на рис. 6 отмечены состояния для двух значений  = 1000 и 1500 МPа.
Квадратиками отмечены состояния, соответствующие корню  , а кружоч-
ками – корню  , как при растяжении так и сжатии. В обоих вариантах
(  и ) смещение точки определяющей состояние с заданным значением

 (увеличивается с ростом p), от начала координат, больше при сжатии чем при
растяжении. Однако наблюдаются существенные различия. В случае  заданное
значение  при растяжении достигается раньше, чем в случае . Подобная
закономерность отсутствует в опытах на сжатие. Из рис. 6 видно, что состояние

 достигается раньше, как при растяжении, так и сжатии, чем в случае
. Другая картина наблюдается при . При растяжении состояние

 достигается раньше если  и позже при сжатии, чем в случае .

1t
= 11(τ ') (τ ' ,τ )t tr Μ > 0 = 44(τ ') '(τ ' ,τ )t tr

Μ < 0 =1 0τ 2.2τ =4 0τ 4τ = 22(τ ') (τ ' ,τ )t tc Μ > 0
= 33(τ ') '(τ ' ,τ )t tc Μ < 0 =2 0τ 2.8τ =3 0τ 2.9τ

1max t Μ < 0 Μ > 0
1max t

1max t = 0τ τ =τ τ'

= 1000k =0τ 0.001
= σ ε =0 0/ 4.69K = 0.001a

= zzt t = zzd d

( )= = + + ( )3 2 1 1( ) σ( ), ( )
2 3 3

t pt p p d p p
G K

1max t
Μ > 0 ( , )' 'i it d

Μ < 0 ( , )'' ''i it d
Μ > 0 Μ < 0

1max t
Μ < 0

1max t Μ > 0

=1max 1000t
Μ < 0 =1max 1500t

=1max 1500t Μ < 0 Μ > 0

Рис. 5. Эффект циклического нагружения, происходящий в части подэлементов при монотонном растяже-
нии/сжатии.
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Если модуль девиатора необратимых деформаций достигает значения , то
 МPа. Установленные закономерности показывают, что вариант 

характеризует вязкое разрушение, а вариант  – смешаный тип разрушения.
В зависимости от значений пределов упругости материальных частиц один и тот же
металл может быть хрупким или пластичным. Из опыта известно, что хрупкое разру-
шение возникнет в случае резкого увеличения предела упругости при понижении тем-
пературы (в этом же направлении действует и увеличение скорости нагружения). При
этом, для резкого изменения пластичности не требуется заметных изменений каких-
либо иных физических свойств материала.

Заключение. Показано, что крайние относительные значения модулей девиаторов
тензоров напряжений и деформаций во множестве зерен, входящих в представитель-
ном объеме поликристалла с кубической решеткой, инварианты относительно внеш-
них условий обратимого воздействия и зависят только от фактора анизотропии кри-
сталла.

Установлено: вид девиатора тензора напряженний/деформаций в кристаллах с экс-
тремальными значениями модулей девиаторов тензоров напряжений/деформаций
совпадает с макроскопическим видом девиатора напряженний/деформаций.

Исследованы закономерности изменения объемных напряжений в представитель-
ном элементе поликристалла. Установлены пределы изменения флуктуаций объем-
ных напряжений и деформаций в поликристаллах с кубической решеткой.

Исследованы общие закономерности изменения предельных значений модулей де-
виаторов тензоров напряжений и объемных напряжений в системе подэлементов в
необратимую область деформирования.

Получена формула для расчета наибольшего нормального напряжения возникаю-
щего в системе подэлементов при произвольном виде напряженного состояния на
макроскопическом уровне. Проанализированы количественные и качественные раз-
личия закономерностей изменения наибольшего нормального напряжения для двух,
физически допустимых, корней уравнения ортогональности флуктуации тензоров на-
пряжений и деформаций.

Проведены детальные численные исследования закономерностей изменения рас-
тягивающих напряжений во множестве подэлементов в зависимости от величины на-
копленной необратимой деформации. Установлено, что в зависимости от знака корня
возможны два варианта: наибольшее растягивающее напряжение возникает в грани-
чащем подэлементе, разделяющем текущую зону необратимо деформированных под-

~ 0.2p
1max ~ 6000t Μ < 0

Μ > 0

Рис. 6. Состояния с одинаковыми значениями наибольшего растягивающего напряжения при растяжении
и сжатии.
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элементов от обратимой зоны ( ) или в подэлементе с наименьшим пределом
упругости ( ). Показано, что в случае  в каждом подэлементе наибольшее
нормальное напряжение возникает в момент наступления текучести, затем наблюда-
ется уменьшение с ростом необратимой деформации. В данном варианте опасность
разрушения подэлемента уменьшается после наступления текучести. В зависимости
от прочностных характеристик подэлементов при  возможны все варианты раз-
рушения. Если  возможно только вязкое разрушение.

Установлен эффект циклического изменения наибольшего нормального напряже-
ния в части подэлементов при монотонном макроскопическом нагружении. При этом
смена знака нормального напряжения в подэлементе в процессе монотонного внеш-
него воздействия обнаруживается для обоих вариантов корня уравнения ортогональ-
ности.
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Рассматривается движение тяжелой бусинки, нанизанной на шероховатую спицу,
равномерно вращающуюся вокруг вертикальной оси. В предположении о том, что
спица и ось вращения скрещиваются, изучаются существование множеств неизоли-
рованных относительных равновесий бусинки и их зависимость от параметров. За-
дача представляет собой естественное обобщение хорошо известной задачи Зоммер-
фельда, в рамках которой предполагается, что спица и ось вращения пересекаются.
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1. Постановка задачи. Пусть шероховатая прямолинейная спица  совершает равно-
мерное вращение с постоянной угловой скоростью  вокруг вертикальной оси,
отстоящей от спицы на расстоянии a. Предположим, что на спицу нанизана тяжелая
бусинка P. Требуется найти положения равновесия бусинки относительно спицы в
предположении о том, что коэффициент сухого трения равен , где  –
угол трения. Ускорение силы тяжести считается равным g. Предполагается, что спица
образует с восходящей вертикалью угол , см. рис. 1.

2. Общие условия существования относительных равновесий. В равномерно вращаю-
щейся вместе со спицей системе отсчета бусинка будет находиться в равновесии под дей-
ствием (рис. 1) силы тяжести , центробежной силы , а также реакции связи,
состоящей из нормальной компоненты  (не изображена на рисунке) и силы трения

, где  – единичный вектор, направленный вверх вдоль спицы. Пусть масса бусин-
ки принята за единицу. Тогда, если , то условие равновесия запишется в виде

(2.1)
Согласно закону Кулона–Амонтона величины нормальной реакции и силы трения

стеснены неравенством

Домножая левую и правую части последнего неравенства на неотрицательную1 ве-
личину , получим

1 Положительную в интересующем нас случае.


ω > 0

μ α= tg ≤ α π0 < /2

≤ θ ≤ π0 /2

mg =c cmF g
N

= TT e e
+= cf g g

+ + = 0f N T

≤ ⇔ − ≤μ μ| | | | | | | | 0T N T N

+ μ| | | |T N
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Здесь и далее (·, ·) – скалярное произведение. Принимая во внимание ортогональ-
ность векторов  и , последнее из неравенств запишем в виде

(2.2)
Из уравнения (2.1) находим

и неравенство (2.2) может быть записано как

(2.3)

Далее, путем скалярного умножения левой и правой частей уравнения (2.1) на  и
дальнейших преобразований, находим величину :

Так как

то

и неравенство (2.3) приобретает вид

(2.4)
Это неравенство составляет основной предмет дальнейших исследований.
3. Зависимость относительных равновесий от параметров. Пусть  – общий пер-

пендикуляр к оси вращения и спице, причем точка O принадлежит оси вращения, а
точка  – спице. Введем вращающуюся вместе со спицей систему отсчета , ось

− μ ≤ ⇔ − μ ≤2 2 2 2| | | | 0 ( , ) ( , ) 0T N T T N N

T N

+ + − + μ ≤2( , ) (1 )( , ) 0T N T N N N

+ −=T N f

− + μ ≤2( , ) (1 )( , ) 0f f N N

e
T

+ +  −( , ) ( , ) = ( , ) = 0 = ( , )T Te f e T e f e f

− − −= = ( , )N T f e f e f

− 2( , ) = ( , ) ( , )N N f f f e

− + μ − ≤ ⇔ + μ − μ ≤2 2 2 2 2( , ) (1 )(( , ) ( , ) ) 0 (1 )( , ) ( , ) 0f f f f f e f e f f

0OP

0P 1 2 3Ox x x

Рис. 1. Механическая система: вращающаяся шероховатая спица  с нанизанной на ней бусинкой.
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 которой направлена вдоль оси вращения, ось  – вдоль общего перпендикуляра, а

ось  дополняет их до правой тройки. При этом , e = (0, sinθ, ,

. Вводя параметр , отвечающий за удаление бусинки P от точки 
на прямой, зададим ее положение вектором

Тогда  

и неравенство (2.4) сводится к неравенству

приводимому к виду

Введение безразмерной координаты   и дальнейшее отбрасывание штриха
позволяют представить это неравенство в виде

(3.1)

Решения неравенства (3.1) относительно p определяют на спице  области, заполнен-
ные относительными равновесиями (ОЗОР). Зависимость этих областей от безразмер-
ного параметра  и от углов α и θ составляет предмет дальнейших исследований.

а) Если  при , т.е. спица не вращается или пересекается с осью враще-
ния, то неравенство (3.1) записывается как

(3.2)

Неравенство выполнено при  и не выполнено в противном случае. Это
классический результат, иллюстрирующий смысл угла трения α [1] (см. также [2]).
б) Если  при , т.е. спица вертикальна, то неравенство (3.1) приводится к виду

(3.3)

которое выполнено при .

в) Если  при , то неравенство (3.1) приводится к виду

(3.4)

Тогда, так как , то и , и . Случай θ = 0 разобран выше,
поэтому решение неравенства (3.4) имеет вид
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Граничная точка , определяемая значением ,
• совпадает с точкой P0 при ,
• располагается выше точки P0 при ,

• располагается ниже точки P0 при .

г) Если , т.е. , то в левой части неравенства (3.1) стоит квад-
ратный трехчлен относительно p, дискриминант которого имеет вид

Неравенство (3.1) при этом приводится к виду

Величины  вещественны если

Если K ≥ 1, то угол θ < α, если , то используя обозначение , имеем

В этом случае относительные равновесия занимают область, отвечающую значениям
параметра

т.е. располагаются вне интервала .
При  вещественных корней нет, а с учетом , неравенство (3.1) выполне-

но при любых значениях , т.е. ОЗОР – все точки спицы.

д) При выполнении условия , т.е. , неравенство (3.1) имеет вид

Относительные равновесия занимают область, отвечающую значениям параметра

Поскольку , то  и величины  вещественны.
4. Графическое представление зависимости относительных равновесий от параметров.

Для иллюстрации различных случаев расположения ОЗОР на плоскости (θ, α) изобра-
зим три кривые. Кривая :  отделяющую область, в которой изучаемый квад-
ратный трехчлен имеет два вещественных корня, от области, в которой вещественных
корней нет. : , разделяет области, где эти корни одного или разных знаков и,
наконец, : , разделяет области, где ветви изображающей трехчлен параболы
направлены вниз или вверх. Кривые ,  и  разбивают квадрат S = {0 ≤ θ ≤ π/2,

 на пять областей –  При этом
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Для  эти области изображены на рис. 2.
При неограниченном увеличении параметра , области ,  и  (см. рис. 2)

уменьшаются, исчезая в пределе. При этом кривая  сливается с граничным отрез-
ком α = 0, а кривая  приближается к диагонали α = θ. В предельном случае, остав-
шиеся области  и  разбивают квадрат S на равные треугольники с общим основа-
нием на диагонали квадрата S, соответствующей кривой .

При неограниченном уменьшении параметра  до нуля область  уменьшается и
сливается с граничным отрезком . При этом кривая  приближается к диаго-
нали . В пределе, при , т.е. в случае а), области , ,  и  раз-
бивают квадрат S на равные треугольники с общей вершиной и основаниями, проти-
воположными этой вершине, на сторонах квадрата S. При этих условиях неравенство
(3.2) выполнено в точках диагонали .

В случае б) неравенство (3.3) выполнено в точках отрезка θ = 0, .
В случае в) неравенство (3.4) выполнено в точках кривой .
Случаю г) отвечают области –
На рис. 3 серым закрашены области, где существуют ОЗОР. Области построены для

случае , на рисунках схематично изображена спица , что позволяет проиллю-
стрировать области ОЗОР. Пунктирной линией отмечены точки границы при  = 0,
штриховой линией отмечены точки границы при . Точки , ,
III отвечают случаям, когда . Для области  ОЗОР представляется в виде
объединения двух лучей, направленных вверх и вниз по спице, при этом начало верх-
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2
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Рис. 2. Области –  на плоскости (θ, α), отвечающие различным расположениям ОЗОР, при .
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него луча лежит выше точки , начало нижнего луча лежит ниже точки . Для обла-
сти  вся спица заполнена ОЗОР. Для области  ОЗОР опять представляется в виде
объединения двух лучей, направленных вверх и вниз по спице, но при этом начала
обоих лучей лежат ниже точки , т.е. сама точка  принадлежит ОЗОР.

Случаю д) отвечают области  и , см. рис. 3. Для области  ОЗОР представля-
ется в виде отрезка, концы которого лежат по разные стороны от точки P0, и точка P0
принадлежит ОЗОР. Для области V., ОЗОР также является отрезком, но целиком ле-
жащим выше точки P0.

5. Выводы. Рассмотренная в учебнике А. Зоммерфельда ([1], стр. 73) задача о тяже-
лой бусинке на вращающейся спице представляет собой замечательный пример си-
стемы, в которой при прохождении параметра, например, коэффициента трения, че-
рез определенное значение, множество неизолированных относительных равновесий,
заполняющее целую прямую, исчезает2. Как показало настоящее исследование, вы-
полненное в продолжение ряда исследований по существованию, устойчивости и би-
фуркациям равновесий в системах с трением (см., например, [4–13]), в рамках не-
сложного обобщения задачи А. Зоммерфельда обнаруживается достаточно богатая (с
точки зрения динамических эффектов) картина бифуркаций относительных равнове-
сий.

2 Уточнение результата А. Зоммерфельда дано в монографии [2]. В отсутствие силы тяжести явное решение
найдено П. Пенлевэ [3].

0P 0P
.II .III

0P 0P

.IV .V .IV

Рис. 3. Серым закрашена область, где существуют ОЗОР.  – спица. Параметры (θ, α) приняты следующи-
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В данной работе предлагается методика обоснованного выбора схемы закрепления,
вида опор и их жесткости для плоских балочных конструкций осесимметричного
поперечного сечения с целью обеспечения заданных значений первой частоты соб-
ственных изгибных колебаний и первой критической нагрузки с учетом действия
продольных сил и изменения температуры. Методика основана на известных поло-
жениях теории колебаний балок, теории устойчивости по Эйлеру и использует в ка-
честве критерия выбора схемы закрепления коэффициенты опор, которые предва-
рительно нормируются для достижения сопоставимых значений. Выбранная схема
обеспечивает заданное значение первой собственной частоты колебаний, величину
первой критической температуры или одновременно оба условия работоспособно-
сти. Согласно разработанной методике выполнены сравнительные расчеты плоской
стержневой конструкции методом конечных элементов, которые показали хорошую
сходимость результатов по всем контролируемым параметрам. Предложенный под-
ход может быть использован при проектировании опорного закрепления плоских
балочных конструкций различного назначения для обеспечения их динамического
поведения.
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устойчивость, коэффициент опор
DOI: 10.31857/S0572329922600529, EDN: JLKONE

Введение. Динамическое поведение балочных конструкций, во многом определяет-
ся спектром их собственных частот изгибных колебаний, в котором наиболее опасной
обычно является первая собственная частота. Изменение температуры балки приво-
дит к появлению продольных сил, которые смещают спектр собственных частот из-
гибных колебаний в сторону меньших значений, и они могут достигать опасной резо-
нансной области вплоть до потери устойчивости конструкции.

Существующие аналитические методы расчета свободных колебаний [1–17] и
устойчивости [18–22] балочных конструкций обычно ограничиваются рассмотрением
отдельных балок с уже заданными условиями закрепления и нагружения. В этом слу-
чае задача сводится к дифференциальным уравнениям в частных производных с за-
данными граничными условиями. Решение такой математической задачи хорошо из-

УДК 534.11
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вестно и сводится к поиску собственных векторов и собственных значений для неко-
торой, полученной после ряда математических преобразований, системы линейных
алгебраических уравнений. Получить решение такой задачи обычно возможно только
на основе численных методов на ЭВМ. Сложность получения решения таких задач
привела к разработке прикладных методов расчета и различных справочников по ко-
лебаниям и устойчивости, которые позволяют инженерам-проектировщикам рассчи-
тывать наиболее распространенные модели элементов конструкций при простых
условиях закреплений без необходимости составления дифференциальных уравнений
и их решения [23–27]. При этом практически вся литература по колебаниям и устой-
чивости многоопорных балок также основана на проверочном подходе с оценкой ди-
намических параметров плоских балочных конструкций с заданными опорами, без
возможности их проектного расчета и обоснования требований к закреплениям.

Однако перед инженером-проектировщиком обычно стоит именно обратная зада-
ча: для заданной протяженной конструкции необходимо определить, какие опоры, с
какой жесткостью и с каким шагом необходимо установить, чтобы получить требуе-
мые значения собственных частот колебаний и величин критических нагрузок. Для
выхода из ситуации в работе предлагается использовать готовые известные решения
задач колебаний и устойчивости в виде справочных коэффициентов опор при различ-
ных условиях закрепления многоопорной балочной конструкции.

Нормирование значений коэффициентов опор позволило получить единый крите-
рий выбора схемы расстановки опор, а аппроксимация коэффициентов квадратичны-
ми функциями позволило учесть жесткость опор. В результате, в данной работе на ос-
нове известных аналитических зависимостей теории колебаний и теории устойчиво-
сти балок предложена методика, позволяющая выполнять с достаточной для
инженерных расчетов точностью обоснованный выбор схемы закрепления плоских
многоопорных балочных конструкций, которая обеспечит требуемые значения пер-
вой частоты собственных колебаний и первой критической силы или температуры.

1. Динамическое состояние плоских балочных конструкций. Существует огромное
многообразие протяженных балочных конструкций и способов их закрепления, что
затрудняет обоснованный выбор их закреплений. В данной работе рассматриваются
балочные конструкции, состоящие из отдельных протяженных прямых и криволи-
нейных участков с осесимметричной формой поперечного сечения, лежащих в одной
плоскости. Предполагается, что все участки имеют идентичную продольную и изгиб-
ную жесткость, жесткости всех промежуточных опор равны, расстояния между ними
одинаковы, что распространено на практике, поскольку соответствует критериям ра-
циональной конструкции. Геометрия участков соответствует общим требованиям тео-
рии изгиба стержней, а в случае тонкостенного поперечного сечения толщина стенки
считается достаточной для исключения локальной потери устойчивости формы попе-
речного сечения, что выполняется при условии [28]:

(1.1)

где l – длина участка; D – наружный диаметр; t – толщина стенки.
Из всего спектра собственных частот и критических нагрузок протяженной балоч-

ной конструкции наиболее опасными обычно являются первая собственная частота
изгибных колебаний f1, и первая критическая сила Pcr1 (или температура ΔТcr1).
В этом случае условие работоспособности конструкции примем в виде:

(1.2)

где [f1] – допустимое значение первой собственной частоты; [Pcr1] – допустимая вели-
чина критической силы; [ΔТcr1] – допустимое изменение критической температуры.

Принятые ограничения на геометрию конструкции (1.1) приводят к тому, что фор-
ма колебаний на первой собственной частоте и первая форма потери устойчивости бу-

≥ ≥10, 10l D D t

[ ] [ ] [ ]≥ ≥ Δ ≥ Δ1 1 1 1 1 1или, cr cr cr crf f P P T T



108 КУДРЯВЦЕВ и др.

дут соответствовать поперечному изгибу балки в направлении наименьшей жестко-
сти. В соответствии с этим, рассмотрим уравнения динамического состояния для пря-
мых и изогнутых участков плоской балочной конструкции с учетом действия
продольной силы.

1.1. Прямые участки. Свободные колебания прямого участка балки с упругим шар-
нирным закреплением и при действии продольной силы Р (рис. 1,а) описываются
уравнением [1–6]:

(1.3)

где y = y(x, t) – функция прогиба; E – модуль Юнга; J – момент инерции сечения; m
– удельная масса, m = ρS, где ρ – плотность; S – площадь поперечного сечения; Р –
продольная сила.

Решение уравнения (1.3) для первой частоты собственных колебаний при отсут-
ствии продольной силы имеет вид:

(1.4)

где α = α(k1, k2) – коэффициент опор при колебаниях, учитывающий способ закреп-
ления участка.

Влияние сжимающей продольной силы Р на значение первой частоты собственных
колебаний определяется по формуле Галефа [29–32]:

(1.5)

где f1(P<>0) – первая частота свободных колебаний при действии продольной силы Р;
f1(P = 0) – первая частота свободных колебаний при отсутствии продольной силы Р;
Pcr1 – первая критическая сила.
Выражение для первой критической силы найдем из решения уравнения устойчи-

вости для этого же прямого участка с идентичными граничными условиями (рис. 1,а):

(1.6)

Решение задачи устойчивости (1.6) для первой критической нагрузки имеет вид:

(1.7)

где μ = μ(k1, k2) – коэффициент опор при потере устойчивости.
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Рис. 1. Расчетная схема прямого участка.
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По принципу суперпозиции разложим продольную силу Р на две компоненты:

(1.8)
где РΔТ – температурное усилие; PF – сила; αt – коэффициент температурного расши-
рения.

Подставим выражения (1.4, 1.7 и 1.8) в уравнение (1.5) и получим зависимость пер-
вой частоты собственных колебаний прямого участка от температурного, силового
воздействия, а также способа закрепления в виде общего условия работоспособности:

(1.9)

При возрастании нагрузки (1.8), первая собственная частота колебаний прямого
участка будет снижаться вплоть до нуля, что соответствует динамическому критерию
потери устойчивости (рис.1,б). Таким образом, условие (1.10) соответствует одновре-
менному выполнению обоих критериев работоспособности (1.2): обеспечение мини-
мального значения первой собственной частоты колебаний и устойчивости участка.

1.2. Криволинейные участки. Расчет криволинейных участков сложнее из-за широ-
кой вариативности геометрии и ее нелинейного влияния на получаемое решение [33–
36]. Другой особенностью динамики криволинейных участков является их склонность
к образованию, совместно со смежными участками, сложных изгибно-крутильных
мод колебаний на более низких частотах, чем у соседних прямых участков. Упростить
данную задачу возможно путем установки промежуточных опор по границам криво-
линейных участков и принятия ряда ограничений на их геометрию. Будем рассматри-
вать криволинейные участки, изогнутые по дуге окружности с углом охвата до 180°, у
которых главные оси лежат в плоскости дуги. Соотношения размеров криволинейных
участков соответствует условиям (1.1), к которым добавляется условие на отношение
поперечного размера сечения участка к радиусу его изгиба (рис. 2,а):

(1.10)
где D – поперечный размер; R – радиус дуги.

Принятые ограничения упрощают решение за счет разделения мод колебаний и со-
здают условия для изгибной формы колебаний криволинейного участка на первой
собственной частоте. В научной литературе предлагаются сложные зависимости [24,
26, 33–36] для расчета криволинейных участков, которые непригодны для предлагае-
мой методики. Поэтому нами была проведена серия расчетов криволинейных участ-
ков осесимметричного поперечного сечения с соотношениями размеров:

(1.11)
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Рис. 2. Изгибные колебания криволинейного участка.
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с целью упрощения указанных зависимостей и контролем роста погрешности не более
5…7%. В результате были получены упрощенные выражения (1.12), которые определя-
ют первую собственную частоту изгибных колебаний криволинейных участков для уг-
лов дуги до 180° при различных условиях закрепления (рис. 2).

(1.12)

Шарнирно опертый криволинейный участок, в отличие от других способов закреп-
лений на рис. 2, обладает возможностью движения как жесткого целого, вращаясь в
шарнирных опорах. В составе протяженной многоопорной конструкции такой уча-
сток неподвижен за счет его присоединения к смежным прямым участкам, для кото-
рых он становится дополнительной нагрузкой, понижающей исходное значение их
первой собственной частоты. Поэтому выражение для f1a (1.12) фактически определя-
ет первую собственную частоту прямых участков, соединенных с криволинейным
(рис. 2,а). Значение же изгибной собственной частоты колебаний криволинейного
участка при принятых допущениях и ограничениях на длину всегда будет не ниже, чем
для прямых участков.

Одним из принятых в методике допущений является условие равножесткости всех
участков, которое выразим через длину прямых и криволинейных участков. Прирав-
няв выражения для первых собственных частот колебаний прямого (1.4) и криволи-
нейного (1.12) участков для случаев закреплений с заделкой (рис. 2,b,c) получаем сле-
дующие соотношения:

(1.13)

Криволинейный участок с шарнирными опорами всегда будет локально понижать
значение первой собственной частоты смежных прямых участков. Ограничивая это
понижение частоты допустимой величиной, например, 5…10%, и также приравнивая
выражения для первых собственных частот колебаний прямого и криволинейного
участков, получаем условие на длину дуги в виде:

(1.14)
Зная длину криволинейного участка и угол его дуги, можно найти требуемый ради-

ус кривизны, при котором будет обеспечено условие равножесткости:

(1.15)

Выполнение вышеуказанных условий (1.13–1.15) обеспечивает равную жесткость и
частоту колебаний прямых и криволинейных участков. Если же выбрать меньшую
длину дуги или ее радиус, то жесткость криволинейного участка будет выше, чем у
прямых участков и его можно исключить из рассмотрения в составе плоской балочной
многоопорной конструкции, так как такая геометрия заведомо обеспечивает выпол-
нение условий работоспособности (1.2).

Устойчивость криволинейных участков не рассматривается, поскольку при дей-
ствии продольной силы изогнутая геометрия позволяет им весьма свободно деформи-
роваться в широком диапазоне и условие устойчивости для них теряет смысл.

Далее используем полученные решения применительно к созданию методики обос-
нованного выбора многоопорного закрепления составных плоских балочных кон-
струкций.

2. Методика выбора схемы закрепления. Расчет собственных частот колебаний и
критической нагрузки связан с коэффициентами опор α и μ в выражениях (1.4, 1.7),

 ϕ − ⋅ ϕ= − ⋅ = ⋅ 
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которые определяются только условиями закрепления и обычно используются для
проверочных расчетов путем их выбора из справочников для конструкции с заданны-
ми закреплениями. Рассмотрим постановку и решение обратной задачи: управление
первой собственной частотой колебаний и первой критической нагрузкой много-
опорной конструкции с помощью обоснованного выбора требуемой схемы закрепле-
ния через коэффициенты опор.

2.1. Выбор базовых схем расстановки опор. С учетом принятых ранее допущений рас-
смотрим три базовые схемы закрепления плоских балочных конструкций (рис. 3).
Считаем, что жесткость криволинейных участков в этих схемах эквивалентна прямым
участкам и отдельно их не рассматриваем.

Длина каждого пролета равна:

где l – длина всей конструкции; li – длина пролета; N – число промежуточных
опор.

Значения коэффициентов опор α и μ для первых собственных частот колебаний и
первых критических сил для каждой схемы взяты из справочников [23–27] и приведе-
ны в табл. 1.

Набор базовых схем можно изменять в соответствии со спецификой исследуемых
конструкций, а значения коэффициентов опор для них рассчитать или взять из спра-
вочников.

2.2. Критерий выбора схемы закреплений. Условия работоспособности (1.2) плоской
балочной конструкции основывается на выражении (1.9), в которое входят два нерав-
нозначных коэффициента опор α и μ, что затрудняет однозначный выбор требуемой
схемы закрепления. Для получения единого критерия выбора схемы закрепления вы-
полним нормирование исходных значений коэффициентов опор (табл. 1) по отноше-
нию к коэффициентам опор абсолютно свободной прямолинейной балки:

(2.1)

Полученные значения нормированных коэффициентов опор сведены в табл. 2.
Значения нормированных коэффициентов опор окажутся очень близкими друг к

другу в пределах каждого варианта закрепления (табл. 2). Принимая условие их равен-

( )= + 1il l N

( )α ⋅ +    +α = μ =   π μ   

221 1' , '
N N

Рис. 3. Базовые схемы закрепления многоопорной балочной конструкции.
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ства, получаем критерий выбора схемы закрепления в виде минимально допустимого
значения коэффициента опор:

(2.2)

Подставив равенство (2.2) в условие работоспособности (1.9), получаем квадратное
уравнение, решение которого дает требуемое значение критерия выбора схемы за-
креплений:

(2.3)

где CP – коэффициент учета влияния продольной силы Р, определяется как:

(2.4)

Получаем, что для обоснованного выбора схемы закрепления необходимо из табл. 2
выбрать такую базовую схему и число промежуточных опор, для которых значения ко-
эффициентов опор α' и μ' будут не меньше, чем рассчитанное значение по формуле
(2.3).

Нормирование коэффициентов опор по зависимостям (2.1) теперь устанавливает
удобную прямую зависимость для первой собственной частоты колебаний, критиче-
ской силы и критической температуры от новых значений коэффициентов опор, ко-
торые принимаю вид:

α = α = μmin ' '

( ) [ ]α μ ≥ α = + +
π
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Таблица 1. Исходные значения коэффициентов опор

№
схемы

Коэф- 
фициент

Число промежуточных опор N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
α π

μ 1

2 α 4.730 3.927 3.557 3.393 3.310 3.260 3.230 3.210 3.196 3.186 3.180
μ 0.5 0.699 0.814 0.879 0.917 0.939 0.954 0.964 0.971 0.977 0.978

3 α 3.927 3.393 3.261 3.210 3.186 3.173 3.164 3.159 3.156 3.153 3.151
μ 0.7 0.879 0.939 0.964 0.977 0.983 0.988 0.99 0.992 0.994 0.996

Таблица 2. Нормированные значения коэффициентов опор

№ 
схемы

Коэф- 
фициент

Число промежуточных N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 α' 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121

μ' 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121
2 α' 2.267 6.250 11.54 18.66 27.75 38.77 51.80 66.82 83.83 102.8 124.0

μ' 4 8.187 13.58 20.71 29.73 40.83 53.84 68.87 85.91 104.8 126.5
3 α' 1.563 4.666 9.697 16.71 25.72 36.72 49.70 64.71 81.75 100.7 121.7

μ' 2.041 5.177 10.21 17.22 26.19 37.26 50.20 65.30 82.31 101.2 122.0
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(2.5)

(2.6)

(2.7)

Выбранная, согласно критерию (2.3), схема закрепления будет обеспечивать одно-
временное выполнение всех условий работоспособности (1.2) плоской многоопорной
балочной конструкции, в чем можно убедиться, проверив их фактические значения
по зависимостям (2.5–2.7).

2.3. Жесткость промежуточных опор. Изложенный выше метод выбора закрепле-
ний имеет недостаток, заключающийся в дискретности значений коэффициентов
опор, что не позволяет, например, точно настроить конструкцию на требуемую
первую собственную частоту колебаний или первую критическую нагрузку. Одним из
способов решения этой проблемы является введение во все опоры такой жесткости,
чтобы коэффициенты опор приняли требуемые значения и согласно уравнению (2.5)
обеспечили необходимое значение первой собственной частоты колебаний. Суще-
ствующие методы учета жесткости опор [37–43] неприемлемы для инженерных расче-
тов многоопорной конструкции из-за своей сложности и необходимости численного
решения. Поэтому используем другой подход, основанный на аппроксимации зави-
симостей коэффициентов опор от жесткости и аналитического решения разрешаю-
щего уравнения.

2.3.1. Учет жесткости опор. Нахождение требуемой жесткости опор необходимо
начинать с определения по формуле (2.3) требуемого значения критерия αmin и выбора
такой базовой схемы и числа промежуточных опор, для которых значения коэффици-
ентов опор α' и μ' будут несколько меньше, чем требуется по этому условию. Недоста-
точное значение коэффициентов опор будет скомпенсировано жесткостью опор, в ка-
честве которой примем относительную величину С, определяемую как отношение
жесткости опоры к изгибной жесткости единицы длины балки (рис. 1,а):

где k – абсолютная жесткость опоры (Н*м).
Появление жесткости в опорах приводит к нарушению условия (2.2), поскольку

при увеличении жесткости значения нормированных коэффициентов опор α'(С) и
μ'(С) будут нелинейно и не равнозначно увеличиваться (рис. 4). Следовательно, под-
ход, основанный на выражениях (2.2–2.4) в этом случае неприемлем. Кривые α'(С) и
μ'(С) на рис. 4 построены по зависимостям (2.1) на основе аппроксимирующих функ-
ций для коэффициентов опор α(С) и μ(С), получение которых изложено в работе [44].

Применяя такую же квадратичную аппроксимацию и разделение диапазона жест-
кости опор на зоны, получим аппроксимирующие функции для нормированных ко-
эффициентов опор в виде:

(2.8)

Коэффициенты аппроксимирующих функций (2.8) определялись методом наи-
меньших квадратов [45] и приведены в табл. 3, погрешность составляет менее 4.8%.

2.3.2. Разрешающее уравнение по определению жесткости опор. Преобразуем условие
работоспособности (2.5) к виду:
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(2.9)

где f1 – требуемое значение первой собственной частоты колебаний.
Для сокращения записи введем коэффициенты:

(2.10)

и уравнение (2.9) примет вид:

(2.11)

Дальнейшее решение разрешающего уравнения (2.11) требует наличия аналитиче-
ских зависимостей для функций α'2(С), μ'(С), в качестве которых выберем квадратич-
ные функции вида (2.8). Вследствие высокой нелинейности этих функций, особенно
функции α'2(С), аппроксимировать их с теми же диапазонами, что и ранее (табл. 3) за-
труднительно из-за недопустимого роста погрешности. Для ограничения погрешно-
сти аппроксимации диапазон жесткостей опор был разбит на четыре новые зоны:
I: 0…7; II: 7…30; III: 30…300; IV: 300…∞ (рис. 4). Результаты приведены в табл. 4, по-
грешность аппроксимации до 3.5%.

Решение задачи различается в зависимости от номера зоны. Определить требуемую
зону можно, рассчитав для граничных значений коэффициентов опор (табл. 4) макси-
мальные значения первой собственной частоты колебаний (2.5), которые обеспечива-

( )⋅ α ⋅ Δ ⋅ + = π −
μ α

4 22
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Рис. 4. Зависимости нормированных значений коэффициентов опор от жесткости.
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Таблица 3. Коэффициенты аппроксимирующих функций

Зона C
Коэффициенты функции α'(С) Коэффициенты функции μ'(С)

а1 а2 а3 b1 b2 b3

I 0…10 –0.00746 0.1496 1 –0.0162 0.346 1

II 10…100 –1E–4 0.0158 1.602 –2.4E–4 0.0372 2.49
III 100…1000 –2E–07 3.04E-4 2.154 –3.8E–7 5.68E–4 3.752
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ет каждая зона. Если полученное максимальное значение первой собственной часто-
ты колебаний для IV-й зоны меньше, чем требуемое значение, то это означает, что
жесткость опор не сможет обеспечить требуемые условия работоспособности (1.2) и
необходимо использовать другие методы: поменять базовую схему, увеличить число
промежуточных опор, изменить геометрию, материал и т.д.

2.3.3. Решение разрешающего уравнения. Подставим квадратичные зависимости для
α'2(С) и μ'(С) в уравнение (2.11), где искомую жесткость обозначим как х во избежание
путаницы с одноименными коэффициентами:

Преобразуем это выражение к уравнению 4-й степени:

(2.12)
где

Существуют различные подходы для аналитического решения уравнения (2.12),
здесь используется подход, предложенный Ю.А. Несмеевым в работах [46, 47]. Даль-
нейшее решение представлено согласно его методу, с учетом значений коэффициен-
тов (табл. 4) и того, что искомый корень будет первым положительным корнем урав-
нения 4-го порядка. Вначале определяются коэффициенты вспомогательного кубиче-
ского уравнения:

Для решения кубического уравнения находим коэффициенты:

Далее находим характерный угол ϕ:

Из трех корней кубического уравнения выбираем первое значение:
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Таблица 4. Коэффициенты аппроксимирующих функций

Зона C
Коэффициенты функции α'2(С) Коэффициенты функции μ'(С)

а1 а2 а3 b1 b2 b3

I 0…7 –0.0182 0.3694 1 –0.0212 0.371 1

II 7…30 –0.00234 0.14786 1.774 –0.002 0.11516 1.851
III 30…300 –2.6Е–5 0.01192 3.768 –1.18Е–5 0.005368 3.355
IV 300…∞ 0 0 5.134 0 0 4
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Теперь расчет сводится к решению двух квадратных уравнений, из которых требу-
ются коэффициенты первого уравнения:

(2.13)

Искомая жесткость опор будет равна первому положительному корню:

(2.14)

Графически, решение уравнения (2.11) можно представить в виде двух кривых, точ-
ка пересечения которых и определяет требуемое значение жесткости опор  (рис. 5).

Кривая f1(C) здесь фиксированная, поскольку определяется только функцией μ'(C), а
кривая f2(C) перемещается относительно нее в зависимости от исходных данных задачи
(2.10) и определяет искомое решение в виде точки их пересечения с координатой .

При жесткости опор С > 300 (IV-я зона) решение можно построить по изложенной
выше схеме, однако увеличение жесткости опор с С = 300 до С = ∞ приведет к росту
первой собственной частоты всего на 1.3%, а критическая сила возрастет на 2.4%. Дан-
ные изменения находятся в пределах погрешностей остальных зон, поэтому будем
рассматривать вариант С > 300 как жесткая заделка и использовать фиксированные
значения для коэффициентов опор (табл. 4).

Проверить корректность полученного значения жесткости опор  для любой зоны
можно, если подставить эту величину в аппроксимирующие функции α'( ) и μ'( ) и
по формуле (2.5) определить фактическое значение первой собственной частоты f1.

Для верификации разработанной методики и оценки точности получаемых результа-
тов выполним сравнительные расчеты плоской протяженной балочной конструкции.

3. Примеры расчета. В качестве примера расчета рассмотрим две плоские протяжен-
ные конструкции круглого тонкостенного поперечного сечения: прямой и криволи-
нейный трубопроводы. Исходное закрепление в обоих примерах выполнено в виде
жесткой заделки на обоих краях трубопровода, промежуточных опор нет. Основные
параметры трубопровода: круглое поперечное сечение наружным диаметром D = 15 мм;
толщина стенки t = 1 мм; материал: сталь Е = 2 × 105 MПa, плотностью ρ = 7800 кг/м3,
КТР αt = 1.2 × 10–5 1/°С.
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Рис. 5. Графическая интерпретация решения.
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Для обеих конструкций требуется выбрать такой способ закрепления, который
обеспечит значение [f1] = 150 Гц при температуре ΔТ = 90°С. Выполним решение по
разработанной методике, а полученные результаты расчетов верифицируем методом
конечных элементов в программе Ansys для балочной модели с использованием ко-
нечных элементов ВЕАМ189 и COMBIN14.

3.1. Прямой трубопровод. Длина трубопровода l1 = 2.5 м. Согласно заданным услови-
ям работоспособности, рассчитаем минимальное значение коэффициента опор по
формуле (2.3), получаем: СР = 13.9 и αmin = 41.4. Из табл. 2 выбираем базовую схему 2
при N = 6 и li = 0.357 м, для которой α'(С) = 51.8 и μ'(С) = 53.83, что с запасом обеспе-
чивает условия работоспособности (1.2). Для проверки, рассчитаем фактические зна-
чения параметров по формулам (2.5, 2.7), получим: f1 = 227.6 Гц и ΔTcr1 = 137.8°С.

Далее выполним уточненный расчет для достижения значения первой собственной
частоты f1 = 150 Гц при заданной температуре. Для этого уменьшаем число промежу-
точных опор (N = 5 и li = 0.417 м) и получаем значения коэффициентов опор α'(С) =
= 38.76 и μ'(С) = 40.83, которые дают меньшие значения требуемых параметров: f1 =
= 138.4 Гц и ΔTcr1 = 82.6°С. Проверка диапазона жесткости показывает, что решение
находится в I-й зоне, которая может обеспечить f1_max = 311 Гц. Подставляя исходные
данные в уравнение (2.11), получаем решение  и k = 300 Н ⋅ м.

С целью проверки остальных зон, повысим требования к условиям работоспособ-
ности трубопровода. Пусть, например, необходимо обеспечить значение [f1] = 350 Гц
при той же температуре, это соответствует II-й зоне и после решения разрешающего
уравнения (2.11) получаем  и  = 6238 Н ⋅ м. Аналогично для III-й зоны при
[f1] = 440 Гц получаем , k = 52527 Н ⋅ м.

Проверка всех полученных решений выполнена в программе Ansys, на рис. 6 пока-
заны некоторые графические результаты расчетов, а в табл. 5 приведены числовые
данные.

Полученные результаты свидетельствуют о хорошей сходимости результатов, мак-
симальное отклонение составляет 4.2%.

3.2. Криволинейный трубопровод. Конструкция криволинейного трубопровода
(рис. 7,а) состоит из прямых и криволинейных участков углом 90° размерами R1 = 0.29 м,
R2 = 0.16 м, l2 = 2.5 м, l4 = 0.5 м. Геометрия криволинейных участков удовлетворяет
условиям равножесткости, следовательно, их можно рассматривать как прямые участ-
ки такой же длины. Рассчитаем требуемое минимальное значение коэффициента
опор: СР = 35.55 и αmin = 105.98. Выбираем закрепление по базовой схеме 2, N = 10 и

= 0.58*C

= 12*C *k
= 101*C

Таблица 5. Сравнение результатов расчета для прямого трубопровода

Параметр
f1, Гц

Предлагаемая 
методика МКЭ Отклонение, %

ΔТ = 90°С,  = 0 и N = 6 227.6 230 1

ΔТ = 90°С,  = 0 и N = 5 138.4 139.6 0.87

ΔТ = 90°С,  = 0.58 и N = 5 150 155.8 3.9

ΔТ = 90°С,  = 12 и N = 5 350 335.4 4.2

ΔТ = 90°С,  = 101 и N = 5 440 430.9 2.1

*C

*C

*C

*C

*C
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li = 0.364 м, для которой α'(С) = 123.98 и μ'(С) = 126.5, что с запасом обеспечивает
условия работоспособности: [f1] = 202 Гц и ΔТ = 121.6°С.

Обеспечим более точное значение первой собственной частоты колебаний трубо-
провода, для этого выбираем вариант N = 7, li = 0.5 м. Решение уравнения (2.11) в этом
случае показывает, что условие работоспособности будет выполнено при  =3.33 и
k = 1444 Н ⋅ м. Также проверим остальные зоны: зададим [f1] = 250 Гц при той же тем-
пературе (II-я зона) и после расчета получаем  = 19.4 и  = 8401 Н ⋅ м. Задавая [f1] =
= 300 Гц для III-й зоны получаем  = 146, k = 63519 Н ⋅ м.

Результаты сравнительных расчетов на рис. 7 и в табл. 6 показали хорошую сходи-
мость результатов по контролируемым параметрам.

Сравнение результатов расчета по предложенной методике с численными решени-
ями по методу конечных элементов показывает максимальное различие в результатах
около 6.7%.

4. Обсуждение. Задача расчета собственных частот колебаний и критических нагру-
зок, особенно с учетом жесткости опор, действия продольной силы и температуры да-
же по отдельности представляют собой сложные математические задачи, решение ко-

*C

*C *k

*C

Рис. 6. Прямой трубопровод (a) ΔТ = 90°С, ΔС = 0 и N = 6; (b) ΔТ = 90°С, ΔС = 0.58 и N = 5.

(a) (b)

Рис. 7. Криволинейный трубопровод (a) исходная схема; (b) решение при ΔЕ = 90°C,  = 146, N = 7.
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торых обычно требует применения численных методов. Аппроксимация зависимо-
стей коэффициентов опор при колебаниях и потери устойчивости с помощью
аналитических функций позволила получить весьма простое решение, на основе ко-
торого разработан проектный подход по выбору схемы закрепления, видов и жестко-
сти опор, обеспечивающий заданные значения первой собственной частоты колеба-
ний и первой критической нагрузки для плоской балочной конструкции. Предложен-
ная здесь методика выбора закреплений основана на известных положениях теории
колебаний и теории устойчивости балок с учетом действия продольных сил и поэтому
полученные результаты хорошо согласуются с известными зависимостями, которые
становятся частными случаями предложенного метода.

Принятые ограничения на размерность конструкции, форму и размеры поперечно-
го сечения позволили получить весьма простую и гибкую аналитическую формули-
ровку методики, которая может быть легко модифицирована для решения сопутству-
ющих задач: обоснование геометрической формы и размеров сечения, материала и др.
Указанные ограничения на геометрию рассчитываемой конструкции (1.1, 1.10–1.14) на
практике не являются строгими границами, а только определяют области, где реше-
ние будет иметь минимальную погрешность. Например, в работе [48] по предложен-
ной методике получено решение для протяженной конструкции волноводов, имею-
щей неосесимметричное тонкостенное поперечное сечение, при этом максимальное
отклонение для балочной модели составило всего 2.5% и 6.39% для оболочечной мо-
дели.

Аппроксимация нелинейных зависимостей значений коэффициентов опор от
жесткости в виде квадратичных функций с разделением области изменения жесткости
на зоны позволило получить приемлемую погрешность аппроксимации и получить
разрешающее уравнение задачи 4-й степени (2.12). Данная степень является наивыс-
шей степенью алгебраического уравнения, для которого существует аналитическое
решение, что накладывает ограничения на степени аппроксимирующих функций.
Значения коэффициентов аппроксимирующих функций (табл. 4) определялись мето-
дом наименьших квадратов из условия максимально точного равенства на границах
зон для их плавного сопряжения и равномерного распределения погрешностей по
знакам в пределах каждой зоны. Если первое условие исключить, то это позволит сни-
зить максимальную погрешность по зонам, однако переход между зонами будет со-
провождаться некоторой разрывностью решений.

Вследствие отсутствия известных решений подобных задач аналитическими мето-
дами для сравнения использовалось численное решение методом конечных элемен-
тов, реализованным в программе Ansys, которая позволяет проводить расчеты соб-
ственных частот колебаний и критической нагрузки с учетом жесткости опор и темпе-
ратуры. Сравнение результатов расчета показывает хорошую сходимость результатов

Таблица 6. Сравнение результатов расчета для криволинейного трубопровода

Параметр
f1, Гц

Предлагаемая 
методика МКЭ Отклонение, %

ΔТ = 0°С и  = 0, N = 7 164.8 170.7 3.58

ΔТ = 90°С и  = 3.33, N = 7 150 159.89 6.7

ΔТ = 90°С и  = 1444, N = 7 250 243.84 2.46

ΔТ = 90°С и  = 63518, N = 7 300 308.38 2.48

*C

*C

*C

*C
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и различие в результатах около 3–5%, что вполне достаточно для инженерных при-
кладных расчетов балочных моделей конструкций.

Предложенный в работе подход позволяет проводить обоснованный выбор способа
закреплений плоских балочных конструкций различного назначения для обеспечения
их первой собственной частоты колебаний и первой критической нагрузки, которые
имеют изгибную форму деформации. Возможными направлениями следующих иссле-
дований являются учет второй и последующих собственных частот, критических на-
грузок, а также рассмотрение других видов форм колебаний и потери устойчивости:
крутильные, продольные и др.

Заключение. Разработана методика управления динамическим поведением протя-
женных балок посредством обоснованного выбора схемы закрепления, обеспечиваю-
щая их работоспособность при заданных требованиях по частоте собственных колеба-
ний и критической силе (или температуре). Предложенный метод имеет простую ана-
литическую формулировку, что позволяет инженеру-проектировщику оперативно и
обоснованно проводить многофакторное исследование или проектирование любых
протяженных многоопорных конструкций для обеспечения ими заданных значений
первой собственной частоты колебаний и устойчивости с учетом температуры.

Методика верифицирована сравнительным расчетом прямолинейного участка тру-
бопровода методом конечных элементов в программе Ansys для балочной и оболочеч-
ной моделей и показала хорошую сходимость по всем исследуемым параметрам.
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В статье рассмотрена постановка задачи о движении твердого тела, имеющего непо-
движную точку, в силовом поле, которое является суперпозицией трех однородных
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1. Введение. Прецессионные движения твердого тела, имеющего неподвижную точ-
ку, в частности, регулярные прецессии, применяются в моделировании технических
объектов [1]. В динамике тяжелого твердого тела и ее обобщениях на случай сложных
силовых полей они изучались Д. Гриоли [2], Ф. Кляйном и А. Зоммерфельдом [3],
А. Брессаном [4], автором данной статьи [5] и другими [6–8]. Прецессионные движе-
ния характеризуются свойством постоянства угла между двумя осями , проходя-
щими через неподвижную точку, одна из которых ( ) связана с телом-носителем, а
другая ( ) неподвижна в пространстве. В случае, когда одна из осей подвижной систе-
мы координат содержит ось , то целесообразно такую систему координат называть
прецессионной системой координат. Согласно [2–4], прецессионные движения под-
разделяются на классы: если скорости прецессии и собственного вращения постоян-
ны, то прецессия называется регулярной; если только скорость прецессии постоянна,
то прецессия называется полурегулярной прецессией первого типа; если только ско-
рость собственного вращения постоянна, то прецессию называют полурегулярной
прецессией второго типа; в других случаях прецессия называется прецессией общего
типа. Наибольшее количество прецессионных движений гиростата установлено для
классов регулярных и полурегулярных прецессий первого типа. Следует отметить, что
уникальными случаями прецессий тяжелого твердого тела, описываемых уравнения-
ми Эйлера–Пуассона, являются случай регулярной прецессии Д. Гриоли [2], относи-
тельно наклонной оси, случай А.И. Докшевича [9], для которого постоянно произве-
дение скоростей прецессии и собственного вращения, прецессия А. Брессана [4] в ре-
шении В. Гесса. Полурегулярные прецессии второго типа твердого тела и гиростата
относятся к меньшему числу найденных прецессий. Например, в [4] доказано, что в

1 2,l l

1l

2l

1l

УДК 531.38; 531.39
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классической задаче полурегулярные прецессии второго типа динамически невоз-
можны. Несмотря на это, в задаче о движении гиростата с переменным гиростатиче-
ским моментом получены некоторые решения, имеющие такое свойство [8].

Отметим, что прецессии несимметричного твердого тела с жидким заполнением
изучались В.Ю. Ольшанским [10–13], а регулярные прецессии тяжелого твердого тела
в жидкости – В.Н. Рубановским [14]. В задаче о движении системы связанных твердых
тел также установлен нетривиальный класс прецессий [15].

Анализ литературы, посвященной изучению задачи о движении гиростата в двух
однородных силовых полях, показывает, что большинство статей посвящено каче-
ственным проблемам интегрируемости уравнений движения [16–19] с использовани-
ем аналогии [20]. Однако, существуют и некоторые исследования, в которых рассмат-
риваются регулярные прецессии гиростата [21–23] в указанной задаче.

В данной статье дана постановка задачи о прецессиях твердого тела с неподвижной
точкой в трех однородных силовых полях. Записаны уравнения движения, описываю-
щие прецессионные движения твердого тела, в качестве подвижной системы коорди-
нат принята прецессионная система координат [24] (одна из осей подвижной системы
координат направлена по оси ). Редуцированные уравнения движения получены в
независимом базисе ,  и . Их интегрирование рассмотрено в случае, ко-
гда совпадают скорости прецессии и собственного вращения. Данное свойство харак-
теризует изоконическое движение твердого тела (подвижный и неподвижный годо-
графы вектора угловой скорости симметричны друг другу относительно касательной
плоскости к соответствующим аксоидам). Таким образом, по терминологии [6] в дан-
ной статье рассматриваются условия существования прецессионно-изоконических
движений твердого тела в трех однородных силовых полях. Следует отметить, что ана-
логами этих движений являются движение гироскопа Лагранжа с равными скоростя-
ми прецессии и собственного вращения, а также движение гироскопа Гриоли. Для
случая, когда эллипсоид инерции тела является сферой, в статье показано, что угол
нутации равен .

2. Постановка задачи. Рассмотрим движение твердого тела, имеющего неподвиж-
ную точку, в силовом поле, которое является суперпозицией трех однородных и по-

стоянных силовых полей. Обозначим через  единичные векторы, характери-

зующие направления сил  каждого из полей;  – центры приведения

сил; , , ;  – подвижная система координат,  – непо-

движная точка. Пусть тензор инерции тела в системе  имеет значение 

. Тело вращается вокруг точки  с угловой скоростью ω = (ω1i1 + 

(  – единичные векторы системы ). Для векторов s, r, p запишем соотношения

(2.1)

Тогда уравнения движения тела представим в виде [21]

(2.2)

(2.3)

где точка над переменными  обозначает дифференцирование по времени .
В формулах (2.2), (2.3) полагаем

(2.4)

1l
∈ 1la ∈ 2lγ ×a γ

π 3
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то есть направления силовых полей будут характеризоваться тройкой  .

Тогда очевидны равенства ,  .
Рассмотрим прецессии тела относительно вектора . Они характеризуются инвари-

антным соотношением (ИС) [6, 7]

(2.5)

где  – угол между векторами  и  ( , ). Вектор угловой скорости тела на
ИС (2.5) представим так [7]:

(2.6)

Переменные  и постоянную  можно трактовать, как углы Эйлера. Используя ме-

тод [7], запишем значение вектора :

(2.7)

где  ,  – постоянная.

Значение вектора  найдем по второй формуле системы (2.4)

(2.8)

Таким образом, при получении (2.7), (2.8) полагалось, что , то есть случай
равномерных вращений тела исключаем из рассмотрения. Подвижную систему коор-
динат выберем следующим образом: направим вектор i3 по вектору a. Тогда на основа-
нии ИС (2.5), первого уравнения из (2.3) имеем [6, 7]

(2.9)

На основании (2.6), (2.9) запишем компоненты  вектора :

(2.10)

На рис. 1 приведена геометрическая трактовка прецессий тела относительно вектора 
(  – неподвижная система координат).

Замечание 1. При описании кинематических свойств в виде соотношений (2.5)–(2.10)
использован метод [7], который отличается от методов, применяемых в [10–13, 21–23].

Замечание 2. Уравнения (2.2), (2.3) имеют интеграл энергии

(2.11)

где  – постоянная. Как показано в [6, 7], нахождение условий существования прецессий
в задачах динамики твердого тела на основании (2.11) значительно упрощается.

3. Преобразование уравнения (2.2) на ИС (2.5). Внесем в уравнение (2.2) значение 
из (2.6) и рассмотрим полученное уравнение в базисе  с учетом (2.7), (2.8):

(3.1)

(3.2)

( ), iγ γ =( 1,2)i

= PP γ = ( )i
i iPP γ =( 1,2)i

γ

⋅ = = θ0 0 0( cos )a aa γ

θ0 a γ =a 0 =| | 1a

= ϕ + ψ ω a γ

ϕ, ψ θ0
(1)γ

= ψ + ψ − ψ + ψ + × ψ + ψ(1)
0 0 0 0 0[ sin( ) sin( ) ( ) cos( )]b aγ γ a a γ

=0 01/ 'b a = θ0 0( sin )'a ψ0
(2)γ

= ψ + ψ − ψ + ψ + × ψ + ψ(2)
0 0 0 0 0[ cos( ) cos( ) ( ) sin( )]b aγ a γ a γ

× ≠a γ 0

= ϕ ⋅ + ϕ ⋅ + =0 1 0 2 0 3 3sin cos ( )' 'a a aγ i i i i a

ω ω ω1 2 3, , ω

ω = ψ ϕ ω = ψ ϕ ω = ϕ +   1 0 2 0 3 0sin , cos , ψ' 'a a a

γ
ξηζO

⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =(1) (2)2( ) 2A Eω ω s γ r γ p γ

E

ω
×, ,a γ a γ

ϕ ⋅ + ψ ⋅ − ψ ⋅ × − ⋅ × −

− ψ + ψ ⋅ ⋅ × − ⋅ + ⋅ −
− ψ + ψ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ × =

   2

0 0 0

0 0 0

( ) ( ) [ ( )] [ ( )]

sin( ) { [ ( ) ] }
cos( ) { [( ) ( )]} 0

A A A

b a
b a

a a a γ a γ γ a s γ

a r γ a p p γ
r γ r a a p γ

ϕ ⋅ + ψ ⋅ + ϕψ ⋅ × + ϕ ⋅ × −

− ψ + ψ ⋅ ⋅ + ⋅ × − ⋅ −

− ψ + ψ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ × =

     2

0 0 0

0 0 0

( ) ( ) 2 [ ( )] [ ( )]

sin( ) { ( ) [ ( ) ( )]}

cos( ) { ( ) ( ) [ ( )]} 0

A A A A

b a

b a

a γ γ γ a γ γ γ a a

p γ a r γ a p

r γ a r a γ p
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(3.3)

где  – след матрицы A.
По аналогии с (3.1)–(3.3) распишем интеграл (2.11) на ИС (2.5), (2.6):

(3.4)

Введем обозначения

(3.5)

Сначала запишем интеграл (3.4), в силу (3.5):

ϕ ⋅ × + ψ ⋅ × + ϕψ ⋅ − − ⋅ +

+ ϕ ⋅ − ⋅ + ψ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ −

− ⋅ ψ + ψ − ⋅ ψ + ψ =

   
 

2
0 0

2 2
0 0 0

0 0 0

[ ( )] [ ( )] [2( ) Sp( ) 2 ( )]'

[( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( )

[( ) cos( ) ( ) sin( )] 0'

A A A a A a A

A a A a A A a

a

a γ a γ a γ γ γ a γ

a γ a a γ γ a γ a s s γ

p γ r γ

= + +11 22 33Sp( )A A A A

⋅ ϕ + ⋅ ϕψ + ⋅ ψ − ⋅ +

+ ψ + ψ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ × +

+ ψ + ψ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ × =

   2 2

0 0 0

0 0

( ) 2( ) ( ) 2{( )

[sin( ) ( ( ) ( ) ( ))

cos( ) ( ( ) ( ))]} 2

A A A

b a

a E

a a a γ γ γ s γ

r γ r a p γ a

a p p γ r a γ

ϕ = ϕ + ϕ +0 0 1 2 0 3( ) ( sin cos )'f a s s a s

ϕ = ϕ − ϕ
0 0 2 1( ) ( sin cos )'f a s s

ϕ = + ϕ + − ϕ −1 0 0 1 2 0 2 1 0 3( ) [( ) sin ( ) cos ]' 'f a a r p a r p a r

ϕ = − ϕ − + ϕ +2 0 2 0 1 0 2 1 0 3( ) [( ) sin ( ) cos ]' 'f a r a p a p r a p

ϕ = − ϕ + + ϕ3 0 1 0 2 2 0 1( ) [( ) sin ( ) cos ]'f a p a r p a r

ϕ = + ϕ + − ϕ4 0 1 0 2 2 0 1( ) [( ) sin ( ) cos ]'f a r a p r a p

ϕ = ϕ + ϕ −5 0 0 1 2 0 3( ) [ ( sin cos ) ]' 'f a a s s a s

ϕ = − ϕ + ϕ +6 0 0 1 2 0 3( ) [ ( sin cos ) ]' 'f a a r r a r

ϕ = ϕ + ϕ +7 0 0 1 2 0 3( ) [ ( sin cos ) ]' 'f a a p p a p

Рис. 1. Геометрическая трактовка прецессий твердого тела.
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(3.6)

Затем обратимся к уравнениям (3.1)–(3.3). На основании (3.5) имеем

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Представление соотношений (3.1)–(3.4) в виде (3.6)–(3.9) связано с решением задачи
о замене одного из уравнений (3.7)–(3.9) интегралом (3.6). Вычислим производную по
времени от левой части уравнения (3.6), используя соотношения

Если учесть в полученном уравнении соотношения (3.7), (3.8), то имеем тождество. То
есть интеграл энергии можно рассматривать только вместо одного из уравнений (3.7),
(3.8). Отметим, что данное свойство выполняется, если ни одно из уравнений (3.7),
(3.8) не становится тождеством.

4. О регулярных прецессиях тела. Изучим случай регулярной прецессии тела: ,
, где  и m – постоянные. Он рассмотрен частично в [21–23], но методом, кото-

рый отличается от предложенного в данной статье. Запишем уравнения (3.6), (3.8) в виде

(4.1)

(4.2)

В (4.1) не произведена замена  на mt, поскольку данный прием может быть использо-

ван и в других случаях прецессий. Очевидно, что в силу (3.5) . Най-

дем из (4.1) ,  и подставим их в равенство sin2(ψ + ψ0) +

+  = 1. Требуя, чтобы полученное уравнение было тождеством по , получим

(4.3)

Далее будем изучать только случай m = 2n, так как другие варианты исследованы в [21,
22]. Обратимся к уравнению (3.7), полагая , . Функция  при зна-
чении вектора  из (2.7) имеет в общем случае вид

(4.4)

⋅ ϕ + ⋅ ϕψ + ⋅ ψ −

− ϕ + ϕ ψ + ψ + ϕ ψ + ψ =

   2 2

0 0 1 0 2 0

( ) 2( ) ( )

2[ ( ) ( ( ) sin( ) ( ) cos( ))] 2

A A A

f b f f E

a a a γ γ γ

ϕ ⋅ + ψ ⋅ − ψ ⋅ × + ϕ −

− ϕ ψ + ψ + ϕ ψ + ψ =

   2
0

0 3 0 4 0

( ) ( ) [ ( )] ( )

( ( ) sin( ) ( ) cos( )) 0

A A A f

b f f

a a a γ a γ γ

ϕ ⋅ + ψ ⋅ − ϕψ ⋅ × − ϕ ⋅ × −

− ϕ ψ + ψ − ϕ ψ + ψ =

     2

0 1 0 2 0

( ) ( ) 2 [ ( )] [ ( )]

[ ( ) cos( ) ( ) sin( )] 0

A A A A

b f f

a γ γ γ a γ γ a γ a

′ϕ ⋅ × + ψ ⋅ × + ϕψ ⋅ − − ⋅ +

+ ϕ ⋅ − ⋅ + ψ ⋅ − ⋅ + ϕ +

+ ϕ ψ + ψ + ϕ ψ + ψ =

   
 

2
0 0

2 2
0 0 5

6 0 7 0

[ ( )] [ ( )] [2( ) Sp( ) 2 ( )]

[( ) ( )] [ ( ) ( )] ( )

( ) sin( ) ( ) cos( ) 0

A A A a A a A

A a A a A A f

f f

a γ a a γ γ γ γ a γ

a γ a a γ γ a γ

= ϕ × = −ϕ ϕ ϕ = ϕ ϕ ϕ = ϕ ϕ      0 0 1 3 2 4( ), ( ), ( ) ( ), ( ) ( )f f f f f fγ γ a

ϕ = n
ψ = m ϕ = n

ϕ ψ + ψ + ϕ ψ + ψ = ϕ

ϕ ψ + ψ − ϕ ψ + ψ = ϕ

2 2
1 0 2 0 0 2

2 0 1 0 0 2

( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )'

( ) sin( ) ( ) cos( ) 2 ( )'

f f a m H

f f nma G

ϕ = − ϕ + ϕ +

ϕ = − ϕ − ϕ +

2 11 22 12

2 11 22 12

1( ) ( ) cos 2 sin 2 ...,
2
1( ) ( ) sin 2 cos 2 ...
2

H A A A

G A A A

ψ
ϕ + ϕ ≠2 2

1 2( ) ( ) 0f f

ψ + ψ0sin( ) ψ + ψ0cos( )

ψ + ψ2
0cos ( ) ϕ

− − + = − − =2 2 2 2 2 2
11 22 12 12 11 22( 4 )[( ) 4 ] 0, ( 4 ) ( ) 0m n A A A m n A A A

ψ = 2nt ϕ = nt ⋅( )Aγ γ
γ

⋅ = − ϕ + ϕ +

+ ϕ + ϕ + + +

2 2
0 22 11 0 12

2 2
0 0 13 23 0 11 22 33 0

1( ) ( ) cos 2 sin 2' '
2

12 ( sin cos ) [ ( ) 2 ]' '
2

A a A A a A
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То есть функция (4.4) содержит тригонометрические функции , , ,

. Очевидно, что функция  не должна содер-
жать слагаемые, содержащие , . Для того, чтобы указанная функция не со-
держала , , должны, в силу (3.5), выполняться условия

(4.5)

Запишем функции ,  из (3.5) при условиях (4.5)

(4.6)

Подставим функции (4.4), (4.6) в уравнения (3.6) и учтем равенства , (4.6). Для
того, чтобы полученное уравнение было тождеством по , необходимо положить

(4.7)

Таким образом, в силу (4.5), (4.7) для векторов  и  имеем векторные соотношения

(4.8)

то есть в силу (4.8) , ,  – ортогональные вектора p и r лежат в плоско-
сти Oxy. Запишем дополнительные условия, при выполнении которых уравнение (3.6)
становится тождеством по ϕ:

(4.9)

На основании условий (4.5)–(4.7) уравнение (3.8) будет тождеством по , если имеют
место равенства

(4.10)

Учитывая в уравнениях (4.9) равенства (4.10), получим

(4.11)

Рассмотрим уравнение (3.9). Потребуем, чтобы оно было тождеством по  при усло-
виях (4.5), (4.7), (4.10), (4.11). Тогда получим

(4.12)

Итак, условием существования регулярных прецессий ( , ) тела относи-
тельно вектора  являются равенства (4.5), (4.7), (4.10)–(4.12). Первые два условия из
(4.7) означают, что вектор a перпендикулярен круговому сечению эллипсоида инер-
ции тела. Уравнения (4.10) служат для определения постоянной :

(4.13)

а также постоянной :

(4.14)

ϕcos 2 ϕsin 2 ϕcos

ϕsin ϕ ϕ + ψ + ϕ ϕ + ψ1 0 2 0( ) sin(2 ) ( ) cos(2 )f f
ϕsin 3 ϕcos 3

ϕsin 3 ϕcos 3

= = −1 2 2 1,p r p r

ϕ1 ( )f ϕ2 ( )f

ϕ = − − ϕ + ϕ − +

ϕ = − ϕ − ϕ + +
1 0 0 1 2 0 3

2 0 0 2 1 0 3

( ) (1 )[ ( sin cos ) (1 ) ]'

( ) (1 )[ ( sin cos ) (1 ) ]'

f a a r r a r

f a a r r a p

ψ = ϕ2
ϕ

= = = =12 22 11 3 30, , 0, 0A A A p r

p r

= − =2 1 1 2( , ,0), ( , ,0)r r r rp r

⊥p r ⊥p a ⊥r a

+ − − − ψ − ψ =

+ − + − ψ + ψ =

2
0 13 0 0 1 0 1 0 2 0

2
0 23 0 0 2 0 1 0 2 0

2 (1 2 ) (1 )( sin cos ) 0' '

2 (1 2 ) (1 )( cos sin ) 0' '

a n A a a s a r r

a n A a a s a r r
t

+ − − ψ − ψ =

+ + − ψ + ψ =

2
0 13 0 0 1 0 2 0

2
0 23 0 0 1 0 2 0

(4 1) (1 )( sin cos ) 0'
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a n A a a r r

a n A a a r r

= =2 2
1 13 2 23,s n A s n A

t

= = + −
2

0 3 22 33 11
21 , [3 5( )]
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na s A A A

ψ = 2nt ϕ = nt
γ
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2
0 0 1 13 2 23

0 2 2
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В соотношениях (4.13), (4.14) необходимо учесть значение a0 = 1/6.
5. Прецессионно-изоконические движения. Данные движения можно описать инва-

риантным соотношением [6]
(5.1)

В силу (5.1) запишем подвижный и неподвижный годографы в виде

(5.2)

(5.3)
Из векторных равенств (5.2), (5.3) следует, что годографы (5.2), (5.3) симметричны
друг другу относительно касательной плоскости к соответствующим аксоидам. То есть
движение тела характеризуется не только прецессией относительно , но и изоконич-
ностью годографов.

Исследование прецессионно-изоконических движений проведен в случае, когда
эллипсоид инерции является сферой:

(5.4)
На основании условия (5.4) систему уравнений (3.6), (3.7), (3.9) представим так

(5.5)

(5.6)

(5.7)
Продифференцируем левую и правую части уравнения (5.5) по  и подставим в полу-

ченное уравнение  из (5.6),  и  из (3.5). Так как это уравнение должно быть
тождеством по , то находим следующие условия на параметры задачи:

(5.8)

(5.9)

Исключим из уравнений (5.5), (5.7) величину . В результате получим уравнение,
из которого следуют равенства

(5.10)

(5.11)

Если в уравнениях (5.10) положить , то получим два равенства

(5.12)

Приравняем величины s1 и s2; используя (5.8), (5.12), имеем нулевые значения для p3,
r3, а также для s1, s2. На основании уравнения (5.5) и функций (4.6) находим, что

. Данный вариант, в силу (5.1), характеризует регулярную прецессию, что ис-
ключено из рассмотрения. Поэтому в (5.10) необходимо положить

(5.13)

Рассмотрим геометрическую интерпретацию условий (5.9). Введем вспомогатель-
ные векторы

ψ = ϕ

= ϕ ϕ ⋅ + ϕ ⋅ + + ⋅M 0 1 0 2 0 3[ sin cos (1 ) ]' 'a a aω i i i

= ϕ ϕ + ψ ⋅ − ϕ + ψ ⋅ + + ⋅F 0 0 1 0 0 2 0[ sin( ) cos( ) (1 ) ]' 'a a aω γ γ γ

γ

= 1 1 1diag( , , )A A A A

+ ϕ = + ϕ + ϕ ϕ + ψ + ϕ ϕ + ψ 2
1 0 0 0 1 0 2 0(1 ) ( ) [ ( ) sin( ) ( ) cos( )]A a E f b f f

+ ϕ = − ϕ + ϕ ϕ + ψ + ϕ ϕ + ψ1 0 0 0 3 0 4 0(1 ) ( ) [ ( ) sin( ) ( ) cos( )]A a f b f f

ϕ + ϕ + ϕ ϕ + ψ + ϕ ϕ + ψ =2 2
1 0 5 6 0 7 0( ) ( ) sin( ) ( ) cos( ) 0'A a f f f

t

ϕ ϕ1 ( )f ϕ2 ( )f
ϕ

= − ψ − ψ = − ψ + ψ1 3 0 3 0 2 3 0 3 0cos sin , sin coss r p s r p

= = − ψ − ψ =1 2 2 1 2 0 1 0, , cos sin 0p r p r r r

ϕ 2

− − ψ − ψ =

− − ψ + ψ =
0 1 3 0 3 0

0 2 3 0 3 0

(2 1)( cos sin ) 0,

(2 1)( sin cos ) 0

a s r p

a s r p

+ + − + − − ψ + ψ =0 0 0 3 0 0 1 0 2 0(1 ) (1 )(1 2 ) 2 (1 )( cos sin ) 0a E a a s a a r r

− ≠02 1 0a

= ψ + ψ = ψ − ψ1 3 0 3 0 2 3 0 3 0cos sin , sin coss r p s r p

ϕ = const

( )π= θ =0 0
1 ,
2 3
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(5.14)

Тогда из (5.9), (5.14) следует, что имеют место соотношения

(5.15)

Из равенств (5.8) в силу третьей формулы системы (5.9) получим

(5.16)

Равенства (5.16) позволяют связать параметры s1, s2 и :

(5.17)
Преобразуем равенство (5.5) с учетом условий (5.8), (5.9), (5.16), (5.17) и значения

a0 = 1/2:

(5.18)

(5.19)

(5.20)

Выполним в (5.18) замену . Тогда из (5.18) имеем

(5.21)

Положим в (5.21) :

или

(5.22)

В силу выполненных преобразований параметры задачи должны удовлетворять усло-
вию  (  для всех значений , так как ), где h0 имеет вид, указан-

ный в (5.19). Параметр  определим из (5.20):

(5.23)

Из интегрального соотношения (5.22) имеем
(5.24)

где ,  – эллиптические функции от τ. На основании указанных выше вычисле-
ний найдем

(5.25)

= − = +2 1 1 2 1 1 2 2,* *r r r rp i i r i i

+ψ = ⋅ =2
0
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+ −= − = −
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1 22 2 2 2

1 2 1 2
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3 3,p r

+ = +2 2 2 2
1 2 3 3s s r p

ϕ = + ϕ + β 0 1 0cos( )h h

= − + + = +2 2 2 2
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1 1

1 2 3( 2 ),
9 3

h s r r h r p
A A

β = − β = −
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1 2
0 02 2 2 2

3 3 3 3

sin , coss s

p r p r

ϕ + β = ϕ0

 ϕϕ = + − = 
+ 

 2 2 2 1
0 1

0 1

21 sin
2

hh h k k
h h

ϕ = ε 2

+ε = − ε 2 20 1 1 sin
2

h h k

ε ε += = τ
− ε


1

0 1
2 2

0 21 sin

d h h t
k

>0 0h >1 0h 3 3,r p >1 0A

β0

β = 1
0

2

arctg s
s

ε τ = τ ε τ = τ( ) am , sin ( ) sn
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Учтем во второй формуле из (5.25) значения (5.23), (5.24). Тогда

(5.26)

где в силу (5.22)  . Значение  определим из (5.21), (5.22)

(5.27)

а для получения cosϕ(τ) необходимо использовать формулу (5.26), подставив в нее

. Тогда функция . Таким образом, решение уравнений

движения сферического тела для случая прецессионно-изоконических движений по-
строено: оно выражается формулами (2.7)–(2.10), в которых необходимо учесть условия
(5.8), (5.9), (5.13), (5.27). Оно выражается через эллиптические функции , ,

, где . Представляет определенный интерес значение , а также усло-

вие, которое выражается ортогональностью векторов . Отметим, что в случае ре-
гулярных прецессионных движений (см. п. 4) .

6. Случай двух однородных силовых полей. Рассмотрим движение тела под действием
двух однородных силовых полей: положим  ( , ). Тогда из условий
(5.8), (5.9) найдем

(6.1)

Значения  из (5.13) не изменяется. В силу (6.1) , то есть вектор r колли-
неарен вектору a (центр приведения сил второго поля находится на оси, проходящей

через a). Из последних равенств (6.1) следует, что  (формулы (5.16) не име-
ют места, так как они получены из последней формулы системы (5.9)). Выражение для

h0 из (5.19) упрощается: , а значения h1 из (5.19) и , , в силу (6.1),

принимают вид

(6.2)

То есть и в случае (6.1), (6.2) , ,  являются эллиптическими функция-
ми времени. Движение тела обладает свойством периодичности (см. формулы (5.2),
(5.3), (5.25), (5.26)).

Замечание 3. Из полученных выше результатов (см. пп. 4, 6) в случае, когда на тело
действует сила только одного однородного поля (уравнения движения становятся
уравнениями Эйлера–Пуассона), прецессионно-изоконические движения тела име-
ют место только в решении Лагранжа для сферического гироскопа. Данный вывод со-
гласуется с результатами [5–7]. Отметим, что в решении Лагранжа изоконические
движения (без дополнительного свойства прецессионности) возможны только в слу-
чае несферического распределения масс.

7. Прецессионно-изоконические движения динамически симметричного твердого тела.
Рассмотрим случай, когда твердое тело обладает свойством динамической симметрии
относительно вектора . Запишем вначале уравнения (3.6), (3.7) при (A1, A1, A3):

ϕ τ = τ − τ − τ τ
+

2 2
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1 2
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(7.1)

(7.2)

(7.3)
Метод изучения уравнений (7.1), (7.2) сохраним в прежнем виде (см. п. 5). Тогда полу-
чим следующие условия на параметры задачи: равенства (5.9) не изменяются, а вместо
равенств (5.8) следует рассматривать уравнения

(7.4)

Здесь , или, в силу (7.3), имеем следующее значение  через парамет-
ры задачи:

(7.5)

Из (7.5) следует, что , так как в противном случае , что исключаем из рас-

смотрения на основании значения : , которое получаем из равенства .

Запишем значения  из (7.2), использовав обозначения (3.5) и условия (5.9), (7.4):

(7.6)

а также из уравнения (3.9) (полагаем , так как в противном случае
, ):

(7.7)

Приравнивая  из уравнений (7.6), (7.7), найдем уравнение, которое должно быть
тождеством по ϕ. Тогда получим

(7.8)

Если , то из (7.8) следует , что соответствует уже изученному варианту.
При  параметр a0 имеет значение

(7.9)

Для исследования промежутка изменения параметра a0 целесообразно не приме-
нять формулу (7.9), а использовать графо-аналитический метод исследования функ-
ции (7.8), обозначив через , а a0 – через x. Из неравенств треугольника на

главные моменты инерции тела   следует, что ; из геометрического
условия на параметр a0 имеем неравенство . Таким образом, на основании (7.8)
для функции  получим уравнение
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Нули данной функции определены равенствами , ; производная  при

, . Следовательно, функция , если , где

Из полученных результатов следует, что .
Значение параметра E, который находится из метода рассмотрения уравнений (7.6),

(7.7), зависит от параметров задачи, так как E – постоянная первого интеграла. Следо-
вательно, дано обобщение решения п. 5 на случай динамически симметричного гиро-
скопа, которое также описывается эллиптическими функциями.

Заключение. В статье дана постановка задачи о прецессионных движениях тела под
действием трех однородных силовых полей. На основе подхода, указанного в [6, 7],
получены три дифференциальных уравнения на функции , , где  – угол
собственного вращения,  – угол прецессии тела. Изучена проблема замены одного
из уравнений интегралом энергии. Рассмотрены случаи регулярных прецессий ( ,

, n и m – постоянные, удовлетворяющие условию ) и прецессионно-изо-
конических движений ( ). Показано, что в первом варианте угол нутации равен

(1/6), а во втором он имеет значения 60° для сферических гироскопов и 
для динамически симметричного гироскопа относительно вектора a. Рассмотрен ва-
риант, когда движение тела происходит под действием сил двух однородных силовых
полей. Получено сведение решения к эллиптическим функциям времени. В отличие
от ранее использованных подходов, в данной статье применен векторный метод в
описании прецессионных движений тела, что позволило установить решение уравне-
ний движения в кратком виде. Редуцированные уравнения движения дают возмож-
ность изучить прецессии общего вида. Например, можно анонсировать результат о
том, что исследование прецессионных движений тела в случае, когда скорость соб-
ственного вращения тела в два раза меньше его скорости прецессии, угол нутации ра-
вен . В связи с этим представляет интерес сравнение указанных в данной
статье результатов с аналогичными результатами в классической задаче, которая опи-
сывается уравнениями Эйлера–Пуассона, и в задаче о движении гиростата под дей-
ствием потенциальных и гироскопических сил, которая описывается уравнениями
класса Кирхгофа–Пуассона. В первой задаче известно решение Д. Гриоли [2], харак-
теризующееся прецессией тела относительно наклонной оси. Для него выполняются

свойства , . Во второй задаче имеет место решение А.В. Мазнева [25],
отвечающее прецессии гиростата относительно вертикали и обладающее свойствами

, .
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Настоящее исследование посвящено математическому моделированию предложен-
ной новой архитектуры микроэлектромеханического модально-локализованного
датчика ускорений (МЭМС-акселерометра/гравиметра) с чувствительным элемен-
том в виде защемленной с двух концов микробалки с начальной погибью, выпол-
ненной по форме первой несимметричной моды свободных колебаний. В работе по-
казано, что при несимметричной форме начальной погиби в области положитель-
ных осевых усилий существуют зоны близости частотных ветвей, соответствующих
второй симметричной и первой несимметричной формам колебаний. При кон-
струкционном обеспечении требуемого значения осевого растягивающего усилия в
микробалке этот эффект может быть использован, в частности, для измерения осе-
вой компоненты переносного ускорения по принципу амплитудной модальной ло-
кализации. Предусмотренная в компоновке датчика возможность нагрева чувстви-
тельного элемента с помощью протекающего по микробалке электрического тока
позволяет управлять рабочей точкой режима колебаний и, таким образом, в весьма
широких пределах варьировать диапазон измеряемых ускорений и степень чувстви-
тельности датчика. Предложенная в статье конфигурация электродов возбуждения
колебаний и съема выходного сигнала позволяет, с помощью контура обратной свя-
зи, стабилизировать на требуемом уровне амплитуду колебаний по рабочей (третьей)
симметричной форме и, при этом, измерять связанную с изменением величины из-
меряемой компоненты переносного ускорения амплитуду колебаний по несиммет-
ричной форме. Таким образом, в работе предложена и исследована математическая
модель оригинального модально-локализованного акселерометра (гравиметра), со-
держащего единственный чувствительный микробалочный элемент и задействую-
щего эффект обмена энергией между различными его формами колебаний.

Ключевые слова: МЭМС, балка с начальной погибью, бистабильность, акселерометр,
модальная локализация колебаний, близость частот
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1. Введение. Все большее распространение в современной индустрии нано- микро-
электромеханических систем (Н/МЭМС) находит использование существенно нели-
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нейных характеристик проектируемых механических архитектур и принципов генера-
ции колебаний, а также коллективных динамических свойств подвижных элементов
устройств, что позволяет на порядки повысить точность и стабильность измерений
для широкого класса датчиков физических величин [1]. Интенсивное развитие полу-
чают исследования и прикладные разработки в области применения особенностей
модального взаимодействия в нелинейных и слабосвязанных колебательных системах
с двумя и более степенями свободы.

Одной из приоритетных задач индустрии МЭМС является создание вибрационно и
температурно устойчивых высокочувствительных элементов микромеханических си-
стем инерциальной навигации (акселерометров, гравиметров, гироскопов). В части
МЭМС-акселерометров и МЭМС-гравиметров, наряду с классическими амплитудно-
модулированными схемами (см., например, [2]), интенсивно развивается направле-
ние разработки резонансных и модально-локализованных датчиков [3–6]. Основным
принципом работы таких систем является влияние измеряемой компоненты ускоре-
ния подвижного объекта на рабочую частоту или вид собственной формы колебаний
микромеханической архитектуры. В большом числе современных работ (см., к приме-
ру, [7]) сообщается о том, что для модально-локализованных систем с контуром об-
ратной связи по амплитуде может быть достигнута на порядки более высокая чувстви-
тельность, чем для датчиков с частотным выходом.

Значительный научный и практический интерес представляет изучение уникаль-
ных спектральных (модальных и резонансных) свойств микромеханических систем с
проектируемыми возмущениями геометрии (начальной погибью балочных, пластин-
чатых и иных конструкций) и использование этих свойств для высокоточных измере-
ний. Известен целый ряд работ, в которых демонстрируются возможности успешного
практического использования подобных механических архитектур для задач высоко-
точных измерений: силы или переносного ускорения [8, 9], перемещений [10], скоро-
сти [11] и градиента скорости потока жидкости [12], газовых сенсоров [13, 14]. Извест-
ны также работы по использованию систем с начальной погибью в качестве актуато-
ров [15] и логических элементов перспективных вычислительных устройств [16]. На
настоящий момент в большинстве созданных устройств в качестве чувствительного
элемента применяется микробалка с начальной погибью, обладающая свойством би-
стабильности при действии постоянного электрического поля в межэлектродном за-
зоре.

Математическое моделирование и проектирование механических конструкций
рассматриваемого класса требует использования весьма сложных геометрически и
физически нелинейных моделей упругого деформирования континуальных систем.
Этой группе вопросов посвящена обширная литература (см., к примеру, [17–29]). От-
дельное интенсивно развивающееся направление исследований составляют задачи
нелинейной статики и динамики микромеханических конструкций с проектируемы-
ми возмущениями геометрии, действующих в электрических полях различных конфи-
гураций. А именно, значительное число работ посвящено изучению вопросов ветвле-
ния, бифуркаций, нарушения симмметрии положений равновесия и режимов пере-
ключения между ними для микробалок с начальной погибью [30–39]. Особенности
спектральных и нелинейных динамических характеристик таких конструкций также
являются предметом обширной группы исследований [40–53]. Известны работы, по-
священные вопросам синтеза алгоритмов управления колебаниями подобных систем
и обработки выходных сигналов [54–56]. Активно развивается направление проекти-
рования микромеханических датчиков с проектируемыми возмущениями геометрии
более сложной формы: мембран и пластинок [57–64].

Эффект локализации колебаний между симметричной и несимметричной формами
колебаний микробалки с начальной погибью изучается в работе [52]. В работе рас-
сматривается симметричная форма начальной погиби и несколько видов электроста-
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тического нагружения, в том числе несимметричным полем, при котором наблюдает-
ся эффект локализации колебаний по указанным формам. В настоящей работе лока-
лизация колебаний возникает при возбуждении колебаний симметричным полем, но
используется несимметричная форма начальной погиби микробалки.

Настоящее исследование посвящено математическому моделированию предложен-
ной новой архитектуры микроэлектромеханического модально-локализованного дат-
чика ускорений с чувствительным элементом в виде защемленной с двух концов мик-
робалки с начальной погибью, выполненной по форме первой несимметричной моды
свободных колебаний. Насколько известно авторам работы, микробалки с начальной
погибью до настоящего момента не рассматривались как элементы перспективных
резонансных (модально-локализованных) сенсоров переносных ускорений – акселе-
рометров или гравиметров. В работе показано, что при определенных условиях в коле-
бательной системе могут быть обеспечены условия для эффективного обмена энерги-
ей между симметричной и несимметричной формами колебаний чувствительного эле-
мента. Данный эффект может быть положен в основу разработки нового подкласса
высокоточных резонансных датчиков с амплитудным съемом выходного сигнала.

2. Предлагаемая модель акселерометра. Модель акселерометра, принцип действия
которого основан на локализации колебаний, изображена на рис. 1. В качестве чув-
ствительного элемента выступает начально изогнутая балка, защемленная с двух сто-
рон, которая находится в поле действия одного неподвижного электрода возбуждения
колебаний и двух неподвижных электродов съема колебаний. Электрическое напря-
жение, сообщенное концам балки, позволяет менять собственные частоты чувстви-
тельного элемента и настраиваться на рабочий режим. Подвижная масса M упруго
прикреплена к микробалке с помощью системы подвесов. Внешнее ускорение приво-
дит массу в движение и возникает распорное усилие Nm, действующее на микробалку.
Рабочий режим возбуждается центральным электродом и представляет собой колеба-
ния по третьей (второй симметричной) собственной форме балки. При наличии
внешнего ускорения распорное усилие изменяет значения собственных частот балки
и при правильном выборе параметров системы наблюдается эффект близости частот
между второй (первой несимметричной) и третьей (второй симметричной) формами
колебаний чувствительного элемента. Происходит обмен энергией между указанны-
ми формами, и колебания по второй собственной форме детектируются боковыми
электродами.

3. Математическая модель чувствительного элемента. Рассматривается изначально
изогнутая микробалка длины , заделанная с двух сторон и имеющая прямоугольное
поперечное сечение с толщиной  и шириной  (рис. 2).

Балка изготовлена из однородного изотропного упругого материала с модулем Юн-
га E. Начальная форма балки описывается функцией , где  – началь-
ное отклонение верхней точки балки от средней линии в неискривленном положении
и  – безразмерная функция, для которой выполняется условие .

Балка находится в поле одного неподвижного электрода, находящегося на расстоянии
. Предполагается, что  и что прогиб умеренно велик по сравнению с толщи-

ной балки, поэтому имеется необходимость учета растяжения средней плоскости.
Уравнение динамики системы имеет вид:

(3.1)

где  – функция прогиба,  – момент инерции сечения балки,  – плот-
ность материала балки, c – коэффициент трения, N – распорное усилие,  –
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площадь поперечного сечения балки,  – производная по координате ,  –
электростатическая сила, которая описывается следующим выражением:

(3.2)

где  – относительная диэлектрическая проницаемость среды в зазоре,  – ширина
балки,  – амплитуда постоянной компоненты напряжения.

Распорное усилие N вызвано тремя факторами:
1. ( ) эффектом Джоуля, возникающим из-за протекающего тока вдоль балки,
2. ( ) инерционной силой, вызванной ускорением внешней массы M,
3. ( ) механическим усилием, вызванным преднапряженным состоянием балки

(может быть как растягивающим, так и сжимающим):

(3.3)

Инерционная сила связана с ускорением массы следующим образом:

(3.4)
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Рис. 1. Модель модально-локализованного акселерометра.
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где W – ускорение корпуса.

Уравнение теплопроводности в объеме балочного резонатора имеет вид:

(3.5)

где  – коэффициент теплопроводности материала балки, J – плотность тока,  –

удельное сопротивление материала балки. Предполагается, что свойства материала

балки не зависят от температуры.

Плотность тока можно выразить через напряжение, прикладываемое на разные

концы балки :

Тогда уравнение теплопроводности примет вид

(3.6)

Решением уравнения (3.6) является

(3.7)

где константы интегрирования  определяются из граничных условий первого ро-

да на торцах балки, там поддерживается температура окружающей среды :

(3.8)

откуда

(3.9)

Таким образом, температура вдоль оси балки определяется выражением:

(3.10)

Распорное усилие, вызванное эффектом Джоуля, зависит от температуры следую-

щим образом:

(3.11)

где α – коэффициент температурного расширения материала балки,  – начальная

температура балки, знак – означает, что усилие сжимающее.

Таким образом, уравнение движения начально изогнутой балки в поле одного не-

подвижного электрода с протекающим по ней током имеет вид:

(3.12)
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где  – масштаб времени,

может быть получено уравнение в безразмерном виде:

(3.13)

где  – производная по безразмерному времени d/dt.
В настоящей работе будет рассмотрена нелинейная задача о статическом равнове-

сии, а также спектральная задача вблизи положений равновесия, найденных на пер-

вом этапе.

3.1. Уравнение статического равновесия системы. Уравнение статического равнове-

сия в безразмерном виде:

(3.14)

где  – производная по безразмерной координате d/dx.

Для получения модели пониженного порядка применяется метод Галеркина, то

есть ищется приближенное решение уравнения (3.14) в виде:

(3.15)

где , так как граничные условия задачи однородны.

Разложение (3.15) выполняется по ортогональным собственным формам прямой

балки, удовлетворящим уравнению (3.16):

(3.16)

где  – квадрат безразмерной собственной частоты.

С учетом разложения в ряд по собственным формам и граничных условий, уравне-

ние статического равновесия приобретает вид

(3.17)

где  и Ci – собственные формы и коэффициенты при них соответственно.
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Полученное алгебраическое уравнение относительно коэффициентов Ci разложе-

ния функции прогиба по собственным формам решается с помощью методов теории

бифуркаций в программном комплексе MATLAB MATCONT [65].

3.2. Уравнение малых колебаний в окрестности положения равновесия. Уравнение ди-

намики системы имеет вид

(3.18)

Безразмерную функцию прогиба  можно разложить на статическую часть 

(найденную из уравнения статического равновесия (3.14)) и динамическую компонен-

ту, зависящую от времени zd:

(3.19)

Подстановка данного разложения в уравнение динамики приводит к уравнению от-

носительно динамической составляющей функции прогиба:

(3.20)

После раскрытия скобок, разложения члена электростатической силы в ряд Тейло-

ра по функции  и пренебрежения членами второго и более высоких порядков мало-

сти уравнение примет следующий вид:

(3.21)

Часть слагаемых, составляющих уравнение статического равновесия, взаимно ком-

пенсируются. В предположении отсутствия диссипации  малые свободные ко-

лебания около статического равновесия определяются уравнением

(3.22)

Аналогично уравнению статики, динамическая компонента функции прогиба так-

же может быть разложена в ряд по собственным формам прямой балки:

(3.23)

Далее разложение подставляется в уравнение (3.22), четвертая производная заме-

нится на соответствующее ей слагаемое согласно уравнению (3.16), а также все урав-

нение умножается на собственную форму  и интегрируется от 0 до 1. В результате

этих действий получена следующая система линейных ОДУ:
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(3.24)

Уравнение (3.24) представляет собой систему линейно связанных обыкновенных

дифференциальных уравнений относительно модальных координат uj. Решение зада-

чи на собственные значения данной системы уравнений дает первые n собственных

частот балки.

4. Диаграммы статического равновесия. В настоящем пункте приведены статические

диаграммы положений равновесия, полученные путем продолжения по параметру по-

стоянного электрического напряжения λ в уравнении (3.11).

Ниже на рисунке 3,b приведена зависимость прогиба в центре балки и в точках, со-

ответствующих  и  длины балки от параметра статического напряжения. Маркера-

ми отображены точки, в которых на рисунке 3,a изображены соответствующие им

функции прогиба балки в процессе движения по бифуркационной диаграмме.

При несимметричной форме начальной погиби микробалка не обладает свойством

бистабильности – существования двух различных устойчивых положений равновесия

при одном значении электростатического напряжения.

5. Анализ малых колебаний в окрестности положения равновесия. Приведем результа-

ты исследования частот и амплитуд малых колебаний вблизи положений равновесия,

найденных ранее в п. 4. Ниже представлены результаты исследования зависимости

собственных частот и форм изгибных колебаний балки при варьировании параметров

электростатического напряжения  и распорного усилия N. Следует отметить, что при

решении задачи на собственные значения для каждого значения указанных парамет-

ров использовалась функция статического прогиба , найденная из уравнения (3.14)

при текущих значениях параметров. На рис. 4 изображены зависимости первых трех

частот изгибных колебаний балки при увеличении параметра статического напряже-

ния.
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Рис. 3. Диаграмма статического равновесия и функция прогиба микробалки. (a) – эволюция функции про-

гиба при движении по бифуркационной диаграмме, (b) – диаграмма равновесия (  

).
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На рис. 5 изображены зависимости первых трех частот изгибных колебаний балки

при варьировании параметра распорного усилия. Согласно уравнению (3.3), распор-

ное усилие складывается из усилия механической природы, вызванного преднапря-

женным состоянием чувствительного элемента, нагрева вследствие эффекта Джоуля

при протекании тока через балку, а также усилия, вызванного ускорением подвижной

массы, что является полезным выходным сигналом прибора.

В положительной области по параметру N на рис. 5, то есть в области растяжения,

наблюдается эффект близости частотных ветвей, соответствующих второй (первой не-

симметричной) и третьей (второй симметричной) собственным формам. Вид функ-

ции прогиба при значениях параметра N до и после области близости показывает, что

частотные ветви также меняются местами после прохождения этой зоны. Аналогич-

ный эффект близости указанных частотных ветвей наблюдается в работе [52] при воз-

буждении начально изогнутой микробалки несимметричным электростатическим по-

лем.

Для обнаружения эффекта локализации колебаний в данной зоне была построена

зависимость отношения амплитуд колебаний на указанных частотных ветвях от пара-

метра N, изображенная на рис. 6. Анализ данного графика показывает, что в системе

наблюдается эффект локализации колебаний и обмена энергией между второй и тре-

тьей формами изгибных колебаний. Однако, эффект наблюдается в области растяжения

чувствительного элемента, а настройка на рабочий режим происходит путем приложе-

ния разности потенциалов к торцам балки, что приводит к сжатию. Таким образом, не-

обходимое значение параметра N0, соответствующего начальному преднапряженному

состоянию, равно примерно 110 безразмерных единиц.

Далее представлены зависимости частотных ветвей второй и третьей собственных

форм в размерном виде и отношение амплитуд колебаний по данным формам относи-

тельно величины напряжения  с учетом преднапряженного состояния . Исполь-

зуемые числовые значения параметров системы приведены в таблице 1 (материал бал-

ки – изотропный кремний).

thV 0N

Рис. 4. Зависимость первых трех собственных частот микробалки от параметра статического напряжения
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Из рис. 7 можно сделать вывод, что для сдвига рабочей точки прибора в нужном

диапазоне требуется относительно небольшое значение управляющего напряжения –

меньше 1 В.

Заключительным этапом данной работы является анализ чувствительности акселе-

рометра в зависимости от выбора рабочей точки и соотношения масс чувствительного

элемента и подвижной массы. Результаты исследования представлены в таблице 2, а

Рис. 5. Зависимость первых трех собственных частот микробалки от параметра распорного усилия

�
1
, 

2
, 

3

veering

N = 0 N = 200

N = -200

0
�300 �200 �100 0

N
100 200 300

50

100

150

200

250

0.5 1.00 0.5 1.00

3rd freq. 2nd freq. 1st freq.

0.5 1.00 0.5 1.00

0.5 1.00
0.5

1.0

0 0.5 1.0

0 0.5 1.0

0 0.5 1.0 0 0.5 1.0
�1.0

0 0

1

0

1

0.5

1.0

�1.0

�0.5
0

0

1

�1�1

�1

�1 �1

0

1

0

1

λ, = 0.N

Рис. 6. Амплитудное отношение колебаний на второй и третьей собственных частотах.
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также на рис. 8 представлены зависимости отношения амплитуд от величины внешне-

го измеряемого ускорения.

Исходя из результатов, представленных в таблице 2, можно сделать вывод о том,

что при отношении массы подвижной части прибора к массе чувствительного элемен-

та (балки) в диапазоне  чувствительность амплитудного выхода мо-

дально-локализованного акселерометра, описанного в данной работе, достигает вели-

чин порядка 80000 ppm/g. Величина относительной чувствительности акселерометра с

амплитудным выходом сопоставима с характеристиками известных модально-локали-

зованных акселерометров [66–68].

Заключение. В настоящей работе выполнено параметрическое исследование нели-

нейных задач статики и динамики малых колебаний для изначально искривленной

микробалки как перспективного чувствительного элемента высокоточных резонанс-

ных датчиков различных физических величин. Изучен фактор формы начальной по-

гиби микробалки. Показано, что при несимметричной форме начальной погиби в об-

ласти положительных осевых усилий существуют зоны близости частотных ветвей,

соответствующих второй симметричной и первой несимметричной формам колеба-

ний. При конструкционном обеспечении требуемого значения осевого растягиваю-

/ = [100, 1000]M m

Таблица 1. Числовые значения параметров системы

Величина Значение Величина Значение

Длина балки 1000 мкм Модуль Юнга кремния 170 ГПа

Толщина балки 2 мкм Плотность кремния 2329 кг/м3

Ширина балки 25 мкм Коэффициент теплопроводности 
кремния

130 Вт/(м · К)

Межэлектродный зазор 8 мкм Удельная теплоемкость кремния 700 Дж/(кг · К)

Амплитуда начальной погиби 2.6 мкм КЛТР кремния 2.6 × 10–6 1/К

Осевое усилие N0 2.5 × 10–4 Н Относительная диэлектрическая 
проницаемость воздуха

1

Рис. 7. Зависимость второй и третьей собственных частот и их амплитудного отношения от разности потен-

циалов на концах балки. (a) – зависимость частотных ветвей от , (b) – зависимость отношения амплитуд

от .
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щего усилия в микробалке этот эффект может быть использован, в частности, для из-

мерения осевой компоненты переносного ускорения по принципу амплитудной мо-

дальной локализации. Предусмотренная в компоновке датчика возможность нагрева

чувствительного элемента с помощью протекающего по микробалке электрического

Таблица 2. Сравнение выходных характеристик датчика при разных соотношениях масс и выбо-
ре рабочей точки

Отношение масс M/m Рабочая точка, V
Частота f3, 

кГц
Чувствительность , 

млн–1/g

100 102.1 8107

102.3 4290

102.6 2227

300 102.1 24321

102.3 12869

102.6 6682

500 102.1 40535

102.3 21449

102.6 11137

1000 102.1 81071

102.3 42898

102.6 22274

( )A

= 0.4thV

= 0.43thV

= 0.46thV

= 0.4thV

= 0.43thV

= 0.46thV

= 0.4thV

= 0.43thV

= 0.46thV

= 0.4thV

= 0.43thV

= 0.46thV

Рис. 8. Зависимость отношения амплитуд колебаний по второй и третьей собственным формам от величи-

ны внешнего ускорения, .
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тока позволяет управлять рабочей точкой режима колебаний и, таким образом, в весь-

ма широких пределах варьировать диапазон измеряемых ускорений и степень чув-

ствительности датчика. Предложенная в статье конфигурация электродов возбужде-

ния колебаний и съема выходного сигнала позволяет, с помощью контура обратной

связи, стабилизировать на требуемом уровне амплитуду колебаний по рабочей (тре-

тьей) симметричной форме и, при этом, измерять связанную с изменением величины

измеряемой компоненты переносного ускорения амплитуду колебаний по несиммет-

ричной форме. Таким образом, в работе предложена и исследована математическая

модель оригинального модально-локализованного акселерометра (гравиметра), со-

держащего единственный чувствительный микробалочный элемент и задействующего

эффект обмена энергией между различными его формами колебаний.

Поддержка. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда

№ 21-71-10009, https://rscf.ru/project/21-71-10009/.
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Рассмотрена задача об определении характеристик чувствительности неоднородных
изотропных упругих тел по отношению к трем функциям, характеризующим неод-
нородность – коэффициентам Ламе и плотности. Сформулированы соответствую-
щие краевые задачи, получены формулы для определения чувствительности. Пред-
ставлен пример для цилиндрического стержня при анализе продольных и изгибных
колебаний, проанализирована чувствительность к изменению модуля Юнга и плотно-
сти. При помощи итерационного алгоритма и метода регуляризации А.Н. Тихонова
решен ряд обратных задач по определению этих характеристик для монотонных и не-
монотонных законов их изменения, представлены результаты вычислительных экспе-
риментов. Проанализирована норма разности точного и восстановленного решений.
Даны рекомендации по выбору частотного диапазона для зондирования, наиболее
эффективного с точки зрения реконструкции.

Ключевые слова: чувствительность, неоднородность, цилиндр, стержень, обратная за-
дача, слабая постановка, производные по Фреше
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Введение. В последние годы при решении многих задач механики деформируемого
твердого тела, особенно при изучении идентификации параметров новых моделей ин-
терес вызывает исследование чувствительности решений по отношению к параметрам
модели – модулям упругости, параметрам вязкоупругих и пороупругих операторов,
пьезомодулей, коэффициентам теплопроводности и другим характеристикам. Это
связано с интенсивным исследованием по меньшей мере двух важных классов задач
для однородных или неоднородных деформируемых тел.

Первый класс задач связан с нахождением некоторых оптимальных параметров или
законов изменения характеристик, доставляющих экстремум некоторого функциона-
ла качества [1], характеризующего деформативность, минимум веса при сохранении
прочности, армирование, критические значения в задачах устойчивости, резонансные
частоты и др.

Второй класс связан с решением ряда обратных задач по реконструкции постоян-
ных или переменных свойств тел при наличии дополнительной информации о реше-
нии в виде компонент граничных полей, амплитудно-частотных характеристик, резо-
нансных частот [2–9]. При этом отметим, что наиболее адекватными постановками
являются такие, когда дополнительная информация в обратной задаче задана на гра-
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нице изучаемого тела, что при решении обратных задач приводит к изучению нели-
нейных операторных уравнений (или систем) с компактными операторами. Другая
постановка, которая стала достаточно интенсивно изучаться в последнее время, опи-
рается на дополнительную информацию, заданную в виде компонент полей смеще-
ний, заданных (измеренных) внутри тела. Эта постановка, опирающаяся на измери-
тельные ресурсы эластографии, и реализующаяся для идентификации мягких тканей
в биомеханике, приводит к линейным операторным уравнениям, которые стали пред-
метом исследований относительно недавно [10–13].

Выявление параметров задачи, которые наиболее сильно (или слабо) влияют на ис-
следуемые функции или функционалы, важные для дальнейшего анализа соответ-
ствующей проблемы, составляет суть анализа чувствительности.

В ряде случаев, когда изучаемые характеристики постоянны, такой анализ даже по
отношению к целому комплексу характеристик осуществляется на базе стандартной
схемы – при помощи вычисления частных производных измеряемой (заданной)
функции или функционала по параметрам, относительно которых такой анализ осу-
ществляется. Приравнивание их нулю приводит к базовой системе уравнений для
определения параметров. Соответственно численная процедура анализа чувствитель-
ности производится следующим образом: фиксируются все параметры, кроме одного,
и анализируются зависимости наблюдаемой характеристики от этого параметра. К со-
жалению, анализ чувствительности не может быть осуществлен в рамках такой схемы,
если анализируемые параметры переменны, что часто встречается в последнее время
при анализе и оптимизации свойств функционально-градиентных материалов, и тре-
бует более тонких подходов. Заметим, что при этом чувствительность определяется не
только параметрами или функциями, характеризующими физические свойства объек-
та, но и способом нагружения.

Так, статья [6] посвящена некоторым статическим и динамическим обратным зада-
чам, возникающим для моделей линейной упругости для трехмерных упругих сред и
тонких упругих пластин, а именно идентификации распределений модулей упругости,
параметров модели или скрытых объектов, таких как трещины. Представлены форму-
лы для определения параметрической или геометрической чувствительности.

В [14] разработан анализ чувствительности первого и второго порядка задачи на
собственные значения обобщенных несимметричных матриц с использованием тео-
рии возмущений. Затем эти результаты применяются для анализа чувствительности
при изучении распространения волн в конструкциях. Введены характеристики чув-
ствительности по отношению к системным параметрам волновых чисел и форм вол-
новых мод. Приведены выражения для групповой скорости. Для демонстрации пред-
лагаемого подхода используются численные результаты для тонкой балки и слоистой
панели.

Наиболее простыми и подробно изученными являются задачи для функционально-
градиентных стержней и слоистых балочных структур [9, 15, 16].

В качестве примера приведем задачу об идентификации законов изменения модуля
упругости и плотности неоднородного изотропного цилиндрического стержня, один
торец которого закреплен [16], при анализе продольных и изгибных колебаний. При
этом можно возбуждать колебания различного типа под воздействием разного типа
нагрузок (продольные, изгибные, крутильные). Отметим, что параметр Ляме  не вхо-
дит в задачу о крутильных колебаниях, соответственно чувствительность тангенциаль-
ного смещения к этому параметру (функции) равна нулю. Возникает вопрос – каким
образом необходимо нагружать объект (и выбирать частотный отрезок нагружения
или несколько таких отрезков), чтобы соответствующий отклик был чувствителен к
искомой характеристике и таким образом создавать процедуру идентификации, близ-
кую к оптимальной.
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Отметим, что имеются следующие возможности при анализе заданных (измерен-
ных) характеристик смещений.

1. Для функций, которые параметризуются конечным набором числовых параметров
(полиномы, тригонометрические полиномы, линейные комбинации экспонент) – это
нахождение частных производных, либо, как описано выше, осуществление вычисли-
тельных экспериментов при фиксации всех параметров, исследование зависимости
базового функционала от каждого параметра.

2. В случае, когда идентифицируемые характеристики переменны, возможно для
оценочных прикидочных расчетов использовать верхние и нижние оценки для функ-
ций, которые часто известны.

3. Ввести соответствующие характеристики чувствительности средствами функци-
онального анализа, используя производные соответствующих операторов по Фреше
[17], составить и анализировать краевые задачи относительно таких производных.

Таким образом, целью настоящей работы является обсуждение и формулировка
критериев чувствительности для неоднородных материалов и элементов конструкций
из них. Отметим, что в ряде ситуаций возможно указать такие режимы нагружения
объекта, при которых чувствительность объекта по отношению к какой-либо характе-
ристике равна нулю. Например, помимо приведенного выше примера для крутильных
колебаний, таковым является модуль сдвига при возбуждении в образце цилиндриче-
ской формы продольных или изгибных колебаний.

1. Постановка задачи, введение основных характеристик чувствительности для неод-
нородных упругих тел. Рассмотрим соответствующую проблему чувствительности для
оператора теории упругости. Пусть краевая задача об установившихся колебаниях не-
однородного упругого тела описывается в рамках следующей постановки.

Рассмотрим установившиеся колебания ограниченной области V с кусочно-глад-
кой границей , а nj – компоненты единичного вектора внешней нормали к
S. Сформулируем постановку коэффициентных обратных задач для определения за-
висящих от координат материальных характеристик материала в случае задания до-
полнительной информации на границе объекта.

Уравнения установившихся колебаний имеют вид:

(1.1)

Определяющие соотношения представляют собой закон Гука для анизотропного
упругого тела

(1.2)

Соотношения (1.1), (1.2) позволяют записать систему дифференциальных уравне-
ний второго порядка, которая наиболее часто используется для анализа колебаний од-
нородных и неоднородных тел. Для формулировки краевой задачи необходимо задать
граничные условия, будем считать, что в общей ситуации они представляют собой
условия смешанного типа

(1.3)

Здесь  – компоненты тензора упругих модулей, являющиеся кусочно-непрерыв-
ными функциями координат, которые удовлетворяют обычным условиям симметрии
и положительной определенности,  – плотность среды.

Сформулируем задачу определения коэффициентов дифференциального оператора
теории упругости по дополнительной информации

(1.4)
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Такая постановка соответствует измерению поля перемещений на части границы
, на которой осуществляется нагружение, в некотором диапазоне частот. Отметим,

что в такой общей постановке задача является нелинейной и построение решения
осуществляется на основе построения некоторого итерационного процесса, который
достаточно подробно описан в [9, 16, 17]. Приведем постановку в случае изотропного
тела, для которого закон Гука (2) имеет вид

(1.5)

где  – параметры Ляме, являющиеся положительными функциями координат.
Для упругих тел можно пользоваться обобщенным соотношением взаимности и по-

лученным на его основе операторным соотношением [9]. При исследовании коэффи-
циентных обратных задач, состоящих в определении функций, характеризующих не-
однородность, для общих линейных моделей механики сплошной среды также можно
опираться на слабую формулировку, которая весьма часто используется и для иссле-
дования прямых задач.

При формулировке слабой постановки спроектируем уравнение движения (1.1) на
элемент , представляющий собой вектор-функцию с дифференцируемыми компо-
нентами и удовлетворяющую граничным условиям на  (далее будем считать, что

). Используя теорему Гаусса–Остроградского и учитывая граничные условия
в (1.3), приведем это равенство к виду , где  есть трилинейная
форма (линейная по каждому аргументу) переменных ,  – линейная форма.

Так, слабая постановка для анизотропной теории упругости состоит в нахождении
компонент вектора смещений, причем для трилинейной и линейной форм имеем со-
ответственно

(1.6)

Для решения обратной задачи по восстановлению трех переменных характеристик
 используется несколько подходов, в основе которых лежит итерационный метод

типа Ньютона [9–16] и его модификации. Сформулируем соответствующие оператор-
ные уравнения. Для нахождения трех характеристик будем использовать три режима
зондирования, которые характеризуются как разными областями приложения нагруз-

ки, так и способом ее приложения. Обозначим эти нагрузки через ; соот-

ветствующие им поля смещений будем обозначать через .
В изотропном случае для определяющих соотношений вида (5) из слабой постанов-

ки (1.6), полагая , имеем следующую систему нелинейных интегральных урав-
нений типа Урысона

(1.7)

Особенностью этой системы, состоящей из 3 нелинейных интегральных уравне-
ний, является знакоопределенность ядер, зависящих от компонент смещений и их
градиентов, при неизвестных функциях . Возможное нарушение знакоопреде-
ленности в зависимости от компонент тензора деформаций имеется в случае исполь-
зования модели несжимаемого материала, а также при таком виде нагружения, когда
шаровая часть тензора деформаций обращается в ноль (что приводит к обращению в
ноль ядра при , что отмечено выше). Заметим попутно, что ядра при  и  в ноль не
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обращаются. Обычно система нелинейных операторных уравнений вида (1.7) иссле-
дуется на основе операторного метода Ньютона, при этом требуется нахождение про-
изводных по Фреше от основного оператора и выбор начального приближения.

Начальное приближение для реализации итерационного процесса отыскивается
обычно в некотором узком классе функций – постоянных, линейных или кусочно-ли-
нейных путем минимизации функционала невязки

(1.8)

и на каждом шаге итерационного процесса необходимо формировать и решать линей-
ную систему интегральных уравнений Фредгольма первого рода с гладкими ядрами,
позволяющую находить поправки к некоторому приближению. Далее будем считать,
что  характеризует поправки для ,  характеризует поправки для параметра , а 
характеризует поправки для плотности, гладкие ядра в (1.7)  неотрицательны,

 – отрицательны. Решение таких интегральных уравнений и систем представляет
собой некорректную задачу [2] и может быть построено лишь на основе сужения про-
странства поиска до компактного или конечномерного множества, причем регуляри-
зованные решения строятся на базе метода А.Н. Тихонова. Особенностью ситуации,
когда определяется несколько функций, является то обстоятельство, что ядра системы
в силу различной чувствительности в равномерной норме могут различаться на поря-
док и более друг от друга, что приводит к сильному вырождению линейных систем при
численной реализации. Это подтверждают результаты вычислительных эксперимен-
тов, осуществленные при решении обратных задач для цилиндрической области [17–
20]. В вычислительных экспериментах по определению трех функций, зависящих от
радиальной координаты, показано, что законы изменения  и  находятся с приемле-
мой точностью, а  – с весьма невысокой, что связано с разным порядком ядер в инте-
гральных уравнениях типа (1.7).

Вернемся к операторному уравнению, в описание которого помимо полевых пере-
менных входят коэффициенты, образующие вектор .

Для оценки чувствительности введем в рассмотрение следующие характеристики
чувствительности относительно величин напряжений и смещений, где производные
понимаются в смысле Фреше [21]

(1.9)

Осуществляя необходимые построения и формируя соответствующие краевые за-
дачи для введенных производных, получим связанную систему краевых задач. При
этом, используя соответствующие соотношения взаимности, для произвольной на-
грузки для введенных характеристик получены следующие соотношения

(1.10)

Отметим, что для оценки чувствительности в некоторой точке поверхности тела
следует осуществить зондирование с помощью сосредоточенных нагрузок. При этом
соотношения (1.10) дают
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(1.11)

которые позволяют определять чувствительность тела по отношению к различным
видам воздействий и сравнивать отклики для различных законов неоднородности.

2. Пример оценки чувствительности для цилиндрического стержня. В качестве приме-
ра оценки чувствительности рассмотрим частную обратную задачу об определении
двух функций  и  соответственно безразмерного модуля Юнга и безразмер-
ной плотности для консольно-закрепленного стержня, в котором возбуждаются
а) продольные колебания за счет приложения продольной силы единичной амплиту-
ды на конце, б) изгибные колебания за счет приложения единичного момента на кон-
це. В качестве дополнительной информации в обратной задаче будем считать, что за-
даны амплитудно-частотные характеристики о смещении и угле поворота на конце в
зависимости от частоты колебаний.

(2.1)

(2.2)

В работе [16] построены интегральные уравнения вида (1.7) для стержня, в котором
возбуждаются продольные или изгибные колебания. Эти уравнения имеют вид

(2.3)

(2.4)

соответственно ядра интегральных операторов обладают свойствами знакоопределен-
ности, отмеченными выше. Здесь  и  – соответственно амплитуды продольных и
изгибных перемещений стержня, которые, вообще говоря, являются нелинейными
операторами от искомых функций g(x) и r(x); введены безразмерные параметры:

,  (для кругового стержня радиуса ),  – характерные
значения плотности и модуля Юнга.

Итерационный процесс, описанный выше, приводит на n-й итерации к последова-
тельному решению задач для стержней с известными переменными характеристиками
и нахождению поправок из системы интегральных уравнений вида [16]. Собственно
чувствительность для этого объекта отражают операторные зависимости   от
материальных характеристик стержня. Если ввести соответствующие производные,

отражающие чувствительность , , ,  и оператор

то нетрудно построить операторные уравнения для этих функций, а также установить
некоторые соотношения для расчетов и соответствующие неравенства
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Из этих неравенств следуют следующие выводы, которые аналогичны теоремам
сравнения Штурма.

1. Увеличение модуля упругости для неоднородного стержня приводит к уменьше-
нию амплитуды продольного смещения и угла поворота.

2. Увеличение плотности для неоднородного стержня приводит к увеличению ам-
плитуды колебаний продольного смещения и угла поворота.

3. Характеристики чувствительности сильно возрастают при приближении к резо-
нансным значениям для соответствующих операторов, частотный анализ позволит
выделить области, наиболее благоприятные для реконструкции неоднородных харак-
теристик.

Замечания. 1. Отметим, что эти выводы относятся к тем сравнениям характеристик,
когда неравенства выполняются всюду в области, занятой стержнем.

2. Важным также является сравнительный анализ разнородных характеристик чув-
ствительности и выявление частотных областей, в которых они имеют одинаковый
порядок.

Исследования в рамках предлагаемого подхода могут быть использованы при ана-
лизе колебаний кругового цилиндра и волновода [20] и решении КОЗ при общих дву-
мерных и трехмерных законах неоднородности, а также при анализе влияния компо-
нент предварительных напряжений.

3. Вычислительный эксперимент. При помощи методов пристрелки вычислим чув-
ствительности для балки, материальные свойства которой описываются функциями

, , примем, что .
На рис. 1 изображены зависимости функций  от параметра . Они яв-

ляются знакоопределенными. Структура этих функций такова. Они бесконечно диф-
ференцируемы, имеются разрывы второго рода, соответствующие резонансам (изгиб-
ным  и продольным ) и антирезонансы (на них
амплитуды соответствующих перемещений обращаются в ноль). Были проведены
масштабные вычислительные эксперименты, приведем результаты некоторых из них.

Рассмотрим задачу по восстановлению функций , r(x) = 0.67 + x2.
Построим АЧХ задач продольных и изгибных колебаний . Рассмотрим два
набора частот.

1. Точки первого набора . В качестве точек
первого набора выбраны такие точки, которые были бы близки к резонансным часто-
там и удалены от нуля и частот антирезонанса. Введем следующие характеристики

(3.1)

(3.2)

На основе точек первого набора вычисляется функционал невязки в соответствии с
(3.1). Путем его минимизации найдено начальное приближение , r0(x) =
= . На основе метода регуляризации А.Н. Тихонова с автоматическим вы-
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бором параметра регуляризации реализован итерационный процесс и найдены иско-
мые функции.

В табл. 1 сравнение АЧХ выполнено в евклидовой метрике (3.1) (так как в использу-
емом частотном диапазоне содержатся и резонансы), а сравнение точных функций
g(x), r(x) с результатами реконструкции в метрике  (3.2). Для использования невязки
(3.2) и перехода к следующей итерации используются кусочно-линейные аппрокси-
мации. Нулевая итерация соответствует начальному приближению. Заметим, что су-
щественное снижение невязки в решении происходит уже при первой итерации.

2. Аналогичный вычислительный эксперимент выполним для второго набора ча-
стот . Путем минимизации функционала
невязки найдено начальное приближение , .

В табл. 2 представлены невязки для второго диапазона частот. Отметим, что они
также значительно уменьшаются уже после первой итерации. При том, что невязка по
АЧХ оказалась меньше, чем в предыдущем случае, невязки в реконструкции функций
g(x) и r(x) оказались выше. Таким образом, можно считать этот частотный набор ме-
нее удачным.

Рассмотрим также задачу по восстановлению немонотонных функций с одинако-
вым среднеинтегральным значением , .
Зададим третий частотный набор . Путем
минимизации функционала невязки найдено начальное приближение ,

.
Из табл. 3 видно, что невязки, отвечающие начальному приближению достаточно

велики. Оказалось, что  на всем интервале и  при .
Наблюдение за решением на итерациях позволило выявить, что после 2 итерации не
происходит его существенных изменений.

2L

{ }=κ 0.1,0.2,0.4,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0,1.75,1.85
( ) =0 1.0g x ( ) = +0 0.67 0.6r x x

( ) ( )= − −1.33 2 1g x x x ( ) ( )= + −0.67 2 1r x x x
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( ) =0 0.8g x
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Рис. 1. Зависимость  от параметра .
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Таблица 1. Сравнительный анализ невязок на итерациях

№ итерации

0 0.28 0.038 0.022
1 1.00 0.0064 0.0080
2 0.15 0.0070 0.0057
3 0.055 0.0069 0.0055

f
jJ g

jJ r
jJ
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На рис. 2 сплошными линиями изображены точные решения обратной задачи: g(x)
слева и r(x) справа. Пунктирной линией (номер 0) изображено начальное приближе-
ние g0(x) и . Под номерами 1 и 4 изображены, соответственно, результаты рекон-
струкции на первой и четвертой (последней) итерациях.

Результаты вычислительных экспериментов позволили сформулировать следую-
щие рекомендации при решении коэффициентных ОЗ для стержневых структур при
выборе частотного диапазона:

1. Не использовать узкий частотный диапазон для съема АЧХ.
2. Оптимально в качестве частотного диапазона использовать частоты в окрестно-

сти первого и второго резонанса, поскольку в окрестности нуля практически отсут-
ствует чувствительность к изменению плотности, а после второго резонанса ядра ин-
тегральных уравнений начинают достаточно сильно осциллировать, обращаясь в ноль

( )0r x

Таблица 2. Сравнительный анализ невязок на итерациях

№ итерации

0 0.185 0.038 0.021
1 0.098 0.0098 0.012
2 0.033 0.0082 0.011
3 0.030 0.0078 0.010

f
jJ g

jJ r
jJ

Таблица 3. Сравнительный анализ невязок на итерациях

№ итерации

0 0.905 0.062 0.103
1 0.661 0.0038 0.0013
2 0.125 0.0015 0.0013
3 0.063 0.0016 0.00095
4 0.050 0.0017 0.0012

f
jJ g

jJ r
jJ

Рис. 2. Результаты реконструкции на 1 и 4 итерациях.
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в наборе точек, что негативно влияет на обусловленность матрицы получаемой алгеб-
раической системы и в целом на процесс реконструкции.

3. Так как ядро при поправке к плотности обращается в нуль на закрепленном кон-
це стержня, то для получения приемлемых результатов реконструкции нужно задать
значение плотности в этой точке.

Заключение. Обсуждены некоторые аспекты исследования обратных задач по на-
хождению переменных характеристик для моделей теории упругости. На основе про-
изводных по Фреше введены характеристики чувствительности для модели неодно-
родной линейной теории упругости, построены общие соотношения, позволяющие
вычислять характеристики чувствительности при установившихся воздействиях.
Представлен пример для неоднородного стержня, найдены соответствующие характе-
ристики чувствительности.

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда № 22-11-00265, https://rscf.ru/project/22-11-00265/, Южный федеральный уни-
верситет.
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В статье рассматривается проблема вывода определяющих уравнений для микропо-
лярного термоупругого континуума GN-I в специфике стандартного псевдотензор-
ного формализма. Псевдотензорный подход в большинстве случаев оправдан при
моделировании гемитропных микрополярных тел, термомеханические свойства ко-
торых чувствительны к зеркальным отражениям трехмерного пространства. Приво-
дятся минимально необходимые для понимания сведения из теории псевдотензо-
ров. Привлекаются общие термодинамические подходы, обсуждаются уравнения
баланса энтропии и различные формы баланса внутренней и свободной энергии
Гельмгольца. Устанавливаются веса основных термомеханических псевдотензоров.
В линейном приближении выводятся определяющие уравнения гемитропного мик-
рополярного термоупругого континуума (GN-I) первого типа. В линейном прибли-
жении получена связанная система дифференциальных уравнений теплопроводно-
сти и динамических уравнений микрополярного термоупругого континуума GN-I.

Ключевые слова: псевдотензор, термодинамический потенциал, связанная термо-
упругость, теплопроводность, микроповорот, перемещение, микрополярный геми-
тропный континуум
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1. Введение. Изучение термомеханических свойств современных конструкционных
материалов и метаматериалов [1–6] оказывается возможным в результате синтеза ап-
парата современной термодинамики [7–9] и микроструктурных представлений [10–
12]. Большинство биоматериалов и метаматериалов с точки зрения их термомеханиче-
ских свойств чувствительны к преобразованиям, изменяющим ориентацию простран-
ства1, например, зеркальным отражениям и инверсиям пространства2. Однако, следует
понимать, что определяющие тензоры и определяющие постоянные линейных изо-
тропных микрополярных сред не проявляют чувствительность к указанным преобразо-
ваниям. Наиболее простой моделью, с определяющими псевдоскалярами, чувствитель-
ными к упомянутым преобразованиям пространства, оказывается гемитропная микро-
полярная среда, задающаяся девятью определяющими псевдоскалярами.

1 Мы считаем, что ориентация трехмерного пространства задается с помощью знака фундаментального
ориентирующего псевдоскаляра sgn. [13, 14].2 Под инверсией трехмерного пространства мы подразумеваем преобразование координатного репера, со-
поставляющее координатам их противоположные значения.

УДК 539.4
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Термодинамические процессы, протекающие в термодинамических системах, с
точки зрения математической модели определяются эволюцией параметров состояния3,
составляющих термодинамический базис. Термодинамические процессы можно услов-
но разделить на равновесные и неравновесные. Равновесным называется такой термо-
динамический процесс, при котором все состояния, через которые последовательно
эволюционирует система, с достаточной степенью точности являются равновесными
состояниями, т.е. когда все термодинамические характеристики чрезвычайно близки к
своим средним значениям4. К таким процессам можно отнести медленно протекающие
процессы, когда время релаксации достаточно мало, по сравнению с характерным вре-
менем перехода между двумя соседними равновесными состояниями. В этом случае
процессы чаще всего рассматриваются как квазистатические, поскольку для динамиче-
ских процессов высказанные условия в большинстве случаев нарушаются.

Кроме того, термодинамические процессы, можно разделить на обратимые и необ-
ратимые. Обратимым называется такой термодинамический процесс, для любых двух
состояний которого фактически реализуются термодинамические процессы как в
прямом, так и в обратном направлениях. Поясним сказанное на двух простых приме-
рах. Рассмотрим в качестве примера модель атермической деформации цилиндриче-
ского упругопластического образца до и за пределом упругости (см. рис. 1). При зна-
чениях силовой нагрузки, ниже предела упругости , что на рисунке соответствует
точкам кривой между состояниями 1 и 2, термодинамический процесс будет обрати-
мым и разгрузка образца вернет процесс к начальному состоянию 1 [17]. При нагруже-
нии образца выше предела текучести (состояния 3 и 4) образец начнет проявлять не-
упругие свойства и процесс разгрузки пойдет по пути 4–5, а не вернется в состояние 1
по траектории , что означает необратимость процесса 1–4. В термодина-
мически необратимых процессах наблюдается неконтролируемое (неуправляемое, са-
мопроизвольное) производство энтропии (uncontrollable entropy production).

Для описания состояния термодинамической системы используются функции,
функционально зависящие от базиса термодинамических переменных (параметров
состояния: энтропия, деформация, температура), и термодинамические потенциалы
состояния (внутренняя энергия, свободная энергия Гельмгольца и другие энергетиче-
ские формы).

Термодинамический подход к исследованию процессов деформирования микропо-
лярных материалов использовался, например, в работах [10–12] и работах авторов
[6, 18, 19], где проводится построение определяющих уравнений для упругих микро-
полярных материалов в терминах абсолютных тензоров. Однако, построение опреде-
ляющих уравнений и термодинамических потенциалов для гемитропных микропо-
лярных термоупругих сред на корректной основе требует привлечения аппарата алгеб-
ры псевдотензоров (см., например, [14, 20, 21]).

В настоящей работе обсуждаются вопросы вывода определяющих соотношений для
микрополярного термоупругого континуума GN-I в терминах псевдотензоров. При-
водятся (правда, в минимальной степени) основные понятия алгебры и анализа псев-
дотензоров [22–28]. Обсуждаются уравнения баланса энтропии и различные формы ба-
ланса внутренней и свободной энергии Гельмгольца. Вычисляются веса основных термо-
механических величин. В линейном приближении выводятся определяющие уравнения
гемитропного микрополярного связанного термоупругого континуума GN-I.

2. Псевдотензоры в трехмерном евклидовом пространстве. Рассмотрим трехмерное
евклидово пространство5. Выберем в пространстве криволинейную систему коорди-

3 В книге Л.И. Седова [15] упомянутые параметры обозначены через .
4 Данные представления характерны для курса “Теоретической физики” Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшица [16].5 Трехмерность пространства существенна для всех дальнейших рассуждений.

μi

σE

− − −4 3 2 1
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нат . Метрика пространства задается квадратом линейного элемента
длины согласно

(2.1)

где  – компоненты метрического тензора. Компоненты фундаментального тензора
gij связаны с метрическим тензором соотношением

(2.2)

И метрический, и фундаментальный тензоры являются абсолютными (истинными)

тензорами. То же самое относится к символу Кронекера .
Введем в рассмотрение локальные базисные триэдры, связанные с выбранной ко-

ординатной системой в трехмерном пространстве:  ( ) – локальный ковари-

антный базис;  ( ) – локальный контравариантный (взаимный) базис.
Базисные векторы и взаимные базисные векторы удовлетворяют следующему соот-

ношению:

Метаиндексы  и  (в отличие от тензорных индексов) записываются шрифтом “fraktur”.
С ориентацией локальных базисов связан фундаментальный объект псевдотензор-

ной алгебры и многомерной геометрии – символы перестановок [23–25], которые не
являются абсолютными тензорами и определяются согласно соотношениям:

(2.3)

Заметим, что -символы нарушают основные привила тензорного формализма, что

видно уже по (2.3). Символы перестановок  и  являются относительными кова-
риантными тензорами (псевдотензорами) веса –1 ( ) и одновременно – от-

( = 1,2,3)kx k

2 = i j
ijds g dx dx
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Рис. 1. Одноосное растяжение образца за предел текучести.
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носительными контравариантными тензорами веса +1 ( ), поэтому было бы
корректно использовать для них следующие обозначения:

Далее сверху корневого символа относительного тензора в квадратных скобках будем
отмечать его вес. Нулевой вес, присущий абсолютным тензорам, не отражается нами в
обозначениях.

Введем в рассмотрение ориентирующий трехмерное пространство псевдоскаляр
(относительный скаляр веса +1 ( )), представляющий собой смешанное
произведение базисных векторов:

(2.4)

и относительный скаляр отрицательного веса  ( ):

(2.5)

Обратим внимание, что псевдоскаляр (2.4) с точностью до знака совпадает с объе-
мом параллелепипеда, построенного на базисных векторах . Нетрудно показать, что в
евклидовом пространстве справедливо равенство

(2.6)

где g – детерминант метрического тензора. Условие  ( ) является фундамен-
тальным для развития общей теории относительности [29] и, например, математиче-
ской теории пластичности [30]. Важно отметить, что в этом случае абсолютные тензо-
ры совпадают с псевдотензорами с точностью до знака, учитывая уравнение (2.8) по-
лучим

(2.7)

Откуда следует, что псевдотензоры меняют свой знак на противоположный при изме-
нении ориентации координатного репера если их вес нечетный. Подчеркнем, что e > 0
для правоориентированной координатной системы, e < 0 для левоориентированной
координатной системы.

Псевдотензор  веса g ранга  с помощью степеней фундаменталь-

ного ориентирующего псевдоскаляра можно преобразовать к абсолютному тензору
того же ранга согласно

(2.8)

В дальнейшем изложении у фундаментальных символов, таких как e и g, указание
на их вес будем опускать.

Ковариантная производная псевдотензорного поля  была введена О. Веб-

леном [26, 27] и вычисляется согласно [14, 24]:
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(2.9)

В частности, для псевдоскаляра ковариантная производная, независимо от веса ,
примет вид

(2.10)

где

Учитывая свойства символов Кристоффеля  и соотношение (2.6), получим выра-
жение для ковариантной производной (2.10)

(2.11)

Однако, существуют альтернативные подходы реализации ковариантного диффе-
ренцирования псевдотензора. Определим ковариантную производную псевдотензора
произвольного ранга и целого веса  с помощью соотношения:

(2.12)

Кроме того, реализовать ковариантное дифференцирование псевдотензора с целым
положительным весом ( ) можно с помощью символов перестановок согласно
правилу6

(2.13)

Все три вида реализации ковариантной производной (2.9), (2.12) и (2.13) являются
эквивалентными, что было продемонстрировано в работе [31].

3. Термодинамические потенциалы состояния для гемитропных микрополярных термо-
упругих сред GN-I. Введем в рассмотрение внутреннюю энергию u в расчете на едини-
цу массы. Понятие внутренней энергии, как физической величины, характеризующей
элементарную термодинамическую систему, подробно обсуждается в классической
монографии [16, С. 25–28]. Стандартное статистическое определение внутренней
энергии элементарной термодинамической системы можно найти там же [16, c. 103–
105]. В статистической физике во внутреннюю энергию системы включают энергию
разных видов движения и взаимодействия входящих в систему частей: энергию посту-
пательного, вращательного и колебательного движений атомов и молекул, энергию
внутри- и межмолекулярного взаимодействия, энергию электронных оболочек ато-
мов и др. В этом случае внутренняя энергия трактуется как физическая величина.

Помимо трактовки u как физической величины, связанной с элементарной термо-
динамической системой, в механике континуума ее приходится рассматривать как не-
прерывное физическое поле (physical field), поскольку континуум является объедине-

6 Антологичное правило справедливо, если целый вес отрицателен, т.е. g < 0.
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нием элементарных термодинамических систем. В механике континуума значение u
как физической величины не представляет интереса ни в теоретическом, ни в при-
кладном плане. Подлинный интерес представляет трактовка внутренней энергии как
термодинамического потенциала состояния, т.е. как однозначной, непрерывной и
ограниченной снизу функции базиса термодинамических переменных (параметров
состояния). Чертой сверху будем в дальнейшем обозначать потенциалы состояния.
Например  означает, что внутренняя энергия u рассматривается как термодинамиче-
ский потенциал состояния, зависящий от некоторого конечного набора базисных тер-
модинамических переменных (параметров состояния). В термомеханике микропо-
лярных континуумов имеем:

• s – энтропия в расчете на единицу массы (абсолютный скаляр);

•  – асимметричный тензор деформации;

•  – псевдотензор деформации изгиба–кручения.

Поворот φj может трактоваться двояко: либо как ковариантный псевдовектор отри-

цательного веса , либо как контравариантный псевдовектор положительного веса

. В настоящей работе в качестве псевдовектора поворота мы будем использовать

контравариантный псевдовектор положительного веса . Перечисленные выше пе-
ременные мы считаем образующими термодинамический базис в случае микрополяр-
ного термоупругого континуума GN-I.

Все сказанное выше можно выразить следующим уравнением:

(3.1)

Фундаментальным утверждением (3.1) постулируется равенство физического зна-
чения внутренней энергии  (абсолютного скаляра, не зависящего от зеркальных от-
ражений и инверсий трехмерного пространства) и значения функциональной зависи-
мости .

Сопряженной к энтропии величиной в термодинамике выступает термодинамическая
температура (абсолютная температура). Термодинамическая температура может вводить-
ся статистически, как модуль канонического распределения Гиббса [16, c. 104–105].
В термомеханике континуума абсолютная температура  (абсолютный скаляр) опре-
деляется как функция параметров термодинамического состояния и вычисляется как
частная производная потенциальной функции (3.1) по энтропии s, т.е.

(3.2)

Формула (3.2) наглядно демонстрирует отличие  от . В работах некоторых авторов

[8, 7] приоритет отдается обратной к температуре величине  – холодности (coldness).

Уравнение баланса внутренней энергии для линейных микрополярных теорий, как
хорошо известно, имеет следующий вид

(3.3)
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Здесь  – производная по времени при фиксированных координатах xk,  – тензор

силовых напряжений,  – массовая плотность (абсолютный скаляр),  – псевдо-

тензор моментных напряжений, q – лучистое тепло (абсолютный скаляр),  – абсо-
лютный вектор потока тепла. В приближении малых деформаций мы считаем .

В конвенциональном виде уравнение баланса энтропии примем

(3.4)

где  – абсолютный вектор потока энтропии,  – неконтролируемое производство
энтропии7 (в единицу времени в расчете на единицу массы),  – контролируемое про-
изводство энтропии (в единицу времени в расчете на единицу массы). Отметим, что 
и  являются абсолютными скалярами.

В термомеханике широко используется еще один термодинамический потенциал –
свободная энергия Гельмгольца. Минуя статистический смысл свободной энергии,
приписывая ей отрицательный знак, введем с помощью преобразования Лежандра
внутренней энергии

(3.5)

Преобразование Лежандра и его основные свойства подробно обсуждаются в моно-
графии [30, c. 155–157].

На основания инволютивности преобразования Лежандра, получим

(3.6)

откуда следует

(3.7)

4. Определяющие уравнения гемитропного микрополярного термоупругого континуума
GN-I. Уравнение баланса свободной энергии можно получить подстановкой соотно-
шений (3.4) и (3.5) в уравнение (3.3). В результате несложных преобразований полу-
чим

(4.1)

В предположении

(4.2)

уравнение (4.1) преобразуется к одной из приведенных форм

(4.3)

Для необратимых термодинамических процессов справедливо следующее фунда-
ментальное неравенство:

(4.4)

где

7 Например за счет лучистого тепла (radiant heat).
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(4.5)

Откуда следуют определяющие соотношения

(4.6)

Для неконтролируемого производства энтропии справедливо уравнение

(4.7)

На основании уравнения баланса энтропии (3.4) при учете (4.6) получаем нелиней-
ное уравнение теплопроводности

(4.8)

Линеаризованную по базисным термодинамическим переменным, свободную энер-
гию для микрополярного термоупругого континуума GN-I можно принять в форме

(4.9)

Здесь , , , , ,  – определяющие тензоры и псевдотензоры

микрополярного термоупругого континуума GN-I,  – малый температурный
инкремент (считается малой первого порядка), θ0 – референциальная температура. Веса
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ного отражения трехмерного пространства.
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(4.10)

5. Линейный гемитропный микрополярный термоупругий континуум. Полученная
энергетическая форма (4.9) используется, как правило, при построении моделей ге-
митропных микрополярных упругих континуумов. Определяющие тензоры и псевдо-
тензоры для линейного гемитропного микрополярного упругого континуума нечув-
ствительны к поворотам координатного репера, поэтому для них будут справедливы
следующие координатные представления8

(5.1)

Здесь , , ,  (  ) – двенадцать определяющих псевдоскаляры
гемитропного микрополярного термоупругого тела GN-I. Метаиндекс  – нумерует

определяющие псевдоскаляры. С точки зрения тензорной алгебры , , , , как ми-
нимум, являются полуизотропными инвариантами.

Подставив координатные представления (5.1) в определяющие соотношения (4.10),
получим

(5.2)

8 Подразумевается использование произвольной координатной криволинейной сетки. Алгоритм представ-
ления тензоров с постоянными коэффициентами подробно описан в монографиях (см. [22, c. 167], [32,
c. 70], [33, c. 445]) и работах [34, 35].
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Вместо определяющих псевдоскаляров , , ,  можно перейти к конвенцио-
нальным определяющим псевдоскалярам, таким как: G – модуль сдвига;  – коэффи-

циент Пуассона;  – характерная микродлина; , , , , ,  – не имеющие
физической размерности псевдоскаляры;  – коэффициент линейного теплового рас-

ширения;  – коэффициент теплового изгиба–кручения; λ – коэффициент тепло-

проводности; c – теплоемкость на единицу массы при  (см. [36, 37]). В этом слу-
чае характерная микродлина  будет псевдоскаляром отрицательного веса –1.

Сравнивая (5.2) с аналогичными формулами в [37, формулы (2.12)]:

(5.3)

для безразмерных определяющих псевдоскаляров удобно ввести новые обозначения
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Подставляя (5.4) в (5.3), получим
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откуда, учитывая определяющие уравнения (5.2), можно установить
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(5.7)

Принимая обозначения для определяющих постоянных

(5.8)

или, с учетом (5.4)

(5.9)

уравнение теплопроводности и динамические уравнения можно представить в окон-
чательной форме
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Таблица 1. Веса определяющих тензоров и псевдотензоров связанной термоупругой гемитроп-
ной среды

Терминологическое 
обозначение Символьное обозначение Вес Преобразование к абсолют-
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(first constitutive tensor)

0
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(third constitutive pseudotensor)
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0
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где fi – вектор массовых сил,  – момент микроинерции, li – вектор массовых момен-
тов.

Заключение. В настоящей статье рассмотрен сравнительно новый подход к матема-
тическому моделированию связанной термоупругой гемитропной среды.

1. Предложены новые подходы к построению энергетических форм и уравнений
механики микрополярной термоупругости.

2. Получены уравнение теплопроводности и динамические уравнения гемитропного
микрополярного термоупругого GN-I континуума в пседотензорной формулировке.

3. Использовались общие термодинамические принципы неравновесной термоди-
намики.

4. Анизотропные определяющие псевдотензоры в представлении квадратичной
энергетической формы включают: 3 псевдотензора четвертого ранга, 3 псевдотензора
второго ранга и один абсолютный скаляр.

5. Анизотропная энергетическая форма редуцировалась к гемитропной с помощью
специальных координатных представлений для определяющих псевдотензоров.

6. Рассмотрены различные варианты определяющих скаляров и псевдоскаляров, в
том числе, конвенционально используемые материальные псевдоскаляры: модуль
сдвига, коэффициент Пуассона, характерная микродлина (являющаяся псевдоскаля-
ром отрицательного веса, чувствительным к отражениям трехмерного пространства),
коэффициент линейного теплового расширения; коэффициент теплового искажения,
коэффициент теплопроводности, теплоемкость на единицу массы и псевдоскаляры,
не имеющие физической размерности.

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда (проект № 23-21-00262).
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В предыдущих статьях другими авторами установлены стационарные движения в
механической системе в случае существования частного интеграла Горячева–Ча-
плыгина. Там же изучены некоторые инвариантные множества и их устойчивость,
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1. Введение. Рассматривается механическая нелинейная автономная консерватив-
ная система, в которой описывается движение твердого тела вокруг неподвижной точ-
ки [1–4]. Движение тела задается дифференциальными уравнениями [4]:

(1.1)

где   – моменты инерции твердого тела относительно главных осей Ox,
; p, q, r – проекции мгновенной угловой скорости на подвижные оси;  –

координаты центра масс в подвижных осях;  – проекции ортов подвижных
осей на неподвижную ось , направленную вертикально вниз (углы Пуассона);

 – приведенная величина; M – масса тела;  – ускорение свободного падения.
В этой задаче существуют три общих интеграла [1–3]:

 (интеграл энергии)
 (кинетического момента)

 (интеграл Пуассона)
В частном случае при    [3] существует дополнительно

первый интеграл Горячева–Чаплыгина, который при обозначении  можно
записать
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Параметр a очевидно допускает значения разных знаков. Соответственно система
дифференциальных уравнений движения примет вид:

(1.2)

В статье [5] при изучении инвариантных множеств в системе с частным интегралом
Горячева–Чаплыгина, в частности, выявлены стационарные движения:

(1.3)

(1.4)

Они могут быть получены как не зависящие от времени, предельные решения для
инвариантных множеств. Там же установлена устойчивость положения покоя (1.4).
Осталась неисследованной устойчивость другого положения покоя.

Такие же стационарные движения получены и в статье [6]. В последней статье
устойчивость не просто определить по бифуркационному комплексу, особенно на
границе областей устойчивости, если учесть, что это свойство зависит от знака . По-
этому проведем исследование устойчивости оставшегося стационарного движения
традиционным способом.

2. Исследование устойчивости. Распространенным наиболее известным в настоящее
время способом исследования устойчивости по Ляпунову стационарных движений
является второй метод Ляпунова [7]. В автономных системах для проверки необходи-
мых условий устойчивости вначале следует установить корни характеристического
уравнения возмущенного движения. Для положения покоя (1.3) введем отклонения:

     . Соответствующие уравнения возму-
щенного движения получаются следующими:

Матрица линейной правой части последней системы имеет вид

Характеристическое уравнение матрицы  получается таким:

Очевидно, при , когда , последнее уравнение допускает отличные от ну-
ля вещественные корни. Тогда для  по теореме Ляпунова о неустойчивости [7]
состояние покоя (1.3) неустойчиво по Ляпунову.
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При исследовании достаточных условий устойчивости знакоопределенные функ-
ции Ляпунова будем строить способом Четаева [8] – связкой из интегралов возмущен-
ного движения, которые в этом случае принимают вид

Связка из первых интегралов здесь запишется:

Вещественные множители Лагранжа  подбираются с целью обращения в
нуль всех линейных слагаемых по переменным  связки, которые здесь полу-
чаются как:

.

Такое условие выполняется при:    – произвольном.
Более упрощенный анализ, очевидно, происходит при . Тогда связка интегра-
лов при подстановке числовых значений  будет следующей:

(2.1)

Формально при  полученная квадратичная форма положительно определена.
Следовательно, при  положение покоя (1.3) устойчиво по Ляпунову [7].

Вообще говоря, из существования равенств   можно заключить о за-
висимости между переменными. Две связанные переменные в этом случае следует ис-
ключить из общего числа переменных . Конечно, исключение не всякой
переменной может привести к ожидаемому результату. Из равенства  выразим

, где , считая  значительно малыми. Последнее выра-
жение для анализа следует представить в аналитическом виде. С этой целью разложим
его в сходящийся при  знакопостоянный ряд

(2.2)

Здесь для бесконечно малых  разложение (2.2) возможно в силу . Далее

из равенства  составим выражение . При значениях  и

достаточно малых по абсолютной величине  последнее можно представить схо-
дящимся знакочередующимся рядом

(2.3)

Подстановка составленных  в выражение  получает аналитическую функцию от

четырех переменных, в которой форма наименьшего порядка  полу-
чается положительно определенной при  по переменным . Тогда по-
ложение покоя (1.3) устойчиво по упомянутым переменным  [9]. Ввиду
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ограниченности, что в частности выполняется при: , для достаточно
малых , из (2.2) следует устойчивость и по  [10]. При достаточно малых 
вследствие сходящегося ряда (2.3) так же [9] имеется устойчивость состояния покоя и
по переменной . Следовательно, формальной знакоопределенности связки интегра-
лов  при связанных равенствами   переменных вполне достаточ-
но для устойчивости соответствующего стационарного движения (1.3).

Устойчивость положения покоя (1.4) можно проводить аналогично, но она уже ис-

следована в [5] при  (здесь ).

Полученные результаты можно составить в единой форме. Легко видеть, что поло-
жения покоя устойчивы при , и неустойчивы при .

Следует отметить, что при установлении достаточных условий устойчивости обеих
положений покоя знакоопределенные функции Ляпунова были составлены только с
участием интегралов энергии и Пуассона возмущенного движения.

Заключение. В статье окончательно для  завершено исследование устойчиво-
сти стационарных движений в системе с частным интегралом Горячева–Чаплыгина.
Вторым методом Ляпунова установлены достаточные условия устойчивости найден-
ных положений покоя. Они соответствуют известной теореме Лагранжа [1] об устой-
чивости при минимуме потенциальной энергии.

Для случая частного интеграла Горячева–Чаплыгина устойчивость стационарных дви-
жений устанавливается квадратичными слагаемыми отклонений от состояния покоя.
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